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OZET
SINIR DEGER PROBLEMLERI VE SAMPLING TEORISi

[BRAHIM HALIL ASLAN
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik A. B. D.
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Abdullah KABLAN
Temmuz 2011, 54 Sayfa

Bu tezde Kramer sampling teoremi ile Lagrange intepolasyonundan iiretilen
sampling ac¢ilimlari arasindaki iligki anlatilmistir. Kramer teoremi ile elde edilmis
sampling agilimina sahip her hangi bir fonksiyonun, Kramer teoremindeki gibi
¢ekirdek fonksiyonu ikinci mertebeden Sturm-Liouville probleminden belirlenen,
Lagrange tipi interpolasyona da sahip olacagi gosterilmistir. Sampling teoremi ile
ilgili bir ¢ok regiiler ve singiiler Sturm-Liouville problemi i¢in kullanilan bu yeni
yaklasim, sadece bilinen sampling a¢ilimlarini yeniden yazmak degil ayn1 zamanda

sampling fonksiyonlarini hesaplamak i¢in de yeni bir yontemdir.

Tezde, oncelikle Whittaker-Shannon-Kotel’nikov (WSK) teoremi verilmis ve
daha sonra WSK metodunun bazi genellestirmeleri tanitilmistir. Son olarak da
Lagrange interpolasyonundan iiretilen sampling agilimu ile ilgili ana teorem

ispatlanmugtir.

Anahtar Kelimeler: Shannon samling teoremi, Kramer sampling teoremi, Sturm-

Liouville sinir deger problemi.



ABSTRACT

BOUNDARY VALUE PROBLEMS AND SAMPLING THEORY

IBRAHIM HALIL ASLAN
M. Sc. in Mathematics
Supervisor: Asist. Prof. Dr. Abdullah KABLAN
July 2011, 54 Pages

This thesis is devoted to a connection between Kramer’s sampling theorem and
sampling expansions generated by Lagrange interpolation. It is shown that any
function that has a sampling expansion in the scope of Kramer’s theorem also has a
Lagrange-type interpolation expansion provided that the kernel associated with
Kramer’s theorem arises from a second-order Sturm—Liouville boundary-value
problem. This new approach, which for a variety of regular and singular Sturm-—
Liouville problems leads to associated sampling theorems, recovers not only many
known sampling expansions but also gives new ways to calculate the corresponding
sampling functions.

In thesis, firstly Whittaker-Shannon-Kotel’nikov (WSK) theorem has been given
and secondly some generalized theorem of WSK have been introduced. Finally, the
mean theorem about sampling expansions generated by Lagrange interpolation has

been proved.

Key Words: Shannon’s sampling theorem, Kramer’s sampling theorem, Sturm-

Liouville boundary-value problems.
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GIRIS

Haberlesme teknolojisinde ve bilgi teorisinde kullanilan baslica tekniklerden biri
Sampling Teorisidir. Ik uygulamalar1 bu alanlarda olmasiyla birlikte bu giin birgok
fizik ve miihendislik alanlarinda kullanilmaktadir. Sinyal analizlerinde, goriintii
isleminde, radarlarda, meteorolojide, holografide, ve daha bir ¢ok alanda
kullanilmaktadir.

Sampling yontemi, verilen herhangi bir bilgi, bir fonksiyonun belirli noktalarda ki
degeri ya da onun tiirevleri seklinde verilip, fonksiyonun yeniden yapilandirilmasini
isteyen her alanda kullanilabilir. Bu agidan Sampling Teorisine interpolasyon ve
yaklagim teorilerinin bir {irinii olarak bakilsa da aslinda gelismesi tam fonksiyonlar
teorisine daha yakindir. Bu ylizden Sampling Teorisi her zaman matematikte 6nde
gelmis ve geleneksellesmis olan Yaklasim teorisi, Tam fonksiyonlar teorisi, Fourier
serileri ve integralleri gibi matematik alanlarinin gélgesinde kalmistir. Belkide bu
yiizden daha ¢ok fizik ve miihendislik alanlarinda yayginlasmis ve gelisimindeki
bircok sey matematikgilerden ziyade miihendisler tarafindan bulunulmustur.
Dolayisiyla gelisimindeki bir¢ok arastirma makaleside miithendislik literatiiriinde yer
almustir.

Sampling teorisinin gegmisi elli yillik bir siirectir, fakat kokleri Poisson [1], Borel
[2], Hadamard [3], La Vallee Poussin [4] ve E.T. Whittaker [5] gibi biiyiik

matematikgilere dayanir ve hatta bazi temel sonuglar Cauchy’ye [6] kadar uzanir.

Sampling Teorisi basladigindan beri tizerinde ¢alistigi temel esas eger bir f (t)
sinyal fonksiyonunun saniyelik devresi W/2 den daha yiiksek siklikta degilse,
fonksiyonun saniyede 1/ W aralikli noktalarindaki ordinatlar1 verilerek fonksiyonu
yeniden inga edilebilecegi tizerinedir. Bagka bir ifadeyle ¢ = n/ W, n=0,12,---

ile verilirse

n . sinm(Wt —n)

- =W w(Wt—n) 1)



bigimimde f(¢) fonksiyonu yeniden insa edilebilir. Istenilen bilginin tamamini bu
fonksiyonda bulabiliriz. ¢ degerlerine sampling degerleri dersek, esit araliklarla

verilen bu sampling degerleri fonksiyonu yeniden insa eder. Bu fonksiyonun tam
olarak insasi i¢in gereken sampling degerleri arasindaki minimum oran, ilk defa
Sampling Teorisinin telgraf ile baglantisin1 kuran H. Nyquist tarafindan bulunmustur.
Bu yiizden bu orana Nyquist oran denir, [7].

Teorinin ilk kesfi E. T. Whittaker tarafindan 1915 kardinal fonksiyonlarin serisi
ile olmustur, [5]. Daha sonra oglu J. T. Whitaker tarafindan bu ¢alismalar daha da
ilerletilmistir, [8]. Fakat F. J. W. Whipplenin, E. T. Whittaker’den dnce 1910’lar da
bazi ¢aligsmalarin oldugu fakat bunlari1 yaymlamadigi iddia eder, [9].

Son ¢ikan bir makalede [10] P. Butzer ve R. Stens, Japon matematik¢isi K.
Ogura’nin 1920 de yayinlanan olduk¢a belirsiz bir raporunda [11] Sampling
Teorisinin bilinen Yaklasim ve diger teorilere benzer bir formda oldugunu ve bunu
reziidli hesabini1 kullanarak basit ve kabataslak olarak ispatini verdigini sdylemistir.
Buther ve Stens © e gore bu K. Ogura’y1 bunu bu sekilde soyleyen ilk matematikgi
yapar ve E. T. Whittaker’e ait oldugu bilinen bu yaklagim aslinda Ogura’a aittir.

E. T. Whittaker ¢alismalarina keyfi fakat tam bir fonksiyon alarak basladi ve

ondan sonra (0.1)’in sag tarafinda verilen ve {t :n/W}

h sampling degerleri

ile f(¢) fonksiyonunu olusturdu. Bu fonksiyona kardinal fonksiyonu denir. Aslinda

n

Whittaker sampling degerlerini daha genel alarak, yani {T :a—l—nW}

n = —0oo

bigiminde alarak fonksiyonu yapilandirmay1 disiintiyordu ki zaten bunu basit
degisken doniisiimleri yaparak kolaylikla gorebiliriz. Daha sonra Whittaker bant
limit fonksiyonlarinin yani kardinal fonksiyonlarmin hizli salinim yapmayan tam
fonksiyonlar oldugunu goéstermistir. Whittaker calismalarinda hig¢bir zaman (0.1)

deki Kkardinal fonksiyonunun f(¢) sinyal fonksiyonuna esit oldugunu ifade

etmemistir. Aksine Cotabular fonksiyonlar olarak adlandirilan ¢ = n/ w,
n = 0,41,42,..., noktalarinda bir¢ok tam fonksiyonun var oldugunu fakat bunlarin
en basit olaninin kardinal fonksiyonu oldugunu sdylemistir. Diger taraftan Ogura ise
kardinal fonksiyonunu f(z) bigiminde (z—>oo) iken exp(m"sin 9‘) den daha hizl
biiyiimeyen tistel tipten tam bir fonksiyon bigiminde tanimlayarak baglamistir.
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Daha sonra Ogura kardinal fonksiyonun (0.1) deki Sampling degerlerinin tamsay1

yani W =1 alinildig1 zaman insa edilen fonksiyonun analitik oldugunu séylemistir.

Nyquist’in oranindan fakli oranlar igin Whittakerin ¢aligmalar1 sadece teoride
kalmistir. Whittaker’in bu ¢alismalari ikinci diinya savasindan sonra literatiirde pek
goriinmezken 1940’ta C. E. Shannon tarafindan yeniden kesfedilmis ve tanitilmustir.
Bu konuda haberlesmenin matematiksel teorisi ve sesin varligimin hesaplanmasi iki
tinlii makalesidir, [12], [13]. Bunlarla birlikte Shannon eger bir sinyal 6rnegi igin
farkli anlarda ve diizgiin olmayan araliklarla onun tiirevleri ve degerleri verildigi
zaman sinirlandirilmis frekanslarla fonksiyonun yeniden yapilandirilabilecegini
sOylemistir.

1950’lerden sonra ise bati diinyasinda taninmis olan Rus miihendis Kotel’ nikov
[14], Shannonun sonuglarindan bagimsiz olarak kesfettiklerini Shannon’dan daha
once heberlersme teknolojisine uygulamigtir. Rusya da ve dogu da bu teori
Kotel’nikov’ un adiyla bilinir.

Batidaki miihendisler arasinda Shannon Sampling teorisi olarak bilinse bile biz
Whittaker-Shanon-Kotel’nikov sampling teorisi ya da kisaca WSK Sampling teorisi

olarak adlandiracagiz.



BOLUM 1

WHITTAKER-SHANNON-KOTEL’NiKOV TEOREMIi VE
GENELLESTIRMELERI

Bu bolimde, tezin de konusu olan Whittaker-Shannon-Kotel’nikov  (WSK)
Sampling Teoreminden bahsedecegiz. Eger bir zaman fonksiyonunun saniyelik
devresi sifirdan W ya kadar olan bantlar i¢in smirlandirilmigsa bu zaman

fonksiyonunun 1 /2W aralikli ayrik noktalarindaki ordinatlarinin dizisi verildigi

durumda bu fonksiyonu tam olarak belirleyebiliriz ve bu da asagidaki sekildedir.

n sm7r (Wt —n)
Zf (Wt —n)

Buna Via formiilii diyecegiz. Simdi bunun temel sonuglardan biri olan (WSK)

Sampling Teoremini vermeden 6nce bazi tanim ve teoremler verecegiz.
Tamm 1.1 (Olgiilebilir Fonksiyon): X uzay1 ; pozitif dlgiisii ile (X , ,u) Olclim

uzay1 olsun ve 0 < p < oo sayilart i¢in asagidaki saglanirsa f fonksiyonuna X

tizerinde kompleks degerli ol¢iilebilir bir fonksiyon denir, [15].

l/p
[f " u

Tammm 1.2 (Band Limit Sinyal Fonksiyonu): Eger f(t) [—a,a] araliginda

< 0

F €I’ (—0,0) igin Fourier déniisimlii bir fonksiyon ise f(t) fonksiyonuna o

banth bir bant limit sinyal (fonksiyonu) denir. Yani £ (t) fonksiyonunun

w)e™dw Fel’(-o,0 1.1
Jeduw, (00) (L.1)

t):\/%_w_J;F(



biciminde yazilmasidir.

Teorem 1.1 (Parseval Esitligi): {% (x>}x

n=

ortagonal fonksiyonlar kiimesi ve
1

f,gel’ (a,b) olsunlar. f,g fonksiyonlar1 sirasiyla

bigiminde esitlikler vardir, [16].

. 1 1
Teorem 1.2 (Holder Esitsizligi): p ve ¢ negatif olmayan ve —+-—=1
p q

kosulunu saglayan reel sayilar olsun. Eger f € I/,g € L' ise f-g€ L' ve

Jlselan <A, [,
dir, [16].
Tamim 1.3 (Tam fonksiyon): Kompleks degiskenli f(z) fonksiyonu kompleks

diizlemin tamaminda analitik ve bu nedenle her noktasinda fourier seri agilimina

sahip ise f(z) fonksiyonuna tam fonksiyon denir. Sifirdaki seri ag¢ilimi asagidaki

gibidir.
f(z) = ianz"
n=1
burada a, = f" (0)/n! katsayilardir, [17].

Tamim 1.4 (Ustel Tipten Tam Fonksiyon): f(z):exp(az"”) fonksiyonuna
m. mertebeden o tipinde iistel tam fonksiyon denir. m =1 alinirsa sadece o

tipinde tistel tam fonksiyon denir, [17].



Tamm 1.5: Vo >0 ve 1 < p < ocoi¢in B’ kiimesi ile C de I (R) ye ait olan,

en fazla o tipindeki istel biitiin tam fonksiyonlarin kiimesini gosterecegiz. Yani

Flafesp(ol). [ lr(=)]

Teorem 1.3 (Hadamard Faktorizasyon Teoremi): Herhangi sonlu, tam ve p.

fEB2 ‘f ‘<sup

zeR

mertebeden f (z) fonksiyonu asagidaki formda yazilabilir

o0

f<z) = z"”eP(Z)HG

n=1

z
—ip

n

burada z degerleri f (z) fonksiyonunun sifir olmayan kompleks kokleri ve

o0

p(p < p) sayisi, »

n=1

— serisini yakinsak yapan en kiiglik tam sayi, P(z)

z

n

polinomu derecesi p ’yu agmayan bir polinom, m sayist orjindeki sifirin kati ve
G <u; p) ise asagidaki bigimde tanimlanan bir fonksiyondur.

u’ u?
2

G (usp) = (1 - u)exp ;

, G(u;0) = (1—u)

Ornek olarak

verilebilir, [18].

1.1. Whittaker-Shannon-Kotel’nikov Sampling A¢ilim

Bu boliimde tezinde temelini olusturacak olan Whittaker-Shannon-Kotel’nikov
veya kisaca adlandiracagimiz WSK metodunu verecegiz. Bu metot ilk defa 1915 de
E. T. Whittaker tarafindan [8] ortaya atilmis ve daha sonra da 1940’ta C. E. Shannon
[13] ve V. Kotel’ nikov [14] tarafindan gelistirilmistir.

Teorem 1.4 (Whittaker-Shannon-Kotel’nikov): f(t) |-o,o]| araliginda bir o
bant limit sinyal fonksiyonu ise o zaman ¢ = kn /o, k=0,£1,%2,..., degerli

sampling noktalarinda Shannon’ un Via formiili



00 sina(t—t,)

f(t>:Zf(tk)U<t—_tk)k,teR (1.2)

seklini alir. Bu seri R kiimesinin kompakt her alt kiimesinde mutlak ve diizgiin

yakinsaktir, [13]. Burada {tk }OOL_ degerlerine sampling degerleri ve

sino(t —
_ (t tk)
S (t) = (t — tk) (1.3)

fonksiyonlarina da Sampling fonksiyonlar1 denir.

(1.2) ifadesinde verilen o / m sampling sikligina Nyquist oran1 demistik. Bu oran

fonksiyonun yeniden tam olarak yapilandirmasi igin gerekli olan minimum orandir.

Ispat: Bu teoremin ispatinda ana fikrimiz, ¢ fonksiyonuna basit notasyonlar

uygulayarak onu 2¢ periyotlu fonksiyon yapip, F<w> fonksiyonunu R reel eksenin

tamamina ¢ ™7 fonksiyonlariin Fourier serisinde yazmak olacaktir. Bu durumda

F ’nin Fourier agilimi

c(n) = ifF(w) ™ dw

biciminde hesaplanir. (1.1) ifadesinin sag tarafina Parseval esitligini uygularsak

sina(t—t >

f(t)= 2= f; c<n)a<t—_tn>n (L4)

elde ederiz. Gergektende

oldugundan (1.2) ifadesi elde edilir. Buradan da ispat tamamlanir. (1.4) ifadesi

Z‘ ‘EL oldugundan yakinsaktir. Bununla birlikte (1.4) deki seriye

n=—0o0

Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak (1.2) ifadesinin R kiimesinin kompakt her



alt kiimesinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu kolaylikla goriilebilir. Dikkat

edilirse Fe I (—0,0) oldugundan zx: ‘c(n)‘ < oo dur.

n=-—0o0

Simdiye kadar secilen sampling degerleri olan {tn} dizisi esit araliklar olarak

secilmigti. Simdi ise esit olmayan araliklar i¢in (WSK) Sampling teoreminin
genellestirmesinde biiyiikk rol oynayan Paley ve Wiener’in ¢alismasi olan Paley-
Wiener Teoremini verelim.

1.2. WSK Metodunun Paley-Wiener Genellestirmesi

Diizenli sampling noktalarmin se¢imiyle olusturulan WSK metodunun, Paley-
Wiener genellestirmesi sampling noktalarinin diizensiz ve belirli bir sart1 saglayacak

bicimde secilmesiyle olusturulmus daha genel bir metottur.

Teorem 1.5 (Paley-Wiener): {tn} reel sayilar dizisi asagidaki sekilde segilsin

km
tk -
o

<= (1.5)

D =sup 1
o

keZ

ve G (t) asagidaki bigimde tanimlanmig bir fonksiyon olsun.
~ t t
Gt)=(t—t)[T|1——|1—— (1.6)
k=L tk tfk

0 zaman (1.2) deki seri agilim1

1(t)= i H(t)s (1) (ter) (17)
biciminde olur. Burada
wy G
S, (t) = Tl=1) (L8)
dir, [19].

(1.7) serisinin sag tarafi R kiimesinin kompakt her alt kiimesinde diizgiin

yakinsaktir. Agiktir  Ki tkz(lm) /o=—t  alindign zaman G (t) fonksiyonu

—k
sinot / o ya esit olur. Bu da (WSK) Sampling Teoremindeki (1.2) ve (1.3)

ifadelerinin (1.7), (1.8) ifadelerine denk olmasi demektir.



WSK Sampling Teoreminin baska bir genellemesi olan, (1.1) integralindeki

periyodik olan e fonksiyonun yerine daha genel periyodik fonksiyonlar alindig:

zaman durumun nasil olacagin agiklayan asagidaki Kramer teoremini verelim.

1.3. WSK Metodunun Kramer Genellestirmesi

WSK metodunun bir baska genellestirmesi olan Kramer sampling metodu bu
tezin de ana unsuru olacaktir. Ciinkii bu teoremle birlikte ilk defa sampling metodu
ile sinir-deger problemleri arasinda iliski kurulmus ve metot i¢in gerekli olan
sampling noktalar1 sinir-deger probleminin 6zdegerlerinden ve sampling

fonksiyonlar1 da 6zfonksiyonlardan elde edilmistir.

Teorem 1.6 (Kramer): K (z,t)€ I’ (I), t € R igin siirekli bir fonksiyon ve
{tn}:i_oc reel sayilar dizisi i¢in K (z,tn>eL(I ) ortagonal fonksiyonlarmn ailesi
olsun. F(z)e I’ (I) icin

f F(2) K (2,t)do (1.9)

bi¢iminde ifade edilebilirse 0 zaman f(t) fonksiyonun Sampling serisi

fe)="3 £(t,)s: () (1.10)

n=—oo

bi¢iminde olur. Burada

fot )d
BT

(1.11)

dir, [20].

Ispat: F(a:) er (I ) oldugundan

seri agilimina sahiptir. Burada



fF(x)K(x,tn>dx
)=
ﬁK(m,tﬂ)‘ dx

fonksiyonlar1 katsayilardir. Benzer olarak K (x,t) er ([ ) oldugundan

K(wt)= > d(n)K (2.t

n=—oo

burada

_ L))
[ \K(x,tn)\ da

katsayilardir. Bunlarla birlikte (1.9) denkleminin sag tarafina Parseval esitligi

(n)

uygulanirsa istenilen sonug elde edilmis olur.
Gergektende, I = [—7?, W], K (:C,t) =" ve t = n alindiginda

sinw(t — n)

RSN

olacaktir ve boylece

iken

00 sinﬂ(t —n>

N nzfoof 7r<t —n)

seri agilimi ortaya ¢ikacaktir. Bu bize Kramer Teoreminin (WSK) Sampling

Teoreminin bir genellemesi oldugunu soyler.

Bu teoremde su ana kadar K (z,t) fonksiyonlar1 ve F = {tk }Oi dizisinin nasil

n—=——0oo

bulunacagi konusunda herhangi bir fikir sunulmamistir. Ancak yine Kramer bu
fonksiyonlarin ve dizisinin belirli bir kendine-es smir- deger probleminden elde
edilebilecegini sOylemistir. Bunu nasil olacagi 3. boliimde verilecektir ancak ondan

once 2. boliimde sinir-deger problemlerini tanimlayip bazi 6zelliklerini verecegiz.
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BOLUM 2
LINEER DIFERANSIYEL OPERATORLER

Bu bdliimde Sampling Teoreminin seri aciliminda kullanacagimiz lineer
operatorlerden bahsedecegiz. Oncelikle lineer Operatdrler ve smir sartlarindan
bahsedecegiz. Daha sonra ise 6zdeger ve Ozfonksiyonlardan ve bunlarin bazi
ozelliklerini verecegiz. Bu boliimdeki teoremler ispatsiz verilecek ve sadece kaynak

gosterilmekle yetinilecektir.
2.1. Lineer Operatorler

D, R kompleks lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. D nin her z elemanin1 R

nin bir z' = A(x) elemanina esleyen A fonksiyonuna, R kompleks lineer uzayinda
bir operator denir. Burada D kiimesine operatériin tanim kiimesi ve tim

Az, <x € A) elemanlarinin olusturdugu kiimeye de operatoriin deger kiimesi denir.

D, bir alt uzay olsun. Eger z,y € D, ve herhangi bir A\ sayis: i¢in asagidaki
bagmtilar saglaniyor ise A operatoriine lineer denir.
A(/\x) = )\A(I)
Alz+y)=A(z)+A(y)

A ve B operatorleri aynt D tanim kiimesinde tanimlanmis ve Vx € D ig¢in

Az = Bz ise bu operatorlere esit operatirler denir.
2.2. Lineer Diferansiyel ifadeler

Asagidaki formda verilmis esitliklere lineer diferansiyel ifadeler denir.

l(y> —p, (x) y<n) +p, <x>y(n,1) +otp, (x>y

11



Burada p, (x),pl (x),...pn (x) fonksiyonlarmma katsayilar, n sayisina da
diferansiyel ifadenin derecesi denir. Simdi [a,b] araliginda n. mertebeye kadar tiim

tirevleri siirekli olan fonksiyonlar uzayini C’(") ile gosterelim. Her y € C(n)
fonksiyonu i¢in [ (y) diferansiyel ifadesi iyi tanimli ve [a,b] aralig1 tizerinde siirekli

bir fonksiyondur.

2.3. Siir Sartlar
y ve onun ilk (n—l). ardil  tiirevlerinin [a,b] arahgmdaki @ ve b

noktalarindaki sinir degerlerini asagidaki bicimde gosterelim:

' n—1 ' n—1
yyy( );y,,vyb ylf ) (2.1)

U <y), (2.1) deki degerlerle asagidaki bigimde tanimlanan lineer bir form olsun.
Uy)=op, +og, ++o,_u"" + 8y + 8y, ++6,_y""
0%a 19a n—1va 090 19b n—1vb
Eger bu tiirden birgok U, (fl} ) ;v =1,...,;m formlari secilirse ve

U (y)=0, v=1..,m (2.2)

v

sartlarnmm ¥ € C ¥ fonksiyonlar1 tarafindan saglanmasi istenirse, bu sartlara ¥

fonksiyonlarmin saglanmasi gereken sinir sartlar: denir.

(»)

D ile (2.2) formundaki smir sartlarinin 6zel bir sistemini saglayan y € C

fonksiyonlarinin olusturdugu kiimeyi gosterelim. D nin C(") de bir lineer alt uzay
oldugu agiktir ve eger (2.2) sartlar hi¢ yoksa veya tiim katsayilari sifir ise o zamanda
bu C(") ile ¢akisir.

Belirlenmis bir l(y) diferansiyel ifadesi ile birlikte (2.2) formundaki sartlarla
tanimlanmis 6zel bir D alt uzayr verilsin. Her bir y€ D igcin u= l(y)

fonksiyonunu karsilik getirelim. Bu baginti tanim kiimesi D olan bir lineer
operatordiir ki biz bunu L ile gosterecegiz ve asagidaki gibi yazacagiz

u = Ly.
L operatdriine, l(y) diferansiyel ifadesi ve (2.2) sinir sartlar1 ile olusturulan

diferansiyel operatdr denir.

12



Bu yolla herhangi bir diferansiyel ifadeden, (2.2) smir sartlarinin degisik

secimleriyle bir¢ok diferansiyel operator elde edilir. Eger 6zel olarak (2.2) sinir

()

sartlar1 hi¢ yoksa o zaman bu tamim kiimesi D = C"’ olan ve L, ile gosterecegimiz

diferansiyel ifadeye karsilik gelir. Bu durumda L, ayn l(y) diferansiyel ifadesi ile

olusturulmus tiim dier L operatorlerinin genisletilmisi olacaktir. Burada L, en

genis tanim kiimesine sahip operator degildir, ancak yukarida bahsedilen tiim

operatorler L, operatoriiniin kisitlanigidir.

2.4. Homojen Sinir-Deger Problemi

l(y) =0 (2.3)

U (y):o, v=12..m (2.4)

sartlarin1 saglayan y € C(n) fonksiyonunun bulunmasi problemine Homojen sinir
deger problemi denir. Eger L, l(y) diferansiyel ifadesi ve (2.4) smir sartlart ile
olusturulan bir operatdr ise, o zaman homojen sinir-deger problemi; L operatoriiniin
D tanim kiimesi i¢inde L yi sifir yapacak bir ¢ fonksiyonun bulunmasidir.

Herhangi bir homojen sinir-deger probleminin en az bir y = 0 ¢dziimiiniin var

oldugu aciktir. Bu ¢oziime asikar ¢éziim denir. Homojen sinir —deger problemi agikar
olmayan ¢oziimlere de sahip olabilir.
Simdi hangi sartlar altinda homojen siir deger-deger probleminin asikar olmayan

¢Ozlime sahip oldugunu bulmaya c¢alisalim.

Y3 Yys--Y, 5 l(y) = 0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri olsun.

Bu durumda lineer diferansiyel denklemlerin bilinen teorisinden, (y)=0
denkleminin herhangi bir ¢6ziimii (bu aym1 zamanda homojen sinir-deger
probleminin de ¢dziimidir) c,c,,...,c sabitler olmak lizere asagidaki formda
yazilabilir.

y=cy +ey, +...+cy (2.5)

simdide (2.5) ¢6ziimiine (2.4) sinir sartlarin1 saglatirsak, asagidaki lineer denklem

sistemi elde edilir.
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ClUl <y1> + CQUI (yQ) +oet CnUl (yn) =

0
U, (%) +aU, <y2> o+l <y”) =0 (2.6)

U (y1> +cU (yQ) +-+c U (yn) = 0‘

simdi bu denklem sisteminin katsayr matrisi olan asagidaki matrisin rankina r

diyelim.
Uifm) Uilw) - Uiy,
g ) Ulw) - )
Um(y1> U, (yQ) .U (yn)
bu durumda c,c,,...,c sabitleri i¢in (2.6) denklem sisteminin tam olarak (n — r)

tane bagimsiz ¢oziimil olacaktir ve bunlar sinir-deger probleminin (n — r) tane y

¢Oziimiine denk gelecektir.

Buradan asagidaki sonuglar elde edilir.
1) Eger U matrisinin ranki 7 ye esit ise homojen sinir-deger problemi (n — r) tane
bagimsiz ¢oziime sahiptir.

2) <a> Homojen sinir-deger problemi asikar olmayan ¢oziime sahip olmasi igin

gerekli ve yeterli sart, U matrisinin r rankinin [ diferansiyel ifadenin n

derecesinden kii¢iik olmasidir.

(b) m < n i¢in, homojen smir-deger problemi her zaman asikar olmayan ¢6ziime
sahiptir.

(c) m = n i¢in, homojen sinir-deger probleminin asikar olmayan ¢6ziime sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart U matrisinin determinantinin (ki bu durumda kare

matrisi olugur) sifir olmasidir.

U matrisinin rankina sinir-deger probleminin rank: denir. Bu y,,y,,...,y, ¢0ziim

sisteminin se¢imine baglh degildir.
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2.5. Diferansiyel Operatorlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar

L operatoriiniin tanim kiimesinde bulunan ve 6zdes olarak sifir olmayan g
fonksiyonu igin
Ly =\y (2.7)
esitligi saglaniyor ise A degerine L operatoriiniin ozdegeri y fonksiyonuna da A
0zdegerine karsilik gelen dzfonksiyon denir.

L operatérii 1(y) diferansiyel ifadesi ve

U,(y)=0,.U,(y)=0 (2.8)
siir sartlarindan tretilsin. y fonksiyonu L operatoriiniin tanim kiimesinde olmasi
gerektiginden (2.8) sartlarini da saglamalidir. Ayrica Ly = [ (y) dir ve buradan (2.7)
esitligi asagidaki denkleme denktir.

ly) =y (2.9)
Dolayisiyla L operatoriiniin 6zdegerleri 6yle A degerleridir ki, bu degerler i¢in

l(y):)\y, Uv<y>:0, v=1L12..m (2.10)

homojen smir deger problemi asikar olmayan ¢ozlimlere sahiptir ve her bir asikar
olmayan ¢oziim de \ 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.

Ayn1 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonlar1 da yine
ayn1 6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyondur.

Verilen bir A degeri i¢in (2.9) homojen denkleminin lineer bagimsiz
¢oziimlerinin sayis1 en fazla n tane olabileceginden, ayni 6zdegere karsilik gelen
ozfonksiyonlarin timii boyutu < n olan sonlu boyutlu bir uzay olusturacaktir. Bu
uzayin boyutu tabi Ki verilmis bir A degeri i¢in (2.10) sinir deger probleminin lineer
bagimsiz ¢oziimlerinin sayisidir. Bu sayiya dzdegerlerin kati denir.

Ozdegerleri belirlemek i¢in bazi sartlar bulmaya ¢alisacagiz. Bu amagla
Y, (1:, A),yz (:v, )\),...,yn <£B, A) (2.11)

ile (2.9) diferansiyel denkleminin asagidaki baslangi¢ sartlarini saglayan temel

¢cozlimlerini gosterelim:

v— 07 | =V
y,(. 1) (a,/\> = ], jhv=12,..n (2.12)
! L J=v
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Diferansiyel Denklemlerin genel teoremlerinden, [a,b] deki her z icin (2.11)

fonksiyonlar1 A ya gore tam fonksiyonlardir. Yukarida elde ettigimiz sonuglardan

(2.10) sinir deger problemi asikar olmayan ¢oziime sahiptir, ancak ve ancak

U(v,) U (y,) ~ Uy,
g Ualw) Clw) — Uly)
Um(yl) Um(yQ) Um(yn)

matrisinin ranki n den kiigiiktiir. Eger m < n ise, » < n ve bu durumda (2.10)
sinir deger problemi herhangi bir A\ degeri icin asikar olmayan ¢6ziime sahiptir.
Dolayisiyla eger m < nise herhangi bir \ degeri 6zdegerdir.

Eger m >n ise U matrisinin rankinin n den kiiglik olmas1 i¢in gerekli ve
yeterli kosul onun biitin n mertebeli mindrlerinin sifir olmasidir. Ancak bu
mindrlerin her biri A nin tam analitik fonksiyonlaridir, dolayisiyla asagidaki

durumlar s6z konusudur:

1) U matrisinin n. mertebeden mindrlerinin hepsi sifira denktir. Bu durumda daha

onceki sonugtan, herhangi bir \ degeri 6zdegerdir.

2) U matrisinin en az bir n. mertebeden mindrii sifira denk degil ise bu durumda da

sadece bu mindrlerin sifirlar1 6zdeger olabilir ve ayrica 6zel bir minoriin sifir1 eger U
nun diger biitlin n. mertebeden sifir olmayan mindrlerini 6zdes sifir yapiyorsa
0zdeger olabilir.

Sifir olmayan bir tam fonksiyon en fazla sayilabilir coklukta sifira sahiptir (hepsi
sahip olmak zorunda degil) ve bu sifirlar sonlu bir limit noktasina sahip degildir.
Dolayisiyla 2. durumda, L operatorii en fazla sayilabilir coklukta d6zdegere sahiptir
(hepsine sahip olabilir) ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip degildir.
Sonug olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.1: Herhangi bir L operatérii i¢in iki durum sz konusudur:

1) Her A sayist L nin 6zdegeridir.

2) Operator en fazla sayilabilir ¢coklukta 6zdegere sahiptir, (6zel durumda hepsi

degil) ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip degildir.

m = n durumu ise 6zel olarak inceleyelim. Bunun i¢in
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U(y) U(y,) - Uly,)
A()\):UQ.(%) UQ(%) U(y)
U.(v) U.(v,) - U,(y,)

olsun. Daha oOnce de belirtildigi tlizere burada yine A()\), A nin tam, analitik

fonksiyonudur ~ ve L operatorinin (veya Ly =0 sinir deger probleminin)

karekteristik determinanti olarak adlandirilir. Bununla ilgili olarak asagidaki

teoremler dogrudur:

Teorem 2.2: L operatoriiniin 6zdegerleri A(A) fonksiyonun sifirlaridir. Eger
A(/\) sifira denk ise, o zaman A nmn herhangi bir degeri L operatoriiniin

Ozdegerleridir ancak A()\) sifira denk degil ise L operatorii sayilabilir sayida

6zdegere sahiptir ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip degildir, [21].

Herhangi bir A degeri A () fonksiyonunun Kath sifirt olabilir bu durumda

Teorem 2.3: Eger A, A()\) karekteristik denkleminin v katl sifir1 ise, 0 zaman
A, 0zdegerinin kat1 v den biiyiik olamaz, [21].

Teorem 2.4: Eger A, A()\) karekteristik denklemin basit sifir1 ise, 0 zaman L

operatdriiniin A, 6zdegeri tek kathdur, [21].

Bir 6zdeger A()\) karekteristik denkleminin basit sifir1 ise bu 6zdegere basit

ozdeger denir.

Simdi de lineer diferansiyel operatorlerden en temel bir operatoriinii ele alalim.
L, y= y(x) tizerinde bir lineer diferansiyel operator belirtsin ve asagidaki esitligi

g0z Oniine alalim
Ly =)y (2.13)

burada A kompleks bir sayidir. Belirli sinir sartlart altinda ( z =a,2 =0 de

sifirlanan) bu denklemi saglayan, sifirdan farkli fonksiyonlara 6zfonksiyonlar ve ona

uygun X\ kompleks sayilarmada dzdegerler demistik. Yani < (a:) zfonksiyonuna

uygun 0zdeger A ise
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Ly, (z) =\, (z) (2.14)

olacaktir.
L=q(z)-— (2.15)

lineer operatdriinii goz Oniinde tutarsak. Burada q(:z;),(a,b) araliginda siirekli keyfi

bir fonksiyondur. Eger ¢ ikinci mertebeden olan bu diferansiyel operatoriinii

saglarsa

2

%+{)\—q<x)}y =0 (2.16)

olacaktir. Simdi bu diferansiyel denklemin ¢oziimii hakkinda asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 2.5 (Sturm-Liouville Acilii): Varsayalim ki (2.16) denkleminde q(x),
(a,b) araliginda z >in siirekli bir fonksiyonu ve z — a, = — b iken ¢(z) sonsuza
gitmesin. Bu durumda (2.16) diferansiyel denklemi keyfi bir o degeri icin [a, b]
araliginda asagidaki baslangi¢ sartlarini saglayan bir ¢ (x) ¢ozlimiine sahiptir.

¢(a) =sino, ¢ <a> = —cosq
bu ¢6ziim her z igin A nin bir tam fonksiyonudur, [22].

Ispat:

Y, (m) =sina — (x — a)cosa

ve n=12,...., i¢in

0.(2) =)+ [ fole) =2 (o)

olsun. a <z <b oldugundan ‘q(az)‘ <M, ‘yo (x)‘ < K dir. ve ‘)\‘ < N olsun o

Zaman

()~ (v < J(M+N)K(x—t)dt = Lo M)z —of

olur n >1 igin
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buradan

olur ve genel olarak

b o) o) < =

oldugu soylenebilir ve bu ylizden ‘)\‘ < N oldugu siirece

o) =)+ 3. o). o)

serisi diizgiin yakinsaktir. n > 2 degerleri icin

. (2) v, () = z{q(t)—)\}{yn_l (), (1))
v, () = v (o) = {ale) = A () = v, (2))

yazilabilir. Bu ifadenin birinci ve ikinci tiirevleride diizgiin yakinsaktir. Bu yiizden

o0

o () =2 ()00, ()

- {le)- }1 €+ Eo)-nl)
= {ole)-»
|

elde edilir ki bunun anlami gb(g: fonksiyonunun (2.16) denklemini ve ayn1 zamanda

siir sartlarini sagladigidir.

Simdi de bu ¢oziimlerin ortagonal oldugunu gosterelim  (2.15) lineer

operatoriinde iki tane 1 (:L’),’L/Jm (;c) seklinde ¢oziimii yazarsak,
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4 e)+ {8 ale)w (=) =0

v (x)+ {n, —a(o)}e, () =0

seklinde denklemler elde edilir. Karsilikli olarak sirasiyla ) (m), (8 (x)

(2.17)

Ozfonksiyonlari ile carparak birbirinden ¢ikarirsak

(A, =)0, (2)0, (2) =, (2) ) () — , ()¢, (2)
— {0, (=), (0) - 0, =), (=)

seklinde esitlik elde edilir. Dikkat edersek sag taraf, (a:),wm (x) fonksiyonlarinin

Woronskiyen determinantinin tiirevidir. Buradan her iki tarafin (a,b) tizerinden

integralini alirsak

b

(=20, (), (o)t =, () (), ), )]

a

(8 <az>,¢m (m) fonksiyonlart z =a, x =b noktalarinda ayn1 sinir sartlarini

sagladigindan dolay: yukardaki esitlik saglanir. Dolayistyla A = A oldugu siirece

] v, (z), (z)de =0 2.18)

olur. Eger 6zfonksiyonlar1 uygun bir Katsayi ile ¢arparsak
b
f Y2 (z)do =1 (2.19)

olacaktir. Buda bize (a:) 6zfonksiyonlarinin ortanormal bir kiime olusturdugunu
soyler. Bununla birlikte a, b noktalarinda Wronskiyen determinantinin sifir olmasi

bu noktalarda Wronskiyenin koklerinin bizim igin 6zdegerler olmasi anlamina
gelecektir. Bu ozfonksiyonlarin ortagonal oldugunu gosterdikten sonra simdi de

0zdegerlerin reel oldugunu gosterelim.
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Kabul edelim ki A\ = p + 7w kompleks sayist Wronkiyen determinantinin bir

kokii olsun. O zaman X de bir koktiir ve bu yiizden ¢(z,A), ¢(a:,X) fonksiyonlari

sirastyla A\, A 6zdegerlerine uygun 6zfonksiyonlardir. (2.18) ifadesinden

]‘gb(z,A)r dz = 0

olacaktir. Buda ancak gb(x,A) ozfonksiyonunun o&zdes olarak sifir olmasiyla

mimkiindiir. Fakat biz sifirdan farkli olan ¢6ziimlere 6zfonksiyon demistik. Bu

yiizden 6zdegerlerin tiimii reeldir.

Simdi bizim ¢alisgmamizinda temelinde yatan, belirli sartlar altinda keyfi bir f (:p)

fonksiyonu verildigi zaman bu fonksiyonu bu tiirdeki ortagonal fonksiyonlarin

terimleriyle fourier seri agiliminin nasil olacagini arastiralim. Eger bu miimkiinse

flz)= 2, (=) (2.20)

bigiminde olacaktir. Bu ifadeyi <;v> ile ¢arparak, (a,b) lizerinde integrallersek

m

c = ]f(x) (C8 (x) dx (2.21)

katsayilar bu sekilde bulunur. (2.20) agilimina ézfonksiyonlar cinsinden agilim denir.

Bazi durumlarda 6zdegerler ayrik degildir. Fakat siirekli bir siralamaya sahiptir

ornegin (O,oo) araliginda dizilmisler ise bu durumda

f(z)= f c(A)e, (=) dr (2.22)

seklindeki bir problemi ele alirsak ¢, <x,)\> =sinzVA Ve ¢, (z,A) = cos x«/X
bi¢giminde iki ¢6ziim bulunur. Genel ¢6ziimde
y(x,)\) = ¢, sin x\/X + ¢, cos 1:\/;

bi¢iminde elde edilir. Simdi de sinir sartlarini yerine yazarsak
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y(O) =c¢.0+¢c.1=0
y(w) =c sinw«/K%— c, COSW\/X =0
0 1

sin W\jK cos W\/X

—sinwxﬁinwﬁ:nw, n €N

A=n’

A(A) = =0

elde edilir. Sonug olarak A =n’ problemin o6zdegerleri ve (8 (x):sinm;

fonksiyonlar1 da bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.
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BOLUM 3

KRAMER SAMPLING TEOREMININ
STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERINE UYGULAMASI

Bu bolimde Kramer Sampling teoreminde (1.9) ile ifade edilen integral

fonksiyonundaki K (z,t, ) cekirdeklerini ikinci mertebeden Sturm-Liouville s

deger probleminin 6zfonksiyonlarindan ve {tﬂ} sampling degerlerini de

ozdegerlerden secerek Kramer Sampling Teoremini inceleyecegiz. Boylelikle gesitli
regiiler ve singiiler Sturm-Liouville sinir deger problemlerine Sampling Teoremi ile
yeni bir yaklagim yapacagiz.

Oncelikle asagidaki M ile tanimlanan ikinci mertebeden diferansiyel denklemi

dikkate alalim.

d’Y dy
= +b(X>E+c<X)Y

MY =a(X)
Varsayalimki a(X) iki defa, b(X) ise bir defa difransiyellenebilir ve X € (a,b)
icin a<X)>O iken c(X) , [a,b] araliginda siirekli olsun. Eger Xe[a,b] icin

a(X ) >0 Ve [a,b] aralig1 sinirli ise M operatdriine regiiler operator diyecegiz. AKsi

durumda ise singiiler operator diyecegiz.

Simdi MY = —\Y denklemine asagidaki doniigiimii uygulayalim

x:fm

Bu déniisiim yapildig1 zaman
Y
dz’

()5 + =)}y =0

diferansiyel denklemi elde edilir.
Burada
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simdide

yazarsak, burada
r ($ ) = 6_%]‘ oleles
seklindedir. Bunlar1 denklemde yerine yazarsak

%+{A_%52(x)_%g(x>_¢(x)}y:o

olur. Son olarak

seklinde segilirse

d2

_?J_q(x)y: —\y (3.1)
diferansiyel denklemi elde edilir.

L, d*/dx’ —q(m) bigiminde Sturm-Liouville diferansiyel operator, ¢ reel ve

siirekli bir fonksiyon, [a,b] sonlu aralik olsun. O zaman L regiiler operatordir.

Simdi regiiler olan asagidaki Sturm-Liouville sinir deger problemini géz Oniine

alalim
N P W A R
cos ay (a) + sin ay'(a) =0 (3.3)
cos By (b) + sin By (b) = 0 (3.9)

Burada «, 3 her hangi sabitlerdir. Bu Sturm- Liouville siir deger probleminin

Ozdegerleri reel ve tek katli, monoton artan ve altan sinirli olup sadece limit
noktasinda iken +oo degerini alir, [22,5y.12-19], [23,sy. 189-197].
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(3.2)-(3.4) smur deger probleminde her bir A\ 0zdegeri asagidaki denklemi ve

sartlar1 saglayan tek bir ¢ (:zc, )\n> reel degerli 6zfonksiyona karsilik gelir.

Lo(zA, ) = -N\o () (3.5)
c;S(a, )\n) = sin q, gb'(a, )\n) = —cosq (3.6)
(b)) = B(n)sin 3, ¢(b,\,) = —B(n)cos 3 (3.7)

ve B(n) = 0 olacak sekilde bir sabittir. 2. boliimden biliyoruz ki n = kigin

b

fgb(x, A )¢ (2, )dz =0 (3.8)
ve eger g € I (a,b) ise 0 zaman g(z)

g(w) = lim Ec(n>¢<x, )\"> (3.9)

seklindeki bir seri agilimina sahiptir. Burada

¢(n) = []‘¢($ An)de]l ] g(2)¢(2.A Jle, (neN) (3.10)

seklinde belirlenir. A = (¢

+n

| ve t =t bigiminde olan {t. }

o
n—=

X sayilabilir

sayilar kiimesi, {)\n} 0zdegerlerinin  dizisini verir. A Ozdegerleri ¢ , n

n=1
sayilarinin yakininda olacak sekilde dagildigini biliyoruz [23, sy.19]. Daha agik
olarak

t =11 —1—0[1] (n—>oo) (3.11)

" b—a n
seklindedir. Burada oyle bir K sayis1 vardir Ki

. n7r|< T
" b—a‘ 4(b—a)

sup (3.12)

‘n‘zK

esitligi saglanir. Yani (3.11), (1.5) sagliyor denebilir. Bagka bir ifadeyle ‘n‘ <K

yaklasik gelen terimlerinin atilmasi temel bir kisitlama getirmemektedir.
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Simdi temel teoremde gerek duyacagimiz (3.2) ve (3.3) denkleminin ¢<x,t2)
¢Ozlimiinii tanimlayip arastiralim.
Yardimer Teorem 3.1: Asagida belirtilen diferansiyel denklemde ¢ [a,b]
araliginda reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun.
y"—q(z)y = -y =ty
ve

cos .y (a) + sin ay'(a) =0

siir sartiyla, bu diferansiyel denklem bir é(m,t) ¢cOzlimiine sahiptir oyle ki bu

¢oziim ¢ nin fonksiyonu olarak en fazla b —a tipinde dstel tam ve ¢ift bir
fonksiyondur.  z in bir fonksiyonu olarak ¢* reel oldugu siirece reel olan ve her
t € C i¢in 6zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyondur. Bunlarla birlikte (3.2)-(3.4)

sir deger probleminin her bir A 6zdegeri igin

(5(3:, tin) = <b<x,)\n> = gb(m, tin) (3.13)

fonksiyonlar1 (3.5)-(3.7) denklemlerinde verilen sifirdan farkli 6zfonksiyonlardir.

Son olarak aié(x,t) fonksiyonu da en fazla b — a tipinde istel tam ve ¢ift bir
i

fonksiyondur.

Ispat: (3.3) sartim
y(a) =sinaq, y (a) = —cosa (3.14)
ile yer degistirirsek, gorecegiz ki (3.2) ve (3.14) problemi tek bir gﬁ(m,t) ¢Ozilimiine
sahiptir, [23,sy. 6-7]. Bu ¢oziim asagidaki ardil yaklasim denkleminin limitidir.

?, <$,t) = sina — (a: - a,) cos q,
A (o0) =)+ [lal) =)o (o)l e

Aciktir ki, ggo (m,t) fonksiyonu her ¢ i¢in (3.14) denkleminin reel bir ¢oziimiidiir.

Bununla birlikte tam ve cifttir. ¢* reel oldugu siirece (3.14) ¢dziimlerine tiime varim

uygularsak ¢, (z, t) ¢oziimiiniin de tam ve cift oldugu goriiliir . Gergektende ¢ (x, t)
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*> nin bir polinomudur. Buradan ¢, (x,t) ¢dziimleri ¢ (x,t) fonksiyonuna diizgiin
yakinsak olmasindan dolay1 ¢* reel oldugu siirece é(x,t) de tam ve giftir, (3.14)

sartlarin1  saglayan ¢oziimdiir. Bununla birlikte, qE(x,t) (3.2) denkleminin bir

¢oziimidiir ve en fazla b — a tipinde dstel tam bir fonksiyondur, [23,sy. 7,9-10].

(3.14) den agiktir ki é(x,t) fonksiyonu herhangi bir ¢ sabiti i¢in 6zdes olarak sifir
olmayan bir fonksiyondur. (3.13) denkleminde ¢ = ¢, olsun. Agiktir ki ¢ (.2, )
(35) ve (3.6) denklemlerini  saglar ve  eger d?(b,tin) =0 ise
B (n) =sin3 /¢ (b, t,) bigimindedir. Aksi durumda ise

B(n) =—cos3/¢ (b, tin> seklinde segilir, (E(fﬁ, tﬂ> de (3.7) denklemini saglar.

Boylece (3.13) elde edilmis olur. aigz?(x,t) fonksiyonu ¢ift iistel tipte artan bir
xr

fonksiyon oldugu biliniyor , [22,sy. 10]. &(m,t) fonksiyonunun cift olmasi ile ilgili
bir tanim verebiliriz.
Tanim 3.1: gb(x, t2> = é(:z:,t)

Simdi de asagidaki ikinci yardimci teoreme ihtiyag duyacagiz.

Yardimer Teorem 3.2: Asagidaki iki esitlik denktir.
i) (3.2)-(3.4) ile verilen Sturm-Liouville sinir deger problemi «, 3 ¢ {mr in € N}

ve q"el (a,b) sartlar1  altinda ¢ Ozdegerlerine ve normallestirilmis

ro= j‘(b(@lﬁj)

tanimlanan ¢6zimdiir.

2
dx sabitlerine sahiptir. Burada gb(x,tn) fonksiyonlart yukarida

i) {t e }HGN, {r } , sabitleri asagidaki asimtotik baglantiy1 saglar

" Jne
nw o a G, T 2 b p
t, = +L+2+2 = +—=+—= [(neN
" b—a n n* n " b—a n* n’ < )
Burada ¢ = —t seklinde ve m = nigin ¢ =t ver >0, a,a,,b sabitler,

ZTi, Z pi ise yakinsak iki seridir [24,sy. 28].

n=1 n=1
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3.1. Genel Sampling Teoremi

(3.2)-(3.4) ile verilen regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemini géz Oniine

alirsak Yardimci Teorem3.1 de tanimlandigi gibi (3.2), (3.3) denklemlerinin

qﬁ(x,)\) = ng(:z:, tQ) bi¢ciminde bir ¢ézliimii vardir. Dolayisiyla eger f herhangi bir

g(z) € I’ (a,b) i¢in asagrdaki gibi ifade edilebilir ise

f(t)= Jg(a;)gb(x, tQ)dx (teR) (3.15)

0 zaman f en fazla b — o tipinde tam bir fonksiyondur ve R deki kompakt her bir
alt kiimede asagidaki gibi bir sampling ifadesine sahiptir.

I) Eger 6zdegerlerinden hig biri sifir degilse, yani Vn igin A = ti =0 ise

G(t)-2t x

M-S g S iy o

n=0

dir. Burada G t) asagidaki gibidir.

G(t)zﬁ[l—é][l—ti]:ﬁ[l—i—z] (3.17)

-n n

i) Eger 6zdegerlerinden biri sifir ise yani diyelim ki A/ = 0 olsun. O zaman

t
" (3.18)

= /(o) 2 +,L_Z_oof(t" G (t ((tt )
olur. Burada
G(t)= tQﬁ[l—ti] 1—%} (3.19)

dir. Her iki durumda da G(t) en fazla b —a tipten iistel tam bir fonksiyondur.

ispat: Yardimci Teorem 3.1 den ¢ (x, t2>, t nin bir fonksiyonu olarak ¢ift ve tam

bir fonksiyon oldugunu sdylemistik simdi
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b

f(t)z[g(x)qb(x,ﬁ)dx

ifadesine Holder esitsizligi uygularsak

1 1

’ dx]2 [ﬂgb(z ) : d:v]Q

olur. Bu esitsizlik ile birlikte [22,sy. 10] dan uygun bir B sabiti ve a <z <b

)= Sl
(2] < Jol, ¥b = e

e

o)

igin

o)

S Be‘hnt‘(acfa,) S B@M(mi(]/) = [a’b]

oldugundan

o)< el

saglanir Ki bu da bize f’nin en fazla » — a tipinde stel tipten tam bir fonksiyon
oldugunu soyler.
i) y(z),2(z) iki defa siirekli diferansiyellere sahip fonksiyonlar ve L de regiiler

Sturm-Liouville diferansiyel operatorii olsun. O zaman iki kez kismi integral

uygulayarak

b

[ (Ly(2)z(z) - y(2) Lz (2))dz = W(zy)‘ - W(zy)‘ (3.20)

T= Tr=a

esitligini elde ederiz. Burada
W(zy)=z(z)y'(z) - ='(2)y(c)
bu z(m) ve y(:c) in Wronskiyenidir. Eger 6zel olarak y(x) = qﬁ(a:, )\n) = qﬁ(x, tfl) ve

z (ac) = ¢<x,)\) = qb(x, t2) seklinde secilirse

b

G (t)=(r =) [¢(v.t) 6 (2.2 da, (neN) (3.21)
elde edilir. Buradan

G, (t)=W(o(z.t"),0(z)) (3.22)

~W(o().0(xt))

z=b
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olur. (3.21) in ¢ ye gore tiirevini alirsak,

G (t,)= 2tn]‘¢(:g, tj)

ifadesi elde edilir. z ’in bir fonksiyonu olarak ¢<x,)\>eL2 (a,b) oldugundan bu

dx (3.23)

fonksiyon (3.9) ve (3.10) denklemlerinde verildigi gibi 6zfonksiyonlarin serisine

acabiliriz.

¢(z,A) = lim

N—o00

S5 (o[, (3:24)

burada

f‘¢(w’)‘n>rd””] f¢(%)\)¢($,)\n)dﬂc (3.25)

dir. (3.21), (3.23) ve (3.25) den

) G, (t)2t,
S, <)‘> =5, (t ): -G (t )

(3.26)

elde edilir. Simdi de (3.24) ve (3.25) kullanarak (3.15)’in sag tarafina Parseval

esitligi uygulanirsa

(
_ nii]g<x>¢(m,t;)dx}| [¢(x,t2)¢(x,t;)dx} L

ifadesi elde edilir. Son olarak (3.26) yerine yerlestirilirse,

= G <t>2tn

Ft)=>21(t) -1 (3.28)

n=1

esitligine ulasilmis olur.

Simdi de (3.21) deki G ifadesinin en fazla b — a tipinde iistel tam bir fonksiyon
oldugunu gosterelim. Bunun igin qﬁ(m,)\n) cr (a,b) oldugundan qu‘L < oo dur.

Buradan
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G, (1)<

(ﬁ - tj)
-

olur. Boylece istenilen elde edilmis olur.

1
2 2
o W

Tt

< Ke‘hnt‘(b—a) < M@‘Im t‘(b—a)

(3.8) ve (3.21) ifadelerinden agiktir ki ¢ ,n = +1,42,... ,G ifadesinin kokleridir

ve bunlardan baska kokii yoktur. Kabul edelim ki ¢*, G nin bir kokii olsun. O
zaman ¢[m,<t*)2] ve (b(x, tj) her ikisi (3.2) ve (3.3) denklemlerini saglayacagindan
dolay1

w{ofafr] | ofar) =0
saglanir. Buradan (3.7) ve (3.22) ifadeleri ile

0=, ()= w(o[a(r) ) ofu)
a=b
:¢@¢qj¢@ﬁ)_¢@@jj¢@ﬁ)

) _B(n)‘cos W[b, (t*)ZJ +sin &z)'[b,(t*)?”

esitlikleri saglanmak zorundadir. B (n) = (0 0ldugundan

2 2
cosﬁqs[b, (t) ] i sinﬁgb'[b, (t) ]] —0
olmak zorundadir buda bize (;5[:1:,(75*)2] fonksiyonun sadece (3.2) ve (3.3)

denklemlerini degil ayn1 zamanda (3.4) denklemini de sagladigini1 séyler. Yani (t*)2

sayisinin bir 6zdeger oldugunu ve gb[x, (t*)Q] fonksiyonunda ona uygun 6zfonksiyon

oldugunu gosterir.

Simdi de (3.17) de ki G ¢arpiminin en fazla b — a tipinde istel tam ve g¢ift bir
fonksiyon oldugunun gésterelim. GG, ¢ = 0 noktasinda sifir olmayan iistel tipten
tam bir fonksiyon oldugundan tam fonksiyonlar i¢in Hadamard Faktorizasyon

teoreminden [25,sy. 22].
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G ()= 6le™

bigiminde bir yazilima sahiptir. Burada P(t) derecesi b —a y1 asmayan Dbir

polinom ve G(t) ifadesi (3.22) verilen G denkleminin koklerinin kanonik

carpimidir. (3.11) de ki degerlendirmeden dolay: (3.17) deki g¢arpimin yakinsakligi
garantilenmis olur. (3.17) ve (3.21) deki G, G ifadeleri birer ¢ift fonksiyon

olduklarindan ve G (t) 0zdes olarak sifir olmadigindan dolay1 agagidaki boliim

¢ift olmak zorundadir. buradanda P(t) = ¢, biciminde bir sabit fonksiyon olmak

zorundadir. Dolayisiyla

G (t)=cG(t) (3.29)
Olur ki bu da G fonksiyonun en fazla b — a tipinde tstel, tam ve gift bir fonksiyon
oldugu anlamina gelir. Bununla birlikte (3.28) ve (3.29) denklemlerini birlestirirsek
(3.16) denklemini elde ederiz. Son olarak gostermemiz gereken (3.27) denkleminin
buradanda (3.28) ve (3.16) ifadelerinin R nin her kompakt alt kiimesinde diizgiin
yakinsak oldugudur. Bunun iginde Cauchy-Schwarz esitsizliginden ve (3.27) den

yardim isteyecegiz.

70 -S5(0)s.(¢) o)

n=1

< iitl, [ij s (#) ] (3.30)

n=N qu (.’ t:) n=N

Bu esitsizligin sag tarafindaki ilk ¢arpan ¢ den bagimsizdir ve

00 1 b ?
2 2

Z[H¢(t> 2 [g(a:>¢(x,tn)dx]

n=N
denklemine esittir. Burada g € I (a,b) oldugundan fourier seri agilimini yazarsak
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> [t

n=N

elde edilir. Buradaki en son ifadeye

T

dersek bu dizi azalan bir dizidir ve N — oo iken sifirlanir. Simdi sag tarafin ikinci

carpana bakilirsa
00 2
D, (t):=>"8(#)o () -
n=N 2
D, (t) t nin fonksiyonu olarak siireklidir ve asagidaki islemler yapilirsa
-1
5,(0)=| [loln as| [ one)o(ne)as
, .
. b 5 -1y b 9 9
HZ;V [L[‘gzﬁ(x,tj) dx] [¢($vt2)¢(z’t§)dx Laf‘qﬁ(az,tj) dx] ]

2

b

[¢($,t2>¢<x,tj)d:r :i M(t)
| |Thlef e

1
2
2

elde edilir. Burada M(t) fonksiyonu ¢ ’nin bir fonksiyonudur. Eger

= M(t)
b —
N n:EN ¢(-,t§)2

dersek bu dizi her ¢t € R igin azalan bir dizidir ve N — oo iken b, — 0 olur.

Bununla birlikte her N € N ve t € R igin D, (t) >D,., (t) dir. Bu yiizden R

kiimesinin kompakt her bir alt kiimesinde diizgiin olarak D, <t> — 0 olur, [26,sy.

136].
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i) Varsayalim ki (3.2)-(3.4) Sturm-Liouville smir deger probleminin

0zdegerlerinden biri, mesela A\ =0 ve qﬁ(m,o), bu 6zdegere uygun o6zfonksiyon

olsun. ispat, (3.28) denkleminde » = 0 a uygun terimleri igin gerekli olan baz1 6zel
diistincelerin disinda i) ispatina ¢ok benzerdir. (3.21) denkleminden asagidaki esitligi

elde ederiz.
G, (t) = t2]‘¢<x, £*)¢(2,0)de (3.31)

oncelikli G (t) ¢ift ve listel tipten tam ve ¢ =¢ , n € Z noktalar1 kokleri olan bir

fonksiyondur. + = 0 (3.31) denkleminin en fazla iki katli kokiidiir. Varsayalim Ki
ikiden daha fazla olsun. O zaman

0= limGi—ft) = J‘¢(x,0)‘2 dz

t—0

olmalidir. Ancak bu (b(x,()) fonksiyonun 6zdes olarak sifir olmasi1 demektir bu da
geliskidir. O zaman G, (t) , t=0 daki kokii ikinci mertebedendir. Simdide
Hadamard Faktorizasyon teoremini tekrar kullanirsak

G, (t)=c,G(¢) (3.32)

0

olur ki buradaki G, (3.19) ile verilmistir. Simdi H(t)zG(t)/tQ olsun (3.31),

(3.32) denklemlerinden ve H (0) = 1 oldugundan dolay:
¢, = ¢,H(0) = fﬂe(x,o)r da (3.33)

olacaktir. (3.25) ve (3.31) - (3.33) denklemlerini birlestirirsek S, () =S (t2>

0
=H (t) esitligini elde etmis oluruz. i) kismindaki ispattaki gibi (3.16) denkleminin

ilk kismi ¢ikartmak i¢in kullanilan yontemin aynisini (3.18) denkleminin ilk kismini
cikartmak i¢inde kullanabiliriz. Ay tartismalart (3.21) denklemini iki kez

diferansiyellersek de saglayabiliriz. sdyle ki

b

JIow0] 2= G (0)2

a
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esitligini elde ederiz. O zaman gostermemiz gereken G”(O) = 2 oldugu olacaktur.

f(t), G(t) her iki fonksiyonun ¢ift olmasini gz Oniine alirsak (3.16) ve (3.18)
denklemlerindeki ikinci esitlikler kolaylikla goriilecektir.
Uyan 1: (3.28) ve (3.16) denklemlerinin diizgiin yakinsakligt f ve G

fonksiyonlarinin artan oldugu gergeginden kolaylikla gosterilebilir [27,sy. 56].

Uyan 2: (Teorem3.1'in sonuglarimin Kramer Teoremi ile karsilastiriimast)
(i) Aciktirki é(m,t) = qﬁ(m, t2) fonksiyonu (1.9) deki K(:z:,t) fonksiyonun

tizerine konulan sartlar1 saglar. Bu nedenle (3.15), (3.25) ve (3.27) denklemleri
sirasiyla (1.9), (1.10) ve (1.11) denklemlerinin 6zel birer durumlaridir.

(i) (3.2) diferansiyel denklemindeki q(a) fonksiyonu |a,b| iizerinde siirekli ve
pozitif degerli oldugunu sdylemistik ve (3.15) deki sart belli H (x),c(t)

fonksiyonlar1 i¢in
b—a
f<t> = c(t) fH(a:)emdx (3.34)
a—b
esitligine karsihik gelir. Eger H ¢ I (a —b,b— a) ise 0 zaman (3.34)

f (t) / c (t) € B;fa olacagindan (1.2) ve (1.3) klasik formlarina agilabilir ve hatta

daha genel olan (1.7) ve (1.8) denklemlerine bile agilabilir. Tabiki bu (3.16) ve (3.17)
formlarim ile ayni olacaktir. Teorem 3.1 bize sampling noktalar1 diizensiz olarak
verildigi durumlar i¢in bilinen yontemlere bir alternatif olarak bazi sartlar altinda
yeniden yapilandirilabilecegi fikrini veriyor. Ayrica bu sampling noktalar1 diizensiz
olarak verilen sampling serileri i¢in yeni bir yaklasim anlamina geliyor. (1.7)
denklemi sampling fonksiyonunun belirlemenin ii¢ farkli yolunu ortaya koyuyor. ilki

(3.25) yada (3.26) den S;" direkt olarak hesaplamak. Ikincisi (3.21), (3.22) ya da
(3.16) ile G, (t) fonksiyonunu belirlemek. Ugiinciisii ise eger dzdegerlerinden her

hangi biri sifirsa (3.18) ve (3.19)’u kullanarak sayet 6zdegerlerin tiimii sifirdan farkli

ise (3.17) yi kullanarak G (t) yi hesaplamaktrr.

Uyar1 3: Ayrik smir sartlart ile verilen regiler Sturm-Liouville smir deger
probleminin Sampling Teorisi arasinda bir iliski bulunmaktadir ve Teorem 3.1 den

aciktirki aymi  6zdegere sahip iki Sturm-Liouville smir deger probleminde f
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fonksiyonun tizerindeki (3.15) sart1 farkli olsa bile sampling agilimlar1 6zdestir. Eger
t =cn+d (c,d € ]R) seklinde sampling noktalar1 verilirse sampling agilimi (1.2)
seklindeki klasik formuna girebilir. burada (3.15) ifadesinin bu iki denklem igin ayni
olup olmadig bilinmiyor.

Uyan1 4: Teorem 3.1 (3.12) sartin1 saglayan {tﬂ} sampling noktalarini kullanarak
(3.15) formundaki fonksiyonlar i¢in sampling ag¢ilimi verilebilir. Dogal olarak
aklimiza Teorem 3.1’in tersine galisip ¢alismadigi geliyor. Bu soruyu cevaplamak
icin hatirlarsak sampling noktalarin karesi Sturm-Liouville sinir deger probleminin
Ozdegerleri idi. O zaman bir sinir deger probleminin 6zdegerleri verildigi zaman bu
Sturm-Liouville sinir deger problemini bulmaya doniisiir. Bu sinir deger problemleri
teorisinde ters problem olarak bilinir ki bu da bizim ¢alismamizin ¢ok 6tesinde olan
bir konudur. Bu soruya kismi olarak Yardimc1 Teorem 3.2 cevap verebilir.

Uyan 5: Dikkat edilirse (3.15) fonksiyonu Yardimec1 Teorem 3.1 deki ¢(z,t”)

fonksiyonunun ozelligi ile birlikte sadece b —a ya esit yada ondan daha az olan

iistel tipten tam bir fonksiyon degil ayn1 zamanda cift bir fonksiyondur. Bu (3.2)
diferansiyel denkleminde #* nin ¢ift olmasindan kaynaklanmaktadir. (Yardimci

Teorem 3.1 deki \ = ¢°)
3.2. Regiiler Sturm-Liouville Simir Deger Problemleri i¢cin Uygulamalar

Bu boliimde birkag Sampling agilimini

y"= -y =—t’y 0<z<m)

bi¢imindeki en basit Sturm-Liouville diferansiyel denklemine uygulayacagiz.

Uygulama 1:

n__

y" =y =—t"y 0<z<m) (3.35)
y'(0)=0=y'(r) (3.36)
Dikkat edersek burada (3.3) ve (3.4) sartlarinda o« = § = g olarak alinmistir.
¢, (x tQ) — cosat, &, (x t2) — sinat

biciminde (3.35) diferansiyel denkleminin iki tane ¢6ziimii bulunabilir. Dolayisiyla

genel ¢6ziim
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P(z,t*) = ¢, cosat + ¢, sinat

bi¢iminde olur. Simdi de (3.36) sinir sartlarini yerine getirirsek
Q' (x, tQ) = —ctsinzt + c,t cosat
6'(0.82) = —ct- 0+t =0
qb'(w, t2) = —c¢tsinmt + ¢ tcosmt =0

0 t

—tsin 7wt tcost

A(A)=

t*sinmt =0
t=n, nE(NU{O})

Ozdegerler A = n’,n € (N U {0}) bi¢imde bulunur. Burada dikkat edilirse A, =0

de bir 6zdegerdir, ¢linkii

y"'=-Ay=0-y=0
=y"=0=y=cx+c,
éy'(O):cle
=y=c=0

A, = 0 icin 6zdes olarak sifir olamayan ¢dziim vardir. Bu ¢6ziim 6zfonksiyondur.

¢(m, tQ) = cosat fonksiyonu Yardimci Teorem3.1 deki gibi bir ¢éziimdiir. y'(())

sinir sartin1 ve (3.35) diferansiyel denklemini saglar ¢ *nin bir fonksiyonu olarak ¢ift

ve 7 tipinde Ustel tam bir fonksiyondur ve her hangi bir ¢ degeri igin 6zdes olarak

sifir olmayan ¢6ziimdiir. Bu yiizden cosnz, n € (NU{O}) fonksiyonu (3.35) ve

(3.36) ifadelerinin A =n,ne (N U {0}) 6zdegerlerine uygun o6zfonksiyonu

oldugunu sdyleyebiliriz. A, = 0 6zdeger oldugundan (3.19) ifadesinden kolayca

G(t):tQﬁ[l_%][l+i]: sin mt

n s

hesaplanabilir. Burada
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esitligi kullanildi. Buradan

G'(t)= ST L cos
s

G'(n) =n-CcosSnmT = (—1)n-n

olur. Dolayisiyla her hangi bir g € I <O,7r) icin

f(t) = ]g(a:) cos xtdz, (t € R) (3.37)

bi¢ciminde bir fourier seri agilimina sahip ise 0 zaman R nin herbir kompakt alt

kiimesinde diizgiin yakinsak olan asagidaki sampling ac¢ilimi vardir.

7(t)= £(0) Sh;:t + 2f;f(”)ﬁz?—(tylz’7)z>

:f(())sir;:-t+"i°;2f<n>tsin7r(t—n) 1 1 1

T 2n t—n_t—i—n

_ f(O)M—kif(n)[tsmﬂ(tn) tsinw(t—n)

mt =1 nm (t - n) nw(t + n) (3.38)
B sin 7t e tsinﬂ(t—n) o0 tsinw(t—n)
—f(O)? ;f(n> mr(t—n) —;f(n) mr(t—kn)
_ sin 7t >, tsinw(t — n)
a f(O) mt " ":Z_OO f(n) mr(t — n)

(Burada toplam semboliiniin {lizerindeki isaret » = 0 teriminin ¢ikartilmig halidir ve

burada sin 7 (t — n) = <—1)” sin 7t esitligini kulandik.)
Uygulama 2:

n_ _

y"= Ay =ty (0<z<n
4(0) = 0= o(r] (3.39)

siir-deger problemini ele alalim. Burada (3.3) ve (3.4) sartlarindaki o« = 3 =0

olarak alinmistir. (3.35) diferansiyel denkleminin

0} (x, t2) = cos zt ®, (a:, t2) = sin xt
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seklinde iki ¢6zlimii bulunabilir ve genel ¢6ziim

¢<x, t2> = ¢ cosat + ¢, sinxt

bi¢iminde olur. Simdi de (3.39) sinir sartlarini uygularsak

6(0.8°)=c,-1+¢,-0=0
¢<7T,t2> = ¢, - costm + ¢, sintm =0
1 0

costm sintmw

A(A) =

=sgintmr =0

t =n, neN

A =mn, n €N Ozdegerlerdir. Dikkat edilecek olursa A\ =0 06zdeger degildir.

Ciinkii 6zdeger olsaydi

y'=Ay=0-y=

y=cx+c,

y(O =c¢0+c¢, =
¢, =0

y(w) =c¢ -m=0
¢, =0
y=20

0zdes olarak sifir olan bir fonksiyon bulunacakti ki bu da onun 6zfonksiyon olmasina

celiskidir. ¢(x,t2> = Slrlxt fonksiyonu Yardimci Teorem 3.1 deki ¢oziimdiir ve

Yy <0>, (3.35) ifadelerini saglamaktadir. ¢ *nin bir fonksiyonu olarak ¢ift ve 7 tipinde

tistel tam bir fonksiyondur ve herhangi bir ¢ degeri i¢in 6zdes olarak sifir olamayan

sin nx

bir ¢oziimdiir. ¢(z,n2)_ fonksiyonu (3.35) ve (3.39) denklemlerinin
n

A =n’ n €N dzdegerlerine uygun dzfonksiyonudur. (3.17)ifadesinden

a(r)= ﬁ[l_z][l+3] st

el n n tm

kolaylikla hesaplanabilir ve

olur. Dolayisiyla her hangi bir g € I <O,7r) icin f(t) fonksiyonu
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1(0)= [ o) 2% da (t<R)

0

bi¢iminde ifadeye sahipse 0 zaman R kiimesinin kompakt her alt kiimesinde

(—1>n n’sintw B f: f(n)

t7r<t2 _ n2> = tr(t —n)

nsinﬂ(t —n)

(t)=25>1(n)

serisine diizgiin olarak yakinsar.

Uygulama 3:

yu:_)\y:_t?y (ngﬁﬂ')

oS ay(O) + sin ay'(O) =0 (a = mm,m € Z,tan o = 7T> (3.40)
y(m)=0 (3.41)
seklinde (3.35) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii
¢<x, t2> = ¢ cos 1t + ¢, sinxt
seklinde olur. (3.40) ve (3.41) sinir sartlarindan uygularsak

cosasinmt —tsinacosmt =0

seklinde bir denklem elde ederiz. Bu denklemin koklerinin kareleri 6zdegerlerdir.

sin xt
t

¢(x,t2) = coszt — cot

Bu ¢6ziim Yardimci1 Teorem 3.1 deki gibi bir ¢oziimdiir. (3.35) ve (3.40) sartlarin

saglamaktadir. ¢ 'nin fonksiyonu olarak ¢ift 7 tipinde istel tam bir fonksiyondur.

qﬁ(O, t2) =1 oldugu i¢in her hangi bir ¢ degeri i¢in 6zdes olarak sifir olmayan bir
fonksiyondur. Simdi {ti}, n € N 6zdegerler ve

sint x
qﬁ(x,ti):c:ostnx—cota ; z (n € N)

n

bu Ozdegerlere uygun &zfonksiyonlar olsunlar. Varsayalm ki A, :ts =0 bir
ozdeger olmasin. Eger f fonksiyonu herhangi bir g € I (0,7r) icin asagidaki gibi

bir
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m

(i) = fg(@[com ~cota Sij@"t]dx (t < R)

0

ifadeye sahipse o zaman f fonksiyonu R kiimesinin herhangi bir kompakt alt
kiimesinde

bi¢imindedir.
Uygulama 4: Simdi 3. uygulamadaki denklemi ele alip

(2m + 1)77

o= m e Z
2

bigiminde alirsak 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar sirasiyla

2
z:<2n;1_> , ¢(x,t§>:cosw neN

olur. (3.17) ifadesinden

bigiminde hesaplanir. O zaman her hangi bir g ¢ I (0,7?) icin f fonksiyonu
asagidaki gibi

™

ft) = fg(x)cosxtdx (3.42)

0

bir yazilima sahipse R kiimesinin kompakt her alt kiimesinde
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(20— 1)cos [t — )
" [(215)[2 ~(20-1) )

RN

serisine diizglin olarak yakinsar.

7(t)= 4§;f[2”2‘ 1]

(3.43)

Uyan 6: Dikkat edilecek olursa uygulama 1 ve uygulama 4 te aym diferansiyel

denklem ve aym1 f fonksiyonu verilmesine ragmen sinir sartlar1 farkli oldugundan

sampling serileride farkli olmaktadir.
3.3. Singiiler Sturm-Liouville simir deger problemleri i¢cin Uygulamalar

Simdi singiiler Sturm-Liouville sinir deger problemlerini incelerken I, R de
sonlu ya da sonsuz, agik yada yari agik aralik ve ¢ € C(I) olsun. Eger I herhangi

bir a ¢ I ug¢ noktasina sahipse z — a iken q(m) — oo oluyorsa 0 zaman
diferansiyel denklem regiiler durumdaki gibi
v"(x)—a(z)y(e) = —y() (ee1)
bi¢iminde ifade edilir. Eger a € I ug nokta ise sinir sartlari
cos ay (a) + sin ay'(a) =0 (3.44)
seklinde olur.
Eger a & I ise (3.44) smir sarti x — a iken I araliginda ‘y‘ < oo yapan sartlar

ile yer degistirir. Teorem3.1’in sonuglarni regiiler durumdaki gibi 6zdegerleri ve
ozfonksiyonlar1 asimtotik davranisa sahip ve spektrumlar ayrik olan singiiler
diferansiyel denklemlere de uygulayabiliriz. Bunun i¢in gerekli sartlar1 [28], [22] de

bulunabilir.
Ornek olarak 7 yar1 acik aralik ve singiiler noktaya yaklasildigi zaman q(x)
konveks bir kiimede sonsuza gitsin ya da eger I = <—oo,oo> ise 0 zaman q(z)

sonsuzdan bir minimuma kadar monoton olarak azalan ve sonra sonsuza kadar

monoton olarak artan olsun. O zaman spekturumlar1 gercekten de ayrik olur ve
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Ozdegerler ve ozfonksiyonlar uygun asimtotik sartlar1 saglar ve Teorem 3.1
uygulanabilir. Simdi bu sartlar1 saglayan ve bildigimiz 6zel asagidaki fonksiyonlar
inceleyelim.

Uygulama 4: Singiiler durum igin ilk olarak bessel diferansiyel denklemini ele

alalim

O§x§1;7>—% (3.45)

y(0)=0=y(1) (3.46)

v - i] / 2> alinmustir,

1 )
v = 2 olmadik¢a lim q(x) = oo olacaktir. Bu problemde i¢in Yardimci Teorem

z—0"

Burada (3.3), (34) sartlanmda o =3=0 ve q(z):=

3.1 de verildigi gibi ¢(a;, tQ) fonksiyonu
¢(x, t2) = «/;t’ﬁ]ﬂ/ ()
bi¢imindedir. Bu ¢ ’nin bir fonksiyonu olarak ¢ift ve 7 tipinde {iistel tam bir
fonksiyondur [29, sy. 15] ve 6zdes olarak sifir olmayan bir ¢oziimdiir. Eger {t:}
degerlerine 6zdeger dersek uygun dzfonksiyonlar
Jat g, (t,2)
bigiminde olur. Burada J7 (x) 7. mertebeden bessel fonksiyonlaridir ve ¢, n.

mertebeden bessel fonksiyonunun pozitif kokleridir. O zaman (3.22) ifadesinden
G 1= 7 (1)1 ()

G ()= [

seklinde hesaplanir ve J; <t7l> =—J <tn> sartin1 saglamaktadir. Bu durumda herbir

gerl (0,1) icin f fonksiyonu asagidaki gibi

£(t) = [ ola)Nat 7, (wt)do

0

1
teR; v>——
7 2

bir ifadeye sahipse her ¢ € R igin
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oo 2677 (¢) x . (t)t

f(t)= ;f(tﬂjﬁl (%)(ti _tQ) - Zx £(t,) Tt )t 1)

serisi ile ifade edilebilir. Burada ¢, (t) fonksiyonun pozitif kokleri ve
t =—t ,n &N bi¢cimindedir. Ozdes olarak eger F(t) =1tf (t) bigimde ve

herhangi bir ¢ € I’ (O, 1) icin

P(t)= [ oe)Ner, (wt)do rem 4>
0
seklinde ise 0 zaman
ey 2]
P(t)= Zl Ft,) -7 (3.47)

seri seklini alir. Eger (3.45) ve (3.46) denklemlerinde v = % alinirsa bu durumda 2.

uygulamadaki regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemine donecektir.
Uygulama 5: Simdi de h herhangi bir sabit olmak tizere yukaridaki problemin
degisik bir seklini ele alalim

Y

1
y'-——y =ty [OSzS—E

ozdegerler ve 6zfonksiyonlar sirasiyla ti, \/gtnﬂ;]W (mtn> dir. Burada ¢ degerleri

H@:ﬁggyﬁg_qgg)

fonksiyonun pozitif kokleridir. (3.22) ifadesini kullanirsak

G ()= W, (1)) Hh - %]2 +t - WQJ.
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olarak hesaplanir. O zaman eger her hangi bir g € I (0,1) icin

1
teRyy>—=
7 2

1
ft) = fg(:c) «/;t_"l]w (xt) dx
0
bigiminde verilirse f (t) fonksiyonu ¢t € R igin

F6)=327(8) . [2 - h] l“ (6)+ [2 - h] J. M

n=1

2
1
*_h +t2_ 2

—

£ —t)

tJ (t)

serisi ile ifade edilebilir. Burada f sayiari tJ (t>+[%—h J_(t) fonksiyonun

pozitif kokleridir. Eger F(t) = Y f(t) bigiminde ve her hangi g € I (0,1) iin
1

F(t):fg(:c) st (at)dz

0

ile ifade edilebilirse bu durumda F fonksiyonu

) o[t t [; - h]'t] (t)+ [; - h] J (tﬂ

F(t)=>"F(t,) - (3.48)
=l ' 1 2 20 (2 2
J"/ (tﬂ') [2 B h] =T (t N t”)
serisi ile ifade edilebilir. Burada (3.48) formiilii Higgins denkleminden dolayidir,
[30].
Uygulama 6: Simdi de Legendre diferansiyel denklemine bakalim
2 2 1
(1-X?)y"—2XV '+ |t —[y=0 (1< x<1)
[V (1) < o0
Eger X =sinz ve Y = yvsecz doniisiimleri uygulanirsa bu denklem
y”—i—l(se(fa:)y:—tgy Ty <I
4 2 2
(3.49)

< 0

us
+ =
£
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denklemine indirgenir. Burada x—>ig iken q(x):[—i]se(fx%—oo olur.

Denklemin Ozdeger ve 0zfonksiyonlari sirastyla

n

2 — [n +%], P (sin a:)x/cosx n e (N U {O}) seklindedir. Burada P, (a:), n.

dereceden Legendre polinomudur. (3.49) ifadesinin gb(x, t2) ¢Oziimiiniin ¢ =n +%

oldugu zaman ozfonksiyonlara indirgenmesi PH/2 (Sin:z,‘)m bi¢giminde olur.
Burada P, (:c) asagida tanmimlanan hiper geometrik fonksiyonlarin Legendre
fonksiyonudur.

P ()=, F-tt+ 11— 2/2)
biliyoruzki

PH/2 (3:) =, F[—t+%,t+%;l—x/2]

t °nin bir fonksiyonu olarak ¢ift ve iistel tipten tam bir fonksiyondur, [31, sy. 162].

$imdi de (3.21) ifadesi ile P () = (—1)" P (—2) oldugunu dikkate alirsak, [31, sy.

171].
1 2) w/2
G (t) = = [n + 5] f Pt_l/2 (sin x)Pn (sin ac)cos:z:d:z:
77r/2
: 1
— |t —[n—E] j:PH/Q (X)P (X)dx

QSinW[t—l]
2

2

A

1
n—+—
2
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olarak  hesaplanir ve G;,, [n+%] =2 olur. Bu yiizden herhangi bir

g el (—7?/2,7r/2) icin (3.15) deki integral

f(t) = f g (m) Pt—1/2 (Sin x) cos zdz (3.50)

biciminde ifade edilebilir ise yada benzer olarak X = sinz donilisiimili uygularsak

bu integral
f g(X)P_, (X)dx (3.51)

—1/4

seklini alir ve burada g(X) =g (arcsin X) (1 — X2> er (—1, 1). Simdi

Teorem 3.1 uygulamasina bakalim.
Eger f her hangi bir g(X) e I’ (—1,1) icin (3.51) ile ifade edilebiliyorsa o zaman f

fonksiyonu R nin kompakt her alt kiimesinde

(2n+1)sin7r[t— n+1]
t):ifmLl -
JORDILESS e
7Tt2—[’n+]
2 (3.52)
. . sinw[t— n+;]
:Z'fn-i-—

Uyan 7: 4. uygulama ve 6. uygulama arasinda yakin bir iligki vardir. Agiktirki
(3.52) ve (3.43) deki sampling agilimlar1 aynidir. Acaba (3.42) ve (3.51) integral

ifadeleri arasinda bir iligki var m1? Mehler-Dirichlet formiiliinii yerine koyarsak

X) = EMTX—COS vt gy (x & (-11)
T v yJeosy—X 7

seklini alir. Fubini Teoremi kullanarak ve X = cosz yerine yazarsak

serine diizgiin yakinsaktir.

Pt—1/2 (

- ]g@)cos ytdy, §(y) = ﬂ]g(cos x)sinx (Cosy — COS x>71/2 dx
0 ™
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integraller elde edilir. Simdi amacimiz § € I (0, 7r) oldugunu gostermek olacaktir.

U =COST, U=COSY
degisken doniisiimii yaparsak

2

~ h(v) ol T
|o o) = _fl N 4o, [ J Jo—u ]

esitligini elde ederiz. Buna da Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak

L L

esitsizligi elde edilir. integralin mertebesini degistirirsek

L207r Sl= f\/ll_ﬂ fﬁmdu]dv
(A pp el
- wg]ffmmd :

- [ &) floter
_ ;]jl\g(uy

olur. Ciinkii eger esitligin sag tarafindaki integrale bakarsak

dv du
v(l + u) — ¢’

1
20—-1—u

=T

U—I-U 1+u 1—u

f \/ = arcsin

U

dir. Bu yiizden g € LQ( ) olur. Yani (3.42) ifadesi (3.51) ifadesine karsilik gelir.

Uygulama 7: Son olarak Jacobi diferansiyel denklemini gz oniine alalim
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Burada

q(z)= [i _ of] / (4 sin’ (x/Q)) + [; . 52] / (4 cos? (x/2))

seklindedir. Ozdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 sirastyla
th = (n + (a + 06+ 1)/2)2 ,A<n> (sin gr:/Q)M/2 . (cos a:/2>ﬁ+1/2 Pn(aﬂ), n e (N U {0})

n,ﬂ)

dir. Burada A(n) sifirdan farkli keyfi sabitler ve Pn< asagidaki gibi tanimlanmis

n. mertebeden Jacobi Polinomudur.

P () = Do+t ) QE[—n,n+a+ﬂ+1;a+1;1_z]
Ia+1)T(n+1) 2
2v=a+08+1 tek dogal say1 olarak alalim ve

A<n> = F(n + 27)/(1“ (ﬂ + 1)F<n +a+ 1)) olsun. O zaman 6zfonksiyonlar

asagidaki sekilde normallesmis olur.

. n,+1/2 Ié +1/2
¢(x tQ) _ F(n + 2’7)(8111 x/Q) (COS w/Q)i P(a,ﬂ) (Cosx)
P(B+1)0(n+a+1) "
ve
r (t + 7) (sin x/2)a+1/2 (cos :1:/2)3+1/2 .
o (x, t2> = P(aj“d) (cos x)

L(B+1)T(t—v+a+1) =

saglanir. Burada Pfﬂﬂ) (X ) fonksiyonu asagida tanimlandigi gibi Jacobi
polinomudur, [32].
Dt +a+1) 1-x

P (x) = F[—t,t—i— + B+ La+l—=
) F<a+1>F(t+1)21 ’ i 2

Dikkat edilirse ¢(x, t2) fonksiyonu ¢ ’nin bir fonksiyonu olarak ¢ift ve iistel tipten

tam bir fonksiyondur. x °in bir fonksiyonu olarak 6zdes olarak sifir olmayan bir
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¢oziimdiir. Simdi problemimizin ¢dziimiine donersek (3.15) integrali her hangi bir

gel’ (O, 77) icin asagidaki formda

a+1/2 B+1/2
fg t - 7) (Sln)x/<2> <COS 5 2; P(Q’B> (cos x) dx (3.53)
5+1 t—y+a+1 -
ya da her hangi bir ¢ (X) = g(arccos X) (1 - X’ )71/4 cr (—1, 1) fonksiyonu igin
P Lt +~ of2 /2 (a5
0= o 0 gt ) A (s

formunda ifade edilebiliyorsa o zaman (3.21) ifadesinden X = cosz koyarak
G, (t)= | = (0 +2] | [ ¢(x.2)0(:82)do
0

[t2 —(n +’y)2]1“<t +7)T(n+27)

T B (- ra+ ) (ntatl)

xjpt‘”’ PN(x) (1= x) (14 x) ax

_ (<1)' T(n+29)0(n+8+1)
a1 (B +1)T(n+a +1)

sinﬁ(t — 7)

= c(n)sinw(t — ’y).
G, G (n+q)= (—1)(”)c(n)7r olur. Simdi Teorem 3.1°i kullanarak diyebiliriz ki
eger verilen her hangi bir g € I ((),77) icin f fonksiyonu (3.53) formunda ifade

edilebiliyorsa ya da ona denk olan her hangi bir ¢ € I (—1,1) icin (3.54) formunda

ifade edebilir o zaman R nin kompakt her alt kiimesinde ¢ € R sayilari i¢in

7(1)=3 s (n+9)

2<n+7)sin7r(t—7—n)

w[tQ — (n + 7)2]
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serisine diizgiin yakinsak olur. Eger biz burada 2y = 1 alirsak bu 6. uygulamanin bir

kisaltmasi olur.
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BOLUM 4

SONUC VE DEGERLENDIRMELER

Bu calismamizda genel olarak bir bant limit fonksiyonu i¢in sampling serisinin
nasil olacagi ile ilgili olarak ¢esitli metotlar1 ele aldik ve bu metotlardan WSK

metodunun lizerinde ¢esitli uygulamalarda bulunduk.

WSK metodu, belirli sartlar altinda verilmis bir integral fonksiyonu ile birlikte
sampling degerlerinin verilmesi durumunda sampling serisinin nasil olacag: ile ilgili
bize bilgi vermektedir. Biz de lineer diferansiyel operatorlerin ayrik spekturuma
sahip olmasindan ve bu diferansiyel operatorler ile iiretilen lineer diferansiyel
denklemlerin 6zdegerlerinin ve Ozfonksiyonlarinin asimtotik davranisa sahip
olmasindan yararlanarak, verilen bir sinir deger problemi ile WSK metodu arasinda
bir koprii kurduk. Bunu da verilen bir sinir deger probleminin ¢éziimiimdeki 6zdeger
ile sampling degerlerini ve bu O6zdegerlere uygun Ozfonksiyonlarlada sampling
fonksiyonlarimi belirleyerek yaptik. Boylece WSK metoduna sinir deger problemleri
ile yeni bir yaklasimda bulunduk. Bu metot daha bir¢ok Sturm-Liouville sinir deger

problemlerine uygulanabilir.
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