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OZET

PERIYODIK KATSAYILI KUADRATIK STURM-LIOUVILLE

OPERATOR DEMETININ SPEKTRAL ANALIZi

MURAT SADIK ONGEN
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik A. B. D.
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Abdullah KABLAN
Temmuz 2011, 60 Sayfa

Fizik ve miihendislikte bir ¢ok problemin sonucu periyodik katsayili diferansiyel
denklemler icermektedir. Hill operatorii olarak da bilinen periyodik katsayili
diferansiyel denklemlerin (operatorlerin) spektral analizi matematikte hizli gelisen
alanlardan biri olmustur. Bu ¢alismadaki 6nemli nokta incelenen denklemin klasik

Hill denkleminden daha genel olan kuadratik operator demeti seklinde verilmesidir.

Bu tezde periyodik katsayili kuadratik operatorler demetinin spektral 6zellikleri
incelenmistir. Birinci boliimde diferansiyel operatorler, 6zdegerler, 6zfonksiyonlar
ile ilgili baz1 tanimlar ve teoremler verilmistir. Daha sonra ikinci bolimde, dncelikle
Floquet teorisinden faydalanarak ele alinan operatoriin ¢oziimlerinin kararhilik
araliklar1 belirlenmis ve daha sonra da 6zfonksiyonlar cinsinden agilim formiilleri

verilmistir. Son olarak da spektrumum yapisi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Periyodik diferansiyel operatorler, Sturm-Liouville

denkleminin spektral analizi, 6zfonksiyonlar cinsinden agilim formdiilleri.



ABSTRACT

THE SPECTRAL PROPERTIES OF A QUADRATIC PENCIL OF STURM-
LIOUVILLE OPERATORS WITH PERIODIC COEFFICIENTS

MURAT SADIK ONGEN
M. Sc. in Mathematics
Supervisor: Asist. Prof. Dr. Abdullah KABLAN
July 2011, 60 Pages

Many problems in physics and engineering untimetely involve differential
equations with periodic coefficients. The specral analysis of differential equations
(operators) with periodic coefficients also known Hill operators is the one of the
branch rapidly improving in mathematics. It is important point in this study that the
investigated equation which is more general then Hill’s equation is given in a form of

quadratic pencil of operators.

In this thesis; we studied the spectral properties of quadratic pencil of Sturm-
Liouville operators with periodic coefficients. In first section, some definitions and
theorem about the differential operators, eigenvalues and eigenfunctions have been
given. Then, firstly the stability intervals of the solutions of investigated operator
were determined by using the Floquet theorey and secondly eigenfunctions
expansion formulas were given in second section. Finally the structure of the

spectrum has been investigated.

Key Words: Differential operators with periodic coefficients, Spectral analysis of

Sturm-Liouville equations, eigenfunctions expensions formulas.
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BOLUM 1
GIRIS
Spektral teori modern matematigin tarihi icerisinde fiziksel ve matematiksel
yapilar hakkinda en bilgi verici ara¢ olmustur. Son altmis yildaki matematiksel
yayinlarla bu konu, 6zellikle de 6zdegerler ve spektral teori oldukga hizli bir gelisim
gostermistir. Kat1 hal fiziginde ve kristallerin kuantum mekanigi ile ilgili metallerin

teorisinde ortaya c¢ikan periyodik katsayili diferansiyel denklemlerin spektral analizi

fizik¢ilerin ve matematikgilerin ortak ilgi alanlarindan biri olmustur.

Periyodik katsayili diferansiyel denklemler ilk olarak 19. yiizyilin sonlarinda
Mathieu, Hill ve Floquet tarafindan incelenmeye baslanmistir. Daha sonra A. M.
Lyapunov periyodik katsayili Sturm-Liouville denkleminin kararlilik araliklarinin
kurulusu hakkindaki klasiklesmis makalesini yaymlamistir. 1950 yilinda 1. M.
Gelfand n boyutlu uzayda keyfi mertebeli periyodik katsayili 6zeslenik diferansiyel
operatorlerin 6zfonksiyonlari cinsinden agiliminin kurulmasi i¢in baska bir yontem
vermisgtir [1]. Daha sonra periyodik katsayili Ozeslenik olmayan diferansiyel
operatorler M. 1. Serov [2], F.S. Rofe-Beketov [3], V.A. Tkachenko [4] ve D.C. Mc
Garvey [5-7] tarafindan incelenmistir. Periyodik katsayili diferansiyel operatorlerin
spektrumunun potansiyele bagimliligt M.G. Gasymov’un [8-10] ¢alismalarinda

incelenmistir.

Genel olarak periyodik katsayili diferansiyel operatorler Hill denklemi olarak

bilinir. Bu denklem P(x) ve Q(z) reel degerli ve ayni periyoda sahip periyodik

fonksiyonlar olmak iizere
/
P(a)y'(z) +Q@)y(x) =0

bicimindedir. Bu operator ile ilgili ¢alismalarin biiyiik bir kismi 1952 yilinda W.

Magnus ve S. Winkler tarafindan oOzetlenmis ve bu c¢alismada denklemin



karakteristik degerleri ve diskriminant1 incelenmis, kararlilik ve kararsizlik araliklar

tespit edilmistir, [22]. 1973 yilinda M.S.P. Estham, Magnus ve Winkler’in de
caligmalarindan faydalanarak periyodik katsayili diferansiyel operatorlerin spektral
teorisi iizerine bir kitap yazmis ve bu kitabinda periyodik katsayili diferansiyel
operatorlerin  kararlilik ve kararsizlik araliklar1 tizerinde durmus, ¢oziimlerin
stfirlarin1 incelemis ve asimptotik formiilleri elde etmistir, [23]. Diger taraftan E.C.
Titchmarsh yine bu tiir operatorlerin 6zfonksiyonlar1 cinsinden agilim formiillerini
elde etmistir, [21]. Daha sonra G.S. Guseinov [11] ile D. Buschman, G. Stolz ve J.
Weidmann [12] yine bu tiir denklemleri ancak bu defa kuadratik demet olarak
spektral ozelliklerini incelemistir. V.A. Mikhailets, A.V. Sobolev [13], M. M.
Hechtman, 1.V. Stankevich [14], V. A. Dmitrushchenkov [15] ve M. Dzh. Manafov
[16] katsayilari genellesmis fonksiyonlar olan ancak kuadratik demet olmayan
diferansiyel operatorleri incelemistir. O.A. Veliev’in [17-18] c¢alismalarinda ise
periyodik katsayili, kompleks degerli diferansiyel operatorlerin spektral analizi
yapilmistir.

Bu tezde G.S. Guseinov’un [11] ¢alismasi da esas alinarak

y" + [N —2Xp(z) — g(z)ly =0, (—o0,00)

biciminde katsayilar1 periyodik fonksiyonlar olan ikinci mertebeden diferansiyel

operatdrler demetinin spektral yapist incelenmistir. Burada p(z) ve g(z) (—oo,00)

araliginda tanimli, reel degerli ve a, (a > 0) periyotlu fonksiyonlar ve A\ kompleks

parametredir.

Bu calismanin ilk boliimde oncelikle spektral analiz i¢in gerekli olan tanim,
teorem ve yontemler tizerinde durulmustur. Bu bdliimde sunulan teoremlerin ispatlari
tezde verilmemis sadece kaynak gostermekle yetinilmistir.

Ikinci boliimde ise denklemin spektral incelenmesine gecilmis ve Floquet
teorisinden de yararlanilarak ele alinan denklemin diskriminant1 bulunmus ve A nin
durumuna gore ¢oziimlerin kararhilik, kararsizlik araliklar1 tespit edilmistir. Sonraki
iki kisimda ise O6zdegerlerin katlilik durumlari incelenmis ve spektrumun yapisi
analiz edilmistir. Daha sonra 6zfonksiyonlar cinsinden agilim formiilleri elde edilmis

ve son kisimda da spektrum i¢inde bosluklarin bulunmamasi kriterleri verilmistir.

2


http://www.springerlink.com/content/?Author=V.+A.+Dmitrushchenkov

BOLUM 2
DIFERANSIYEL OPERATORLERIN SPEKTRUMU

Bu boéliimde daha sonraki boliimde kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremler verilecektir. Oncelikle bir diferansiyel operatdriin olusturulmasinda temel
yapt taslar1 olan diferansiyel ifade ve sinir sartlart kavramlarindan bahsedilecektir.
Daha sonra diferansiyel operatorlerin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari tanitilarak buradan
hareketle spektrum kiimesi tanimlanacaktir. Son kisimda ise Green fonksiyonundan
bahsedilecek ve Ozfonksiyonlar cinsinden ac¢ilim formiilleri verilerek bu boélim

sonlandirilacaktir.
2.1. LINEER DiFERANSIYEL OPERATORLER
2.1.1. Lineer Operatorler

D, R kompleks lineer uzayinin bir alt kiimesi olsun. D nin her z elemanin1 R
nin bir 2’ = A = elemanna esleyen bir A fonksiyonuna R kompleks lineer
uzayinda bir operator denir. Burada D kiimesine operatoriin tanim kiimesi ve tim

Az, (z € A) elemanlarmin olusturdugu kiimeye de operatoriin deger kiimesi denir.

D, bir alt uzay olsun. Eger x,y € D, ve herhangi bir A sayis1 i¢in asagidaki

bagintilar saglaniyor ise A operatoriine lineerdir denir.

A dx = MNA(z)
Az +y) = Alz) + Aly)

A ve B operatorleri ayn1 D tanim kiimesinde tanimlanmis ve Vz € D igin

Ax = Bz ise bu operatorlere egit operatirler denir.
2.1.2. Lineer Diferansiyel ifadeler

Asagidaki formda verilmis esitliklere lineer diferansiyel ifadeler denir.



(y)=p, zy"+p zy" " ++p, zy

Burada p, =z ,p, = ,...,p, © fonksiyonlarina katsayilar, n sayisma da
diferansiyel ifadenin derecesi denir. Simdi a,b araligindan. mertebeye kadar tiim
tirevleri siirekli fonksiyonlar uzaymi1 C " ile gosterelim. Her y € C'" fonksiyonu
icin ((y) diferansiyel ifadesi iyi tanimhidir ve a,b araligi iizerinde siirekli bir

fonksiyondur.
2.1.3. Simir Sartlari

y veonun ilk n—1. ardil tirevlerinin a,b araligmin a ve b noktalarmdaki

sinir degerlerini asagidaki bicimde gosterelim:

n—1

Yor Yoo U5 Yo Yo Uy (2.1)

U y ,(2.1) deki degerlerle asagidaki bigimde tanimlanan lineer bir form olsun.

Uy =y, +ay, +..+ao, 9y + By, + By, +...+ 8,y
Eger bu tiirden birgok U, y , v =1,...,m formlar se¢ilir ve
U y =0 wv=1..,m (2.2)
sartlarnin y € C'" fonksiyonlar1 tarafindan saglanmasi istenirse, bu sartlara y

fonksiyonlariin saglamasi gereken sinir sartlar: denir.

D ile (2.2) formundaki sinir sartlarinin 6zel bir sistemini saglayan y € C"

fonksiyonlarmin olusturdugu kiimeyi gosterelim. D nin C' " de bir lineer alt uzay
oldugu agiktir ve eger (2.2) sartlar1 hi¢ yoksa veya tiim katsayilart sifir ise o zamanda

C'" ile gakisir.

Belirlenmis bir {(y) diferansiyel ifadesi ile (2.2) formundaki sartlarla

tanimlanmig 6zel bir D alt uzayr verilsin. Her bir y € D icin u={(y)



fonksiyonunu karsilik getirelim. Bu baginti tanim kiimesi D olan bir lineer

operatordiir ki biz bunu L ile gosterecegiz ve asagidaki gibi yazacagiz
u=Ly.

L operatoriine, ((y) diferansiyel ifadesi ve (2.2) smir sartlart ile olusturulan

diferansiyel operator denir.

Bu yolla herhangi bir diferansiyel ifadeden, (2.2) siir sartlarinin degisik
secimleriyle bir¢ok diferansiyel operator elde edilir. Eger 6zel olarak (2.2) sinir
sartlar1 hi¢ yoksa o zaman tanim kiimesi D = C" olan ve L, ile gosterecegimiz
diferansiyel ifadeyi elde ederiz. Bu durumda L, aynm1 {((y) diferansiyel ifadesi ile
olusturulmus tiim diger L operatorlerinin genisletilmisi olacaktir. Burada [, en

genis tanim kiimesine sahip operator degildir, ancak yukarida bahsedilen tiim

operatorler [, operatoriiniin kisitlanisidir.

2.1.4. Homojen Sinir-Deger Problemi

Cy =0 (2.3)

Uy =0 v=12...m (2.4)

sartlarim1 saglayan y € C'" fonksiyonunun bulunmasi problemine homojen sinir-
deger problemi denir. Eger L, ((y) diferansiyel ifadesi ve (2.4) sinir sartlar ile

olusturulan bir operatdr ise, 0 zaman homojen sinir-deger problemi; L operatdriiniin

D tanim kiimesi i¢inde L yi sifir yapacak bir y fonksiyonun bulunmasidir.

Herhangi bir homojen siir-deger probleminin en az bir y = 0 ¢6ziimiiniin var

oldugu aciktir. Bu ¢oziime asikar ¢oziim denir. Homojen sinir-deger problemi asikar

olmayan c¢oziimlere de sahip olabilir.

Simdi hangi sartlar altinda homojen sinir-deger probleminin asikdr olmayan

¢Ozlime sahip oldugunu bulmaya c¢alisalim.



Y1 Yss--Y,» L(y) =0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun.
Bu durumda lineer diferansiyel denklemlerin bilinen teorisinden, ¢(y)=0

denkleminin herhangi bir ¢oziimi (bu aynm1 zamanda homojen smir-deger

probleminin de ¢6ziimiidir) c¢,c,,...,c, sabitler olmak iizere asagidaki formda

yazilabilir.
Y=oy T oyt (2.5)

Bu sabitleri belirlemek i¢in (2.5) ¢6ziimii (2.4) smr sartlarinda yerlestirilirse,

asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.

Uy y, +oU, y, +--+¢cU y, =0

oUy, y, +¢U, y, +--+cU, y, =0 2.6)

ClUm yl + CQUm y2 + + c U yn = 0

n m

Simdi bu denklem sisteminin katsay1 matrisi olan asagidaki matrisin ranki » olsun.

U v Uy, - Uw,
U _ UQ yl U2 y? o UQ yn,
U’m, yl Um y2 Um, yn

Bu durumda c¢,,c,,...,c, sabitleri i¢in (2.6) denklem sisteminin tam olarak (n —r)
tane bagimsiz ¢oziimii olacaktir ve bunlar smir-deger probleminin (n —r) tane y

¢ozlimiine denk gelecektir.
Buradan asagidaki sonuglar elde edilir:

1) Eger U matrisinin ranki r ye esit ise homojen sinir-deger problemi (n — r) tane

lineer bagimsiz ¢oziime sahiptir.

2) (a) Homojen smir-deger problemi asikar olmayan ¢oziime sahip olmasi igin
gerekli ve yeterli sart, U matrisinin r rankiin ( diferansiyel ifadenin n

derecesinden kii¢iik olmasidir.



(b) m < n igin, homojen siir-deger problemi her zaman asikar olmayan ¢6ziime

sahiptir.

() m = n i¢in, homojen sinir-deger probleminin asikar olmayan ¢6ziime sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sart U matrisinin determinantinin (ki bu durumda kare

matris olusur) sifir olmasidir.

U matrisinin rankina simir-deger probleminin rank: denir ve y,,y,,...y, ¢0zim

sisteminin se¢imine baglh degildir.
2.1.5. Eslenik Operatorler

Asagidaki diferansiyel ifadeyi ele alalim.

n n—1

0o\ Y Y
Uy)=p, wﬂLpl T

+etp, Ty

Burada p, « , k=0,1...,n, fonksiyonlar1 n —Fk . mertebeye kadar a,b

araliginda siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olsunlar. Ayrica y ve z, C'™ de keyfi

iki fonksiyon olsun. Bu durumda % defa kismi integrasyon sonucunda asagidaki
esitlik elde edilir.

/
1

b
fpnszykdx: pnszyk_ - .pnfk’g yk_Q +

a

- _ ) r=b b B
+H=D)"" p, 7 Z/] +(—1)kfy D, .2 " gz . (2.7

Burada z, z nin kompleks eslenigidir. £ = n,n —1,...,0 degerleri (2.7) esitliginde

yerine yazilirsa asagidaki formiil elde edilir.
b b —
fﬁy?dx:P 7,¢ +f yl z dx (2.8)

Burada

* 7 n n—1

Cz2=-1"Fz" +-1""Fz" + 1" 52"  +..+52 (29



ve P n,(

n—1 n—1

M= YosUoreesUs 3 YpsYprees Uy

bicimindeki 1 ve ¢ degiskenli bilineer formdur. (2.9) formiilii ile tanimlanan ¢ 2
diferansiyel ifadesine ((y) diferansiyel ifadesinin eslenigi ve (2.8) formiiliine de
Lagrange formiilii denir. Bir diferansiyel ifadenin eslenigi ile ilgili asagidaki

ozellikler vardir.

((y) bir diferansiyel ifade olmak tizere

esitligi dogrudur. Yani £(y) ve ( (y) diferansiyel ifadeleri birbirinin eslenigidir.

herhangi bir say1 olmak iizere (2.9) denkleminden, asagidaki esitlikler vardir.
6 +4, * :ll* +12*
A =XC

Eger (" =( esitligi saglaniyor ise ((y) diferansiyel ifadesine ézeslenik denir.
Ozeslenik diferansiyel ifadelerin toplami da 6zesleniktir. Ayrica 6zeslenik

diferansiyel ifadelerin herhangi bir reel say1 ile ¢arpimi da yine 6zesleniktir.

Simdi U,...,U , y.,y.,...u" " iy.,y,...,y" " degiskenlerini iceren lineer
1™~ m a’da a b Jb b g
bagimsiz formlar olsunlar. Eger m < 2n ise lineer bagimsiz 2n tane U,,U,,...,U,,

formlarini elde etmek i¢in bunlara U,

mi1>---Us, biciminde baska formlar ekleyebiliriz.

Bu formlar lineer bagmsiz oldugundan v, 4’ ,....v." " 1Y Yrsesy,

degiskenleri bu formlarin lineer kombinasyonlar1 olarak yazilabilir.



Bu agilimlar (2.8) Lagrange formiilindeki P n,{ bilineer formunda yerine

yazilusa, P n,¢ U,U,,..., degiskenli lineer homojen bir form olur. Dolayisiyla

2m

o .« . . . - . !/ n—1 .
U,U,,...,U,, degiskenlerinin V, )V, . ..V, ile gosterecegimiz z2,z2,,...,2," ;

@’ ?ar %

n—1

Zyy Zpyees 2y degiskenli 2n tane katsayisi olacaktir. Sonug¢ olarak Lagrange

formiilii asagidaki bi¢cimde elde edilecektir:
b b
[ty zde =0V, + UV, +. 4 UV + [y 2do (2.10)

Burada V,,V,,...,V,, formlar: lineer bagimsizdir.

°y ' 2n
V=0V, =0,.,V, =0 (2.11)
sinir sartlarina
U, =0U,=0,..U0,6,=0 (2.12)

orijinal sinwr sartlarinin eslenigi denir. Eger smur sartlari, eslenigine denk ise o

zaman da bu sinir sartlarina ézesleniktir denir.

Simdi L, ((y) diferansiyel ifadesi ve (2.12) sinir sartlari ile diretilen bir operator

olsun. L ile gosterecegimiz, ( (y) diferansiyel ifadesi ve (2.11) smir sartlari ile

tiretilen operatére L operatOriiniin eslenik operatdérii denir.

(2.10) formiilii ile (2.11) ve (2.12) sinir sartlarindan

]Ly.?dx = ]y.LTzdx

esitligi L ve L operatorleri i¢in ve L nin tamim kiimesindeki her y ile L in tanim

kiimesindeki her z icin saglanir. Bu esitlik
Ly,z = y,Lz (2.13)

biciminde de gosterilir. Eslenik operatorlerin tanimindan burada da yine



L =1L
esitligi vardir ve ayrica L' = L ise bu operatdre dzeslenik operator denir.

L operatorii 6zesleniktir, ancak ve ancak bu operator 6zeslenik bir diferansiyel
ifadeden ve dzeslenik bir sinir sartindan iiretilir. Ozeslenik bir operatdr icin (2.13)

formiilii agagidaki bi¢imde olur.
Ly,z = y,Lz

2.2. DIFERANSIYEL OPERATORLERIN OZDEGERLERI VE
OZFONKSiYONLARI

L operatoriiniin tanim kiimesinde bulanan y = 0 fonksiyonu i¢in
Ly=\y (2.14)

esitligi saglaniyor ise A degerine L operatoriiniin 6zdegeri, y fonksiyonuna da A

Ozdegerine karsilik gelen dzfonksiyon denir.
L operatorii ¢ y diferansiyel ifadesi ve
U y =0,..,U, y =0 (2.15)

siir sartlarindan tretilsin. y fonksiyonu L operatoriiniin tanim kiimesinde olmasi
gerektiginden (2.15) sartlarii da saglamalidir. Ayrica Ly = ( y dir ve buradan

(2.14) esitligi asagidaki denkleme denktir.

(y =Xy (2.16)
Dolayisiyla L operatoriiniin 6zdegerleri 6yle A degerleridir ki, bu degerler i¢in

Cy =Xy, U y =0 v=12....m (2.17)

homojen smir deger problemi asikar olmayan ¢ozlimlere sahiptir ve her bir asikar

olmayan ¢oziim de A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.
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Ayn1 Ozdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonlar: da yine

ayni 6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyondur.

Verilen bir A degeri i¢in (2.16) homojen denkleminin lineer bagimsiz
cozlimlerinin sayisi en fazla n tane olabileceginden, ayn1 6zdegere karsilik gelen
Ozfonksiyonlarin tiimii boyutu < n olan sonlu boyutlu bir uzay olusturacaktir. Bu

uzayin boyutu tabii ki verilmis bir A degeri i¢in (2.17) sinir deger probleminin lineer

bagimsiz ¢oziimlerinin sayisidir. Bu sayiya ézdegerin kat: denir.

Ozdegerleri belirlemek i¢in bazi sartlar bulmaya ¢alisacagiz. Bu amagla

Y :B?)‘ y Yo ZE7>‘ Y, I7>\ (218)

ile (2.16) diferansiyel denkleminin asagidaki baslangic sartlarini saglayan temel
cozlimlerini gosterelim:
0, j=v

(v-1)

Y, a, N = jv=12..n (2.19)

1, j=w
Diferansiyel denklemlerin genel teoremlerinden, a,b deki her z igin (2.18)

fonksiyonlart A ya gore tam fonksiyonlaridir. Boliim 3.1. in sonuglarindan (2.17)

siir deger problemi asikar olmayan ¢oziime sahiptir, ancak ve ancak

matrisinin r ranki n den kiigiiktiir. Eger m < n ise, » < n ve bu durumda (2.17)
sinir deger problemi herhangi bir A degeri icin asikar olmayan ¢6ziime sahiptir.

Dolayisiyla eger m < n ise herhangi bir A degeri 6zdegerdir.

Eger m > n ise U matrisinin rankinin n den kiigiik olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul onun biitiin n mertebeli mindrlerinin sifir olmasidir. Ancak bu mindrlerin her

11



biri A nm tam analitik fonksiyonlaridir, dolayisiyla asagidaki durumlar soz

konusudur:

1) U matrisinin n. mertebeden mindrlerinin hepsi sifira denktir. Bu durumda daha

onceki sonugtan, herhangi bir A degeri 6zdegerdir.

2) U matrisinin en az bir n. mertebeden minorii sifira denk degil ise bu durumda da
sadece bu mindrlerin sifirlar1 6zdeger olabilir ve ayrica 6zel bir mindriin sifir
eger U nun diger biitlin n. mertebeden sifir olmayan mindrlerini 6zdes sifir

yapiyorsa 0zdeger olabilir.

Sifir olmayan bir tam fonksiyon en fazla sayilabilir coklukta sifira sahiptir (hepsi
sahip olmak zorunda degil) ve bu sifirlar sonlu bir limit noktasina sahip degildir.
Dolayisiyla 2. durumda, L operatorii en fazla sayilabilir ¢oklukta 6zdegere sahiptir
(hepsine sahip olmayabilir) ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip degildir.

Sonug olarak asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 2.2.1. Herhangi bir L operatorii i¢in iki durum s6z konusudur:
1) Her A sayisi L nin 6zdegeridir.

2) Operator en fazla sayilabilir ¢oklukta 6zdegere sahiptir, (6zel durumda hepsi

degil) ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip degildir. [19]

m = n durumunu ise 6zel olarak inceleyelim. Bunun i¢in

olsun. Daha once de belirtildigi lizere burada yine A A , A nin tam, analitik
fonksiyonudur ve L operatoriiniin (veya Ly =0 smir deger probleminin)

karakteristik determinanti oOlarak adlandirilir. Bununla ilgili olarak asagidaki

teoremler dogrudur:

12



Teorem 2.2.2. L operatoriiniin 6zdegerleri A A fonksiyonun sifirlaridir. Eger
A X\ sifira denk ise, o zaman A nm herhangi bir degeri L operatoriiniin
Ozdegerleridir. Ancak A X\ sifira denk degil ise L operatorii sayilabilir sayida

6zdegere sahiptir ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip degildir. [19]

Herhangi bir A degeri A A fonksiyonunun katli sifirt olabilir. Bu durumda

Teorem 2.2.3. Eger )\,, A X Karakteristik denkleminin v kath sifir1 ise, o

zaman )\, 6zdegerinin kat1 v den biiyiik olamaz. [19]

Teorem 2.2.4. Eger \,, A X Kkarakteristik denklemin basit sifir1 ise, 0 zaman L

operatdriiniin )\, 6zdegeri tek katlidir. [19]

Bir 6zdeger A X\ Kkarakteristik denkleminin basit sifir1 ise bu 6zdegere basit

ozdeger denir.
2.3. DIFERANSIYEL OPERATORLERIN SPEKTRUMU

Bu boliimde A kompleks say1 olmak tizere A, = A — A operatorler ailesini ele

alacagiz. E, ile, A 6zdegerine karsilik gelen
Az = Az

denkleminin tiim ¢dziimlerinin olusturdugu alt uzayr gosterelim. Oncelikle A

0zeslenik operatoriin 6zdegerlerinin bazi 6zelliklerini verelim.

1) Eger x, A\ Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon ise, o zaman

Az,z = Nzl?

olur ve Ozel olarak |zl =1 ise
Az,x = A

elde edilir. Bu da asagidaki sonuglar1 dogurur:
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2) A oOzeslenik operatoriin 6zdegerleri reel sayilardir.
3) Farkli 6zdegerlere ait 6zfonksiyonlar diktir.

4) G, ile A, operatoriiniin deger kiimesini gosterelim. Yani
y=Az

esitligini saglayan tim y € H fonksiyonlarmin olusturdugu kiimeyi gosterelim. G,

alt uzayr F, nin ortogonal tiimleyenidir. Yani A Hilbert uzay olmak iizere
H=G, +E, (2.20)
dir. Eger y € G, ve z € E, ise, 0 zaman
y=Ax, Az=20
olur ki bu da

yr = Az',x = 2 ,Axz = 2,0 =0

demektir. Eger y € G, ise 0 zaman y, € G, olmak iizere y = limy, dir ve tiim

z € FE, i¢in y,,r = 0 oldugundan
Y, T zli}:n Y,z =0
olur. Tersine z, tim y € G, igin
y,x =0
sartin1 saglayan bir eleman olsun. Keyfi bir 2, € H i¢in Az, € G, olur ve buradan
Az,z =0ve z,Azx =0

olur. z, keyfi oldugundan A,z = 6 elde ederiz. Yani z, E, dadur.
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Teorem 2.3.1. Eger A, A 0zeslenik operatoriin 6zdegeri degil ise, o zaman (2.20)

esitligi asagidaki gibi olur, [20].

H=0G,

Simdi asagidaki denklemi ele alalim.
Ax—dx=yveya A—)Al z =y (2.21)

A — I operatorii verilmis bir A degeri igin A— X\ = = R, tersine sahip olsun.

R, ya (2.21) denkleminin resolvent kiimesi denir ve o’ ile gosterilir. Bir A degeri
igin eger (2.21) denklemi her y igin asikar olmayan ¢6ziime sahip ise 0 zaman bu A

degerine (2.21) denkleminin (veya A nin) diizgiin noktas: denir.

R =A"'= A=) ' operatoriiniin var olmadizi A degerlerinin olusturdugu

kiimeye ise spektrum kiimesi denir ve o ile gosterilir. Bu durumda, tim 6zdegerler

spektruma aittir. Ancak spektrumun her noktasi 6zdeger degildir.

A;' smirli operatdriiniin varligi icin gerekli ve yeterli sart H den kendi {izerine

bire-bir 6rten bir doniisiim olmasidir, yani

G=G =H

Teorem 2.3.2. A, 6zeslenik A operatoriiniin diizglin noktasi olmast i¢in gerekli

ve yeterli sart tim = € £/ degerleri i¢in
|4 = [Az = Az = Cai

olacak bigimde bir C' pozitif sabitinin bulunmasidir, [20].

Teorem 2.33. A, D, fizerinde tanimli bir operatér, ¢ da bu operatdriin

spektrum kiimesi olsun. Eger her n i¢in ||f,|=1, ve n—oo iken f — 0 ve
| A=AI || — 0 olacak sekilde D, dabir [, sonsuz dizisi varsa o zaman A, o’

resolvent kiimesi igindedir. , [20].
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Teorem 2.3.4. A\ = a + Fi (B = 0) kompleks sayilar1 6zeslenik A operatoriiniin

diizgiin noktalaridir, [20].

Teorem 2.3.5. Ozeslenik A operatdriiniin spektrumu reel eksendeki m, M

araliginda bulunur. Burada M = sup(Az,z) ve m = inf (Az,x) dir, [20].

=1 lzl=1

Teorem 2.3.6. M ve m spektrumun noktalaridir, [20].

Sonuc 2.3.1. Her 6zeslenik operatdr bos olmayan spektruma sahiptir, [20].
2.4. LINEER DIFERANSIYEL OPERATOR ICIN GREEN FONKSIYONU

2.4.1. Ters Operatoriin Genel Tanimi

A ve B iki operator olsun. Eger B operatoriiniin D, tanim kiimesi, A
operatoriiniin R, deger kiimesi ile ¢akisiyor ve Vz € D, icin

B(Az) ==z

esitligi saglanir ise, B operatoriine A operatoriiniin tersi denir.

Teorem 2.4.1. A operatorii terse sahip olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

Az = 0 denkleminin sadece = = 0 asikar ¢6ziimiine sahip olmasidir. [19]
2.4.2. Green Fonksiyonu Anlaminda Diferansiyel Operatoriin Tersi

L operatorii i¢in Green fonksiyonu, asagidaki sartlar1 saglayan G z,(

fonksiyonu olarak tanimlanir:

1) G z,£ , a,b araligindaki tim z ve £ ler i¢in siirekli ve n —2 . mertebeye

kadar x e gore stirekli tiirevlere sahip,

2) a,b araligindaki sabit bir ¢ i¢in G x,§ , n —1 . mertebeden siirekli tiirevlere
sahip ve n. tiirev z’e gore a,{ ve &b bicimindeki her bir aralikta siirekli,

n—1 . tirevi ise x = ¢ de sigrama siirekliligine sahip ve sigrama miktari

dir. Yani

Py &
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anfl 8n71 1
G E+0,6 — GE—0¢ =
ox""! <04 oz $08 P €

3) Her bir a,§ ve &b araliginda 2’ in fonksiyonu olarak disiiniilen G z,¢

I G =0 denkleminive U, G =0, v =12,...,n sinir sartlarin1 saglar.

Teorem 2.4.2. Eger Ly = 0 smir-deger problemi sadece asikar ¢éziime sahip ise,

0 zaman L operatorii bir ve yalniz bir Green fonksiyonuna sahiptir. [19]

Teorem 2.4.3. Eger Ly = 0 denklemi sadece asikar ¢oziime sahip ise, o zaman
a,b araliginda siirekli herhangi bir f z fonksiyonu i¢in, Ly = fdenkleminin

¢Ozliimii vardir ve bu ¢6zliim asagidaki bicimde yazilabilir. [19]
b
yo = [Gaef¢d

Burada G z,§¢ ye L operatorii igin Green fonksiyonu denir.

2.4.3. L — \1 Operatorii i¢in Green Fonksiyonu

L,1ly ifadesive U, y =0, v=12,...,n sinr sartlari ile verilen bir operator

olsun. Burada L — A1 operatoriiniin Green fonksiyonu igin bir a¢ilim bulmak
istiyoruz. Baska bir ifade ile L — Al operatoriiniin tersinin formunu bulmak
istiyoruz. y, =y, z,A , v=12,....,n ile [ y = Ay denkleminin (2.19) baslangi¢

sartlarin1 saglayan ¢6ziim sistemini gosterelim.
Ly =xy=/f

denklemi i¢in sabitlerin degisimi metodu kullanilarak
b
yo = [Gaenfde (2.22)
¢Oziimii elde edilir. Burada
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_1 n

G z,&,\N = H x, &)\ 2.23
3 Y 3 (2.23)
ve
n—1 n—1 n—1
yl y? yn
W — y1”*2 y2"72 ynn72
yl y? yn
yl T y2 T yn z
n—2 n—2 n—2
(S S S
g zE =+ 1 1 2
oW ¢
(73S Yo & o U, §
Uy Uy ..Uwvy,
U U .. U
AN |2 Yy 2 Yo 2 Yn (2.24)
Un yl Un y2 Un yn
BT YT C Y, T 9w
Uy Uwy ...Uwy Uyg
Hz,(\N=U,y U,y ..Uy U,gqg (2.25)

dir. Eger A, L operatoriiniin 6zdegeri degil ise, o zaman A A = 0 olur ve bu da
(2.22) ve (2.23) formiillerini anlamli kilar. (2.22) formiili gosterir ki G z,& A

L — A1 operatoriiniin - Green fonksiyonudur. Buradan L — Al operatdriiniin

G x,£,\ Green fonksiyonu (2.22), (2.23), (2.24) ve (2.25) formiilleri ile elde edilir.
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2.4.4. L — \1 Operatoriiniin Green fonksiyonunun Analitiklik Durumu

Yukarida tanimlanan A A ve H z,,\ fonksiyonlar1 A parametresinin tam,

analitik fonksiyonlaridir. Boylece (2.23) den denilebilir ki; L — A1 operatoriinii igin

G z,§,A Green fonksiyonu A parametresinin meremorf fonksiyonudur ve onun

kutup noktalar1 sadece operatdriin 6zdegerleri olabilirler.

Ay A XA fonksiyonunun basit sifirt olsun. O zaman J\,, G z,§A
fonksiyonunun da sadece basit kutbu olabilir vee A X fonksiyonunun her ), basit

sifir1 i¢in

G x?éa)\ = % bx & 5 +G1 :1:757)‘
A=X fyo £z §dE

esitligi yazilabilir. Burada G, z,§{,A , )\, n komsulugunda diizenlidir, [19].

2.5. OZFONKSIYONLAR CINSINDEN ACILIM FORMULU
2.5.1. Fourier Metodunun Temeli

Kismi diferansiyel denklemlerin Fourier metoduyla ¢O6ziimii bizi ‘verilen
fonksiyonun diferansiyel denklemin 6zfonksiyonlari cinsinden agilim formdiliinii elde

etmek’ gibi gok dnemli bir problemle karsi karsiya birakmaktadir. Ornegin

Pu O"u 0" 'u
—=—+4+p T —+ -4+ ru a<z<b 2.26
6t2 8$n pl 81’n71 pn ( )
denkleminin
ou
Uog=f2x; |—| =¢p=x 2.27
—0 = f ot ), @ ( )

baslangi¢ sartlarini ve

n—1 al/u n—1 al/u
L8 oy (28 =0, =12, 2.28
; aﬂ [8 . ]L(l Z /BJ [am" ]:L'b ] ! ( )

x r=0
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siir sartlarii saglayan ¢éziimiinii bulalim. Bunun i¢in (2.26) denkleminin (2.28)

sinir sartlarini saglayan ¢oziimiinii agagidaki formda arayalim:
u=1y x Acospt—+ Bsin pt (2.29)

Bu ¢6ziimii (2.26) ve (2.28) de yerine yazarsak

dn dnfl
dx dx

diferansiyel denklemini ve

n—1 n—1
U, y Ez%y; —O—Zﬁjyyb" =0 (2.31)

v=0 v=0
sinir sartlarini elde ederiz.

Simdi eger y = 0 ise, 0 zaman y (2.30), (2.31) sinir deger probleminin —p”

6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonudur. Bu problemin 6zdegerleri
—PL = Py, P
ve bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar: da
Yy T Yy T 5 Yz T yenn

olsun. Burada her bir 6zdegerin kat1 kendisine ait lineer bagimsiz 6zfonksiyon sayisi

kadardir. Bu durumda

U= Zyn x A cospt+ B sinpt

n=1

sonsuz serisi, en azindan bi¢imsel olarak, (2.26) denklemini ve (2.28) sinir sartlarini
saglar. Dolayisiyla bu ¢6ziim baslangi¢ sartlarin1 da saglamak zorundadir. Buradan

ilk baslangi¢ sartindan

fx :i/lnyn x (2.32)
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elde edilir. Bu denklem verilmis bir f z fonksiyonunun, siir-deger probleminin

0zfonksiyonlari cinsinden seri agilimini ifade eder.

Buradan Fourier metodunun temel sorunu ortaya ¢ikar ki o da sudur: Hangi sartlar

altinda verilmis bir f z fonksiyonunun, ele alinan sinir-deger probleminin

Ozfonksiyonlar1 cinsinden seri agilimi yapilabilir.

Bu sorunun cevabi Ozeslenik operatorler (( y ifadesi ve U, y =0,

7 =12,...,n smir sartlar1 6zeslenik olan bir operator) i¢in kolaydir:

Teorem 2.5.1. Ozeslenik diferansiyel operatdriin tanim kiimesinde bulunan
herhangi bir fonksiyon, bu operatoriin 6zfonksiyonlar1 cinsinden genellestirilmis

diizgilin yakinsak Fourier serisine sahiptir. [19]

Sonug 2.5.1. Ozeslenik diferansiyel operatoriin dzfonksiyonlart L, a,b de tam

sistem olusturur. [19]

Teorem 2.5.2. Diizgiin smir sartlar1 ile tretilmis L diferansiyel operatoriiniin

Green fonksiyonu

G z,s :—i—H“ s
v=1 A,v

biciminde diizgiin yakinsak seri ag¢ilimina sahiptir. Burada H, z,§ , G z,{ )\

fonksiyonunun )\, kutup noktasindaki rezidiisiidiir. [19]

n

Teorem 2.5.3. Eger ( y = ;l Y diferansiyel ifadesi ve diizgiin sinir sartlart ile
x

n

tretilmis L Ozeslenik operatoriiniin tiim 6zdegerleri A fonksiyonunun ((2.24)
denklemine bakiniz) basit sifirlar1 ise, o zaman onun Green fonksiyonu asagidaki

diizgiin yakinsak seri agilimina sahiptir.

o —_
Z Y VAN
G 1"8 — yl, U
v=1 )\

v
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Burada y, = ve z, z ,swasiyla L ve L operatorlerinin )\, ve )\, Ozdegerlerine

karsilik gelen 6zfonksiyonlaridir. [19]

n

Teorem 254. L, ( y = ;l J diferansiyel ifadesi ve diizenli siir sartlar ile

n

tiretilmis, 6zeslenik operatdr ve bu operatoriin tiim 6zdegerleri A fonksiyonunun
basit sifirlar1 olsun. O zaman L operatdriiniin tanim kiimesinde bulunan herhangi bir

f = fonksiyonu asagidaki bi¢imde Ozfonksiyonlar cinsinden yakinsak bir seri

acilimina sahiptir.

o0
f z :Zavyv z Y

v=1

o= [1&5 ¢

Burada yine y, © ve z, z, swastyla L ve L operatorlerinin A, ve A\,

6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlaridir. [45]
2.5.2. Sturm-Liouville A¢ilimi

g x , a,b araliginin her noktasinda siirekli z in reel bir fonksiyonu olmak

luzere

2

dy

de—i— A—qzxz y=0 (2.33)

denklemini ele alalim. a,b nin sonlu aralik ve x —a, =z — b iken ¢ = insonlu

olmasi durumunda bu denklem klasik Sturm-Liouville diferansiyel denklemi olarak

adlandirilir.

Simdi 6 x,A ve ¢ x A (2.33) denkleminin asagidaki sartlar1 saglayan

¢Oziimleri olsun:

: !/
0 .\ =sina, ¢ T,A =—cos«

/ . (2.34)
0" x, N =sinf, ¢ r,A = —cosf
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Boylece W 0,0 , 0 z,\ ve ¢ z,\ fonksiyonlarinin wronskiyeni olmak {izere

iW p =0z "z —p2bzx
dx

=qr —-ANOzxpx —qx -\ pxbx
=0

olur. Yani z den bagimsiz olan W 6, ifadesi sadece A nin bir tam fonksiyonudur

ve W 0,0 =w X ile gosterilir. Simdi agagidaki fonksiyonu tanimlayalim.

_go:p,)\w 933,)\b
i)x,k——wA[@y,Afyder [@y,Afydy

w A
Eger f z stirekli bir fonksiyon ise her A degeri i¢in & z, A\ , (2.33) denklemini ve

® a,\ cosa+ P a,\ sina =0

2.35
® b\ cosB+P b sinB=0 (2.39)

sinir sartlarini saglar.

Simdi w A nin sadece reel eksen iizerindeki A, ,... basit sifirlarina sahip

oldugunu kabul edelim. Bu durumda 6 x,A ve ¢ z,A nin wronskiyeni sifirdir ve

dolayistyla ¢ x, A, fonksiyonu 6 z,)\ fonksiyonunun sabit bir katidur.

o N\, =k0 x,\ (2.36)

Sinir sartlarindan £, ne 0 ne de oo olur. Buradan ® z,\ , A = A, noktalarinda

kn b
,A93:,An [9@/,/\nfydy

w

rezidiisiine sahiptir. Sonu¢ olarak yukaridaki islemlerden acgilim formiili asagidaki

gibi elde edilir.
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OO

kn [
f z :Zw/ A 9 'r’)\n, [9 yﬂ)\n f y d?/ (237)

n=0

Eger biz 6, z,A ve ¢, z,A gibi (2.33) un iki lineer bagimsiz ¢oziimlerleriyle

baslar ve w, A =W 6,,p, Yyazarsak, o zaman

9 = 0, T ¢, a cosa+p, asina —¢, z 0, acosB+0 asina
T\ =

w, A
olurve ¢ x, A\ da a,« nin b, ile yer degistirilmesi ile bulunur. Buradan

0, b\, cosB+0, b X sinf ¢, b\ cosB+ b A, sinf .

/ : / .
0, a,\, cosa+0; a, )\, sina ¢, a,\ cosa+ g, a,\ sina

(3

bulunur ve yukaridaki islemler yapilir. [15]
2.6. BAZI TANIM ve TEOREMLER

g x , = in her reel degeri i¢in tanimli (reel veya kompleks) degerli bir fonksiyon
olsun. Ayrica ¢ = , a periyotlu periyodik ve her sonlu aralikta parcali siirekli olan

bir fonksiyon olsun. Bu durumda tiim x degerleri igin
qrt+a =qx

dir ve eger p, 0 < p < a olan bir say1 olmak iizere en az bir [ reel araligi vardir ki

rxel iging x+p =q x dir.
Simdi ¢ z yukaridaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyon ise o zaman
v +q2xy=0 (2.38)
diferansiyel denklemi

y, 0 =1, 9y 0=0 9 0=0, 2 0 =1
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sartlartyla bir tek sekilde belirlenecek iki siirekli, diferansiyellenebilir y, =z ve
y, ¢ c¢oOziimlerine sahiptir. Floquet teoreminin ifadesini vermeden once (2.38)

denklemi ile ilgili karakteristik denklem ve karakteristik {ist gosterimlerini

tamimlayalim. (2.38) denkleminin karakteristik denklemi
=y, a +y alp+1=0 (2.39)
bicimindedir ve karakteristik iistii de
exp(iaa) = p,,  exp(—ica) = p,

denklemlerini saglayan « sayisidir. Burada p, ve p, (2.39) karakteristik

denkleminin kokleridir.
Teorem 2.6.1. (Floquet Teoremi)

1) Eger (2.39) karakteristik denkleminin p, ve p, kokleri ayrik ise, o zaman (2.38)

denklemi asagidaki sekilde iki lineer bagimsiz ¢éziime sahiptir.

iz =e"’“p1x, Lz =e""p, x

Burada p, x ve p, = a periyotlu fonksiyonlardir.

2) Eger p, = p, ise, 0 zaman (2.38) denklemi @ periyotlu asikdr olmayan p zx
¢Oziime sahiptir. y = , p x ¢0Ozlimi ile lineer bagimsiz olan diger ¢6ziim olsun. Bu

durumda
yr+a =pyx +kpzx, ksabit

olurve k=0

ha +y, a ==%2, y, a =0, yll a =0

esitliklerine denktir.
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Tamm 2.6.1. (Kararhhk ve Kararsizhk Arahklar) Herhangi bir diferansiyel

denklemin tiim ¢Ozlimleri —oo,00 da smirh ise, bu denkleme kararli ve tiim asikar
olmayan c¢oziimleri —oo,c0 da smrh degil ise kararsizdir denir. Eger bu

denklemin en az bir agikar olmayan ¢oziimii —oo,00 da smirl ise, o zaman da bu

denkleme sartli karariidr denir.
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BOLUM 3

PERiIYODIK KATSAYILI STURM-LIOUVILLE OPERATORLER
DEMETININ SPEKTRAL ANALIZI

3.1. FLOQUET TEORISi

Asagidaki diferansiyel operatori diisiinelim.
y" + N —2xp(z) —gq(a)ly =0, (—co<z<oo) (3.1

Burada p(x) ve ¢(z) (—oo,00) araliginda tanimli, reel degerli ve a, (a > 0)

periyotlu fonksiyonlardir. Yani

plx +a) = p(x), qx+a)=q(x) (3.2

dir. Ayrica kabul edelim ki ¢(z), [0, a] araliginda integrallenebilir olsun ve A

kompleks parametre olsun.

Bu boliimde herhangi bir A kompleks parametresi i¢in bu denklemin ¢6ziim
uzayimnin kurulusu i¢in gerekli olan Floquet Teorisini uygulayacagiz. Bu uygulama
p(x) =0 igin [21] ve [23] de yapilmistir. p(z) = 0 durumuna genellesmesi ise bir
sonraki boliimde verilecektir.

Simdi bu denklemi saglayan y(x) = cy,(x) + ¢,y,(x) ¢dziimiinii ele alalim. p(x)
ve ¢(z) fonksiyonlarinin, periyodik olmasindan y(x +a) da bu denklemin
¢oziimiidiir. Ancak genellikle y(z) = y(z + a)dir. Simdi gosterecegiz ki dyle bir
p = p(A) sayst vardir ki (3.1) denkleminin (3.2) kosullarin1 saglayan herhangi bir

P(x,\) ¢oziimii igin

Yz +a,\) = p(x,N), (—oo <z <o0) (3.3)
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esitligi saglanir. (3.1) denkleminin asagidaki sartlari saglayan temel ¢Oziimiinii
C(z,\) ve S(z,)\) ile gosterelim.
C(o,N)=S5'(0,N) =1, C'(0,\)=5(0,\)=0 (3.4)

Bu durumda (3.1) denkleminin genel ¢6ziimii
P(x,\) = o, O(z,\) + ,S(z, \) (3.5)

bicimindedir. Burada C(z + a,\) ve S(x + a,\) ’da (3.1)’in ¢oziimleri oldugundan

C(x +a,\) = a,C(z,\) +a,S(z, A (36)
S(z +a,)\) = a,C(z,\) + a,S(x,\) '
elde edilir. Burada (3.4) kosullar1 kullanilir ve z = 0 alinirsa
C(a,\) = a,,C(0,\) +a,S(0,\
S(a,A) = a, C(0,\) + a,,S(0,A
olur ve katsayilar
=C(a,N), a., =C'(a,\
a’ll B ( ) 12 B ,(CL ) (37)
a, = 8S(a,N), a, =5,

bigiminde bulunmus olur. (3.6) y1 kullanarak (3.5) denklemi (3.3) de yerine yazilirsa,

(@ +a,\) = pla, Oz, N) + a,S(x,\)]
a,C(x + a,\) + ,S(x + a,\) = plo,C(z,\) + ,S(z, \)]
a,[a,C(z,\) + a,S(x,\)] + ,[a, C(z, ) + a,,S(z, \)] = pla,C(z,A) + @, S(x,N)]

[, (a,, — p) + 0, ]C(z,\) =0

2%21
[va, + a,(a,, —p)]S(z,A) =0
a,, — a
[0‘1 O‘g} u P 12 —0
a,, ayy — P




denklemin o, ve «, cinsinden matris gosterimi bulunur ve asikar olmayan ¢6ziimiin

varligi icin,

olmas1 gerekir. Buradan
(au — ) (a22 —p)— a,,0 =0

p* —la, +ay,lp+a,a, —a,a, =0
S'(a,\)]p + C(a,\)S(a,\) — C'(a,\)S(a,\) = 0 (3.8)
bulunur. C(z,\) ve S(x,A) (3.1)’in ¢dziimleri oldugundan (3.4) kosullart kullanilirsa
WI[C(x,\),S(z,\)] = C(x,\)S"(x,\) — C'(2,\)S(z,\) =1 (3.9
bulunur. (3.8) ve (3.9) dan
p* —[C(a,\) + S (a,\)]p+1=0 (3.10)

elde edilir. (3.10) denklemi her zaman p =0 kokiine sahiptir. Bu ise (3.1)

denkleminin (3.3) kosullarin1 saglayan asikar olmayan ¢6ziime sahip oldugunu

gosterir. Simdi A parametreli u(\) fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim

u(N) = %[C(a, ) + 5'(a, )] (3.11)

Bu durumda (3.10) denklemi
P’ —2uN)p+1=0 (3.12)

bi¢imini alir. Bu denklemin kokleri

pr, = u(A) £ Jui(\) —1 (3.13)

dir ve Viyet formiiliinden
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P(Np, () =1 (3.14)

oldugu soylenebilir. Tesbit edilmis bir A degeri i¢in u’(\)—1= 0 ise (3.12)
denklemi iki farkli p ve p, kokiine sahiptir. Dolayisiyla dyle 1, (z,\) ve ¥, (x,))

¢oztimleri vardir ki bunlar (3.3) kosulunu saglar ve lineer bagimsizdirlar.
wl(m—'—a’?A) :plwl('x?A)? /1702(1‘—'_0‘7)\) :pQwQ(x7)\)

p, =0, p,=0 oldugundan dyle j =p (N), p, =p,(\) saylar vardir ki

apy

pl:e Y p2:6

af,

olur.
Simdi kabul edelim ki x,(z,A) = e "¢ (2,)), x,(z,A) =€ "“"1),(z,\) olsun. Bu
durumda x,(z,A) ve x,(z,A) « degiskenine gore periyodu a’ ya esit olan

fonksiyonlardir. Boylece u°(A\)—1= 0 oldugunda (3.1) denkleminin Floquet

formundaki asagidaki ¢6ziimii elde edilir.
y(x’ )\) — Cle“ﬂ;Xl($, )\) + CQQIWXQ (.CC, A)

Eger A € (—oo,00) ise 0 zaman « sayisinin reel ve ¢(z) fonksiyonunun reel
degiskenli olmasi nedeniyle C(z,)), S(z,)\), S'(z,\) ve dolayisiyla da ()
fonksiyonu reel degiskenli fonksiyon olacaktir. Simdi w«(\) nin asagidaki
durumlarini inceleyelim.

1. u(\)>1ise,0zaman p = p,, p, >0, p, >0, pp, =1den Ju=0

sayist vardir ki p, = e, p, =e

X olur. Boylece (3.1) denkleminin genel ¢6ziimii

y(x’ )\) — Cle“ﬂ;Xl($, )\) + Cge“ﬁXQ (.CC, A)

seklindedir.

2.u(A\) < —1 ise bu durumda p, = p,, p, <0, p, <0 olur ve (3.1) denkleminin

genel ¢oziimii asagidaki gibidir.
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LT
[;L+zf

y(z,\) = ce "’]le(x, )+ CQ(B[HZZ]IX2 (z,\)

3. —1<u(\) <1 olsun. Bu durumda yukaridakine benzer olarak p, = p, dir ve

p, Vep, birbirine eslenik kompleks sayilardir. |p,| =|p,| = 1olur. Bu nedenle (3.1)

denkleminin genel ¢éziimii
y(z, ) = e x, (2, ) + c,e X, (2, \)
bicimindedir. Burada « = 0 bir reel sayidir.
4. w*(X\) =1 yani u(\) = =1 ise bu durumda

(3.15)

olur. Boylece (3.1) denkleminin (3.3) kosulunu saglayan en az bir asikar olmayan

Y (z,\) ¢oziimii olacaktir.

U2+ a,\) = pi (2, ) (3.16)

(3.1) denkleminin 1/ (z, ) ile lineer bagimsiz ¢dziimiinii 6(z,\) ile gdsterelim. Bu

durumda 6(z + a,\) da (3.1) denkleminin ¢dziimiidiir ve dolayisiyla
0w + a,X) = d () + () (317)

yazilabilir. Burada d ve d, A’ya bagh sabitlerdir. Dolayisiyla (3.16) ve (3.17)

formiillerinden
Wl (@ + a, ), 0 + a, X)) = pd, W[, (2. 1), 0z, V)]
bulunur. (3.1) denkleminin iki ¢6ziimiiniin Wronskian1 z’e bagli olmadigindan bu

son esitlikten pd, =1 bulunur. Bu esitligin her iki yan1 p ile garpildiginda ve (3.15)

esitligi (p° = 1) dikkate alindiginda d, = p bulunur. Béylece (3.17) ifadesinden
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Oz +a, ) = d ), (z,\) + pO(z, \) (3.18)

elde edilir. Simdi miimkiin olan iki alt durumu inceleyelim.

a) d, = 0 oldugunu varsayalim. O zaman (3.18) den
O(x + a,\) = pO(x,\) (3.19)

bulunur. (3.15) , (3.16) ve (3.19) u dikkate aldigimizda, ele aldigimiz durumlar igin
(3.1) denkleminin tiim c¢oziimleri u(\) =1 oldugunda periyodik, wu(\)=—1
oldugunda da yar1 periyodik olur.

Kolaylikla gosterilebilir ki d = 0 esitligi ancak ve ancak
C'(a,\) = S(a,\) =0 (3.20)

oldugunda gerceklenir.

b) d =0 oldugunu varsayalim. Yani C’(a,\) ve S(a,\) nm en az biri sifirdan

farkli olsun. (3.15) den p = ¢ elde edilir. Buradan
(3.22)

olur. Bu durumda da (3.1) denkleminin genel ¢6ziimleri

X, (2, \) = e " (2, \)
d
0(z,\) = " 1 —xx,(7,\) + x,(2,\)
ap
bi¢iminde yazilir. Burada , (3.21) formiiliinden elde edilir.

5. Simdi de A nin reel say1 olmadig1 durumu inceleyelim. Burada iki alt durum
vardir.

a) Eger w(\) reel say1 ise, bu durumda yukaridaki 1-4 durumlarindan biri s6z

konusudur.
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b) Eger u(\) reel say1 degil ise, bu durumda da (3.13) e goére p, ve p, farkhidur.
Bunun yani sira p ve p, mutlak degerce 1’e esit olamazlar. Gergekten eger
p, =€, aec(—ooo00) ise (314) e gore p,=e " olacaktir ve
2u(\) = p, +p, =2cosa  yani u()\) reeldir. Bu da bizim kabuliimiizle gelisir.
Boylece Rep = 0 kosulunu saglayan oyle bir p sayisi vardir ki p = e,
p, = e™ dir ve (3.1) denkleminin asagidaki iki lineer bagimsiz ¢dziimii

bulunacaktir.
wl (‘Z‘7 )\) = el‘f”Xl (‘Z‘7 )\) Y wg (x7 A) = 67/HEX2 (I, )\)

burada x,(z,\) ve x,(z,\) X’e gore periyodu a olan periyodik fonksiyonlardr.

Yukarida yaptigimiz incelemelerde su sonuca variriz:

A € (—o0,00) degerlerinde eger ‘u()\)‘ > 1 ise (3.1) denklemi kararsiz, u()\)‘ <1 ise

kararl1 olacaktir. ‘u()\)‘ =1 ise bu durumda eger C’(a,\) = S(a,\) = 0ise (3.1)

denklemi kararli olacak aksi takdirde bu denklem sartli kararli olup kararh

olmayacaktir.

3.2. t-PERiIYODIiK SINIR PROBLEMIi

0 < x < a araliginda
Yy’ +[2* = 24p(x) - q(x)]y =0 (3.22)
ve
y(a)=¢€"y(0), y'(a)=e"y(0) (3.23)

sinir kosullarinin olusturdugu t-periyodik sinir problemine bakalim, burada t reel

sayidir.

Varsayalim ki, p(x) ve q(x) reel degerli fonksiyonlardir, Oyle ki
p(x) eW}[0,a], q(x) e L,[0,a] ve Vy(xW;[0,a], y(x) =0
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y(0)y'(0) - y(a)y'(a) = 0 (3.24)

Y| +ax)]yeof yax >0 (3.24)

[1

kosulunu ve esitsizligini saglayan fonksiyonlar oldugunu varsayacagiz.

Burada W, [0, a] ile [O, a] araliginda kompleks degerli fonksiyonlarin

olusturdugu Sobelev uzayini gosterelim, dyle ki, (n —1). mertebeden mutlak siirekli
tiireve ve N. mertebeden tiirevi karesi ile integrallenebilen fonksiyondur.

Tamm 3.2.1: Eger (3.22) denkleminin A= igin (3.23) smir kosullarm
saglayan ¢oziimii varsa, A sayisma (3.22) ve (3.23) probleminin 6zdegeri denir.

y,(x),...,y (v) fonksiyonlarina g, (x) O6zfonksiyonuna eslenik kosulmus

fonksiyonlar denir ki, bu fonksiyonlar sinir kosullari ile birlikte asagidaki esitlikleri

saglar.

y, (@) + [\ — 2\ p(2) — q(@)]y, () + 20\, — p(@)]y,(x) =

Y @)+ =27\ p(@) — q(@)ly, () + 20\, — p(@)ly, ,(2) + 3, ,(2) =0

L, [O, a] Hilbert uzaymnda etkili olan I, lineer operatdrii tanimlayalim. D(L,)
tanim kiimesi, y"(z) € L, [0, a] dan olan, y'(z) tiirevi mutlak siirekli olmak {izere
y(z) € L,|0,a] olsun. Bunlara ilave olarak y(z)fonksiyonu (3.23) smir kosulunu
saglasin. y € D(L,) olmak iizere, Ly = —y" + q(x)y dir. Agiktir ki, D(L,) L, [O,a]
da hemen hemen yogundur. Kismi integrasyon formiilii kullamlirsa, Vy,,y, € D(L,)
i¢in (Ly,,v,) = (y,,Ly,) dogrudur. Burada (.,.) simgesi ile L, [O,a} uzayinda i¢

carpim gosterilmistir. Dolayisiyla L, operatdrii simetriktir.

(3.24) ve (3.24°) kosullarindan Vy € D(L,), y(r) = 0 i¢in
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(Ly,y) >0 (3.25)

dogrudur, yani [, pozitif operatordiir.
Lemma 3.2.1: (3.22) ve (3.23) sinir probleminin 6zdegerleri
u(\) = cost (3.26)
denkleminin sifirlaridir. Burada u(\) (3.11) formiili ile tanimlanan fonksiyondur.

Ispat: Biliyoruz ki, y(z,\) = o C(z,\) + ,S(z,\) (3.22) denkleminin

¢oztimidiir. Bu fonksiyon, (3.23) sinir kosulunda z = 0 alinarak yerine konulursa
y(a,\) = e[, C(0,\) + ,S(0, N)]
(3.4)’ten
y(a,\) =" oy
ve x = g almnirsa

A)=aC(a, A S(a, A .
yﬂga ) CMl (CL ) + 042 (a’ ) - al[C(a, )\) . ezt] + 0425(0,, )\) -0
e'a, = a C(a,\) + a,5(a, )
! JA) = c’ JA s’ JA ,
yﬁ(a ) Oéll (CL ) + af (CL ) - ole’(a, )\) + OéQ[S((]J, )\) . ezt] -0
e'a, = a,C'(a,\) + ,S(a,\)

o, ve v, i¢in asagidaki sistem elde edilir.

o, C'(a,\) + o, [S(a,\) — "] =0

!al [C(a,\) — e"] + ,S(a,\) = 0
Cla,\) —e" S(a,\)
C'(a,\)  S'(a,\)—e"

@,

Buradan sistemin asikar olmayan ¢6ziime sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
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C(a,\) —e" S(a,\)
C'(a,\)  S'(a,\)—e"

olmasidir.

C(a,\)S"(a,\) — e“[Cla,\) + S'(z,\)] + € — C'(a,\)S(a,\) =0
C(a,\)S (a,\) — C'(a,\)S(a,\) =1 ve C(a,\)+ S'(x,\) = 2u())

oldugundan €** — 2u(\)e” +1 = 0 bulunur. ¢" = k olsun
K —2u(\k +1=0
u(\) = cost

Eo— 2cost +4cos’t —4

o 5 = cost +isint

k +k, = cost +isint + cost —isint = 2cost
Buradan (3.9) kosulundan yararlanilirsa
2u(\) = C(a,\) + S'(a,\) = 2 cost
denklemine ulasilir.
Lemma 3.2.2: (3.22) ve (3.23) simir probleminin 6zdegerleri reeldir ve sifirdan

farklidir.

Ispat: Varsayalim ki, A (3.22) , (3.23) probleminin 8zdegeri ve y(z) (y,y) =1

sartin1 saglayan bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. (3.22) denkleminden
y" + [N = 2Xp(z) — q(@)y(z) = 0

N —2X\(py,y) — (Ly.y) =0
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A= (pyy) £ (pw.9) + (L) (3.27)

bulunur.

(3.27) esitliginden, p(z) in reel degerli olmasi ve (3.25) kosulu nedeniyle

lemmanin ispati yapilir.

Lemma 3.23: t=mnr, (m=0,+£142--) ise (3.22), (3.23) probleminin

Ozdegerleri tek katlidir, yani her bir 6zdegere sabit ¢arpan farki ile tek 6zfonksiyon

karsilik gelir.

Ispat: Varsayalim ki, (3.22), (3.23) probleminin )\ 6zdegerine karsilik iki lineer

bagimsiz y (z) ve y,(x) Ozfonksiyonlari bulunsun. Bdylece her bir A degerine

karsilik denklemin y(z) ¢dziimii y (x) ve y,(x)’in lineer kombinasyonu olarak

yazilabilir ve aym zamanda (3.23) smir kosullarim saglayacaktir. Ozel durumda

C(x,\) ve S(z,\) bu kosullar1 saglayacaktir. Buradan
2u(A) = C(a,\) + S'(a,\) = e"Cl(a,\) + €"S'(a,\) = 2¢"

diger taraftan A\ Ozdegeri Lemma 3.2.1 geregince (3.26) denklemini saglamalidir.

Buradan

cost = e"
bulunur. Bu ise ¢=mm, (m=0,+£14+2---) durumunda olabilir. Bu ise
varsayimla celisir.

Eger t = mm, m € Z mgift say1 ise; (3.23) siir kosulu

y(a) =y(0), ¥'(a)=1y'(0) (3.28)

seklini alir. m tek sayi ise;

ya) =—y(0), ¥'(a)=—y'(0) (3.29)

seklini alir.
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(3.28) smur kosuluna periyodik sinir kosullar:, (3.29) sinir kosuluna ise yari

periyodik sinir kosullar: denir.

Lemma 3.2.1 geregince (3.22) denkleminin periyodik ve yari periyodik siir

problemlerinin 6zdegerleri sirastyla w(\) =1 u(\) = —1 denklemlerinin sifirlaridir.

Bu problemin 6zdegerleri ¢ = mm, (m = 0,£1,£2,---) iken cift kath olabilir.

Lemma 3.2.4: (3.22), (3.28) periyodik veya (3.22), (3.29) yar1 periyodik sinir

probleminin A 6zdegerinin ¢ift katli olmasi igin gerek ve yeter kosul
C'(a,\) = S(a,\) =0 (3.30)
olmasidir.

Ispat: Lemmay periyodik problem igin ispatlayalim. Yar1 periyodik durum igin

ispat benzer olarak yapilabilir.

= Varsayalim ki, A (3.22), (3.28) probleminin ¢ift katli 6zdegeridir. Bu ise ayn1

0zdegere iki tane bagimsiz y (v)vey,(x)dzfonksiyonlarinin oldugunu gosterir. Bu

ozfonksiyonlarin lineer kombinasyonu (3.22) denklemini saglar ve ayni zamanda

(3.28) simir kosullarmi saglar. Ozel olarak y,(z) = C(z,\) ve y,(z) = S(z,\)

alinirsa (3.4) kosulundan (3.30) esitligi hemen ¢ikar.

< Tersine, varsayalim ki (3.22), (3.28) probleminin A\ 6zdegeri i¢in (3.30)

esitligi saglansin. Bu durumda ispat edelim ki, A cift katli 6zdegerdir. Gergekten
(3.30)’a gore (3.9) dan

Cla, NS (a,\) =1 (3.31)
Ote yandan Lemma 3.2.1’e gore u(\) = 1 buradan (3.31) geregince

[C(a,\) + S'(a,\)] = 4 = 4C(a,\)S"(a,))
= [C(a,\) — S"(a, )] =0 = C(a,\) = S'(a,\)

u(A\) =1 esitliginden,

38



C(a,\)S'(a,\) =1 (3.32)

buradan, (3.4), (3.30) ve (3.32)’den C(z,\)ve S(x,\) ¢ozumleri (3.28) periyodik

sinir kosullarin1 saglar. Dolayisiyla bu ¢oziimler lineer bagimsizdir. Buradan A

(3.22), (3.28) probleminin ¢ift katli 6zdegeridir.

Lemma 3.2.5: (3.22), (3.23) probleminin 6zfonksiyonlariin ortak fonksiyonlar

(associated functions) yoktur.

Ispat: y(z) (3.22), (3.23) probleminin X 6zfonksiyonuna Kkarsilik gelen

ozfonksiyon olsun. Varsayalim ki, (y,y) =1 normallesmis olsun. Tersine

y,(z) y(x) 6zfonksiyonuna kosma fonksiyon olsun. Bu durumda

—Ly + Ny —2\p(z)y = 0
_Ltyl + )\le —2Ap(x ) +2[A —p(z)ly =0

Bu esitliklerden 1.yi soldan y, ile, 2.yi sagdan y ile ¢arpilip 2.den 1. ¢ikarilir ve L,

operatoriiniin simetriklik 6zelligi kullanilirsa, p(x) ve A 6zdegerinin reel olmast

kosuluna gore,
2\y —2py,y) =0

bulunur. Buradan X\ = (py,y) dir. Yukaridaki esitlik (3.27) esitligi ile celisir.

Dolayisiyla, boyle bir varsayim dogru degildir.

Lemma 3.2.6: (3.22), (3.23) problemi i¢in farklt A ve A (A =J,) Ozdegerlerine

karsilik gelen y,(x)ve y,(z) dzfonksiyonlar1 ortogonallik bagintisini saglar.
A X)W, u,) —2py,,y,) =0 (3.33)
Ispat:
—Ly, + Xy, — 2\ p(z)y, =0

_LtyQ + AZyQ - 2)\2]?(3:) Yy = =0
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1.denklemi sagdan y, , 2. denklemi soldan y, ile skaler garpip 1.den 2.yi ¢ikarirsak

ve p(x), A ,A, nin reel olmasi kosuluyla birlikte L, nin simetrikligini kullanirsak,

N =X @3,) =20\ = A)(py,,5,) =0
bulunur. Buradan A =\, oldugundan (3.33)’ye varilir.

Simdi (3.22), (3.23) t-sinir probleminin 6zdegerinin varligin1  gdsterelim.

‘/\‘ — 00 oldugunda asagidaki asimptotik formiiller dogrudur.

I‘Im )\‘
(&
A

S'(z,\) = cos[A\x — B(z)] + O L

C(z,\) = cos[Az — B(x)] + O

burada G3(z) = f p(&)d¢ dir. Bu formiiller (3.11) de yerine yazilirsa, (A — o0)

0

u(N\) = cos(Aa — b) + O

il ] (3.34)
A |

burada b = §(a) dir.

(3.34) asimptotik formiilinii kullanarak, wu(\)-tam fonksiyonu igin Roche
teoremine dayali olarak (3.26) denkleminin sayilabilir sayida

A@), (k=0,£1,42,---) koke sahip oldugu gosterilir. Burada eger
k — oo ise A (t) — oo , eger k — —oo ise A (t) — —oo olur. Daha sonra goriiliir
ki (Lemma 3.3.4) A () nin kati, (3.22), (3.23) probleminin 6zdegerlerinin katina

esittir. Belirtelim ki, Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2 ye gore A (f) gercektir ve

A (t) = 0 dir. Dolayisiyla
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AL AL () SAB) SAB SN\ < (3.35)
Bu esitsizlikte her bir 4, (t) kat kadar tekrarlanabilir.

3.3. KARARLILIK VE KARARSIZLIK ARALIGI

(3.11) formiilii ile tanimlanan w(\) fonksiyonuna bakalm. Oyle Kki,

C(z,\), S(x,\) ve tirevleri belirlenmis X’ler igin A parametresine gore tam

fonksiyondur. B, (t) da A parametresine gore tam fonksiyondur.

Bu boliimde genelligi bozmadan A’y1 reel parametre kabul edecegiz. u(\) A
parametresinin stirekli fonksiyonu olmasi nedeniyle ‘u()\)‘ <1 kosulunu saglayan

A’lar reel A -ekseni lizerinde acik aralik olacaktir. Bu aralik, asagida gosterilecegi
gibi, bos olmayan ve birbiri ile ayrik olan agik araliklarin sayilabilir tanesinin
birlesimidir. Boylece, (3.1) denklemi kararli olacaktir. A bu araliklara yerlestiginde

bu araliklara (3.1) denkleminin kararlilik araligini olusturacaktir. Benzer olarak
‘u()\)‘ > 1 kosulunu saglayan X ’lar (3.1) denkleminin kararsizitk araligini olusturur.
Son olarak, kararlilik araliklarmin kapanisi, yani ‘u()\)‘ <1 kosulunu saglayan
A’larin  olusturdugu araliklar (3.1) denkleminin sarthh  kararhiik araliklarin

olusturur.

Bu boliimde kararlilik ve kararsizlik araliklarinin varligini ispatlayacagiz ve kesin

tasvirini verecegiz. Biitiin bunlart w()\) fonksiyonunun ozelliklerini arastirarak

yapacagiz.

Simdi ve sonra isimize yaramasi i¢in asagidakileri kabul edecegiz. —oco < x < 0o
reel ekseninde ¢alisilan (3.1) denkleminde p(z) = p(x +a), q(z) =q(x +a) reel
periyodik fonksiyonlardir ve asagidaki ozellige sahiptirler.

p(z) € W, [O,a], q(z) € L, [O,a] ve Vy(z) € W [O,a], y(z) = 0 fonksiyonu

y(0)y'(0) — y(a)y/(a) = 0 (3.36)
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kosulunu saglayan

v @[ + q@)|y(@) }dz > 0 (3.36")

St

esitsizligi vardir.

Lemma 3.3.1: y(z,\), (3.1) denkleminin (3.36) kosulunu saglayan herhangi

asikar olmayan ¢6ziimii olsun. A = 0 ve

a

[ n- p@)lly()| dz =0 (3.37)

yani esitsizligin sol tarafi; A > 0 ise pozitif, A\ < 0 ise negatif olur.

Ispat: y(z) (3.36) kosulunu sagladigindan (3.36°)’ya gore

A= [y @] + @)y V)| 1z >0

dir. Sonra, y"(z,\) 4+ [A\* — 2Ap(z) — q(x)]y(z,\) = 0 esitliginin her tarafin1 y(z,\)
ile carpip, X degiskenine gore 0’dan a’ya kadar integralleyip, y(x,\)

fonksiyonunun (3.36) kosulunu sagladigini dikkate alirsak,

N(y,y) —2X(py,y) —A=0

bulunur. Buradan

(p9,9) £ oy w)” + Aly,p)
(v, )

\ =

(3.38)

ve

fua A - p(w)]‘y(x)r de = +(py.y)* + Aly.y) = 0

(3.38)’de A > 0 ise karekokiin karsisina “+” , A < 0 ise “— " isareti konulur. Buna

gore (3.37) nin sol tarafinin isareti A nin isareti ile belirlenir.

42



Lemma 332: Eger [|u(M|<1 ise C'(z,0)=0, Sz\)=0 ve

C'(z,)\), S(x,)) isaretleri zittir.

Ispat: O =C(a,)\), C' =C'(a,\), S =S(a,)\), S"=5"(a,\) kisaltmalarin

kullanarak u(\) <1 esitsizliginden (3.11), (3.9)’a gore
C® +208"+ 8" <4 =4(CS" - C'9)
bdylece
(C -8 <—4C'S
olur ve buradan lemmanin sonucu ¢ikar.
Lemma 3.3.3: Eger ‘u(/\)‘ <1 ise dl;—(/\)‘) =0

Ispat: (3.1) ve (3.4)’ten

& (8C(x,N) . C(z,\) dC(0,))
] [ o | TN = 22p(@) — (@) == = 2[p(e) — AlC(2, A) — ===
00 (z\) 0

= T =

olur. Buradan ise,

A 2 {0 NSE N — S NCEVIA — HIC(E NS (339

P2 5 [0 N)S(E ) ~ S NCE A - HEOISENE 340

ve dolayisiyla,

as(;(i, N I O (@, N)S(EN) — S'(mNO(EN YA — p(9))S(E N)de (3.40")
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elde edilir. (3.39) ve (3.40”)’ne gore (3.11) den,

du(N) _
a\

[HES (€0 +(C = $CENS(EN) — SC*(E N HA — p()]d€ (341)
Varsayalim ki, ‘u()\o)‘ <1 burada 3¢, € (—o0,00) sayist vardir ki,

u(\,) = cost,

0
Bu esitlik sinir probleminin 6zdegeri oldugunu gosterir.

Varsayalim ki, ¢(z) (¢(z) 2 0) karsilik gelen 6zfonksiyon olsun.
V(@) + [N = 2A\p(x) — q(@)lh(z) =0, (0<z<a) (3.42)
(a) = "9(0), ¢'(a) = e"y'(0) (3.42)
Oyle ki, C(z,4,) Ve S(z,4,) (3.1) denkleminin genel ¢éziimleri oldugundan
P(z) = H(0)C(z, A) +1'(0)S(z, A) (3.43)
buradan

@) = [p(0)f C(.2) + [/ O) $%(z:2,)
(3.44)

+[$(0)¢'(0) + () (0)]C(x, A))S (=, )
(3.43)’de x = a alirsak, 1)(a) = e"4(0) esitligine gore,
e"4(0) = ¥(0)C(a, A,) +1'(0)S(a, A)
buradan ise

B e —C(a, A)

S(a,\,) W)
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Ote yandan

4/(0) = —%’jﬁf\wmf, (€ N8@N) — C'(a NS \) = 1)
PO0(0) + w(Op(0) = T AEA)

Boylece (3.44) bagintisindan

o = S(a,\)C (1, \,) — C'(a, )8 (w, A, ) | [w(0)f
7148 (@,0,) — Ca,\)IC(,A,)S(2, )| S(a, \,)

bu esitligin her iki yant A\ — p(z) ile carpip ve z degiskenine gore 0’dan a’ya
integrallersek (3.41)’dan

\1/1(0)\2 du(\
_ dud)
S(a,\)  dA

770

(3.45)

[T = p@)ia)| do

(3.42°) formiiliine gore v (z) (3.36) kosulunu saglar. Buna gore lemma 3.3.1 den

(3.45)’e gore dZ—(/\A) = 0 bulunur.

du())

Lemma 3.3.4: Eger ‘“()‘o>‘ —1ise ud—)\ = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul

Cla,\) = S(a,\) =0 (3.46)
olmasidir.
5 du(X,) d*u(\)
a) Eger u(\) =1, d)\o =0= d)\20 0
5 du(X,) d*u(\)
b) Eger u(\,) = —1, d/\“ = ():>TQ0

Ispat: Lemmay1 w(\) = 1 durumu igin ispatlayahm. w(),) = —1 durumu
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benzer olarak ispatlanabilir.

Varsayalm ki, u()\)=1 ve (3.46) esitligi saglansn. Ispat edelim ki,

dq;(iﬁ =0 dir. (3.9)a gore
C(a,\)S" (a,\) — C'(a,\)S(a, ) =1 (3.47)
ve (3.46) kullamilirsa
C(a,\)S (a, ) =1 (3.48)

u(A) =1 esitliginden S’(a,\)) =2—C(a,)\)) olur. Bu (3.48)’de yerine konursa

asagidaki esitlik elde edilir.

Cla,\)[2—C(a,\)]=1 = [C(a,\)—1F =0

Boylece C(a,\,) =1 ise (3.48) ve S'(a,\)) =1 alinz. Sonug olarak u(\)=1 ve

du(),)
d\

(3.46) var ise C(a,\) = S(a,\) =1 olur. (3.41)’den istenen =0 esitligi

hemen ¢ikar.

du(\,)

Tersine, u(/\u) =1 ve =0 oldugunu varsayalim. Ispat edelim ki,

(3.46) saglanir. Eger S'(a, A,) = 0 ise lemma 3.3.3 ispatina benzer islemler yapilarak

du(\,)

t, = 0 oldugunda = ( aliir. Bu ise geligki yaratir. Boylece

S(a,\) =0 (3.49)

bulunur. Simdi C’(a, A,) = 0 esitliginin saglandigim gosterelim (3.47)’den (3.49)’e
gore yukarida yapilanlar tekrar edilirse C(a,\)) = S(a,\)) =1 bulunur. buna gére
(3.41) esitliginden
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'l X)) [T S (€A, = p(&))ds = 0 (3.50)

oyle ki, S(z,)) (3.36) kosulunu sagladiginda S(0,)\ ) = S(a,\)) =0 dir. Lemma

3.3.1 e gore
S @A), — p(©)las =0

(3.50)’den C’(a,),) = 0 ¢ikar.
Simdi a) kismini ispatlayalim. Varsayimimiza gore

S(a,\) =C'(a,A\) =0, Cla,))=25"(a,\)=1 (3.51)

770 770

(3.41)’nin A ’ya gore her tarafinin diferansiyeli alinir ve A = ) alinirsa

0C'(a, ) oo 9S(a,N) .,
) _ g S RN

d\? ‘1‘[80(& A) B 85'{(9& A)

A, — p(§)lde

70 70

oA

IC(6A)5(EA,)

(3.39), (3.40), (3.40’) bagintilarin1 kullanirsak ve (3.51) denklemini dikkate alirsak,

2
a

[ CEn)sEN) N, - p()He

0

d*u(),)
d\?

=4

L (3.52)

[eenm, - s

[s2Een, - p(i)]df]

bulunur. Kabul edelim ki Va € R f(z) = S(z,\) +aC(x,)) olsun. (3.4) ve
(3.51)’e gore

fO)=fl@)=a, f(0)=Ff(a)=1

dolayistyla f(z) (3.36) kosulunu saglar. Ote yandan A=) oldugunda f(z)

fonksiyonu (3.1) denkleminin agikar olmayan ¢dziimiidiir. Bu ise lemma 3.3.1 e gore
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a

[ P@, = p@)dz =0

0

yani

a

f S (2, A\ )\, — p(x)ldz + 204]“5(;5, \)C(z, ), — pla))de

—1—042]02(:5, ), — p()ldz = 0

Bu esitsizligin sol tarafi «’ya gore 2. dereceden iicterimli ifadedir ve yazilan
esitsizlik gosterir ki, bu ifadenin reel kokii yoktur. Bu nedenle diskriminanti kesin

olarak 0 dan kii¢iik olmalidir.

2
a

[ 8202, — pla)lda

0

_[f Oz A\, — pl)lde

<0

[s2@A), - p(w)]da:]

d*u(),)

Buradan ve (3.52)’den —— < 0 bulunur.
A

Lemma 3.3.4°den asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 3.3.1: u(\) £ 1 fonksiyonunun kat1 2°den biiyiik sifirlara sahip degildir.

Sonu¢ 3.3.2: )\, u(\)—1 fonksiyonunun cift katl sifiridir ancak ve ancak

u(X\) bu noktada maksimuma sahiptir.
Lemma 3.3.5:
u(0) > 1 (3.53)
esitsizligi dogrudur.

Ispat:

48



y" +[n—q@)y=0 (3.54)

denklemine bakalim. O(x, 1) ve p(z, 1) ile (3.54) denkleminin
00,11) = p(0,1) =1, 0'(0,11) = p(0,1) =0  baglangic  kosullarin1  saglayan
¢oziimlerini isaretleyelim ve F(u) = 0(a, 1) + ¢'(a, ), 0<z <a araliginda

(3.54) denkleminin ve
y(a) = y(0), ¢'(a)=y'(0) (3.54°)

sinir ~ kosullarinin ~ olusturdugu  periyodik problemin o6zdegerleri  F(p) = 2
denkleminin sifirlari ile gakisir. Ote yandan F(u) — co eger p — —oo ve (3.36)

(3.36’) kosullarindan anlasilir ki, (3.54), (3.54) pozitif olmayan 6zdegerlere sahip
degildir. Buradan F(u)>2 6te yandan A\ = =0 oldugunda (3.1) ve (3.54)

denklemleri birbirinin aynisidir. Dolayisiyla
C(z,0) = 0(z,0), S(x,0)= ¢(x,0)
; 1
boylece u(0) = EF(O) > 1 olur.

Bu bolimde elde edilmis sonuglar (3.34) asimptotik formiilii ile birlikte ()

fonksiyonunun, A, — oo dan +oo ’a degistiginde davranigini tahmin edebiliriz.

Sekil 1: Spektral araliklar

Boylece asagidaki teorem yazilabilir.
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Teorem 3.3.1:

1) (3.1), (3.28) periyodik sinir probleminin «; , (k= 0,41,42,--) ve (3.1),

2k 7

(3.29) yar1 periyodik smir probleminin o (k =0,£1,£2,---) oOzdegerleri

2k+1 7

asagidaki esitsizligi saglar.

- + - + - + - + - +
<o, <o, <a <o <o <0< <o <o <o, <o, <--

2) [a,,,a,, ], (k=0,£1,+2,--) araliginda u()) fonksiyonu +1 degerinden -1
degerine monoton azalir, [, ,c, ], (k= 0,%1,42,---) araliginda -1 degerinden

+1 degerine monoton artar.

3) (e, ), (k=0,£1,£2--)arah@indau(N) > 1

2k 2k

(e, o) ), (k=0,£1,+£2--)arahgindau()) < —1

2k+17 7 2k+1

olur. Boylece (o ,c ), (k=0,£1,42,---) araliklar1 kararlilik araliklari, onlarin

k=17 "k

kapanist  yani e Ja ], (k=0,£1,%2,---)sarth  kararliik  araliklari,

k=17 "k

(o, ), (k=0,4£1,+%2.-) araliklari (3.1) denklemi igin kararsizlik araliklari

olacaktir.

3.4. SPEKTRUMUN YAPISI

T(\) ile L(-o00,00) uzaymda D maksimal deger kiimesine sahip

2
%%—)\2 —2Ap(x) — q(z) diferansiyel ifadesinin olusturdugu operator demetini
i
gosterelim. Oyle ki, p(z) e W, [O,a] olsun. O zaman D Jy(z) € L,(—o0,0),

fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon l.mertebeden mutlak siirekli tiireve sahiptir ve

y" —q(z)y € L,(—0c,00) . Eger y € D ise tamima gore

TNy =y" + [N —2Xp(z) — q(z)]y
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olur. Eger )\ kompleks sayisi varsa T() ) operatdriiniin L, (—00,00) uzayinda

tersi siirlt ise )\ a diizenli nokta denir. Kompleks diizlemde diizenli noktalarin

timleyenine 7'(\) demetinin spektrumu denir. Biz bunu &(7') ile gosterecegiz.

Eger T'()\,) operatorii kerT'()\) sifir olmayan gekirdege sahipse, ) kompleks
sayisna  T'() ) 'min 6zdegeri denir. Her bir ker7'()\ )’dan olan sifir olmayan

fonksiyona 7'(\) ’nin 6zfonksiyonu denir. Bellidir ki, 7°(\) demetinin 6zdegerleri

onun spektrumuna dahildir.

Bu béliimde amacimiz 7'(\) demetinin spektrumunun yapisini incelemektir.

Teorem 3.4.1: T(\) demetinin spektrumu diizgiin siireklidir, yani 7°(\) demeti

Ozdegerlere sahip degildir.

Ispat: Tersine varsayalim ki, A, T(A\) demetinin 6zdegeri olsun.

T\ )i(x) =0

Bu ise, +(z) (3.1) denkleminin A =) oldugunda L, (—oc,00) uzayinda asikar
olmayan ¢oztiimidiir. B6liim 3.1 sonuglarina gére (3.1) denklemi higbir A kompleks
sayist i¢in [, (—00,00)’da agikar olmayan ¢oziime sahip degildir. Boylece T'(\)

demeti 6zdegere sahip degildir.

Teorem 3.4.2: T(\) demetinin o(7) spektrumu (3.1) denkleminin tiim sarth

kararlilik araliklarimin birlesimi olan S kiimesidir.

Ispat: Oncelikle S C o(T) oldugunu ispatlayalim. Varsayalim ki, A, €S olsun,

A, € o(T) gosterilmelidir. Bunun igin, ||f H =1 ve HT()\O) an — 0 olacak sekilde

3f () € D dizisinin varligmi gostermek yeter. (Burada norm olarak I, (—oo,00)

daki norm anlasulir.)

51



Oyle ki, A, €5, Boliim 3.1 sonuglarina gore (3.1) denklemi A\ = )~ oldugunda

hi¢ olmazsa bir tane asikar olmayan v(x) ¢dziimiine sahiptir ki,
Pz +a) = p(z), (—00<z <o) (3.55)
burada
‘p‘ =1 (3.55")
9(z), [O,a} araliginda 2.mertebeden siirekli diferansiyellenebilen
0<glx)<1, g(0)=0, gla)=1, ¢'0)=g"(0)=g'(a) =¢"(a) =0

sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun.

[, (z) fonksiyonunu asagidaki bigimde tanimlayalim:

L () = b Y(x)h (z), (—o0 <z < )

Burada

1 : ‘x‘ <(n—-1a
h (z) =19(na — ‘:v‘) , (n—1a< ‘:U‘ < na
0 , || > na

b mnormallestirici katsay H ]‘;H =1 sartindan belirlenir. (3.55) ve (3.55’)’nii goz

ontinde  bulundurarak  kolaylikla  gdsterebiliriz ki, n — 00 iken

a 2
b ~ [2hf‘¢(x)r dx] olur. Buradan 6zel olarak n — oo iken b — 0 olur.
0

f.(x) € Dve|[TO)L] < [b, |12/ @)k (@) + w(@)h/(2)] <« burada o negatif

olmayan (n’den bagimsiz) sabit bir sayidir. Boylece n — oo, HT(/\O) f”H — 0 olur.
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Simdi o(T)C S oldugunu gosterelim. Varsayalm ki, A ¢S olsun

gostermeliyiz ki \ & o(T). Eger A\ ¢ S ise asagidaki ii¢ durum ortaya gikar.

1) A € (—o0,00)velu())| > 1

2) ImA = Oveu(),)) reeldir

3) ImA = Oveu()) reel degildir.
Bu durumlar ayr1 ayri ele alalim.

1) Bu durumda wu()\)>1 veya u()\)<-—1 dir. Oyle ki, bu iki durumda

incelemeler aymidir o ylizden wu())>1 durumunu inceleyecegiz

. Bolim 3.1

sonuglarina gore (3.1) denkleminin bu durumda iki tane lineer bagimsiz

P (@) =X (), U(x) =e "X, () (3.56)
¢ozlimlerine sahiptir. Burada

p € (—00,00), u=0, x(r+a)=x, (k=12
Asagidaki Green fonksiyonuna bakalim;
R K esn
burada
¢ = W@, (@) — v, (2(@) = sabit
Ri@) = [ Glae (€ (3:59)
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formilii ile tanimli  R-integral operatoriine bakalim.  Gosterelim ki,

R : L,(—00,00) — L,(—00,00) smirlt operatordiir.

(3.58)’ten (3.57) ve (3.56)’ye gore
|[Rf(z)| < Mg G (z) + G () (3.59)

aliriz, burada

M = max max

max X1( )|, max

0<z<a

(@)

T

G (z) = e*“"’fe“é

—0o0

£(9)]d¢

G, () = e [ e f(e)de

x

herhangi n, >0, 7, > 0 icin kismi integrasyon formiiliine gore,

(€)d¢ \] 1# G} (=n,) = G(n,)

Jerowe=

=1, = —00

+— jG ‘f da: < 7]1 {IG da:j“f(x) dz

,,]] -1 -

(3.60)

N | =

Cauchy-Bunyakovski esitsizligine gore
1
-, 2

G—n) =" [ “5\f(€)\d€<—[ el ] —0, (1, — o)

—00

olur. Buna gore (3.60)’da 7, — oo, 7, — oo sartiyla limite gegilirse,
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1

2
<1
1

] el dx]z

] G (z)dx

olur. Benzer bicimde, G

'(z) icinde bu tiir degerlendirmeler vardir. (3.59)’ten elde

ederizki R L,(—o0,00) uzaymda sinirli operatordiir.
Dogrudan gosterilebilir ki,

T\ )Rf(x) = f(z), Vf(z) € L,(—00,00) (3.61)

RT\)f(x) = f(z), Vf(x)eD (3.617)

0

(3.61)’den, T(),)’m deger kiimesi L,(—o0,00) uzayma cakisir. (3.61)’den
ker () = {0} bulunur. Béylece T'()\)) operatdrii L,(—o0,00) uzaymnda tanimli
terse sahiptir ve {T'(\ )} "' = R Buna gore, A, T(\) demeti i¢in diizenli noktadur,

yani \ ¢ o(T)dir.

2) Gosterelim ki, bu durumda u() > 1 dir. Bdylece 1.durumdaki incelemeleri

yapabiliriz. Gergekten, eger ‘u(/\

0)‘ <1 ise wu(\)cost, olacak sekilde

3t, € (—o0,00) vardir. Bu ise A "in t-periyodik smnir probleminin 6zdegeri oldugunu
gosterir. Ama ¢ -periyodik simir probleminin dzdegerleri Lemma 3.2.2°ye gore

reeldir. Buise Im )\ = 0O sartiyla gelisir.

3) Bu durumda, 3.1.5-b) maddesine gore, A = )\ oldugunda (3.1) denklemi

lineer bagimsiz iki tane
wl (.Z') — e/lzXI (1}), 1)02(1.) — e*/lzXQ(:E)

¢oziime sahiptir. Burada Rep =0, x,(7), x,(z) a periyodlu x’e goére periyodik
fonksiyonlardir. Daha sonrasit durum 1 dekine benzer olarak yapilabilir.
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Teorem 3.3.1, Teorem 3.4.1 ve Teorem 3.4.2 den asagidaki ana sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.4.1: T'(\) demetinin spektrumu siireklidir ve
[, .o, ], (k= 0,£1,£2,-) araliklar dizisinden olusur,
(o ,,)), (k= 0,41,£2,---)araliklan ise spektral bogluklardir. Burada {ay, }
(3.22), (3.28) periyodik probleminin, {a;“} ise (3.22), (3.29) yar1 periyodik

probleminin 6zdegerleridir.
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BOLUM 4
SONUC

Bu tezde

y" + [N —2Xp(z) — g(z)ly =0, (—o0,00)

biciminde katsayilar1 periyodik fonksiyonlar olan ikinci mertebeden diferansiyel

operatérler demetinin spektral yapist incelenmistir. Burada p(z) ve g(z) (—oo,00)

araliginda tanimli, reel degerli ve a, (a > 0) periyotlu fonksiyonlar ve A\ kompleks
parametredir.
Spektral inceleme i¢in Oncelikle denklemin ¢6ziimlerinin kararlilik ve kararsizlik

araliklar tesbit edilmistir. Bunun i¢inde Floquet teorisinden yararlanilarak ele alinan

denklemin ¢oziimleri Floquet formunda yazilmstir.

Sonraki kisimda ise diskriminant fonksiyonun A — oo iken davranisi
incelenmis ve kararhilik araliklar1 ile spektrum kiimesinin esit oldugu gosterilmistir.

Son kisimda ise spektrumun yapisi1 analiz edilmistir.
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