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KLASIK OLCUM, BULANIK OLCUM VE
LATIS DEGERLI OLCUM ARASINDAKI ILISKi

DEMIR, Mahir
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoéneticisi: Yrd. Doc. Dr. Mehmet SAHIN

Mayis 2012, 87 sayfa

Bu tezde, klasik Ol¢lim, bulanik 6l¢iim ve latis degerli dl¢lim kavramlari
incelenmis ve bu kavram arasindaki bazi iliskiler verilmistir. Bu kapsamda ilk olarak
klasik kiimeler, bulanik kiimeler ve kismi sirali kiimelerin cebirsel yapilar
tanmitilmistir. Sonra, bu kiimelerin tanim, teorem ve 6rnekleri verilmistir. Daha sonra
klasik 6l¢iim, bulanik 6l¢iim ve latis konular ile ilgili temel tanim ve teoremler

verilerek detayli soru ¢ozlimleri yapilmistir.

Son olarak da klasik Ol¢limle bulanik 6l¢lim, latis degerli dlgiimle klasik

Olctim ve bulanik 6l¢iimle latis degerli 6l¢lim arasindaki bazi iligkiler incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Klasik 6l¢tim, bulanik 6l¢iim, latis degerli 6l¢giim, bulanik kiime,

latisler.



ABSTRACT

THE RELATIONSHIP AMONG CLASSICAL MEASURE,
FUZZY MEASURE AND LATTICE-VALUED MEASURE

DEMIR, Mahir
M. Sc. in Depertman of Mathematics
Supervisor: Asst Prof. Dr. Mehmet SAHIN

May 2012, 87 pages

In this thesis, the concepts of classical measure, fuzzy measure and lattice-
valued measure were studied. and some relations related to these concepts are given.
Firstly, algebraic structure of classical sets (sets), fuzzy sets and partially ordered sets
is introdeced. Then these sets’s definition, theorem and examples are mentioned.
Then by giving the basic definition and theorems of classical measure, fuzzy measure
and lattice-valued measure questions solved in detail.

Finally, we examine some relations between classical measure with lattice-
valued measure, classical measure with fuzzy measure and fuzzy measure with
lattice-valued measure.

Keyword: Classical measure, fuzzy measure, lattice-valued measure, fuzzy set,
lattices.
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SEMBOLLER LIiSTESI

Evrensel kiime

Reel sayilar kiimesi
Bos kiime

A kiimesinin kuvvet kiimesi

Latis kiimesi
Kiime sinifi
A ile B nin kartezyen garpimi
Klasik kiime fonksiyonu
f fonksiyonunun tersi

f fonksiyonunun tanim kiimesi
f fonksiyonunun deger kiimesi

Isaret fonksiyonu
Klasik 6l¢iim fonksiyonu ( veya bulanik 6l¢iim fonksiyonu)

Karakteristik fonksiyon

A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

E kiimesinin tiimleyeni

Kiimeler dizisi

Halka ( ya da cebir)
Yari halka

o -halka

Monoton sinif
Bagmti

En kiigiik list sinir

En biiyiik alt sinir



A kiimesinin en kiictik iist sinir1
A kiimesinin en biiyiik alt sinir1
Bulanik kiime

a seviyeli elemanlarmin kiimesi
Bulanik evrensel kiime

Araliklar tizerindeki lebesque dl¢iimii

Dis 6lglim

Olciilebilir kiimelerin smifi

A-bulanik dlgtimi

Giivenirlik ol¢timii
Makul o6lgiim

Kiimeler latisi

Uzunluk fonksiyonu

Latis degerli kiime sinifi (veya halka)
Latis degerli kuvvet kiimesi
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Latis degerli o -cebir
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1. BOLUM
GIRIS

Olgiim, temel olarak bir ipin uzunlugunu, bir tarlanin alanini ve bir evin
haciminin hesaplanmasi, ihtiyacindan dogmustur ve insan yasaminda kolayliklar
getirmistir. Bu duruma paralel olarak Ol¢iim kavraminin hayatimiza girisi ¢ok
eskilere dayanmaktadir. Olgiim ilk olarak, insanlar tarafindan kendi sayilarmi veya
hayvanlariin sayilarint belirlemek i¢in, ardindan bir ¢gubugun veya bir ipin reel
diizlemde ki uzunlugunun Ol¢iimiiniin belirlenmesi i¢in, daha sonralari tarimin
gelismesi ve yerlesik hayata gecis ile birlikte bir tarlanin alanin1 hesaplanmak ve bir
evin hacmini hesaplamak i¢in basit anlamdaki 6lgtimleri temsil etmektedir. Ancak bu
basit anlamdaki 6lgiimler daha kompleks dlgiimler igin yetersiz kalmistir. Ornegin
bir agacin hacminin hesaplanmasinda veya bir yapragin ylizey alaninin
hesaplanmasinda bir ¢cok problemle karsilasilmistir. iste bu noktada basit anlamda
6l¢iimiin yetersizligi ortaya ¢ikmistir. Buna paralel olarak daha kompleks sekil, cisim
veya kiimelerin 6l¢iimii i¢in bilimin ve 6zellikle de matematigin gelismesiyle bir ¢ok
calisma yapilmustir. Ornegin; A.L. Cauchy (1789-1857) integrali, bir toplamin limiti
olarak tamimlayan ilk matematik¢i oldu. Daha sonra Riemann (1826-1865),
Cauchy’nin g¢aligmalarini siirdiirmiistiir. Ayrica G. Cantor (1845-1918) integral ile
Olgtim arasindaki iliskiyi sezinlemistir. Yapilan c¢aligmalar arasinda ozellikle de
Fransiz matematikg¢iler Emile Borel (1871-1956) ve Henri Lebesque (1875-1941) in
yapmis oldugu calismalar bugiinkii klasik 6l¢lim teorisinin temelini olusturmaktadir.
Klasik ol¢iim teorisindeki toplamsallik 6zelliginden dolayr bu o6lgiime toplamsal

Ol¢ltim de denilmektedir.

Bilimin hizli ilerleyisine bagli olarak toplamsallik sartinin ¢ofu zaman
kisitlayict oldugu goriilmistiir. Buna bagli olarak toplamsallik yerine monotonluk,

sireklilik gibi daha esnek sartlar kullanilarak olusturulan o6l¢tim kurallar

olusturulmustur. Bu konuda 6zellikle Shafer[21, 22], Sugeno[23, 24] ve Zadeh

[33, 34] tarafindan 6nemli ¢alismalar yapilmistir. Bu dlgiimler genel olarak bulanik

Ol¢lim olarak adlandirilir.



Bulanik olgtimler, klasik Ol¢timlerin genellestirilmis halidir. Bu o6l¢iimiin
temelinde 1930’larin sonlarinda meshur kuantum fizikg¢isi olan Max Blanck’ in “cok

degerli mantig1” kiimelere uygulamasi vardir. Bu bilimin, bulanik kiimeler ve iiyelik

fonksiyonlari ile tanismas demekti. Yaklagik otuz sene sonra Zadeh [33] tarafindan

HiX > [0,1]
taniml1 bir doniisiim olmak {izere;
p={(x, (X)) : (x) €[0,1]}
bulanik kiimesinin taniminin verilmesiyle matematikte yeni bir ¢igir agilmis oldu.
Bilinen olgularla ifade edilen klasik (kesin) kiimeler yerine dereceli iiyelik
fonksiyonuyla ifade edilen bulanik kiimeler tanimlanmis oldu. Bu bulanik kiime
teorisiyle birlikte klasik kiimelerin gergek olaylarla daha ¢ok ortlisen bulanik

kiimelere genellestirilmesine bagli olarak, klasik ol¢timlerin de bulanik 6l¢iimlere

genellestirilmesi 6nemli bir ¢aligsma alani olmustur.

Klasik Olgiimlerin bulanik Olgiimlere genellestirilmesine ek olarak son
yillarda klasik oOl¢limlerin  ve bulanik Olglimlerin  latis degerli  Slgiimlere
genellestirilmesi ile ilgili ¢alismalar da yapilmaktadir. Yapilan bu ¢alismalara paralel
olarak bu tezde klasik 6l¢iim, bulanik 6lgiim ve latis degerli 6l¢liim arasindaki iligki

ortaya konmaya calisilmigtir.

Bu tezin ikinci boliimiinde klasik kiimeler, bulanik kiimeler, kiime siniflar1 ve
kismi sirali kiimeler hakkinda genel bilgiler verilmistir. Uciincii boliimde klasik
Olclimle alakali temel tanim ve teoremler verilerek ¢ok sayida drnege yer verilmistir.
Doérdiincli bolimde bulanik Ol¢timle ilgili temel tanim ve teoremler verilerek
ornekler ¢oziilmiistiir. Besinci boliimde latislerle alakali temel tanim ve teoremler
verilerek Ornekler ¢Oziilmiistiir. Son olarak altinct boliimde ise klasik olgiimle
bulanik 6l¢tim arasindaki iliski, klasik 6l¢timle latis degerli 6l¢iim arasindaki iligki ve

latis degerli 6l¢limle bulanik 6l¢lim arasindaki iliski verilmistir.



2. BOLUM
KUMELER iLE ILGIiLIi TEMEL KAVRAMLAR

Klasik 6l¢tim, bulanik 6l¢iim ve latis degerli 6lgtim kavramlarini insa ederken
kullanacagimiz temel tanim, teorem ve Orneklerin yer aldigr bu béliimde, klasik

Olgiim kuramimi tanimlayacagimiz kiime smiflarinin drettigi halkalar ve cebirler

[18,29] ile bulanik kiimeler ve bulanik kiimeler iizerindeki cebirsel yapilar yer
almaktadir [5,29,33,34]. Ayrica bu béliimde, latisleri olustururken kullanacagimiz

kismi sirali kiime ile ilgili temel tamim ve teoremlere de yer verilmistir [2,27].

2.1. Kiimeler ve Fonksiyonlar

Tim kiimeleri kapsayan en genis kiimeye evrensel kiime denir. Bu ¢aligmada
evrensel kiime X ile gosterilmistir. Hi¢ bir elemani olamayan kiimeye bos kiime

denir ve & ile gosterilir. X -e ait herhangi bir A alt kiimesinin tiim alt kiimelerinin

ailesine A nin kuvvet kiimesi denir ve P(A) veya 2% ile gosterilir. A,Be X

olsun.

i) AileB ninarakesiti: ANB={x:xeA ve xeB}
ii) A ile B nin birlesimi: AuB:{x:XEAveya X e B}

iii) AileB nin farkit A—B={X:xe A ve x¢ B}
e ADB ise A—B kiimesine 6z kiime denir.

iv) A nintimleyeni: A°=X—-A yada A=X-A
v) A ile B nin simetrik farki : AAB=(A-B)U(B—-A)

e AAB = olmasi i¢in <> A = B olmasidir.

vi) A herhangi bir indeks kiimesi olsun.

A, ={xixeA, VaeA} , |JA,={xixeA, JaeA}

aelA aeA



olmak tizere asagidaki 6zellik De Morgan Kural1 olarak bilinir.

(Ua]=na . (na] = ya

ael ael ael ael

ya da

Ua=Na . Na=Ua

teT teT tet teT

vii) AnB=0 ise Aile B kiimelerine ayrik kiimeler denir. Eger «, 8 € A olmak
lizere,a = B iken A, "B, = ise (Aa )ae . kiime ailesine ikiser ikiser ayriktir denir.
viii) A ille B nin Kartezyen carpmi : AxB={(a,b):aeA,beB|
ix) Ax B nin herhangi bir f :A —B alt kﬁmesi,V(a,b),(a,C)e f ikenb = c kosulunu
saglarsa, f ye fonksiyon denir. f nin tanim kiimesi D, = {a IS A:(a,b)e f,abe B}
ve deger kiimesi R, = {b eB :(a, b) ef,Jdae A} seklinde tanimlanir. Herhangi bir
Xc A altkiimesinin goriintiisii f (X)={beB:b=f(a),3ae X} ve herhangi bir
Y < Balt kiimesinin goriintiisii (Y )={acA: f(a)e Y} seklindedir.

Bir g fonksiyonunun genislemesi olan f fonksiyonu, D; =D, ve D,

izerinde g = f olmas1 demektir. Bir baska ifade ile, f, g yi D, ye kisithyor

demektir.
X) Bir A kiimesinin isaret fonksiyonu

1, XeA
L (%)= 0 XeA

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyona ait bazi 6zellikler asagidaki gibidir.

1AmB = 1A '1B

1, . =1 +1,-1, -1

AUB
1.=1-1,
xi) E bir kiime olmak iizere VX e X i¢in X karakteristik fonksiyonu

4



1, XxeE ise
Xe = ]
0, xegE ise

seklinde tanimlanir ve asagidaki durumlari saglar.
e VXeX i¢in E=F < X (X)=X.(X)
e VXeX i¢in ECF < X (X)X, (X)
e X =1 ve XQEO.[18,29]

2.2. Kiimelerde Temel islemler

©, X in alt kiimelerinin bir smifi olsun. Yani {E :teT}, X in alt

kiimelerinin ailesi ise {Et 't eT} € T olur. T sinifinda ki en az bir kiimeye ait olan

X deki tiim noktalarin kiimesi, C nin tiim kiimelerinin birlesimi olarak adlandirilir
ve U
ile gosterilir. T indeks kiimesindeki her t ye karsilik bir E, kiimesi bulunur 6yle ki

bu kiimelerin birlesiminin sinifi, {E ‘te T} seklindedir. Ve

UE vea UE

teT

ile gosterilir. Ozel olarak ‘C ={E,, E,} alnr ise
| JT =E, UE,
ile gosterilir. Eger ‘C = {El,Ez,...,En} (TT = {El,Ez,...}) alinirsa

| JT=E,UE,u...UE,
veya (0 E; j
i=1l

Seklinde ifade edilir. C nin her bir kiimesine ait olan X in tiim noktalarinin

kiimesine ‘C nin kesisim kiimesi denir. Ve ﬂ@’ ile gosterilir. [29]

5



Ornek 2.2.1. X ={a,b,c,d} ve T={{a},{b},{b,d},{c,d}} ,F ={a,c} alrsak
TF={{a}.{c}.2}.

Ornek.2.2.2. X = (0,50 ve T =1{[a,b]: ~o<a<b <o}, F =[0,2] olsun,
TAF ={[ab]:0<as<b<2]

kiimesi, tiim kapali araliklarin bir alt sinifidir.

Onerme 2.2.1. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i) EcF

i) EOF=F

iii) ENF=E. [29]

Onerme 2.2.2. X evrensel kiime olmak iizere kiimelerde birlesim, kesisim ve

tiimleyen islemleri asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1) Timleme 6zelligi: E=E

i) Degisme ozelligi. EOF=FUE veya ENF=FnNE

iii) Birlesim 6zelligi: U [U ESJ = U ES

tel \ss5 seU s,

veya ﬂ { E,
seS,

tek seU s,
iv) Dagilma dzelligi: F m( Etj =|J(FnE)
veya FU(ﬂEt)=ﬂ(FuEt)
v) Idempotentlik: EUE=E ve EnE=E
vi) ENE=0 v EUE=X

vii) {E},E,,...} (yada {E,} ) kiimelerinbir dizisi olsun. n nin sonsuz goklukta

6



degeri i¢in E, yeaitolan X in tiim noktalarmimn kiimesine {E,} nin iist limiti denir
ve limSupE veya MEn seklinde gosterilir. N nin sonlu degeri igin E, ye ait
n n n
olan X in tiim noktalarmmn kiimesine {E,} nin alt limiti denir ve liminf E  veya
n

Iimn E, seklinde gosterilir. [ 29]

Onerme 2.2.3. |i£TI SUpE_= ﬂU E ve Iigninf E = Uﬂ E; seklindedir. [ 29]

n=li=n n=li=n

Ornek 2.2.3. X = {a,b} ve {En} kiimeler dizisi olmak tizere

£ _ {a}  ncift ise
" {b}  ntek ise

limSupE, =X ve liminfE =& seklindedir. Ciinkii E, ={b} ,E, ={a},
E,={b}, E, ={a},...seklinde ifade edileceginden E,NE, =0 ve E UE,={a,b}

olmak iizere, bunu tiim kiimeye genellersek

e o]

limsup E, =ﬁ0 E =(({ab}u{ab}..)={a,b}=X

n=1i=n n=

0

iminf E, -UNE =U([@}~{2}n..)=2.

n=li=n n=1

Onerme 2.2.4. Her {E } monoton dizisi i¢in |irm E_ mevcuttur ve

|JE, vada [)E,

n

dir. Bu esitlik{ En} nin sirastyla artan ya da azalan olmasina baglidir. Genellikle { En}

artanve limE _=E ise E artarak E ye yaklagir, eger {E,} azalan ve imE =E
n n n n n

ise E azalarak E ye yaklagir. Ayrica her n=1,2...icin E, cE,_, ise {E, }artan,

E, > E,,, ise{E,}ye azalan denir. Azalan ve artan dizilere monoton dizi denir.[29]

n+1

Onerme 2.2.5 ise kiimelerdeki islemler ile karakteristik fonksiyonlardaki

islemler arasindaki iligkiyi gosterir.



Onerme 2.2.5.

X, . =supX
(1) IEJTEt teT B
ozel olarak Xeor =max(Xg, Xp)
@ X, =inf X
ve Ozel olarak Xe, e =min(Xg, X;)
(3) Xo=1-X,

(4 Xep=Xg—min(Xg, X;)=min(X;,1- X, )=max (0, X —X;)

) XEAF:|XE_XF|
(6) XIimSuann = IIrI:n SUpX E,
(7) Xliminfn E, liminf XEn

ve lim E. mevcutise X.imnEn :Iign X, dir. [29]

Ornek 2.2.4. Onerme 2.2.5” te (4), (5) ve (6) esitliklerinin nasil gerceklestigini

inceleyelim.
4 E-F=ENF ve X:=1-X_ esitliklerinden

XEF:X

- En

£ =min( X, Xg)=min(Xg,1- X, ) elde edilir. Ayrica
e FcEise X.=X.—min(Xg,X:)=max(0,Xg—X;)=Xg—X;
e ECF ise X =X —min(Xg,X;)=Xg—X,=max(0,X;—X.)=0

e E=Fise X_ =X, —min(X¢,X;)=min(X,1-X)=max(0,X; —X.)=0
elde edilir.

(5) XEAF :X _maX(XE_vap_E)

(E-F)u(F-E) —



= max (max (0, X, — X; ),max (0, X — X))
=|Xg = Xg|.

©® Kimsupe, = Xnue,) =inf X ) =inf (sup X, ) =limsup X .

Ornek 2.2.5. lImsupE, = “mninf E, [29] oldugunu gosterelim.
n

limsup E, :ﬁo E. =ﬁ(En UE,, U..)
n n=1i=n n=1

=(E,UE,u..)n(E,UEu..)N...

limsupE, =(E,UE,u..)n(E, UE, U...)N...

=(E,UE,u...)uU(E,UE,U...)u...

Ornek 2.2.6. "En (EUF,) =EU "rl]’n F, [29] oldugunu gosterelim.

iim(EUF,) = U(EUF)

n=1i=n

Ornek 2.2.7. E, = {n, n +1,...} olmak iizere {E,} kiimeler dizisinin st limitini ve

alt limitini gosterelim



E,={123..},E,={2,3/4,..} ,E; ={3,4,5,...} ...olmak iizere

Iignsup E, =ﬁ0 E =E

n=1 i=1

iiminf £, =U(E =2

n=1i=n

Ornek 2.28. E, =[a,,b,] , a, = min(O,(—Z)n) ve b, = max(O,(—Z)n) olmak
lizere {En } kiimeler dizisinin st limitini ve alt limitini gosterelim:

E,=[-2.0],E, =[0,4],E, =[-8,0],E, =[0,16], E, =[-32,0], E, =[0,64]....
olmak tizere

Eger n tek ise [(—2)n ,OJ ve eger n ¢ift ise [0, 2”] dir. o halde

limsupE, = [(—2)n ,2”}

n

ve liminf En Z{O}

2.3. Kiime Siniflar:

Tamm 2.3.1. X in tiim alt kiimelerinin sinifina ( kiimelerin kiimesi ) X in kuvvet
kiimesi denir ve P(X) veya 2% ile gosterilir. [29]

Tamim 2.3.2. Bos olmayan bir $R smifinda her E,F eR i¢in

i) EOUFeR

i) E-F %R ise R ye bir halka denir. Baska bir deyisle bir halka, birlesme ve

fark islemlerine gore kapali olan bos kiimeden farkli bir siniftir. Kiimedeki birlesme

isleminin tekliginden dolay1 ayni zamanda sonlu birlesimler altinda kapalidir. [29]

Onerme 2.3.1. J , her halkanin alt kiimesidir. [29]

Teorem 2.3.1. Her halka, simetrik farklar ve arakesit islemleri altinda kapalidir ve
tersine simetrik farklar ve arakesitler altinda kapali olan bos kiimeden farkli her sinif
bir halkadir.

Ispat: EAF=(E-F)u(F-E)
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ve ENF=(EUF)-(EAF)
den birinci sonug elde edilir. Tersine

EUF =(EAF)A(ENF)

E-F=(EAF)NE

den istenilen elde edilir. [29] m

Teorem 2.3.2. Arakesit, simetrik ayrik birlesim islemleri altinda kapali olan bos

kiimeden farkli bir sinmif, bir halkadir. [29]

Ispat: EAF =(E —(En F))u( F-(En F)) oldugu goz 6niinde bulundurulur ve
Teorem 2.3.1 uygulanirsa istenilen elde edilir. [29] [
Ornek 2.3.1. X in tiim sonlu alt kiimelerinin sinifi bir halkadir. [29]

Ornek 2.3.2. X reel diizlem, yani X = (—o0,+00) ={X 1 —00 < X < 400} Olsun. Sinirly,

soldan kapali, sagdan acik araliklarin tiim sonlu birlesimlerinin sinifi, yani

Lnj{x:—oo<ai£x<bI < +o0}
i=1

formunda ki tim alt kiimelerin sinifi bir halkadir.

Tamm 2.3.3. Bos olmayan bir R sinufi igin

i) VE,FeR i¢cin EUFeR

i) VEeR icin EeR

saglaniyorsa <> ‘R ye cebir denir. Baska bir deyisle bir cebir, birlesim ve tiimleyen

islemleri altinda kapali bos olmayan bir siniftir. A¢ikg¢a bu tanimda "U" yerine "M"

de yazilabiliriz. [29]

Teorem 2.3.3. Bir cebir X ’ i igeren bir halkadir ve tersine X ’ i iceren bir halka bir
cebirdir.

Ispat: R bir cebir olsun. E—F =ENF =(EUF) oldugundan E e®R ise

X=EUEeR

olacagindan teoremin birinci kismi ispatlanmais olur.

11



Tersine R, X i iceren bir halka ise VEeR icin E=X—-EeR

oldugundan ispat tamamlanir. [29] ]

Ornek 2.3.3. Tiim sonlu kiimeler ve onlari tiimleyenlerinden olusan sif bir cebir-
dir. Bu 6rnekte bahsi gegen dzellik, Onerme 2.3.2 ile genellestirilebilir. [29]

Onerme 2.3.2. R bir halka ise RU{E:EeR} bir cebirdir. [29]

Tanim 2.3.4. Bos olmayan bir ¢ smifi asagidaki kosullari sagliyorsa ¢ ye bir yar1
halka denir.

i) VE,LFep icin EnFeg

i) ECF yisaglayan VE,F €@ igin sonlu {CO,Cl,...,Cn};Ci € @ smifi mevcut

olsun oyle ki
E=C,cC,c..cC,=F
ve D=c-C,eq; 1=12,...,n.
Her halka bir yar1 halkadir ve bos kiime her yar1 halkaya aittir. [29]

Ornek 2.3.4. X in tiim tek elemanli kiimelerini ve bos kiimeyi iceren smnif bir yar1

halkadir. [29]

Ornek 2.3.5. X reel dogru olsun. Tiim smirly, soldan kapali, sagdan agik araliklarmn

siifi bir yar1 halkadir. [29]

Tamm 2.3.5. Bos olmayan F smifi i¢in

i) EFcF icin E—FcF
i) EeF i=12,..,|JEeF

i=1
saglaniyorsa F ye bir o -halka denir.

Bir o -halka, sayilabilir birlesimler altinda kapali bir halkadir. [29]

Onerme 2.3.3. Bir o -halka, sayilabilir kesisimler altinda kapalidir ve dolayisiyla F

bir o -halka ve {E,} e F bir kiime dizisi ise

12



limsupE, e F ve liminf E eF dir. [29]
n n
Ornek 2.3.6. Tiim sayilabilir kiimelerin sinifi bir halkadur. [29]

Tamm 2.3.6. X’ iigeren o - halkaya bir o -cebir (ya da o -cisim) denir. [29]

Ornek 2.3.7. Tiim say1labilir kiimeleri ve onlarin terslerini birlikte igeren simif bir

o -cebirdir. [28]

Onerme 2.3.4. F bir o-halkaise F U{E:E e F| bir o -cebirdir. [29]
Tanim 2.3.7. Bos olmayan bir M sinifinda, her monoton dizi {En} <M
Iign E_<M ise M ye bir monoton smif denir. [29]

Onerme 2.3.5. Bir ¢ -halka, bir monoton smuftir. [29]

Ispat: F bir o -halka olsun. Bu durumda
i) A,BeF icin A—-BeF

i) {E,}, €F icin O E, =E e F olacak sekilde her {E;} < F icin

i=1

imE, =E<F

oldugundan her o -halka bir monoton siniftir. ]

Onerme 2.3.6. Bir halka ayn1 zamanda bir monoton simif ise bir ¢ - halkadur. [29]

Ornek 2.3.8. X reel dogru olsun. Tiim araliklar1 smifi ( bos kiime ve tek elemanli

kiimeler araliklar olarak ifade edilebilir) bir monoton siniftir. [29]

2.4 Baginti, Sirah Kiimeler ve Sayilabilir Kiimeler

Tamm 2.4.1. Ave B bos olmayan kiimeler olsunlar. Ax B kartezyen ¢arpiminin

bir B alt kiimesine A kiimesinden B kiimesine bir bagint1 denir. Eger (a,b) ep

ise; "a ve b, B ile baghdir" denir ve apb ile gosterilir. [27]

Ornek 2.4.1. X bos olmayan bir kiime olsun. Bir kiime islemi olan ' " islemi

P ( X ) de bir bagintidir. [27]

13



Tamm 2.4.2. B, A kiimesinden B kiimesine bir baginti olsun. B kiimesinden A

kiimesine S = {(b, a) : (a,b) € ,B} bagintisina ters bagmnti ( 8 nin tersi ) denir ve
afb < bp'a

seklinde gosterilir. Ayrica b 'a < a( B )_1 b oldugundan ( B )71 =43 dir. [27]
Tamm 2.4.3. 5, A kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun. # bagintisina Va, b, ¢ € figin
i) afa ise yansiyan

i) afb iken bpa ise simetrik

i) afb ve bpc iken afc oluyor ise gegisken denir. [2,27]

Tamm 2.4.4. A kiimesindeki bir # bagntis1 yansiyan, simetri ve gecisken ise [

bagintisina denklik bagintisi denir. [27]

Tanmm 2.4.5. A kiimesinin ikiger ikiser ayrik olan alt kiimelerinin {Al,AZ,...,An}

n
kiime simifi UAi =A iseozaman {A,,A,,..,A,} kiime smifina A nin bir

i-1
pargalanisi denir. [27]

Tamm 2.4.6. £, A kiimesinde bir denklik bagintis1 olmak lizere VXe A igin
X:[x]:{y:xﬂy} smifina A daki bir denklik smifi denir. Oyleki £ tarafindan
olugturulan A daki biitiin denklik siniflar1 A/ S ile gosterilir ve A min /3 tarafindan
boliimii denir. [27]

Onerme 2.4.1. B, A kiimesinde bir denklik bagmtisi olsun. VX, y € A i¢in

[x]=[y] = xpy
olur ve A/, A nin bir parcalamisidir. [27]
Tamm 2.4.7. A kiimesindeki bir # bagintisina Va,b e A i¢in afb ve bfa iken
a=b oluyor ise f bagitisina ters simetriktir denir. [2,27]
Tamm 2.4.8. f, A kiimesinde bir baginti olsun. Eger £ bagintis1 yansima, ters

simetri ve gegisme Ozelliklerini sagliyorsa £ bagintisina kismi siralama bagintist

denir. [2, 27]
14



Ornek 2.4.2. ( P ( X ), C) bir kismi siralama bagintisidir. Cilinkii VA,B e P ( X ) i¢in

i) VAe P(X) icin Ac A
i) AcBve Bc A iken A=B

iii) AcB ve BcC iken AcC.[2,27]

Tanim 2.4.9. (P, S) bir kismi siralama bagintist ve A < P olsun. Eger VX € A igin

aeP ve x<a ise a ya A kiimesinin Ust sinir1 denir. Eger A kiimesinin her b {ist
smirt igin a<b ise a ya en kiigiik st sinir veya A kiimesinin supremumu denir. A

kiimesinin en kiiciik iist sinir1 Sup A veya v A ile gosterilir.

Benzer sekilde VXe€ A i¢in a€ P ve a<x ise a ya A kiimesinin alt sinir1

denir. Eger A kiimesinin her b alt sinir1i¢in b<a ise a ya en biiyiik alt sinir veya

infumum denir. A kiimesinin en biiyiik alt sinir1, inf A veya AA ile gosterilir. Eger

A sadece x vey gibi ikielemandan olusuyorsa Vv {X, Y} yerine xvy ve A{xy}
yerine x A’y kullamlir. [2]

Onerme 2.4.2. Eger A P kiimesinin bir supremumu ve infimumu varsa tektir. [2]
Tanim 2.4.10. (P, S) bagintis1 kismi sirali olsun. VX, Yy €P i¢in X<Y veya

Yy < X var ise (P, S) ye tam siralama bagmtisi denir. [2]

Ornek 2.4.3. Reel sayilar kiimesinde '<' islemi tam siralama bagintisidir. [2]

Tamim 2.4.11. Herhangi bir A kiimesi ile N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi
arasinda Dbirebir bir tekabiil kurulabiliyor ise A ya sayilabilirdir denir. Boyle bir
tekabiil kurulamiyor ise kiimeye sayilamaz denir. Sayilabilir kiimelerin sayilabilir

birlesimleri de sayilabilirdir. Dahasi, Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilirdir. Fakat

R-Q sayilamazdir. Bundan dolay1 R (reel sayilar kiimesi) de sayilamazdir. [18]

2.5. Bulanik Kiimeler
2.5.1. Bulanik Kiimeler ve Ozellikleri

1930’ larin sonlarinda meshur kuantum fizikgisi olan Max Blanck “cok degerli
mant181” kiimelere uyguladi. Bu, bilimin bulanik kiimeler ve iiyelik fonksiyonlar ile

tanismasi demekti. Yaklasik otuz sene sonra Zadeh [33] tarafindan
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H:X > [0,1]
tanimli bir doniisiim olmak {iizere;
p={(x, (X)) : (x) €[0,1]}

bulanik kiimesinin taniminin verilmesiyle matematikte yeni bir ¢igir agilmis oldu.
Bilinen olgularla ifade edilen klasik (kesin) kiimeler yerine, dereceli iiyelik
fonksiyonuyla ifade edilen bulanik kiimelerin tanimlanmasi islemleri klasik kiime
kavramindan oldukga farklidir. Ciinkii bulanik bir kiime, degisik iiyelik yani dahil
olma derecelerine sahip bir kiime tiirtidiir. Boyle bir kiime, elemanlarinin her birine 0
ile 1 arasinda tiyelik degeri atayabilen bir tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilebilir.
Kiimeye dahil olmayan elemanlarin tiyelik degeri 0, kiimeye tam dahil olanlarin
tiyelik degerleri ise 1 olarak atanir. Kiimeye dahil olup olmadigi belli olmayan
elemanlara ise belirsizlik durumlarina gore O ile 1 arasinda degerler atanir. Oysa
kesin kiime teorisinde belirsiz eleman diye bir sey s6z konusu degildir. Bir eleman
kiimeye ya dahildir yada tamami ile kiimenin disindadir. Dolayisiyla kesin
kiimelerde bir elemanin alabilecegi iiyelik degeri ya 0 dir yada 1 dir. Bu bilgileri
verdikten sonra bulanik kiimenin tanimi ve bulanik kiimeler {izerinde tanimlanan

temel islemlere deginebiliriz.

Tanmm 2.5.1. X, klasik anlamda evrensel kiime ve A, X 1in bir alt kiimesi olsun.

My X —>{O,l} tanimli olan ¢, karakteristik fonksiyonu

1 Xe A

uA(X)={O

olarak tamimlanir. Goriildiigii lizere A4, (X) ;XeA iken u, (X) =1,X¢ A iken

Xg A

My (X) =0 iiyelik degerlerine sahiptir.
Eger bu tanimda deger kiimesi [0,1] kapali araligi olarak aliirsa, A bir
bulanik kiime olarak adlandirilir. Burada g, (X) X in A da tyelik derecesidir.

Ha (X) , 1’e ne kadar ¢ok yakin ise X de A ’ya o kadar ¢ok aittir. Gortildiigii gibi
X ’in A alt kiimesinin kesin sinir1 yoktur. Bu nedenle A kiimesi
A={(x u,(x):xe X}

seklinde karakterize edilebilir. [5,28,33,34]
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Ornek 2.5.1. A= {(Xl, 0.2),(x,,0.4),(x,,0.6),(x,,0.8), (X5,1)} sirali ¢iftlerinden
olusan bir bulanik kiimedir. A nin tiyelik fonksiyonu £, (X) : [0,1] araliginda degerler

alir. £¢, (%) =0.2, 2, (X,)=0.4, 11, (%) =0.6, 2£,(X,) =0.8 1,(X) =1
Burada X, elemani A bulanik kiimesinin tiyelik derecesi tam olan bir elemani
olurken X, elemani A bulanik kiimesinin iiyelik derecesi en fazla olan elemani, X
elemani ise A bulanik kiimesinin tiyelik derecesi en az olan elemanidir. Eger (X6 , O)
seklinde bir ikili verilseydi ,UA(X6) =0 olacakti ve bu durumda ise,X, kiimeye

kesin olarak dahil olmayan eleman olarak dikkate alinacakt.

Tamm 2.5.2. Her X eleman1 X € X olmak tiizere £, (X) =0 ise A ya bos bulanik
kiime denir. A= seklinde gosterilir. [28,33]
Tamim 2.5.3. A, bir bulanik kiime olsun. Eger 3X € X igin #,(X) =1 oluyorsa A

kiimesine normal bulanik kiime denir. Eger A bulanik kiimesi normal bulanik kiime

4, (X)

—AYY  islemi uygulanir. Oyle ki burada
R yg y

degilse normallestirmek icin

max s, (x) <1 dir. [32,34]

Ornek 2.5.2. X ={X,%,,%;} olmak iizere

A ={(x,0.1),(x,,0.4),(x;,0.9)}

bulanik kiimesini normallestirelim:

A= 0 0 0 0, 0,00 |
Ay ={(x,0.12),(x,,0.44), (x;, 1)}
seklide olup i=1,2,3 igin X, € X , 4, (%) =1 olur.
Tamm 2.5.4. G , bir bulanik kiime olsun. & €[0,1] igin
G, ={xeX:u(x)=a}
kiimesine G nin « seviyeli elemanlarinm kiimesi denir. G nin giiclii a seviyeli

elemanlarmin kiimesi ise G, = {X eX:u;(X)>«a } seklinde tanimlanur. [28]

17



Ornek 2.5.3. X ={X,X,, X3, X, Xs } olmak iizere

G ={(x,0.1),(x,,0), (x;,0.9), (x,,0.6), (X5,0.5)}
seklinde bulanik kiimesi tanimlansmn. «=0.5 i¢gin G nin a=0.5 seviyeli

elemanlarinin kiimesi [28]

Gys =1{X€ X : 145 (X) 20,5} ={X;, X, X5 }

Sekil: 1. Bulanik kiimelerde o seviyeli elemanlarin gésterimi

2.6. Bulamk Kiimelerinde Temel islemler

A ve B bulanik kiimeler 2, ve 4 sirasiyla A ve B bulanik kiimelerinin tyelik

fonksiyonlar1 olmak tizere
A={(% 1, () : 11, () €[0,2]}
B ={(x, 15 (X)) : 145 (x) €[0,1]}
seklinde tanimlanir. [33]

Tanim 2.6.1. Eger VX € X igin f, (x) = Hg (X) ise A ve B ye esit bulanik kiime

denir. A=B seklinde gosterilir. [28,33]

Ornek 2.6.1. X ={X,%,, %, } olmak iizere
A ={(x,0.2),(x,,0.5),(x;,0.7)}
B ={(x,0.2),(x,,0.5),(x;,0.7)}
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seklindeki bulanik kiimeleri i¢in

1 (x)=02 us(x)=02 , 02=02
1 (x)=05 1:(x,)=05 , 05=05
14, (%)=07 .,  u(x)=07 , 07=07

kiimeleri VX € X igin g, (X) = #45 (X) oldugundan A ve B esit bulanik kiimelerdir

ve A = B seklinde gosterilirler.
Tamim 2.6.2. A ve B, X de iki bulanik kiime olsun. Eger VX € X i¢in

4 (X) < 115 (X)
oluyorise B, Ayi kapsar denir ve A< B seklinde gosterilir. [28,33]
Ornek 2.6.2. X = {)(1,X2,X3,X4}olmak lizere
A ={(x,0.2),(x,,0.4),(x;,0.6),(x,,0.8)}

B ={(x,0.2),(x,,0.5),(x;,0.7),(x,,0.8)}

seklinde bulanik kiimeler tanimlansin

1, (x)=02 ,  1,(x)=02 , 02=02
14,(,)=04 | 1,(x)=05 , 0.4<05
1 (%)=06 .,  u(%)=07 , 06<07
4,(x)=08 ,  u(x)=08 , 08=08

VX e Xigin 4, (X) < 145(X) oldugunda A bulanmk kiimesi B kiimesinin

alt kiimesidir. Yani A < B dir.
Tamm 2.6.3. A, B ’nin alt kiimesi ve A # B oldugu zaman A bulanik kiimesi B

bulanik kiimesinin 6z altkiimesi olarak adlandirilir. VX € X , 2, (X) < 145 (X) ise

A, B nin 6z alt kiimesidir ve. A< B seklinde gosterilir. [33]
Ornek 2.6.3. X ={X1,X2,X3,X4,X5} olmak {izere
A ={(x,0.1),(x,,0.3),(;,0.5),(x,,0.7),(x5,0.9)}

B = {(Xl, 0.2),(X,,0.4),(%;,0.6),(x%,,0.8), (xs,l)}
seklinde bulanik kiimeler tanimlansin.

1, (x)=01 , u(x)=02 , 01<0.2
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14,(%,)=03 |,  u(x,)=04 , 03<04

1, (%)=05 |,  1(x)=06 , 05<0.6
14, (x)=07 .  u(x)=08 , 07<08
Ha(%5) =09 (%) =1, 0.9<1

Vx € X igin £, (X) < t45(X) oldugundan A, B nin &z alt kiimesidir ve
A c B seklinde ifade edilir.
Tamm 2.6.4. A bulanik kiimesinin A tiimleyeni 44 (X) =1— g, (X) ile tanimlanr.
Ayrica

i (X) + 15 (x) =1
dir. Buna gore
A ={(% 2, 00) 15 (0 =1 g1, (9}

seklindedir. [29,33]
Tanmm 2.6.5. A ve B iki bulanik kiimesi olsun. A ile B ’nin kesisim kiimesi

vxe X, . g(X)=min(, (X), 15 (X)) = 1, (X)/\,uB (X) olmak {izere
ANB= {(X’ Hars (X)) X E X, 1y 5 (X) € [0’1]}

seklindedir. [29, 33]

Tanmm 2.6.6. A ve B iki bulanik kiimesi olsun. A ile B ’nin birlesim kiimesi

Vxe X, py g (X) =max(u, (X), 15 (X))
olmak iizere
AUB ={(X 5 (X)) : X X, 11, 5 (X) €[0,1]}
seklindedir. [29,33]

Tamm 2.6.7. A ve B iki bulanik kiimesi olsun. A ve B bulanik kiimelerinin farkinin

tiyelik fonksiyonu
VXe X, py g (X) = 1, ~(X)=min(z, (X), 15 (X))
olmak tzere fark kiimesi

A=B={(X 1, 5(X)):x€ X, 1, 5(x) €[0,1]
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seklinde tanimlanur. [29,33]

2.7. Bulanik Kiimelerin Ozellikleri
G, T ve K bulanik kiimeleri , U evrensel kiime olmak {izere

1) idempotent : GuG=G, GNnG=GCG

i) Ozdeslik : GNUx[01)=G , GuL=G
GuUx[01))=Ux[01] , GNT=U

iii) Degisme Ozelligi : GNT=TNG , GUT =TUG

iv) Birlesme Ozelligi: (GNT)NK =GN (T nK), (GUT)UK =GU(T UK)

v) Dagilma Ozelligi: G (T UK)=(GNT)U(GnK)
GuUTNK)=(GuUT)N(GUK)

vi) Kuvvet Alma: G=G

vii) De Morgan Kurali : GNT =GUT , GUT =GNT

Burada klasik kiimelerden farkli olarak bazi Ozelliklerde U  yerine

U x[O,l] kullanilmustir. (i)-(vii) 6zellikleri klasik kiimelerde oldugu gibidir. Ancak

GNG=Q ve GUG=U Klasik kiimeler igin gegerli oldugu halde bulanik
kiimelerde gegerli degildir. Sekil 2 ve Sekil 3’de bu 6zellikler sekil iizerinde agikca
goriilmektedir. [28, 29,33, 34]

Ug U

Ql

(=3

GUG=U
Sekil: 2. Klasik Kiimelerin Gdsterimi

1 1

GNG#¢ GUG=#U

Sekil: 3. Bulanik Kiimelerin Gdsterimi
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3.BOLUM
KLASIK OLCUM

Klasik anlamda ki Ol¢iimler toplamsal Olgtimler olarak adlandirilirlar. Bu
konuda Emile Borel (1871-1956) ve Henri Lebesque (1875-1941)’nin ¢alismalar1

temel kaynaklar olmustur. Daha sonra Caratheodory [3] bu ¢aligmalar1 cebirsel

yapida incelemis, Olgiilebilirlik ve genisleme teoremlerini yazmustir. Klasik
Olctimlerle ilgili olarak [18] , [12] ve [ 1] onemli kaynaklardir.
3.1. Klasik Ol¢iim

Tamm 3.1.1. A, X kiimesinin alt kiimeleri iizerinde tanimli bir cebir ve x de

A lizerinde tanimlanan genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olmak iizere
) ,u(@) =0
i) VA eA igin ,u(A) >0

iii) A nin ikiser ikiser ayrik her {An} dizisi i¢in

JA, €A olacak sekilde ﬂ(U A“j => u(A,)oluyorsaozaman u ye A iizerinde
n=1 n=1 n=1
bir dl¢lim (klasik 6l¢iim) denir.

(ii1). 6zellik g niin sayilabilir toplamsallig1 olarak bilinir. Ayrica A nin ikiser

k k
ikiser ayrik her{An} dizisini ,u[U Anj = z,u(An ) seklinde ifade edersek x 6lgiimii
n=1

n=1

sonlu toplamsal dl¢iim olarak tanimlanir. [1,12]
Ornek 3.1.1. A = P(X ) =2%olsun.

A daki nokta sayus: Eger A sonlu ise
u(A)=

0 , Eger A sonsuz ise
tarafindan tammlanan 4 bir Slgiimdiir. [ 1] Gergekten
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i) AeA olmakiizere A=Q ise y(A)=pu(J)=0dr.

i) AeA olmak iizere A =2* oldugundan A €2* dir. O halde Eger A= ise A

sayilabilir oldugundan ,u(A) =0 dir. Eger A= ise
Asonluise s(A)>0 oldugundan s(A)>0 dir.
Asonsuz ise s(A)=oo oldugundan z(A)=c0>0 dur.

iii) (Ak )E:l = A, A kiimesi tizerinde ikiser ikiser ayrik olan sonlu bir dizi olsun. Bu

durumda Vk =1,2,....,n-1 i¢in A, NA,,, =9 dur.

S(A UA)=5(A)+5(Ars)—S(A NAL)=5(A,)+5(A,,) olur.
Daha genel olarak
S(UAkj = ZS(Ak)olmak lizere ﬂ[UAkj = Z,U(Ak ) dir.
k=1 k=1 k=1 k=1

(A,)., . A kiimesi iizerinde ikiser ikiser ayrik olsun. A, NA,,, =& olmak iizere

S[QAJ is(An)oldugundan y(OAnj=2y(An)olur ki bu durumda gz bir

n=1
Olgtimdiir.
Ornek 3.1.2. X sayilamayan bir kiime ve A = {A c X:yaAyadaX —A Sayllabilirdir}

bi¢iminde tanimlanan bir smif olsun. O zaman A bir cebirdir. Ve ayrica

0 , Eger A sayiabilirse

ﬂ(A)={1

, Eger X — A sayilabilirse

tarafindan tanimlanan & bir 6l¢timdiir. [ 1]

Bunun igin dncelikle A nin bir cebir oldugunu gosterelim. E,F e A olmak iizere
EcAiginya E yada E =X —E sayilabilirdir.
FeAiginya F yada F=X —F sayilabilirdir.

Eger E ve F (yada E,E) sayilabilirse, sayilabilir kiimelerin birlesimleri de
sayilabilir oldugundan EUF €A (yada EUF e A) olur.

Simdi g nun bir 6l¢im oldugunu gésterelim
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i) A=, (AeA) i¢in x(A)=0 dur.

i) A yada A=X—A sayilabilir oldugundan. Eger A sayilabilirse x(A)=0 ve
1(X —A)=1olur. Eger A =X — A sayilabilirse (X —=A)=0 ve x(A)=1 olur ki
her iki durumda da x(A)>0 olur.

iii) (An )::1’ A nin ikiser ikiser ayrik bir dizisi olsun. n=1,2,... olmak {izere A

ler sayilabilir olsun. Bu durumda Cantor’a gore sayilabilir kiimelerin birlesimi de

sayilabilir oldugundan y(UAnJ:O dir. Oyleki A, ler sayilabilir oldugundan

n=1

"‘[OAnj = iﬂ(An)zo dir. Eger A, ler sayilamaz ise bu durumda X —A, ler
n=1 n=1

sayilabilirdir. (X —A,)", dizisiX —Aj c X -A, c..c X -A, icin u(X-A))=1

oldugu agiktir.

Ornek 3.1.3. X =Z" olsun. A =2* ve Zan pozitif reel sayilarin yakinsak bir

n=1
serisi olsun.
da, , AzQvesonluise
neA
p(A)=qo , A sonsuz ise
0 , A= ise

A iizerinde tanimlanan x bir 6l¢iim degildir. Fakat sonlu toplamsal bir 6l¢iimdiir. [ 1]

Gergekten
i) A=, (AeA) igin ,u(A)zO
i) A=D ise ,u(@):O

A#=D ise ,u(A):Zan >0 Zan yakin sakseri old.)

neA neA

A= ise y(A)=oo olurki her ii¢ durumda da x>0 oldugundan (ii) kosulumuz

saglanmis olur.

iii) X :O{n} igin 1(X)=o0 oldugu agiktir. Ancak ian yakinsak bir seri
=1

n=1

24



oldugundan z ,u{n} = Zan <o oldugundan x bir 6l¢iim degildir. Fakat z sonlu
n=1 n=1

k
toplamsal bir 6l¢limdiir. Ciinkii X = U{n} olacak sekilde sonlu segersek ,u( X ) <

n=1

k k
olacagindan ,u( X ) = ,u( {n}j = Z 7 {n} olur ki x sonlu toplamsal bir 6lgiim olur.
=1

n n=1

Onerme 3.1.1. A cebiri iizerinde bir 6l¢iim x olsun. O zaman
(@ AcB, AcA ,BeA igin ,u(A)S,u(B) dir.

(b) Eger A, €A, 1<n<oo ve OAH €A i¢in ,U(OAJ < i,u(An) olur.

n1 n1 1
Ispat:

(@) B=AU(B-A) alalim. Bu durumda A=A, A,=(B-A) ve n>2 igin
A, = ise O zaman u sayilabilir toplamsaldir. Bu durumda y(B)=u(A)+u(B-A)

olur ki buradan z(A)<u(B)olur.

n-1
(b) B,=A, ve n>1i¢inB =A —UAi olsun. Buradan yola ¢gikarak Vn igin

i=1

B,eA |JB,=(JA,eA, B, <A, ve B, ayrik kiimeleri igin

n=1 n=1

#(UAn]W(U an=2ﬂ(8n) <2 u(A,)- [1]
n=1 n=1 n=1 n=1
Onerme 3.1.2. u, A cebiri lizerinde bir 6l¢iim olsun.

(@) Eger A, c A

n+l ?

1<n<oo igin A, €A ise 0 zaman y(UAnj:Iimy(An) dir.

n=1 n—o

(b) Eger A, DA

n+l?

1<n<o igin A €A, u(A;)<wo ve (A, €A ise0zaman

n=1

,u(ﬁAnj:Iim,u(An).

n=1 n—co
Ustelik z sonlu toplamsal dlgiimii (a) vasitastyla sayilabilir toplamsaldir.

Ispat: Oncelikle en son iddiamiz1 ispatlayalim. (a) 6zelligi ile z sonlu toplamsal bir
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olgiim olmak iizere A nmn ayrik kiimelerinin bir dizisi (A, )::1, UAn eA ve

B, UA olsun. O zaman B, cB,,, B, €A ve UB =|JA, €A . Bu yiizden

n=1 =1 n=1

(a) o0zelliginin varsayimi tarafindan

y(gAnj (UBj—llm,u —|ImZ,u wy (A,) olur.

k—0 n=1

Simdi (a) ve (b) 6zelliklerini ispatlayalim.

(@) UAn eA ve A, c A, olsun. Ve ayrica n>0 i¢in B, =A, ,B,=A,-A

n=1

olsun.O zaman B, NB =@ (n=m) ve | JB, = JA, €A olur ki buradan da

Al -, (e

olur ki istenen saglanmis olur.

H(A)<o, ﬁAn €A olsun. O zaman Al—ﬁAn =O(A1—An),

n=1 n=1 n=1

(b) A, S5A

n+l1?

A,—A, c A —A,, olurki(a) dan dolayr x(A,)<e igin

n—oo

[A ﬁA j—llm,u(A “A,)

1(A —A)=u(A)-u(A,) olur.

Eger y(X )< o ise X in alt kiimelerinin olusturdugu A cebiri lizerindeki u

Ol¢limii sonludur.

Eger u(X,)<o ve X =|JX, ile A daki kiimelerin bir (X, ) dizisi var ise

n=1
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4 Olgiimii o —sonlu olarak adlandirilir. Onerme 3.1.1 deki (b) ifadesinden ayrik

kiimeler olarak (Xn )::1 daima elde edilebilir. Bu sonsuzluk sart1 bir 6l¢iim tlizerinde

sikca rastlanir. Genel teoremlerin ¢ogu kismi i¢in bu duruma ihtiya¢ duyulur. Bunun

en 6nemli 6rnegi R nin alt kiimelerinin bir cebiri tizerindeki o — sonlu 6l¢timiidir Ki

buna araliklar iizerindeki lebesque dl¢iimii denir. [1]
Ornek 3.1.4. A cebiri iizerinde sonlu toplamsal bir 6l¢iim £ olsun. A,BeA icin

) AcB ise ,u(A)Sy(B)

i) ,u(Au B) + ,u(Am B)z,u(A) + ,u(B)

i) Eger AcB ve ,u(A)<oo ise ,u(B—A):,u(B)—,u(A) dir. [1]

Gergekten

i) A,BeA ve AcB olmak iizere B=AU(B—A) olarak yazabiliriz A, =A,
A,=B-A, n>2 i¢in A, = ise 0 zaman u sayilabilir toplamsal olur ki bu
durumda z£(B) = 1(A) + 1(B—A) ifadesinden x(A) <u(B) elde edilir.

ii) Olgiimiin (iii). Ozelligi geregince (A, )::1 dizisi ikiser ikiser ayrik olacagindan
toplamsal olarak yazabilirizki k=12,..,n-1 i¢cin A, NA,,, = dir. A =A,

A, =Bolmak iizere 1(A;UA,) ZA A,) + pu(A,) olur. Yani

,u(Au B):,u(Al) + ,u(B) dir.
iii) AcB ise BzAu(B—A) ve ,u(A)<oo olmak iizere

1(B)=pu(A)+ u(B—A) ifadesinden (B)—u(A)=p(B—A) elde edilir.
Not 3.1.1. Bu 6rnegin ¢dziimiinde genel olarak 6l¢iimiin (iii). Ozelligini kullandik.

Ornek 3.1.5. Sonlu toplanabilir x 6l¢iimii icin onerme 3.1.2 nin (b) si sayilabilir

bir dlgiim olmadigint gosterebiliriz ( (b): Eger A, D A

n+l?

1<n<w i¢in A, €A,

1(A)<o ve ﬂA €A ise 0zaman ﬂ(nﬁA j—llm,u( 1)) [1]

n=1 n—o

X=Z" :{1,2,...} ve Ac X alalim. A, :{n,n+1,n+2,...} olmak tizere
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A1={1,2,3,...} A, :{2,3,4,...}, A32{3,4,5,...}... i¢cin ﬁAn = oldugundan

n=1
,u[ﬁ Anj:O olur. Ayrica A, kiimesi sonsuz oldugundan ,u(An ): oo olur ki u
olgiimii Onerme 3.1.2 nin (b) si igin sayilabilir dl¢iim degildir.
Ornek 3.1.6. Baz1 ndegerleri i¢in (A, )< olmadikea A, DA, ,;,1<n<o i¢in

A, eA, u(A)<wo ve ﬁAneA ise 0 zaman y(ﬁAnJ:Iim,u(An) esitliginin

n=1 n=1 n—o
gergeklesmeyecegini gosterebiliriz. [ 1]
X =Rve A =(nwo),A=2" veu sayilabilir bir l¢iim olsun. n=1,2,3,...

igin, A, =(1,oo), A, = (2,00), A, = (3,00) ... olmak fizere ﬁAn =@ oldugunda

n=1

u[ﬂAnJ:O olur. Ancak diger yandan Vn igin, ,u(An)zoo oldugundan dolay1

[ﬂ j;ﬁ lim ,u ,)olur. Bu da bize gésteriyor ki A, =(n,) kiimelerinden bazi
A, lerigin (A,)<o olmadikga bu esitlik saglanmaz.
Ornek 3.1.7. A cebiri iizerinde bir 6l¢iim 2 ve A€ A, VE € A igin

#a(E)=u(ANE) olmak iizere {E € A : E < A} cebiri iizerinde 1, bir dl¢iimdiir.

[1] M, nin bir 6l¢iim oldugunu gosterelim.
1) E € A olmak iizere E — A oldugunu biliyoruz. O halde E =9 i¢in

1y (D)=p(AND)= u(2)=0.

i) EEAveEcCA i¢cin ANE=E olacagmdan,uA(E):y(Am E)zy(E)ZO olur.

iii) u bir 6l¢im oldugundan ,U(U Enj = Z ,u( En) oldugunu biliyoruz. O halde
n=1

n=1
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Ly (O Enjzy(O(Am E, )J ,  (¥nigin E, < Aoldugundan)

olur ki istenen saglanmis olur. O halde x, bir dl¢iimdiir.

Ornek 3.1.8. A, o —cebiri iizerinde iki 8l¢liim g, ve u, ve VE € A igin
1 (E)=u, (E)olsun. EeAigin 14 (E)=1,(E) + 1 (E) olacak sekilde A iizerinde
bir 4, 6l¢iimiiniin var oldugunu gosterebiliriz. [ 1] Gergekten

1 (E)=14(E)— 1, (E) seklinde yazilabilecegi agiktir. O halde

i) E=DeA i¢in 14,(F)=14 (D) 11,(F)=0
i) E€A igin ,ul( )>O ve L, E)ZO oldugunu biliyoruz ayrica ,LLL(E)Z,UZ(E)

(
olmak iizere 14, (E)=s4(E)— s, (E)=0 olur.

i) E= U E, olmak iizere

n=1

=M[QEJ=2M(E”) ve uz(E)=u2(OEnJ:2u2(En) igin

:iﬂl(En)_gﬂz(En) ZnZn;%(En) olur.

Ornek 3.1.9. u, A cebiri iizerinde sonlu bir élgiim olsun. A, A,,...,A €A

olmak tzere

A

s

1(A) =D u(A, A )+..

b) y(QAkJ Zg,u(Ak)—;:z u(A, NA ) [1].

Gergekten
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a) Tiimevarim metodunu uygularsak

n=1 igin u(A)=u(A,)

n=2 igin ,u(Aiqu)Z,u(Al)+,u(A2)—,u(AlﬂA2)

k K
n=Kk i¢in ﬂ(UAkj:
k=

k=1

H(A)- Z ,u(Ail mAiz) oldugunu kabul edelim.

1 ip<i,

n=k+1 igin

n=1 ip<i, 1<l

K+1

=> u(A) Z"‘(CI NC, )+5 , €>0 (%) olur
k=1

b) (*) esitliginde & kisnu atarsak

k+1 K+1
H[UAk] >3 u(Ag)- D, ﬂ(ch mCiz) elde edilir.
k=1 k=1

ip=i,
3.2. Araliklar Uzerindeki Lebesque Ol¢iimii

Olgiimiin en énemli érnegi R" (n>1) iizerinde ki lebesque Slgiimiidiir. Tiim
acik kiimeleri ve diger yari agik ve kapali kiimeleri igeren o — cebir lebesque

Olciimiinde yaygin olarak kullanilir. Bu kisimda biz yari agik araliklarin cebiri

tizerinde duracagiz.
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X =Rve A da; &, (a,0) ve (—o,a] araliklarini igeren soldan agik sagdan

kapali olan araliklarin tiim sonlu ayrik birlesimlerinin bir sinifi olarak diisiiniilecek.

Bu tip araliklarin 6nemsenmesinin sebebi, agik araliklarin aksine bir cebirden elde

edilmeleridir. [1]

Lemma 3.2.1. A bir cebir olmak {izere, A iizerinde bir m, 6l¢limii tanimlamak i¢in

k
bazi yapilara ihtiyacimiz olacak, (In )n:l ve (Jm ):n=1 A da ayrik araliklarin sonlu
k s k S
iki dizisi olsun. Oyleki [ J1, =(JJ, = A dir. Bu durumda D ¢(1,)=>_¢(J,)
n=1 m=1 n=1 m=!
ifadesinde ¢ uzunluk anlamina gelir ve / ((a, b]) =b—a seklinde ifade edilir. Ayrica
k

sonsuz araliklarin uzunlugu sonsuzdur. ¢(1 Z (1,1 3,).0(3,) =D ¢(1,nd,)

n=1

k
esitliklerini takip edersek A eAigin A =| JI, ise my dlgiimiinii m,(A)=>"¢(1,)

n=1 n=1

k
seklinde tanmimlayabiliriz. Ustelik dikkat edersek eger A:UIn, B :UJm ve

n=1 m=1
A < B olursao zaman A,B A i¢in
S k
iy I, =J(1,nIL,) ve J,2JI,nI,)
m=1 n=1
S [
i) ((1,)=>¢(1,nJ,) ve £(3,)=> ¢(1,nJ,), olmak iizere m,(A)<m,(B)
m=1 n=1

oldugu kolaylikla gériiliir. [1]

k k
Lemma 3.2.2. A€A igin eger A= JI, ise m;(A)=> ¢(I,) olur. Buna bagl

n=1 n=1

olarak B,C €A ve B<=C igin my(B)<m,(C) olacak sekilde m, 8lgiimii tanim-

lanabilir. [1]

Teorem 3.2.1. m,, A iizerinde bir 6l¢limdiir. (m,, araliklar {izerindeki lebesque

Ol¢timii olarak adlandirilir.) [ 1]
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Tamm 3.2.1. ( Olgiisii Sifir Olan Kiimeler ) Ac R alt kiimesi verilsin. Verilen
herhangi bir &>0 sayisina karsiik, Ac|JI, ve > /(I )<e olacak sekilde
n=1 n=1

araliklarin bir {I,:n>1} dizisi bulunabiliyorsa A kiimesine 8lgiisii sifir olan kiime

ya da kisaca sifir kiimesi denir. [18]

Aciklama 3.2.1. Ustteki tanimda araliklar olarak acik, kapali ya da yari-acik aralilar

alinabilir. Ayrica, araliklarin ayrik olmalar1 gerekmez. Su halde, tanimdan bos kiime-
nin bir sifir kiimesi oldugu kolaylikla goriilebilir. [18]

Ornek 3.2.1. Tek elemanl: kiimeler sifir kiimesidir. Gergekten, & > 0 verilsin.
Ilz(x—%, x+§j ve n>2 i¢inl, =[0,0]alalim. Bu durumdaiﬁ(ln) =/((1,)= g <e

n=1

bulunur.

Daha genel olarak, herhangi bir sayilabilir A= {Xl, Xy, } kiimesi sifir kiimesidir.
Aslinda, araliklar I, = [X X ] alarak bunu gostermek miimkiindiir. Ancak biz bunu,

n?’n

A kiimesini orten araliklarin bir dizisi olarak asagidaki sekilde alalim

1
11=(X1—§,><1+§J : f(h){;

izin =1 oldugundan, if(ln) = % < & bulunur.

n=1 n=1
Yukaridaki ornekteki A kiimesi, sayilabilir sayida tek elemanli bir kiimenin
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birlesimi seklindedir. Tek elemanli kiimeler sifir kiimeleridir ve A kiimesi de sifir

kiimesi olmaktadir. Bu durumu Teorem 3.2.2 ile genellestirebiliriz. [18]

Teorem 3.2.2. {N,}  sifir kiimelerinin bir dizisi ise bunlarin birlesimi olan

n>1

N= UNn kiimesi de sifir kiimesidir.

n=1

Sayilabilir kiimeler sifir kiimeler olmakla birlikte, sayilamayan kiimeler icin

ayni seyi sOyleyemeyiz. Buna karsin, sayilamayan sifir kiimeleri mevcuttur. Bununla

ilgili Cantor kiimesi olarak bilinen asagidaki 6rnegi verebiliriz. [18]
-- e e 1 1((12)|2
Ornek 3.2.2.[0,1] araligin ii¢ esit parcaya bélelim. 0,5 (33) 5,1 parcalardan

ortadakini atarak elde ettigimiz kiimeye C, diyelim. O halde C, :[0, %}u{%,l}

olur. Burada C, uzunlugu é olan 2 araliktan olusmaktadir. Daha sonra C, deki iki

aralig1 da tcer esit pargaya boliip ortadaki araliklari atalim ve geriye kalan kiimeye
C, diyelim. Bu durumda C, = 0,1 ) Z} U EZ ) §,1 olur ki C, uzunluklar1
9 93 39 9

% olan 4 parcaya ayrilir. Ayni sekilde

1 2 1 2 7 8 1 2 19 20 21 8 25 26
C,=|0,=|u| == |VU|=,—= |V =, || =, = |[U| =, = |u|=,—= |u| =1
R AR R R R EE R

seklinde % uzunlugunda sekiz pargaya ayrilir. Bu sekilde devam edersek her birinin

uzunlugu 3% olan 2" tane ayrik kapali araliklarin birlesimi olan C kiimesini elde

ederiz.

C, in toplam uzunlugu = 2-

2
C, nin toplam uzunlugu =4-% = g = (Ej



3
C, lin toplam uzunlugu =8- 1 = 8 = 2
27 27 3

C, in toplam uzunlugu =2" 3% = (%j dir.

C, lerin arakesiti olan C :ﬁcn kiimesine Cantor kiimesi denir. Cantor kiimesi
n=1

sayilamazdir ve sifir kiimesidir. Gergekten, verilen herhangi bir &>0 sayisina

karsilik yeterince biiyiik herhangi bir n igin [%jn <& dur. CcC, ve C, kiimeleri,

toplam uzunluklar1 ¢ dan kiiglik olan araliklarin sonlu bir dizisi oldugundan, C nin

sifir kiimesi oldugu gortiliir. [18]

3. Dis Ol¢iim ve Olciilebilir Kiimeler

Tamm 3.3.1. 2° de tamimlanan genisletilmis reel degerli 1* fonksiyonu asagidaki

ozellikleri saglhyorsa 1" ye 2 {izerinde bir dis 6l¢iim denir.

i) 1" (2)=0

ii) AcB i¢in ' (A)<u’(B)

i) 1/ (O Enj < gﬂ*(E”)' [1.12,18]

n=1
Ornek 3.3.1. X bos kiimeden farkl1 bir kiime ve

*(E)— 1, ExO ise
U5 5, E=o ise

olmak iizere; eger X enaz iki noktaya sahipse ozaman 2* iizerinde bir &lgiim

olmayan 4 bir dis dl¢iimdiir. [1]
Ornek 3.3.2. X sayilamayan bir kiime olsun. z",
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*(E)— 1, E sayilamaz ise
a “lo, E sayilabilir ise

seklinde tanimlanmus olsun. Bu durumda 4" bir dis Slgiimdiir. [1]

Onerme 3.3.1. Bos kiimeyi de igeren X in alt kiimelerinin bir smifi F olsun. Her

Ac X i¢in F de bir (B, )::1 dizisi vardir. Oyle kiACUBn dir. F {izerinde

n=1

genisletilmis reel degerli bir fonksiyon T olsun. Oyleki A eF igin T (@) =0 ve

0<T (A)dir. Bu durumda

' (A) = inf{i T(B,): B,<F, ACOBH}
n=1
tarafindan 2* iizerinde tammlanan 4 bir dis dl¢iimdiir. [1]

Ornek 3.3.3. X =2", F ={{x}: xeX}u{Q} icin

0, E=0 ise; 5
T(E)= _ oldugunu varsayalim. O zaman
1, EzxO ise

. 00 , Eger A sonsuz ise
#(A)= - i [1]
A daki noktalarin sayisi , Eger A sonlu ise

Ornek 3.34. F ={X, &}, T (X)=1ve T (&)=0 olsun. O zaman

1, A= ise

) olur. [1]
0, A= ise

()=

Ornek 3.3.5. (Lebesque Dis Ol¢iim) X =R ve F de sagdan kapali soldan agik olan
tiim araliklarm kiimesi olsun. {(oo,a], (a,b] yada (a,)... gibi sonlu yada sonsuz
aralzklar} ayrica F bos kiimeyi de igersin. Her [ e F araligi i¢in T (@):O ve

T (I)=¢(I) olsun. O zaman 2" de T tarafindan elde edilen 4" dis dlgiimii, R

tizerinde lebesque dis 6l¢iimii olarak adlandirilir.

y*(A)zinf{gﬁ(In): acl, IneF}

i=1
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seklinde ifada edilir.

Bu bolimde VIeF igin x4 (I)=/(I) olarak diisiinecegiz ve R nin alt

kiimelerinin 6zel bir sinifi olarak i¢in siirlandirilmis olan «°, araliklar tizerinde Ki

lebesque Ol¢limiiniin genislemesi olacak sekilde R iizerinde ki lebesque Ol¢timii

olarak bilinir.

Dis 6l¢iimiin baglangigtaki en 6nemli amaci bir o — cebir {lizerinde bir 6l¢iim

olusturmakti. Dis 6l¢iim genel anlamda 2* iizerinde bir 6l¢iim degildir. Ornek olarak
Ornek 3.3.1 ve Ornek 3.3.2 gésterilebilir. Ancak o — cebir iizerinde ki bir dl¢iimiin
alt kiimelerinin uygun bir siifi (yani, 6lgiilebilir kiimeler) siirlandirildigi zaman bir

dis Ol¢iim ortaya ¢ikar. Bir Teorem 3.3.1 de ispatlayacagiz fakat daha once bize

gerekli olan Tanim 3.3.2 yi vermeliyiz. (& nin daima bir dis ol¢iim oldugunu

gosteren tamm). [1]

Tamm 3.3.2. (Lebesque Anlaminda Olgiilebilir Kiimeler) E = X olsun. Eger her
AcX igin u'(A)=p" (ANE)+u (ANE®) ise E kiimesine Slciilebilir denir.

Ve E € M seklinde yazilir. Burada M 6l¢iilebilir kiimelerin bir sinifidir.
Herhangi A ve E kiimeleri igin daima A=(ANE)U(ANE®) dir. Su

halde dis 6l¢iimiin alt toplamsallik 6zelliginden x"(A) < p" (ANE)+u" (Am EC )

esitsizligi mevcuttur. Dolayisiyla bir kiimenin 6lgiilebilir oldugunu asagidaki sekilde

test etmek yeterlidir.

EeM olmasi i¢in < VAc X i¢in 4" (A) > u" (AN E)+,u*(Am EC) [1,18].

Onerme 3.3.2. N=12,..., igin E,eM ise E=E, eM d. [18]

n=1

Tamm 3.3.3. Herhangi bir Ee M i¢in 4" (E) yerine bunun genislemesi olan ;(E)

yazacagiz ve /_1( E) ye lebesque lgiisii diyecegiz.

Sonug olarak;(E):M — [0,0] lebesque 6lgiisi, dlgiilebilir M, o — cebiri
tizerinde tanimli sayilabilir toplamsal kiime fonksiyonudur. ( bunu daha sonraki

Onerme 3.3.3 ve Teorem 3.3.1 agik olarak gdsterecegiz.) [1,18]
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Onerme 3.3.3. A,BeM olsun.

i) AcB ise u(A)<u(B)

i) AcB ve u(A) sonlu ise u(B-A)=u(B)-u(A)

iii) Vte X icin  u(A+t)=pu(A) dr.

Ayrica @ eM oldugundan ve Tamm 3.3.2 den Vi>n icin E =& olacagindan

lebesque Olgiisiiniin toplamsal oldugu sonucunu gikartabiliriz. Oyleki E, e M ler
ikiser ikiser ayrik kiimeler ise ;(U Eij =" u(E) dir. [18]
i=1 i=1

Teorem 3.3.1. u"-6lgiilebilir kiimelerinin bir M sinifi, bir & — cebirdir. Ustelik z”
dan smirlandirilan ( iiretilen) ; , M i¢in bir 6l¢limdiir. [18]

Uyan 3.3.1. u*(A)=O olmak tizere A, u" Olgiilebilirdir. Sonug olarak ; Ol¢timii
(M ftizerinde 1* dan tiretilen ) asagidaki ozellikleri saglarsa

i) EeM i¢in u(E)=0

i) FeM igin FcE

0 zaman ; Ol¢iimiine tam 6l¢iim denir. o —cebir {izerinde her Glgiim tam degildir.
Fakat o — cebir iizerinde her 8l¢iim Onerme 3.3.4 ile tamlastirilabilir. [18]

Onerme 3.3.4. Bir A , o — cebir {izerinde 4 bir dlgtim olsun.

A,={AUB: AeA, BcC, CeA ve 4(C)=0|
ve AUBEeA, i¢in 1, (AUB)=u(A)
dir. Bu durumda A, bir o — cebirdir. Oyle ki g, A, lizerinde bir tam dlgiimdiir.
(4, : p nin bir genislemesidir.) [18]

Ornek 3.3.6. Ornek 3.3.4 deki 4" dis 6l¢iimiinii diisiinelim. Eger X in uygun bir bos

olmayan alt kiimesi E ve A=X ise 0 zaman
w(A)=1£2= " (ANE)+ 4 (Am EC) dir.
Sonug olarak X in 6lgiilebilir alt kiimelerinin tiim sinifi {@, X} dir. [18]

Ornek 3.3.7. Eger 2% iizerinde sayilabilir bir 6l¢iim 4" ise 0 zaman 2%, tim u-
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Olctilebilir kiimelerin bir siifidir [18] .

Tamm 3.3.4. (X,d) bir metrik uzay ve x*, 2” iizerinde bir dis dl¢iim olsun. Oyle
ki eger d(A,B)>0 saglarsa x"(AUB)=x"(A)+ " (B) olur. Bu durumda x’
bir metrik dis 6l¢lim olarak adlandirilir. [ 1]

Tanmm 3.3.5 B= ﬂ{ F: F,tumaraliklar: iceren bir o— cebir} seklinde tanimlansin

bu durumda o -cebirlerden olusan bir ailenin elemanlarinin arakesiti de bir o -cebir

oldugundan B de bir o -cebirdir. B ailesinin elemanlarina borel kiimeleri denir. B

ailesi tiim araliklar1 i¢eren en kii¢iik o -cebirdir. [18]
Teorem 3.3.2. (X,d) metrik uzaymda her borel kiimesi 2 iizerinde ki bir dis
6l¢lim ile baglantili olarak «* — 6lgiilebilirdir. <> u* bir dis metrik 6lgtimdiir. [1]

Teorem 3.3.3. (Carathedory Genisleme Teoremi) 1, A — 2 cebiri iizerinde bir

Olctim olsun. E < X i¢in

,u*(E):inf{i,u(Ei) ; ECEOJEi , E EA}

— \

olsun. O zaman asagidaki 6zellikler saglanir.

i) 4" bir dis Sl¢timdiir.

ii) E€A i¢in u(E)=x"(E) dir.

iii) E€A igin E , u -dlgiilebilirdir.

iv) " -6lgiilebilir kiimeleri i¢in x* dan iiretilen x o6lgiimii, A ya dahil olan bir
o -cebiri tizerinde ki g niin bir geniglemesidir.

V) Eger u bir o-sonluise o0 zaman ; Olciimii ¢ nun tek genislemesidir (A ya

dahil olan en kii¢iik o -cebiri iizerinde). [1, 3]
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4. BOLUM
BULANIK OLCUM

Bulanik o6lgiimlerle ilgili simdiye kadar bir ¢ok calisma yapilmistir. Bu

calismalarin 15181nda bir ¢ok tanim ve kavram gelistirilmistir. Bulanik 6l¢timle ilgili

ilk caligmalar Sugeno [23, 24] tarafindan yapilmistir. Sugeno ayni zamanda A -
bulanik 6l¢iimiiniide tanimlamigtir. Daha sonra Z. Wang [30] tarafindan benzerlik
Olgtimii tanimlanmustir. Shafer [22] tarafindan makul ve giivenirlik ol¢timleri

gelistirilmis ve Dempstar [4] bu &lgiimleri alt ve st olasiliklar olarak
diizenlenmistir. Bu teorinin bulanik 6l¢iimlere genellestirilmesi ile ilgili daha sonra
Hohle [13] , Dubois ve Prade [ 6 ] : Yen[31] bir ¢ok ¢aligma yapmistir. Ayrica Shafer

[21, 22] makul ve gilivenirlik Slglimlerin 6zel bir hali olan olanak (olasilik) ve

gereklilik ~ dlgiimlerini tanimlamustir ve Zadeh [33] de bulanik kiime baglaminda bu

Olclimii diizenlemistir. Ayrica bu dlglimler olanak teorisi adi altinda Dubois ve Prade

[7, 8, 9] de kapsamli olarak incelenmistir.

4.1. Bulanik Ol¢iim ve Yari Siirekli Bulanik Olgiim

X, bos olmayan bir kiime T, X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan
bir sinift; p:C — [0, 0], T’ de taniml1, negatif olmayan, genisletilmis reel degerli

kiime fonksiyonu olsun.

Tamm 4.1.1. Asagidaki dort sart1 saglayan, ( X ,T ) iizerindeki u kiime fonksiyon-

una bulanik 6l¢tim denir.

) JeT iken u(D)=0
i) ELFeT ve EcF ise u(E)<u(F) (monotonluk)

i) {E.}c T ,EcE,c... ve GEH e T ise Iign u(En)zu(OEn)

n=1 n=1

(alttan stireklilik)
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iv){E.}c T ,E >E,o...,u(E) < ve ﬁEn e T ise Iign u(En)zu(ﬁEn)

n=1 n=1

(istten siireklilik).

(1), (ii) ve (iii) veya (i), (ii) ve (iv) dzelliklerini saglayan, ( X ,T) iizerindeki
4 kiime fonksiyonuna sirasiyla, alttan yari siirekli bulanik 6l¢iim veya {istten yari
stirekli bulanik 6l¢tim denir. Bunlarin her ikisine de kisaca yar1 siirekli bulanik 6l¢iim

denir. Ayrica bir x bulanik dl¢iimii veya yari siirekli bulanik dl¢iimiinde X € T

icin; u( X ) =1 oluyorsa g ye diizgiin bulanik él¢iim denir.

Genellikle, g’ niin tanimlandig1 ‘G siniflari i¢in monoton sinif, yari halka,
halka, cebir, o-halkasi ve o-cebiri veya kuvvet kiimesi ilizerinde duracagiz.F

Olciilebilir kiimelerin bir sinifi olmak {izere, (X,F ,y) ticliistine, bulanik Ol¢iim
uzay1 ( veya yari siirekli bulanik 6l¢im uzay1 ) denir. Eger u bir bulanik dl¢limse

( veya yari siirekli bulanik dlgtimse), ( X ,F ) 6l¢iilebilir bir uzaydir. Burada X €F

olarak dikkate alinacaktir.

Klasik dl¢timde bazi sonlu, c-sonlu gibi adlandirmalar, bulanik dl¢timler ve

yari siirekli bulanik 6l¢timler i¢in de uyarlanabilir. [23, 24,25, 29]
Ornek 4.1.1. u, (X ,F )’ de bir Dirac Olgiimii olsun. Herhangi bir E € F igin

1, x,eEise
ﬂ(E):{O : ;O ¢ E ise
ve X,, X ’ten almmus bir nokta olsun. Bu u kiime fonksiyonu diizgiin bulanik
Olgtimdiir. [29] Gergekten
i) E= i¢in X, & E olacagindan u()=0olur.
ii) E,FeF i¢in EcF olsun. s(E)=n, s(F)=n+1 ve x,eF iken x,¢E
olacak sekilde en az bir X, noktasi vardir. Oyle ki ,u(E):0+n ve ,u(F):1+n

olacagindan ,u(E) < ,u(F) dir.

iii) (E}cF , EcEc.. ve |JE eF igin E={%}, E,={%.x]},

n=1
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E, ={X), X, %} ... olacak sekilde kiimeler elde edilebilir. Oyle ki

|Im,u (UE J n olur.

iv) {E,}cF, E, oE,>.. i¢inenazbir u(E,)<oo vardir ve ﬂEn eF olacak

n=1

sekilde E = {Xo Xy Xoyeeny n—l} ' Ezz{xmxvxzv--’xn—z} {Xo Xy Xgpees X 3}

0

kiimeleri vardir. Oyle ki Iim,u(En)= ,u(ﬂ Enj=0 olur. Bu da gosteriyor ki u
n n=1

kiime fonksiyonu bir bulanik dl¢timdiir.

Ayrica X €F igin ,u( X ) =1 olacagindan x diizenli bir bulanik dl¢timdiir.

Genellikle, bir yar1 halkadaki herhangi bir klasik 6l¢iim, bulanik dl¢limdiir.

Ornek 4.1.2. X ={1,2,3,...,n}, T = P(X)olsun.

u(E)= ('E'j

i¢cin | E | , E kiimesine ait noktalarin sayisin1 gosteriyorsa, u bir diizenli 6l¢limdiir.

Ayrica X uzay1 sonluyken, siireklilik (alttan ve iistten ), kendiliginden saglanur.

[29] Gergekten

n

2
i) DT i¢in y(@):(@} =0
i) E,F €T veE c F olmak iizere |E| =a, |F| =b secersek a<b olacag agiktir.

a) a2 b) b’
Oyle ki 'U(E):(Ej = Ve 'U(F):(ﬁj =7 icin a® < b” olacagindan dolay1
1(E) < u(F) elde edilir.

iii){E,} cC,E, cE,c..cE, ve E, :OEi eT i¢in |E)|=1, |E,|=2,...,|E,|=n

i=1
kiimeleri olusturulabileceginden dolay1 IIm ,u (U E. J (—j =1 dir.
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iv) {E,}cT, E oE,>..oE, i¢in en az bir u(E)<o vardir. Oyle ki

Ilm ,u (ﬂ E,j (—J =0 oldugundan g bir bulanik 6l¢iimdiir.

2
Ayrica u(X)= (Ej =1 oldugundan g diizgiin bir bulanik 8lgiimdiir.
n
Ornek 4.1.3. X, ={1,2,...}, X = X;xX, ve ©=P(X) olsun. Herhangi bir
EcP(X)isin  u (E)=|Proj El
Proj E={x: (x,y) € E}

olarak tanimlanan z fonksiyonu yari siirekli (alt yar siirekli) bulanik dl¢iimdiir. Oyle

Ki u (i), (i) ve (iii) sartlarin1 saglar. [29]

Gergekten
i) DeT i¢in u(Q)= | proj @| =0 dir.

i) E,FeT ve EcF olmak iizere
,u(E):\projE\:‘{xi:(xi,yi)eE}‘:‘{x1 XproXoa}|  (i1=1,2,..,n-1)
u(F)=|proj F|:‘{xi (%, ;) e F}‘:‘{xl,xz,...,xn}

olacaginda dolay1 ,u(E) < ,u(F) elde edilir.

i) {E,} =T , E,cE, c..isin E ={1x{1}}, E,={1x{1.2}},E, ={1x{1.2,3}} ..

(i=12..,n)

=E

n

kiimelerini dikkate alirsak |Im ,u( E (O E, :| projE, | = ‘1>< y Xn}
2
elde edilir.
iV) i, tstten siirekli degildir. Ciinkii, E, ={1 x {n,n+1,n+2, ... }} icinE D E, ...
ve herhangi bir ne N igin p(E,) = 1 olacaktir. Fakat ﬁ E =9 vey(ﬁ E, = @J =0
n=1 n-1

olacaktir. Bu yiizden p kiime fonksiyonu, alt yar1 siirekli bulanik 6l¢timdiir.

X’ in alt kiimelerinde bir cebir R ve £, ( X ,R) iizerinde diizenli bulanik

Olctim ( veya diizenli st yar1 siirekli bulanik 6l¢iim veya diizenli alt yart siirekli
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bulanik 6l¢iim) olsun. ( X ,%R ) iizerinde tanimli Vv kiime fonksiyonu
vV (E)=1- u(E)

olarak verilsin. v, ayni zamanda, diizenli bulanik Sl¢limdiir (sirasiyla, diizenli alt

yart slirekli bulanik dl¢iim veya diizenli iist yar siirekli bulanik 6l¢tim). v’ ye ¢ ’de
ikili bulanmik 6lglim (sirastyla, ikili {ist yari siirekli bulanik 6l¢iim veya ikili alt yar

stirekli bulanik 6l¢tim) denir. [29]

4.2. % — Bulanik Olg¢iimler

Tamm 4.2.1. (A —kural ) SUP 1 = Sup,u(E) ,(E€C) ve re (—ﬁ,oo]U{O}
u

olmak iizere VE,Fe T, EUFeT ve ENnF=Jig¢in

H(EUF)=pu(E)+ u(F)+Au(E)- u(F) esitligine A—kural denir ve 2, T iizerinde

A — kuralin1 saglar. [23, 29]

Tamim 4.2.2. (sonlu A —kurali) A€ (—L,oo]U{O} olacak sekilde eger
sup 4

i %{ﬁ[uz.ﬂ(a)]—l},mo
/I{UEij: N =
2 uE) . A=0

ifadesinde © nin her sonlu ayrik kiime siifinda olan {El, E,,.. En} kiime siniflar
n
ve U E; € © igin bir A degeri varsa u, T iizerinde sonlu A — kuralin1 saglar.

i=1

[23,29]

Tanim 4.2.3. (6 - A—kurali) A€ (—i , oojU{O} olacak sekilde eger

Sup 4

) %{ﬁ[l+l.lu(Ei)]—l},i¢O
H (U Eij: . =
2 H(E).A=0
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ifadesinde G nin her onlu ayrik kiime sinifinda olan {En }::1 kiime smifi igin ve

OEi e© ig¢in bir A degeri bulunabiliyorsa x , T lizerinde o - A —kuralini saglar.

i=1

A = 0 iken: A — kurali toplamsal, sonlu A - kurali sonlu toplamsal ve ¢ - A -

kuralt o - toplamsaldir. [23, 29]

Teorem 4.2.1. Eger © =R bir halkaysa ve , A - kuralini saglarsa, sonlu A- kuralini

da saglar. ( Bu durum T yar halka oldugu zamanda gegerlidir.) [29]

Ornek 4.2.1. X ={a,b} ve T=P(X)olsun.

0 , E=0 ise
, E={a} ise

E =
“(E) , E={b} ise
1 , E=X ise

oldugunda A =5 iken x, A - kuralin1 saglar. Ayrica ‘C sonlu halka oldugundan, u

sonlu A - kuralini ve © - A - kuralini da saglar. [29] Gergekten

w(fajoib))=w(fa))+a({b})+ Au({a}) u({b})

1=0.2+0.4+2(0.2x0.4)

1:0.6+}ui
100

esitliginden A = 5 olur ki, A - kurali saglanir. Ayrica Teorem 4.2.1 geregi u, A -
kuralin1 sagliyorsa sonlu A- kuralin1 da saglar ve ayn1 zamanda o — A-kuralimi da

saglar oylekiA =5 ve ,u(El):O, y(EZ):O.Z, ,u(ES):O.4 igin

(UEJ { [1+2u(E) |- 1}

- LS8 50 (£) 15u(E) 1
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1
==[1.2-3-1]=1

oldugundan hem sonlu A-kuralin1 hem de o — A-kuralini saglar.

Tamim 4.2.4. 1, o-A-kuralin1 sagliyor ve aymi zamanda en az bir Ee T i¢in
UW(E) < oo oluyor ise x’ ye A-bulanik dl¢iim denir. Genellikle A-bulanik 6l¢iim g,
ile gosterilir. ‘C bir o-cebir ise g,(X) = 1 iken g, A-bulanik dl¢iimii, ayn1 zamanda

Sugeno Ol¢iimii olarak da adlandirilr.

Ornek 4.2.1. deki kiime fonksiyonu Sugeno Olgiimiidiir. [29]

Teorem 4.3.2.9,, bir © smufi iizerinde bos kiimeyi de igeren A - bulanik 6lgiimse
g(0)=0dir ve g, sonlu A — kuralin1 saglar. [29]

Teorem 4.2.3. g,, bir S yar1 halkas: iizerinde A - bulanik dl¢iimse g, monotondur.
29

Teorem4.2.4. E ,E,e CveE=E UE, €T iken u(E) < u(E,) + u(E,) mevcutsa
4, alt toplamsaldir. E, ,E, e © ve E=E, UE, € T iken u(E) > u(E))+ u(E,) ise
4 Ust toplamsaldir denir. [29]

Teorem 4.2.5. g,, S yar1 halkas {izerinde bir A-bulanik dl¢tim olsun. O halde

i) A<O0iken g, alt toplamsal

i) A>0iken g, iist toplamsal

iii) A=0iken g, toplamsaldir. [29]

Teorem 4.2.6. g, bir R halkasi iizerinde, A - bulanik 6lgiim olsun. Her E € R ve

F €N i¢in
. g,E)-0,EnF
) 9.(E-P)=
1+4.9, (EnF)
.. 0, ®+9,"+0,EnFH+A.0,(E)Y, (F)
i) g,(EUF)=—n0——" L

1+1.9, (EnF)

ayrica, eger ‘R bir cebir ve g, diizenliyse
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_ -0,®E
ii) gl(E)zlg—’lE [29]
1+1.0, ()

Teorem 4.3.7. Yukarida bahsedilen sartlar altinda 1+ A4.u(X) = H[1+ Au{x 1]
i=1

esitligindeki A parametrelerine gore asagidaki ifadeler gecerlidir

(1) A> 0 iken Zn:y({xi})<,u(X)
() A =0 iken Zn:,u({xi}):,u(X)
3) L c0iken Y u(xd) > u(X). [29]

1(X) i-1

4.3. Benzerlik (Quasi) Ol¢iimii

Tanim 4.3.1. ae [O, oo) olsun. Genisletilmis bir 0:[0,a] T [0, o] fonksiyonu stirekli,

kesin artan ve 0(0) =0, sonlu ya da sonsuz olma durumuna gore 0'1({00}) =@yada

{oo} ise O fonksiyonuna T-fonksiyonu denir. [29,30]

Tamm 4.3.2.Tanim aralig1 6 T-fonsiyonu ile ayn1 olan x fonksiyonu i¢inC iizerinde
her bir E€T i¢in (0 ou) (E) =0 (u (E)) olacak sekilde bir 6 o u toplamsal kiime

fonksiyonu tanimlanabiliyorsa « ’ ye bir quasi — toplamsal denir.

© tizerinde 6 o u bir klasik 6l¢iim olacak sekilde bir 6 T-fonsiyonu varsa

4 bir quasi-ol¢timiidiir. 6 T-fonksiyonu, g’ niin uygun fonksiyonudur.

Diizgilin bir quasi-Ol¢limiine quasi-olasiligi denir. Agikcasi, her bir klasik
Olciim uygun T-fonksiyonu olarak o6zdeslik fonksiyonuyla bir quasi-dl¢iimiidiir.

[28,29]

Ornek 4.3.1. Ornek 4.1.2. ile verilen bulanik 6l¢iim bir quasi-l¢iimiidiir. Uygun T-
fonksiyonu ise 8(y) =/y, y € [0, 17" dir. [29]

Teorem 4.3.1. Bir yar1 halka tizerinde ki her bir quasi-6l¢liimii bir quasi toplamsal
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bulanik dlgiimdiir. [29]

Teorem 4.3.2. u bir klasik 6lglim ise her bir 6 T-fonksiyonu dizisi x dizisini igerir

ve 00 x4, 0’nm uygun T-fonksiyonu ile quasi-leiimiidiir. [29]

Teorem 4.3.3. 1 bir R halkas: iizerinde u (@) = 0 olacak sekilde bir quasi toplamsal
olsun. z hem R halkast iizerinde alttan siirekli hem de @’ de iistten siirekli ve sonlu

ise; 1, R halkasi iizerinde quasi-6l¢iimii olur. [29]

Sonug 4.3.1. Bir halka lizerinde quasi toplamsal bulanik 6l¢lim bir quasi-6l¢iimiidiir.
[28]

Teorem 4.3.4. A # 0 olsun. Her bir A - bulanik dl¢iimii g, , uygun T-fonksiyonu

In(L+ Ay)

0,(y)=""

, ye[0,supg,]

k keyfi bir sonlu pozitif gergel say1 olmak tizere

kAx _1
L Xe [0, oo]

0;(x)="

ile 8,0 u bir bulanik dlgiimdiir. [29]

Ornek 4.3.2. X ={a,b}, F =P(X) olsunve g,

0 , E= ise
, E={a} ise

E =
9: () , E={b} ise
1 , E=X ise

O halde g, bir A =5 parametresiyle A - bulanik dl¢iimdiir. Eger

In(L+Zy) _ In(1+5y)
In(L+ 2) In6

0,(y)=

alirsak, o zaman
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0 , E=T ise
0.387 , E={a} ise
‘9409/1 E)= ]
0.613 , E={b} ise
1 , E=X ise

olur. 6, o g, bir olasilik Slgiimiidiir. [29]
Sonug 4 3.2. Bir yari halka tizerinde A - kurali, sonlu A - kuralina esittir. [29]

Sonug 4.3.3. Bir yar1 halka tizerinde her bir A - bulanik 6l¢tim, siireklidir. [29]

Sonug 4.3.4. Bir yar1 halka tizerinde siireklilik ile A - kurali ayn1 zamanda o - A -

kuralina esittir. Boylece bir halka iizerinde A — kuralini saglayan bulanik 6l¢tim bir A

- bulanik 6lgtimdiir. [29]
Sonug 4.3.5. Bir R cebiri iizerinde diizgiin bir A - bulanik 6l¢iim, g, ise 0 zaman

her bir E€R i¢in wE)=1- g,(E), N’ de diizgiin bir X - bulanik Sl¢iimdiir ve
parametresi 1 = _ A o goredir. [29]
A+1

4.4. Giivenirlik Ol¢iimleri ve Makul Ol¢iimler

Tamm 4.4.1.P(P(X)), P(X)in kuvvet kiimesi olsun. Eger p, (P(X),P(P(X)))
iizerinde bir ayrik olasihk Slgiimii ve p({@})=0 ise ozaman u:P(X)—[0,]
kiime fonksiyonu, VE e P(X) i¢in x(E)=p({E}) olarak tammlidir ve P(X)
iizerinde bir basit olasilik atamast diye adlandirilir. [6,13,29,31]

Teorem 4.4.1. Bir kiime fonksiyonu olan z: P(X ) —[0,1] bir basit olasilik atamasidir

ancak ve ancak x(@)=0 ve D, u(E)=1dir. [29]

EeP(X)

Tamm 4.4.2. Eger 4, P(X)iizerinde bir basit olasilik atamasi ise 0 zaman
Bel: P(X) — [0, 1] kiime fonksiyonu kesindir, her E — P(X) icin

Bel(E) = > m(F)

FcE

ve (X,P(X)) iizerinde bir giivenirlik (belief) &l¢iimiidiir. [6,13,29,31]
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Not 4.4.1. Sayilabilir bir E kiimesinin kardinali |E| ile gosterilir.

Teorem 4.4.2. Eger Bel(X,P (X)) iizerinde bir giivenirlik 6lgiimii ise o zaman
i) Bel(@)=0

i) Bel(X)=1

i) {El, E,.. En}, P(X ) > in sonlu alt siniflar1 olmak tizere

Bel (q Eij > > (-1)"™Bel (ﬂ Eij

Ic{l,...,n}H 122 iel

Iv) Bel, iistten siireklidir. [29]

Teorem 4.4.3. Her giivenirlik (belief) 6l¢limii, monotondur ve {ist toplamsaldir. [29]

Teorem 4.4.4. X, sinirh olsun. Eger m: P(X ) T [0, 1] kiime fonksiyonu asagidaki

sartlar1 saglarsa

i) m@)=1

i) m(x)=1

i) m (U E)> Z (—1)"'+1y(ﬂ Eij, burada {El, E,... En}, P(X) > in smirh
i-1

Ic{L,...n} 1 20

iel

alt simiflaridir. O zaman, g kiime fonksiyonu

1 (E)= D (-1)*Fm(F), (her E € P(X)igin)

FcE

i¢in kesindir ve bir basit olasilik atamasidir. m, «’ den ¢ikarilmis giivenirlik 6l¢timii

olmak zorundadir

m(E) = Bel(E) = ) u(F)’ dir. [29]

FcE

Tanim 4.4.3. Eger m, P(X) iizerinde, bir basit olasilik atamasi ise 0 zaman

Pl: P ( X ) — [0, 1] olarak taniml1 kiime fonksiyonu, her E € P ( X ) icin

PIE)= D, wu(F)

FNE#J

(X P ( X ))ﬁzerinde makul (plausibility) 6l¢iim olarak adlandirilir. [6,13, 29, 31]

49



Teorem 4.4.5. Eger Bel ve PI bazi basit olasilik atamalarinda tanimli giivenirlik ve

makul Ol¢iimleri ise 0 zaman

i) Bel(E) =1 PI(E)
ii) Her E « X i¢in Bel(E) < PI(E)’ dir. [29]

Teorem 4.4.6. Eger PI, (X P (X ))iizerinde bir makul élgiim ise 0 zaman

i) PI(®)=0

i) PI(X)=1

iii) PI(ﬁEi)g > ()"™PI (UEJ, burada {E,,E,,...,E,}, P(X) in
i=1 1c{1,2,...,n} 120 iel

sinirl, alt siniflaridir.

iv) PI alttan siireklidir. [29]

Teorem 4.4.7. Her makul 6l¢iim monoton ve alt toplamsaldir. [29]

4.5. Olasihk Olgiimleri ve Gereklilik Ol¢iimleri

Tamm 4.5.1. 2, T iizerinde bulanik toplamsaldir (veya f - toplamsaldir ) ancak
ve ancak T keyfi bir indeks kiimesi ve { E, |t € T}, © {izerinde bir alt sinif olmak

uzere

ﬂ(UEt}Supu(Ei).

ieT ieT
Eger © bir sonlu smifsa, g’ nin T iizerindeki f- toplamsalligi, E, €T,

E,eT, E,UE, €T olmakiizere asagidakine esdegerdir

(B, UE, ) =max | u(E,). u(E,)} (2933

Tanim 4.5.2. 1’ ye C ilizerinde genellestirilmis olasilik (possibility) dl¢timii denir
ancak ve ancak ‘‘0’’(birlesim) islemi ‘C fizerinde f - toplamsaldir ve WE) < o

olacak sekilde E €' C vardur.
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Genellikle bir genellestirilmis olasilik 6l¢iimii 7 olarak belirtilir. [29, 33]

Tamm 4.5.3. Eger n, P(X) iizerinde bir genellestirilmis olasilik dl¢iimii olarak

tanimlanmissa, f fonksiyonu X iizerinde her X € X i¢in su sekilde tanimlanir

f(x)=n({x})
bu fonksiyonuna ise yogunluk ( olasilik) fonksiyonu denir. [29,33]
Teorem 4.5.1. T {izerindeki herhangi bir genellestirilmis olasilik 6l¢imii olan T,
T iizerinde bir alt yar1 siirekli bulamik 8lgiimdiir. [29,33]

Tamm 4.5.4. P(X ) iizerindeki diizgiin bir genellestirilmis olasilik Sl¢iimii olan ’ye

olasilik Ol¢iimii denir[29, 33] .

Teorem 4.5.2. Eger f, bir olasilik 6l¢timii olan n” de yogunluk fonksiyonu ise

sup f(x)=1" dir. (*)

xeX

Tersine, Eger bir f: X — [0, 1] fonksiyonu (*)’1i saglarsa f, bir @ olasilik
Ol¢iimii iizerinde tek olarak tanimlanabilir ve f , & lizerinde yogunluk fonksiyonudur
[29,33].

Tamim 4.5.5. Bir basit olasilik ayrisimina uyumludur denir ancak ve ancak “‘0”’

islemi, bir kiime {izerinde yogunlasir. ( Buradaki bir sinif, tamamen kiimelerin

birlesim bagintisi tarafindan diizenlenmistir.) [29, 33]

Teorem 4.5.3. X, sonlu olsun. O zaman herhangi bir olasilik 6l¢timii bir makul
Ol¢iimdiir ve yondes basit olasilik ayrigimi uyumludur. Diger taraftan, makul dl¢timii

uyumludur ve basit olasilik ayrisimi bir olasilik 6l¢timiidiir.

Tanim 4.5.6. Eger =, P(X) tizerinde bir olasilik Sl¢timii ise onun ¢ift kiime

fonksiyonu v her E € P(X) icin sOyle tanimlanir
V(E) =1 - n(E)

ve buna P ( X ) tizerinde gereklilik 6lgtimii denir. [29, 33]
Teorem 4.5.4. Bir kiime fonksiyonu olan v: P ( X ) — [0, 1] bir gereklilik 6l¢timiidiir
ancak ve ancak T bir indeks kiimesi, {E;|t € T} P(X) > in bir alt sinifi ve v(@) =0
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olmak iizere; V(ﬂ Etj = itnI V(E,) sarti saglanir. [29,33]

teT

Teorem 4.5.5. Herhangi bir gereklilik 6lgiimi, bir {ist yar1 siirekli bulanik 6lgiimdiir.

Bundan bagka eger X sonlu ise o zaman herhangi bir gereklilik 6l¢iimii giivenirlik

6l¢iimiiniin 6zel bir 6rnegidir ve yondes basit olasilik ayrisimi uyumludur. [29, 33]

4.6. Sonlu Bulanik Olgiimlerin Ozellikleri

Bu boliimde biz, bir ‘C sinifi olarak F , o - halkasini alacagiz.

Teorem 4.6.1. Eger p bir sonlu bulanik dl¢iim ise 0 zaman, limiti olan herhangi bir
{E,} dizisi ve {E,} < Figin Iirmu(En) =,u(|irfn E,)’ dir. [29]

Tanim 4.6.1. 4, ayrintilidir ancak ve ancak F ’ deki kiimelerin herhangi bir ayrik
dizisi olan {E, }igin; lim x(E,)=0 dur. [29]

Teorem 4.6.2. Eger u, bir sonlu ist yari siirekli bulanik 6l¢iim ise 0 zaman
ayritilidir. [29]

Sonug¢ 4.6.1. Olgiilebilir uzay iizerindeki herhangi bir sonlu bulanik 6l¢iim ayrin-
tilidur. [29]
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5. BOLUM
LATIiSLER

Bu béliimde 6zel tiirde kismi siralama bagintisiyla elde edilmis olan latisler
hakkinda temel tanim, teorem ve drneklere yer verilmistir [2,6,11,24,25,32].
Tanm 5.1. Bir L kismi sirali kiimesinde VX, y €L igin {X,y} kiimesinin ekiis’i
ve ebas’1 varsa, L ’ye bir latis denir. Yani (L,S) kismi sirali kiimesi verildiginde
VX,y el igin

ekiis{x, y} =sup{x, y}=xvyelL

ve ebas{x, y}=inf{x,y}=xAyelL
oluyor ise L ’ye latis denir.

Genellikle bir latis de XV Y =ekiis{X, Yy} ve XAy =ebas{X, y} kisaltma-

lar1 kullanilir.
Bir L latisinde VX, Y,z € L noktalar1 i¢in

) X<XVY, Yy<Xvy
i) X<YveZ<Yise XVZIY
i) XAYSX, XAY<Yy
iv) X<Y ve X<Z ise XS YAZ

ozelliklerinin dogrulugu tanimdan agiktir. [2,11, 25]
Ornek 5.1.(Z,S), < siralama bagintisiyla Z tamsayilar kiimesi bir latistir.[Z,ll, 25]

Ornek 5.2. Bir X # kiimesi igin (P(X),g) kiimesi bir latistir. Gergekten

B,CeP(X)i¢in BvC=BUC ve BAC=BNC oldugu agiktr. [2,11,25]
53



Teorem 5.1. Bir L latisinde VX, Y, Z € L noktalari i¢in
i) XvX=X

i) XAX=X

) Xvy=yvX

IV) XAY=YAX

v) (xvy)vz=xv(yvz)

Vi) (XAY)AZ=XA(YyAZ)

vii) (Xvy)Aax=x

viii) (XA Y)v x=x dir. [2,11,25]

Ispat: Burada sadece (vi) ve (vii) nin ispat1 verilecektir.

Vi) XA(YAZ)<X ve XA(YAZ)SYAZ igin YAZSY=XA(YAZ)SY

oldugundan dolay1
XA(YAZ)SXAY
elde edilir.

Benzer diisiinceyle, XA(YAZ)SYAZ igin YAZSZ=XA(YAZ)<2Z

olur ki buradan da
XA(YAZ)S(XAY)AZ
elde edilir. Yine yukaridaki yola paralel olarak (X A y) ANZSXA ( YA Z) olur.

O halde < nin ters simetrik olusundan dolay1 (X A Y) ANZ=XAN ( yn Z) esitligi
bulunur.

vii) ebas({xv Y, X}) =X oldugunu gostermeliyiz. X< XV'Y ve X <X oldugundan
X, $0z konusu kiimenin bir alt siniridir. {X\/ Y, X} kiimesinin Z gibi herhangi bir alt
sinirint alip Z <X oldugunu gostermeye ¢alisalim. Z<XV'Y ve Z < Xolmast ile
istenilenin saglanacagi aciktir. O halde (X \% y) AX=X ¢ikar. Diger esitliklerin

ispat1 agiktir. [2, 11, 25] ]
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Teorem 5.2. Bir A # < kiimesi tizerinde Teorem 5.1 deki 6zellikleri gergeklestiren

ve A,V ile gosterilen ikili iglemi verilmis olsun.

Bu durumda VXx,yeA i¢in X< Y<>XVY=Y olarak tanimlanan <

bagintis1 A kiimesi lizerinde bir kismi siralama bagintist olusturur ve ayrica (A, S)

bir latistir. [25]

Ispat: 6ncelikle < bagintisiin kismen siralama bagitis1 oldugunu gosterelim.

1) VXeA igin XV X=X oldugundan x<x olur.

i) X<y ve X=Y oldugunu varsayalim. O halde Xvy=y ve yvX=X yaz-
abiliriz. Simetri o6zelligi geregince XvYy=YywvXx oldugundan dolayr X=Y elde
edilir.

iii) X<y ve y<z oldugunu varsayalim. Tanim geregi YVZ=2Z ve Xvy=Y

yazabiliriz ve boylece simetri 6zelliginden
xvz=xv(yvz)=(xvy)vz
=yvz=z
oldugunda X <7z elde edilir.

Simdi bu kismi siralama bagintisina gére A nin bir latis oldugunu gostermek
icin xv y=ekis ({X y}) , XAy =c¢ebas ({X y}) esitliklerini gostermeliyiz. Bunun
icin birinci esitligin gosterilmesi yeterli olacaktir. Digeri de benzer benzer yolla

gosterilebilir. XV (X Vv Y)=(XVvX)vy=XVvy den X<XVY elde edilir. Benzer

yollada Y < XV'Y oldugu goriiliir.

Z, {X, y} kiimesinin herhangi bir {ist sinir1 olsun. Boylece X<z, Y<Z
Xvz=zveyvz=z igin(Xvy)vz=xv(yvz)=xvz=zolur ki Xvy<z
oldugu gériiliir. O halde x vy =ekiis({x, y}) dir. [25] n

Teorem 5.2 bir latisin gercekte bir cebirsel yap1 oldugunu géstermektedir. Bu

sekilde verilen tanimlama sekline latisin cebirsel tanimi adi verililir. [25]

55



Ornek 5.3. Bir kiimenin alt kiimelerinden olusan ve A,BeL i¢cin ANBelL ve

AuUBeL kosullarim1 gergekleyen bir L # & kiime takimina kiimeler latisi adi

verilir.

Bir L kiimeler latisinde A,Bel i¢cin AvB=AUB ve AAB=ANB
olarak tanimlanan v, A ikili bagmtilar1 Teorem 5.2 nin kosullarini saglar. O halde
L iizerinde A<B<AuUB =B olarak tanimlanan < bagintis1 bir kismen siralama
bagintisidir ve bu islemle birlikte L kiime takimi bir latis olur. Burada ki <

bagintisinin gergekte kapsama bagintisi oldugu agiktir. [25]
Tamm 5.2. A bir latis ve @=B< A olsun. Eger her X,ye B i¢in; XvyeB

ve XAY e Boluyorsa B’ ye A ’mn bir alt latisi denir. [25]

Ornek 5.4. (R,S) kismen sirali bagintist bir latistir. R *nin herhangi bir B =& alt
kiimesi de R ’nin bir alt latisidir. [2,11, 25]

Ornek 5.5. Bir X #& kiimesi icin (P(X),g) latisini ele alalim. Bu durumda
X ’in alt kiimelerinden olugan herhangi bir kiimeler ailesi latisinin P ( X ) ’in bir alt

latisi oldugunu gostermemiz kolaydir. [2,11, 25]

Tanim 5.3. (L ,S) bir kismi sirali kiime olsun. VA c L igin
SUpA=vAelL

ve inffA=AAel

oluyorsa L ye bir tam latis denir. [2,11,25]

Teorem 5.3. (A,S) bir kismi sirali kiime ve B C < A olsun. B ve C ’nin en

biiyiik dgeleri var ve bunlar sirastyla b ve ¢ ise b<colur. [2,11,25]

Ispat: VX e€C igin X< ve be BcC = beC oldugundan b <c ¢ikar.

Bu teorem en kiigiik 6geler i¢in soyle uyarlanabilir: B < C, B ’nin en kiigiik

gesi d ve C ’nin en kiigiik 6gesi e ise e<d olur. [2,11,25] m
Teorem 5.4. (A,S) kismi sirali kiimesinin B < C olacak sekilde iki alt kiimesi
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verilsin. C "nin her bir iist sinir1 B *nin de bir iist simiridir. Ayricaekiis(B)ileekiis(C)
var ise ekis(B)<ekiis(C)dir. [2,11,25]

Teorem 5.5. Kismi sirali bir A kiimesi i¢in asagidaki kosullar birbirine denktir.
i) A ’nin bos olmayan ve iistten sinirh olan her B alt kiimesinin ekiis’i vardir.

ii) A ’nin bos olmayan ve alttan sinirli olan her B alt kiimesinin ebas’ii vardir. [25]

Teorem 5.6. Bir A kismi siral1 kiimesi en kii¢lik ve en biiylik elemanlara sahip olsun.
Oyle ki asagidaki iki kosul bir birine denktir.
i) A nin her alt kiimesinin ekiis’ii vardir.

ii) A nin her alt kiimesinin ebas’1 vardir. [24]
ispat: (i) = (ii): (i) kosulunun dogru oldugunu varsayalim. A ’nimn ve & nin

ekiis’ii vardur. ekiis(A)=M ve ekiis(&)=m olsun. m, A "nin en kiigiik elemanidir.

O halde Bc A verilsin. Eger B=O ise, ebas(B)=M dir. Fakat B=& ise, B

kiimesi m ile alttan sinirli oldugundan Teorem 5.5 ’e gore B ’nin ebas’1t vardir.

Boylece (ii) elde edilir. Benzer sekilde (i1)) => (i) de elde edilir. [24] ]
Ornek 5.6. X #& kiimesi igin P(X) iizerinde < bagintisma gore bir latis
olusturdugumuzu Ornek 5.1 den hatirlayalim. B kiimesi P ( X ) in bir alt kiimesi ise
bu durumda ﬂ Be P(X) eleman1 B’ nin en kiigiik st sinir1 olur. Dolayisiyla
(P (X), g) bir tam latis olmaktadir. [24]

Tamm 5.4. (L, <) bir latis olsun. ¥x,yeL igin

xv(yaz)=(xvy)a(xvz)
oluyorsa L ye dagilimli latis denir. [25]
Tamm 5.5. (L ,S) bir latis olsun. L nin bir en kii¢iik ve bir de en biiyiik elemani

varsa, bu durumda L ye smirli latis denir. Bu en kiiciik ve en biiyiik elemanlar

sirastyla 0 ve I ile gosterilecektir. Bu durumda simrli L latisi (L,S,O,I) ile
gosterilir. [25]
Tamm 5.6. L bir latis ve ¢:L — L bir déniisiim olsun. Va,beL icin

) aAra=0vea’va=lI
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iy a<b ise a°>b°
i) (a°) =a
kosullar1 saglaniyor ise ¢ doniisiimiine L’ de tiimleyen déniisiim denir [24].
Tamm 5.7. (L ,S,O,I) sinirl latis olsun. VXe€ L ve 3y eL icin
Xvy=I ve xAny=0

oluyor ise L ’ye tiimlenebilir latis ve x’e de tiimlenebilir eleman denir.[25]

Tamim 5.8. L, tiimlenebilir dagilimli bir latis ise L latisine Boole latisi ya da

Boole Cebiri denir.

Verilen bir L Boole Cebirinde OeL ve IeL elemanlar tektir. Burada

yeLye, x in timleyeni denilecektir [24].
Tamm 5.9. (L ,<,0,I) siirh latis ve c:L —L, c(a)=a° fonksiyonu verilsin.

Va,bel i¢in
c\° ¢ c c
(a ) =ad vye (a/\b) =a‘vb
oluyorsa L °ye De Morgan Cebiri denir. [25]
Tamm 5.10. (L ,g) bir tam latis olsun. V{xi : ieI} cL ve yel igin

v(xny)=(yx)ay

iel iel

oluyorsa L dagilimli tam latisine, Tam Heyiting Cebir denir [25].
Tanim 5.11. (L,S) bir latis olsun. Bu durumda L kiimesindeki a,beL ve
a<b icin {X eL:x<bwveacx< X} kiimesine L de ki bir aralik denir ve [a,b]

seklinde gosterilir. [25]
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6.BOLUM
OLCUMLER ARASINDAKI ILISKILER

Bu boliimde, klasik 6l¢iim, bulanik 6l¢iim ve latis degerli 6l¢lim arasindaki
iligkiler incelenmis olup yapilan ¢alismalara [10,14,16,19, 20,25, 26, 32,33] ek olarak

benzer yollarla klasik 6l¢iimdeki bazi tanim ve teoremleri latis degerli 6lglim ve

bulanik dl¢lime tasimaya calistik.

6.1. Klasik Ol¢iim ile Latis Degerli Ol¢iim Arasindaki Iliski

Latis kiimeler ile klasik kiimeler arasindaki temel fark, latis kiimelerinin
supremum veya infimuma sahip olma zorunlulugunun olmasidir. Eger bir kismi sirali
kiime sadece supremuma sahipse iist yar1 latis, sadece infimuma sahipse alt yar1 latis,
her ikisine birden sahipse latis adin1 alir. Ayrica verilen bir latis kiimesinin tiim alt
kiimeleri infimum ve supremumu kendisine ait ise bu latise tam latis adi verilir.
Fakat klasik kiimelerde bu tarz bir sinirlandirma yoktur. Bu kisimda klasik kiimeler

tizerindeki baz1 yapilar latis kiimelerini kullanilarak ifade etmeye ¢alistik. Bu alanda

bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu tezde onlardan bazilarina da yer verilmistir. [14,19, 20]

6.1.1. Latis Degerli Kiimelerde Temel Tamim ve Islemler

Tamm 6.1.1.1. L ve L latisleri i¢in latis islemlerini koruyan ve L den L" latisine
bire-bir ve orten olan bir dontisiim varsa, buna latis izomorfizma ya da kisaca

izomorfizma denir.

EgerL den L latisine bir latis izomorfizmas1 varsaL, L™ latisine izomorfiktir

denir ve L= L" ile gosterilir. [19]

Tamim 6.1.1.2. Eger XAy =X veya denk olarak xvy=y ise x<y yazabiliriz ve
bu siralamaya gore L latisinin herhangi bir A alt kiimesi SUpPA=VA ve
inf A=AA y1 igeriyorsa L latisine tam latis denir. Bir tam L latisi I ve O ile

gosterilen 1 ve 0 ile temsil edilen maksimum ve minimum elemana sahiptir. [19]
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Tamm 6.1.1.3. Eger ¢, L latisinin bir alt latisi ise L’ye £ ’nin bir genislemesi
denir. Eger L ’nin bir alt latisi olan L, L ’nin / alt latisini ve L ’nin M alt kiimesini

iceren minimal alt latis ise L latisine, M’ yi eklemekle elde edilen ve

L = ((M ) ile gosterilen ¢ ’nin latis genislemesidir. [19]

Tamm 6.1.1.4. (L,c) bir tam latis olsun. V{x, : ieI}cL ve yeL igin

i\e/l(xi /\y):(i\e/lxi)/\y

oluyorsa L dagilimli tam latisine, Tam Heyiting Cebir denir [20].

Lemma 6.1.1.1. L dagilimli bir latis olsun ve ayrica max L =1 ve minL =0 olmak
tizere; max/=maxM =1 ve min/=minM =0 olacak sekilde £ ve M, L’ nin

alt latisleri olsunlar. O zaman ((M)

n

L, = _\/l(ai Ab)iael, xeM,N=12,..
i=
Seklinde tanimli olan L, a esittir. [19]
Lemma6.1.1.2. maxL=1 ve minL=0 olacak sekilde L ’nin bir tam Heyiting

cebiri oldugunu varsayalim. Eger / ve M ,max/=maxM =1lvemin/=minM =0

olacak sekilde L ’'nin bir tam Heyiting alt cebiri iseler

E(M)z{v(a. %):ael,xeM,Iindis kUmesi}

iel

¢ ve M yiigeren L ’nin minimal tam Heyiting alt cebiridir. [19]

Tamm 6.1.1.5. L bir tam latis olmak tizere asagidaki sartlar saglaniyorsa

i) VAelL icin A°eL

i) VA, el igin \OO/(Ai)eL

i=1
L tam latis kiimesine, latis degerli o -cebiri denir. [14]
Tanmm 6.1.1.6. 4, G( L) latis degerli o -cebiri lizerinde tanimli bir fonksiyon olsun.

Bu durumda
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i) 1(2)=0
i) Vf,geG(L) igin 4(f),1(9)=0 dyleki f Sg:u(f)ﬁu(g)

iii) Vf,gea(L) igin p(fva)+u(fag)=p(f)+u9)
iv) Eger f, co(L),neNve f<f,<...<f <.., ig:in,u((o/(fn)jzlim,u(fn)

n=1

Sartlar1 saglantyorsa u ye latis degerli 6l¢iim denir. [14]

Onerme 6.1.1.1. X latis degerli evrensel kiime olmak iizere, latis degerli kiimeler

de v,A vetimleme islemleri asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(Terslenebilirlik) :  (L°) =L

( idempotentlik) : LvL=L ve LAL=L

(Yutan Eleman) LvX=X, LAD=C

( Ozdeslik) : LAX=L, Lvd=L
LvX=X , LAD=0

(Degisme Ozelligi): LvL =L vL

LAl =LAl

(Birlesme Ozelligi): V E V ( LS )j -V ( LS )

teT \_se$,

/\(/\(Ls)} A (L)
teT \ se$, se\ S

teT

(Dagima Ozellizgi);:  (LAL)V(L AL)=(LvL)AL

ve daha genel olarak vihAaL)= (\/L[ j AL

teT teT
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(De Morgan Kurali): ( v ( I—t ))C = AN ( L? )

teT

(A (L)) =y (1)

Burada klasik kiimelerden farkli olarak W, m yerine v, A islemleri kullanil-
mustir. Yukaridaki ozellikler klasik kiimedekine benzer olarak ortaya konmustur ve

kiime ozellikleri klasik kiimelerde oldugu gibidir. Ancak kiime islemlerinde en
belirgin fark LAL=Q ve LvL=X dir. Bu durum latis degerli kiimeler i¢in

gegerli oldugu halde klasik kiimelerde gegerli degildir. [19, 20, 24, 25]

Onerme 6.1.1.2. L, ve L, latis degerli kiimeler olmak iizere asagidaki ifadeler

birbirine denktir.

)L cL,
i) Ly, =L,
i) LAL =L,.

Onerme 6.1.1.3. L, ve L, bos kiimeden farkli latis degerli ayrik kiimeler ise

L, AL, #& dir. Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir.

o0

Onerme 6.1.1.4. { L, }n:1 latis degerli kiimelerin bir dizisi olmak tizere

limsupL, = Av/(L) ve liminfL, = A (L)) dir
n=li=1 n=li=1

Ornek 6.1.1.1. X ={a,b}, (a<b) ve {L,} _, latis degerli kimelerin bir dizisi

olmak tlizere

L =

n

vi{a,b} ; ngiftise
~{a,b} ; ntek ise

L=a, L,=b, Ly=a, L,=b ... olacagindan

62



limsupL, = A v (L) = A({a} v (b} v {a) v (b)) = & {b) =

n=li=1
o0 o0 0] [0.0)

liminf L, _\//\(L ) v ({a}~{b} a{a} a{b}..)=\/{a}

n=1i=1 n=1 n=1

elde edilir.

Ornek 6.1.1.2. { L, }::1 tam latis degerli kiimelerin bir dizisi olmak tizere

C
(Iimsup Lnj = liminf L®

n n

oldugunu gosterelim.

limsupL, _%Q(L) /Oil(anLvaMv...)

Iimnsuan =(LvLvLv.)Aa(LvLvLv.)A..

esitliginin her iki tarafinin tiimleyenini alirsak

C

("mnSUan) :((leL2vL3\/...)/\(L2vL3\/L4v...)/\...)
Ll\/L2 |_3\/) (LQVLSVL4\/...)C\/...

IlmsupL

IlmsupL

I|msupL

(imsuot. | =
[imsot, | =
(imsupt, | = A(L)
[ims, | =1
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Ornek 6.1.1.3. "rfn ( Lv L, ) =Lv (Iirfn L, ) oldugunu gosterelim.

o oo

lim(LvL,)=Av(LvL)

n=li=1

@(LVLH){;C(L)JV[;C(L‘)J

n=li=1 n=li=1
im(LvL,)=Lv(iimL, ).

6.1.2. Latis Degerli Karakteristik Fonksiyon

Tammm 6.1.2.1. X latis degerli evrensel kiime ve L latis degerli bir kiime olmak

lizere VX e X igin X karakteristik fonksiyonu

m , XelL ise
X, = )
0 , xelL ise

seklinde tanimlanir. Burada L; =supL, ve L, =inf L, =0 olmak iizere msayzsi,
n n

L, <m< L, arahigmdaki degerleri alabilir.

Onerme 6.1.2.1. Latis degerli kiimeler ile onlarin latis degerli karakteristik fonk-

siyonlar1 arasinda VX e X igin

) L=L e X, (x)=X,(x)
i) L, & X, (X)<X_ (x)
i) X, =L ve Xg5=Lg
seklinde bir iligki vardir.

Onerme 6.1.2.2. Latis degerli kiimelerdeki islemler ile latis degerli karakteristik
fonksiyonlar arasindaki iliski, {t ‘te T} indeks kiimesi olmak {izere
i) X =L, vL,

Liul,

64



XULt =LvLvLv.vL..=supX_

teT
teT

i) X =L, AL,

LinL,

XﬂLt = Ll/\LZ/\LB/\"'/\L("':itQI XL,

teT

iiiy SUPL, =L, olmak iizere X ¢ =L, =X =L, AX ¢ seklinde ifade edilir.
n

. — _ Cc

iv) XLl_Lz _XleLg _Ll/\LZ

v) XLlALZ - X(Ll—Lz)u(Lz—Ll) - X(Ll—LZ) v X (L-Ly) =(L1/\ L(Z:)V(Lz A Lf)

o0 0

Vi) XIimsuan = Xﬂ(ULn) :/_\1-\_/(XL”): IimSUp XLn
vii) XIiminfn L, — Xu(m_n) :\_/1{\(X|_n ) = I|rm|nf XLn

ve ayrica |imn Im mevcut ise Xlimn L, = Ii,fn X|_n dir.

6.1.3. Latis Degerli Kiime Siniflar

Tamm 6.1.3.1. X ’in latis degerli tiim alt kiimelerinin sinifina, X ’in latis degerli

kuvvet kiimesi denir ve LV (P ( X )) seklinde ifade edilir.

LV (ER), v ve A islemleri altinda kapali olan X ’in latis degerli alt
kiimelerinin bir sinifi olsun ve alt latis olarak da X *in LV (P(X )) =P(X) kuvvet
kiimesini i¢ersin. Ayrica v ve A islemleri LV (SR)Q P(X)oldugu zaman U Ve N

islemleriyle esdeger olarak dikkate alinacaktir. [26]

Tamm 6.1.3.2. X ’in bos olmayan bir LV (), latis degerli kiimelerinin olusturdugu

simifta VL, L, € LV (R) i¢in

) LvLl, eLV(R)
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i) L-L =L AL eLV(R)
sartlari saglaniyor ise, LV (R)” ye latis degerli halka denir.

Teorem 6.1.3.1. Latis degerli her halka simetrik farklar ve arakesit islemleri altinda
kapalidir ( Tersine simetrik farklar ve arakesit islemleri altinda kapali olan bostan

farklt her latis degerli siif, bir latis degerli halkadir.)
ispat: LV (), latis degerli bir halka ise 0 zaman VL, L, € LV (R) icin

) LAL =(L-L)v(L-L)=(LAL)v(L AL) esitliginde
(LALS)eLV(R) ve (L, ALY)eLV(R) oldugundan LAL, €LV (R)olur.

i) LaL=(LvL)-(LAL) esitliginde L vL,eLV(R) ve LAL LV (R)
oldugundan L, AL, € LV (%)olur ki istenilen elde edilir. Tersine

) LvL=(LAL)A(LAL)eLV(R)

i) L—L,=(LAL)AL €LV (R)

olacagindan LV (R), latis degerli bir halka olur. u

Tamm 6.1.3.3. X ’in bos olmayan latis degerli kiimelerinin sinifi olan LVO'(ER)

smifi i¢in

i) VL,L, e LVO'(SR) icin L-L, =L AL € LVO'(ER)

i) L, e LVo(R); n=1,2,3,.. isin \/(L,)eLVa(N)
n=1

oluyor ise LVO'(ER) smifina, latis degerli o -halka denir.

Onerme 6.1.3.1. Latis degerli bir o -halka, sayilabilir kesisimler altinda kapalidir
ve dolayisiyla LV o (R) latis degerli bir o -halka ve {Ln }:;1 S LVO'(?R) bir kiime

dizisi olmak tzere

limsup L, :;C(Li)e LVo (R)
n n=li=n
ve limsupL, =/\1V(Li)e LVo(R) i
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Ornek 6.1.3.1. X ’in tiim sonlu latis degerli alt kiimelerinin smifi, latis degerli bir

halkadir. Gergekten LV (‘R) , tim sonlu latis degerli kiimelerin bir sinifi olmak tizere
LV (R)={L,L,,....Li}ve i, j=1,2,3,...,n igin

i) Livk, e LV (R)

i) L —L; =Li/\LCJ- eLV(YR)

oldugundan LV (ER), latis degerli bir halka ifade eder.

Ornek 6.1.3.2. X = [0, OO) olsun. Smirli soldan kapali, sagdan agik araliklarin tim

sonlu birlesimlerinin sinifi, yani i\7/1{X 1 0<a <x<b < OO} formundaki tiim alt

kiimelerin sinifi latis degerli bir halkadir. Gergekten 6zel olarak L = [ai b ) = [O, i)

olarak segersek L, =[O,1) ve L, :[0,2) icin

i) L vL,=[01)v[02)=[02)

i) L,—L, =L, AL = [O,l) A [2, oo) = [0,1) olacag aciktir.

Tamm 6.1.3.4. X ’in bos olmayan bir LV (go), latis degerli kiimelerinin sinifi i¢in

asagidaki kosullar saglaniyorsa LV ((0) sinifina, latis degerli yar1 halka denir.

i) VL,,L,elLV (go) icin LyAL,elLV (gp)
ii) L,cL,’yisaglayan VL, L, elLV ((o) icin sonlu bir {CO,CI,...,CH};i =01,...,n,

C, €LV (¢) latis degerli kiime smnifi meveut olsun dyle ki
L=C,cC, c..cC, =L,
D,=C,-C,,eLV(p);i=12..,n.

Ornek 6.1.3.3. X = [0, oo) olsun. Tiim sinirl soldan kapali, sagdan agik araliklarin

siifi latis degerli bir yar1 halkadir.
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Tamm 6.1.3.5. X ’in bos olmayan bir LV (T), latis degerli kiimelerinin sinifi i¢in
i) VL,,L,eLV(T)igin L,vL,eLV(T),( yada L,aL,eLV(T))
i) VLeLV(T) i¢in L°eLV(T)

kosullar1 saglaniyor ise LV (’C’) siifina, latis degerli bir cebir denir.

Tamm 6.1.3.6. X in bos olmayan bir LVo(T), latis degerli kiimelerin sinifi i¢in
i) Xe LVO'((C’)

ii) VLeLVo(T) i¢in L° eLVo(T)

o0

i) n=12,...i¢in L, € LVG(@) olmak iizere L=\/(L,)eLVo(T)

n=1
oluyorsa LV o (T ) sinifina latis degerli o -cebir denir.
Teorem 6.1.3.2. Latis degerli bir cebir X ’i iceren latis degerli bir halkadir ve
tersine X ’i igeren latis degerli bir halka, latis degerli bir cebirdir.
Ispat: LV (R), X kiimesi iizerinde latis degerli bir cebir olsun. Bu durumda
VL, L, e LV (R) icin
. C
) L-L =LAl =(vL) eLV(R)
i) VLe LV (ER) icin X=LvL eLV (ER) olacagindan teoremin birinci kismi

tamamdir.

Tersine, LV (9%) , X ’iiceren bir latis degerli bir halka ise VL e LV (SR) i¢in

i) X-L=XAL =L° eLV(ER)

i) LvL®=XelLV(R)

oldugundan LV (R), latis degerli bir cebir olur. n

Ornek 6.1.3.4. Tiim sayilabilir latis degerli kiimelerin sinifi, latis degerli halkadur.
Tamm 6.1.3.7. Latis degerli bir o -cebir, X ’iigeren latis degerli bir o -halkadur.

Onerme 6.1.3.2. LV (R)latis degerli bir o -halka ise LV (ER)U{L L°elLV (iR)}

latis degerli bir o -cebirdir.

Tamm 6.1.3.8. Bos olmayan latis degerli kiimelerin bir M sinifinda her monoton
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{L,} =M dizisi i¢in limL, € M ise M ’ye latis degerli bir monoton sinif denir.

Onerme 6.1.3.3. Latis degerli bir o -halka, latis degerli bir monoton siniftir.

Ornek 6.1.3.5. Latis degerli bir halka ayn1 zamanda latis degerli bir monoton sinif

ise o zaman latis degerli bir o -halkadir.

Ornek 6.1.3.6. X = [O,oo) olsun. Tiim araliklarin sinifi ( bos kiime ve tek elemanh
kiimeler araliklar olarak ifade edilebilir: (a, a]:®, [a, a]={a} ) latis degerli bir
monoton siiftir.

6.1.4. Latis Degerli Klasik Ol¢iim

Tanim 6.1.4.1. X #OJ ve L, latis degerli bir kiime olsun. z: X — L fonksiyon-
una X iizerinde latis degerli fonksiyon denir. Ayrica L ={u: w:X —>L}, X

tizerindeki tiim latis degerli fonksiyonlarin bir sinifidir.

Tamm 6.1.4.2. LV (R), X kiimesinin alt kiimeleri iizerinde tanimli latis degerli

bir o -cebir ve x’de LV (SR) latis degerli o -cebir lizerinde tanimlanan genisletilmis

reel degerli bir fonksiyon olmak iizere

i) PelV(R)i¢in u(F)=0

ii) Eger VL, L, LV (R) igin #(L)>0 ve u(L,)=0 olacak sekilde L, L, ise
w(L) < (L)

i) LV (R) nin ikiser ikiser ayrik her {Ln }::1 dizisi igin supL, = CJ/ (L,)eLV(R)

n=1

n=1

olacak sekilde ,u((o/ (L, )J = i #(L,) oluyorsa z* ye LV (R)iizerinde latis degerli

n=1

klasik 6l¢tim denir.

(iii). kosul 4 ’niin sayilabilir toplamsalligi olarak bilinir. LV (SR) ‘nin ayrik

k Kk
her {Ln} dizisi igin /“[V (L, )] = Z,u( L,) olursa y &lgiimii sonlu toplamsal latis

n=1 n=1

degerli klasik 6lgtim olur.
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Onerme 6.1.4.1. LV (R) o -cebir iizerinde tanmimlanan latis degerli bir 6lgiim x

olsun. O zaman

) LcL, ve L,L,eLV(R)igin u(L)<u(L,)

n=1 n=1 n=1

i) Eger L, e LV (R),1<n<oo ve :)/(Ln)e LV (R) igin yE\OO/(Ln)jSi,u(Ln)
Onerme 6.1.4.2. LV (ER) o -cebir iizerinde tanimlanan latis degerli bir 6l¢im w

olsun. O zaman

i) Eger L, <L, ,1<n<oigin L, e LV(R)ise o zaman ,u(:j/(Ln)j= lim e (L,).

n—o
n=1

i) EgerL, o L, ..., i¢in (1<n<o) L, e LV (R), p(L) <o, i(Ln)e LV (9%)

n=1

ise 0 zaman y(;(Ln)j: lim z(L,)dr.

n=1 n— o
Ustelik g sonlu toplamsal dl¢iimii (i) vasitasiyla sayilabilir toplamsaldir.

Ornek 6.1.4.1. LV (R) o -cebir iizerinde sonlu toplamsal bir dl¢iim 4 Ve
L, L, €LV (%) igin

i) Ll ise (L) <u(l,)

i) u(Lvh)+u(LabL)=u(L)+ u(L,)

i) Eger L <L, ve p(Ly)<ooise p(L,—L)=p(L,)-p(L) dr.

6.1.5. Aralklar Uzerindeki Latis Degerli Lebesque Olciimii

X =R ve LV (R) de reel sayilar iizerinde bos kiimeyi ve soldan agik,sagdan
kapali araliklarin tiim sonlu ayrik birlesimleri igeren bir latis degerli o -cebir olarak
diistintilecektir. Bizim amacimiz LV (ER) o -cebir iizerinde latis degerli bir dl¢lim
elde etmektir. Bunun i¢in 6nce iki tane Lemma verilecektir ve ardindan da Teorem
6.1.5.1 ile LV (R), latis degerli o -cebir iizerinde latis degerli bir dlgiimiin var
oldugu gosterilecektir.

Lemma6.1.5.1. LV (‘R) X =R tlzerinde latis degerli bir o -cebir olmak iizere
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LV (SR) tizerinde bir M, 6l¢limiinii tanimlamak i¢in ihtiyacimiz olan bazi yapilari

inceleyelim:

(In )k ve (Jm )S , LV (ER) ’de ayrik araliklarin sonlu iki dizisi olsun.

n=1 m=1
Oyle ki

k S
\/(In) -V (‘Jm)_ L dir
n=1 m =1

k S

ZE(In) = ZE(Jm) ifadesinde ¢ uzunluk anlamima gelir. Oyle ki I, ler

n=1 m=1

reel sayilarda ki herhangi bir sinirli aralik olmak {izere n=1,2,...,k i¢in

(L, )=sup(I,)—inf(L,)

seklinde ifade edilecektir. Ayrica bos kiimenin ve tek nokta kiimelerinin uzunlugu

sifirdir. Oyle ki
((2)=((a.a])=sup((a,a])—inf((a,a])=a—-a=0

¢({a})=([a,a])=sup([a,a])—inf ([a,a])=a—a=0.

Ustelik
s k
(1)=D0(1,Ad,) ve £(3n)=D (1, AJ,)
m=1 n=1
k k
esitliklerini takip edersek LV (R) i¢in L=\ (In ) ise 0 zaman M, ( L) = Zﬁ(ln)
n=1 n=1

seklinde tanimlayabiliriz.

k S

Ayrica, Ll,LzeLV(iR) ve L cL, igin L:L:V(In) ve |—2:V(‘]m)
n=1

m=1

olursa 0 zaman

S

k
i) In:V(In/\Jm) ve JmD\/(In/\Jm)

m=1 n=1
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S k

i) g(ln):ZE(In/\Jm) ve E(Jm)EZE(In/\Jm)

m=1 n=1
olmak iizere My (L) <my (L, ) olacag: agiktir, m
k K
Lemma6.1.5.2. LeLV (R) icin L=/ (L) ise M, (L)= Zf(ln) olur. Buna
n=1 n=1

bagh olarak L,,L,e LV (R) ve L, <L, igin My (L) <my(L,) olacak sekilde latis

degerli m, 6l¢limii tanimlanabilir. |

Teorem 6.1.5.1. m,, LV (SR) o -cebir lizerinde latis degerli bir 6l¢timdiir. (m,:

latis degerli araliklar tizerindeki lebesque Ol¢limii olarak adlandirilir.)

ispat: LV (%) o -cebirindeki kiimelerin ikiser ikiser ayrik bir dizi (L) _ olsun.

Oyle ki C(Li)e LV (R) dir. O halde Vi igin (1<i<oo) I;; € LV (%K) olacak

i=1

m;

sekilde ikiser ikiser ayrik araliklarin sonlu bir dizi vardir. Oyle ki L, = \V4 (I i )dll‘.
j=1
0 n
Ayrica\/ ( L, ) =V (Ik )olacak sekilde ikiser ikiser ayrik I, € LV (‘R) aralig1 vardir.
i=1 k=1
00 k k m;
simdi vk iein V(L) 2V (L)=vv () dir. Lemma 6152
i=1 i=1 i=1 j=1
kullanilarak

Bunun tersini gdstermek igin Ik =\/ \/(Ik AL j) yapisinda bazi 1, ] ler igin
i=1 j=1
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E(Ik/\lij):oo olur ise mO(Li):oo olacagi aciktir. Bu nedenle Vi, j,k i¢in

E(Ik /\Iij)<oo segersek My [(o/(l—i )] = Zmo (I—i ) elde edilebilir.

i=1

.. k k
>0 1¢cin Ik/\Iij:(ali(‘j,b:(’j:' ve Ik /\Iij:(ai,j’bi,j:l olsun. Bu

&
] olur. [ak b, ] kompaktlig1 araciligiyla

Durumda [akibk]c\/\/[al J’bk 2.mI

i=1j=1

pozitif bir p tamsayisi vardir. Oyle ki

[ak,bk]cvv[a.,,bk Z.in_Jdir.

i=1 j=1

Bu nedenle

seklinde yazabiliriz.
I, 'nin herhangi bir kapal1 alt aralig [ak , bk] ve herhangi bir £ >0 igin
o M
)< ZZE(IK L)
i=1 j=1

olur. Sonug olarak



:iif(li,j) | (Ii,jz\n/(lku”) iginj

Ornek 6.1.5.1. £, R iizerinde monoton artan latis degerli bir fonksiyon olsun.

1) Eger (a,b]C\/(ai,bi) ise
i=1

(avh)u(anb)< S u(a, vb,)-u(a ab,) ai
i=1
i) Dﬂ (a, b] = ,Ll(a\/b)—,u(a/\b)olmak lizere Dﬂ, LV (‘R) o -cebir lizerinde

latis degerli bir lebesque olgiimdiir. Gergekten LV (ER) o -cebir lizerinde latis

degerli lebesque ol¢timiinii ,u(X) = X secersek istenilenin elde edilecegi agiktir.

Ornek 6.1.5.2. M, , araliklar iizerindeki latis degerli lebesque dlciimii LV (SR),

latis degerli o -cebir {izerindeki araliklar iizerinde, degismeyen bir doniisiimdiir.

Ciinkii Lemma 6.1.2.5.1 den tek nokta kiimelerinin dl¢imiimiin sifir oldugunu bili-

yoruz. Bundan dolay: herhangi bir x € R noktas1 ve LV (9%) deki VI araligi i¢in

m, (I) =m, (I + X) olacagi agiktir.

6.2. Klasik Ol¢iim ile Bulanik Ol¢iim Arasindaki liski

Bu kisimda klasik 6l¢tim ile bulanik Ol¢lim arasindaki iliski iizerinde

duracagiz ve klasik kiimelerdeki bazi yap1 ve kavramlarin bulanik kiimelerde nasil
insa edildigine sait olacagiz. Bu alanda bir¢ok calisma yapilmistir [25, 26, 32,33].
Klasik o6l¢iimde, klasik kiimeler {izerindeki cebir iizerinde, Ol¢iim kavramlari

tanimlanirken, bulanik 6lgtimde, bulanik kiimeler {izerindeki bulanik cebir lizerinde

bulanik 6l¢iim tanimhidir. Klasik dlgiimde m {iyelik fonksiyonu O ve 1 degerlerini

alirken bulanik olgimde m {yelik fonksiyonu [0,1] araligindaki tiim degerleri

alabilir.
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Bulanik ol¢limle klasik 6l¢iim arasindaki en onemli fark, bulanik 6l¢timde
klasik kiimelerdeki toplamsalligin yerine, daha esnek olan monotonluk ve siireklilik
gibi  kavramlarin gelistirilmesidir. Ayrica klasik Olglimiin, bulanik Glglime
genislemesi tek tiirli degildir. Bu kisimda bulanik 6l¢iim ile ilgili farkli tanimlara da

yer verecegiz.

6.2.1. Bulanik Kiime ile ilgili Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 6.2.1.1. X kiimesinin bulanik alt kiimelerinden olusan o C [0,1] bulanik
sinif1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa

i) Vae [0,1] , a sabit bir say1, 0yleki aeo

i) Vueo icinl-pueo

iii) (,Lln )neN ec” icin suUp i, e o

o sinifina, bulanik o -cebiri denir. [26]

Tamm 6.2.1.2. X kiimesinin bulanik alt kiimelerinden olusan o — F (X) bulanik

sinif1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa

i) 0, ea(Vx e X, ce[0,1] icin c, (x)=c)

i) Aco ise A°eo

i) A, Beo ise AuBeo

o smifina, bulanik cebiri denir. Burada eger (iii). kosulumuz {An }neN eo ise

UneN A, €o olursa o smifina, bulanik o -cebiri denir. [17]

Tamim 6.2.1.3. Eger m:o — R” = RU{o} olmak iizere
i) m(J)=m(0)=0

i) Viu,veo: u<v=m(u)<m(v)

iii) ,veo:m(uvv)+m(uvv)=m(u)+m(v)

iv) (#4,),, €O oyleki <, <...<p <...igin

SUp 44, = 1 => m(suwnj= m ()
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kosullar1 saglaniyorsa m ’ye genellestirilmis bulanik 6l¢iim denir. [26]

Tanim 6.2.1.4. S, L* de bir bulanik cebirve m: S — R, bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

) AeS iginnm(A)ZO ve m(®)=0

ii) A,BeS i¢in A<B iken m(A)<m(B)

iii) A,BeS i¢in m(AvB)+m(AAB)=m(A)+m(B)

kosullart saglantyorsa m’ye bulanik Sl¢iim, (X,S) ikilisine de bulanik dlgtilebilir
uzay denir. [25]

Tamm 6.2.1.5. m”, [O,l]x kiimesi lizerinde tanimlanan genisletilmis reel degerli bir

fonksiyon olmak tizere

i) m*()=0
i) £, < g igin m’ (,UA) <m’ (IUB)
jij) m’ [\/ﬂﬁn j <M (ﬂEn )
n=1 n=1
Sartlarin sagliyorsa m* fonksiyonuna bulanik dis 6l¢iim denir. [26]

Tanim 6.2.1.6. o, X iizerinde bir bulanik o -cebir ve m:o— R" =RuU{oo} olmak

iizere
i) m(2)=0

ii) Vi,veo veu<v igin m(u)<m(v)

i) Vv eo igin M(pvv)+m(uvv)=m(u)+m(v)

V) V(44,), €0 e igin (m(u,)) 0 m(u)ise (4,),.0 # dir.
v) m(1)=1

vi) m(1) <o

vii) Vae[0,1], a sabit, m(a)=a dur.

viii) V(u,) _, €0", ueo igin (m(,un)) [ m(,u) ise (p4,) 0w dir.

neN
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Bu tanimdaki (i), (ii) ve (iii) kosullar1 yerine geliyorsa m:o — R" = RuU{oo}

fonksiyonuna bulanik icerik denir. Buna ilave olarak (vi) kosulunu da sagliyorsa bu
durumda m’ ye sonlu bulanik igerik denir. Eger ilk dort sart saglaniyorsa m’ ye

bulanik 6l¢tim (vi) kosulunu da sagliyorsa m’ ye sonlu bulanik 6l¢iim denir. Ayrica

(1) ve (v) kosular1 saglantyorsa m ’ye bulanik olasilik dl¢iimii denir. [15]

Tanm 6.2.2.7. X kiimesinin bulanik alt kiimelerinden olusan o <[0,1] bulanik

sinif1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa

i) VA,Beo igin AvBeo

ii) VA,Beo i¢cin A-B=AAB ecco

o, bulanik kiime sinifina bir bulanik halka denir.

Teorem 6.2.2.1. Her bulanik halka simetrik farklar ve arakesit islemleri altinda
kapalidir ( Tersine simetrik farklar ve arakesit islemleri altinda kapali olan bostan
farkl1 her bulanik sinif, bir bulanik halkadir.)

ispat: o, bir bulanik halka ise 0 zaman VA,B € o icin

i) AAB=(A-B)v(B-A)=(AAB®)v(BAA®) esitliginde (AAB) e ve
(B AAC ) € o oldugundan AAB e o olur.

i) AAB=(AvB)—(AAB) de AvBeo ve AABeo oldugundan AABeo olur
ki istenilen elde edilir. Tersine

i) AvB= (AAB)A(A/\B) eoc

i) A-B=(AAB)AAeco

olacagindan o, bir bulanik halka olur. ]

Tamm 6.2.2.8. X kiimesinin bulanik alt kiimelerinden olusan o — [0,1] bulanik sinifi

asagidaki sartlar1 sagliyorsa
i) VA,Beo icin A-B=AAB®co

0

i) A, eon=12... icin VV(A)eo
n=1
oluyorsa o sinifina, bulanik o -halka denir.
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Tamim 6.2.2.9. X kiimesinin bulanik alt kiimelerinden olusan ¢ < [0,1] bulanik sinifi

asagidaki sartlar1 sagliyorsa
i) VA, Begp i¢cin AABeg

ii) VA,Beg veA<B i¢in {C,<C,<...<C,}; C ep mevcut olmak iizere

A=C,<C,<..<C,=B ve D =C-C_epi=12...n

seklinde yazilabiliyorsa ¢ bulanik kiime sinifina, bulanik yar1 halka denir.

Her bulanik halka bir yar1 bulanik halkadir ve bos kiime her yar1 bulanik
halkaya aittir.

Onerme 6.2.1.1. Bir bulanik o -halka, sayilabilir kesisimler altinda kapalidir ve

dolayisiyla o bir bulanik o -halka ve {An} € o bir bulanik kiime dizisi ise

[oelNee]

limsupA, = A/ (A, )eo
n n=li=n

ve liminf A, =\, A(A,)eo
n n=1 i=n

dir.
Onerme 6.2.1.2. ¢, bir bulanik o -halka ise, o U {A: AC e a} bir bulanik o -cebirdir.
Tanim 6.2.1.10. X ’in bos olmayan bir M bulanik sinifinda, her monoton bulanik

dizi {A,} =M igin limA, e M ise M ye bulanik monoton sinif denir.

Onerme 6.2.1.3. Bir bulanik o -halka, bir bulantk monoton siniftir.

Onerme 6.2.1.4. Bir bulanik halka ayn1 zamanda bir bulanik monoton sinif ise

bulanik o -halkadir.
6.3. Bilanik Ol¢iim ile Latis Degerli Ol¢iim Arasindaki iliski

Bu kisimda bulanik 6l¢iim ile latis degerli 6l¢im arasindaki iliskiye
deginecegiz. Latis kiimeleri bulanik kiimelerin daha genis bir ailesi oldugundan bu

boliimde bulanik kiimeler iizerinde yapilan ¢alismalari, latis kiimeleri yardimiyla

yeniden ifade etmeye ¢alisacagiz. Bulanik kiimelerde tiyelik fonksiyonumuz [0,1]
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araliginda degerler alirken, latis kiimelerin tyelik fonksiyonu[—oo,oo] arasinda

degerler alabilmektedir. Daha dnce [0,1] aralig1 iizerinde yapilan bir¢ok ¢alisma artik

bu kiimenin daha genel halini i¢inde barindiran latis kiimeleri iizerinde

yapilmaktadir. Bu ¢aligmalardan bazilarina bu kisimda deginecegiz. [10,14,16,19]

6.3.1. Latis Degerli Bulanik Kiimelerde Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 6.3.1.1. X bos kiimeden farkli herhangi bir kiime olmak iizere, X ’in alt
kiimelerinin herhangi bir o smifi i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa, o sinifina latis

degerli o -cebir denir.

i) VLeo i¢in L° e
i) n=1,2,... i¢in L, e o iken \/(L,) e .[14]
n=1

Tanim 6.3.1.2. o latis degerli o -cebiri ve m:o — RU{wo} olmak iizere
i) m(2)=0

i) VL, L, e, m(L,)>0, m(L,)>0 icin L, <L, =m(L)<m(L,)

i) V1,1 e o iken m(Lyv L) +m(L AL)=m(L)+m(L,)

v) n=12,..., L,eo ve L <L, <..<L, <..iken m( j

kosullar1 saglantyorsa m’ye latis degerli dl¢iim denir. [14]

Tamm 6.3.1.3. x, F latis degerli bulanik o - cebiri tizerinde tanimli bir fonksiyon

olmak tizere
i) ,u(@)zOL
i) A, BeF ,ACB:>,u(A)S,u(B)

i) A, AeF ,A 0 A=limu(A,)=pu(A)

n—>X

iv) A, AeF , A0 A, u(A)<l =>limu(A,)=u(A)

kosullar1 saglaniyorsa 4 ye latis degerli bulanik &l¢iim denir. [16]

Tamm 6.3.1.4. v ve A islemleri altinda kapali olan ve GF (X) ile gosterilen aile
i¢in
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i) GF (X), v ve A islemlerine gore tam Heyting cebiri

ii) GF (X), GF (X)’ in bir alt latisi olarak X ’in P(X) kuvvet kiimesini igerir
i) v ve A islemleri P(X)’de U ve n ile aymidir

Iv) VA eGF (X) icin Av X =X ve AAD = kosullari saglaniyorsa GF (X)’e

X ’in genellestirilmis bulanik alt kiimelerinin halkas1 denir. [19]

Tamm 6.3.1.5. Bir A, L -bulanik kiimesi, X i¢indeki her bir X 6gesiyle L, i¢cinde
ki bir 1, (X) 6gesini eslestiren , tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilir. Tiim L -
bulanik kiimelerinin ailesini LF (X ) ile gosterelim. Yani

LF (x):{ﬂA: p—JL, ¥xeX igin ,uA(X)eLX}.

xeX
Uy, 1y € LF (X)) igin
Hais (X) :IUA(X)VIUB (X)

Haqp (X) = Ha (X)/\ILIB (X)
dir.

Her birL, , L ‘ye esit alindiginda L —bulanik kiimeleri goguenin [10] L—

bulanik kiimelerine indirgenir. Eger bir L —bulanik kiimesinin {iyelik fonksiyonu

basit fonksiyon ise, bu L-—bulanik kiimesine basit kiime denilecektir. Yani;

i=12,...,n Ve u, (X)=A, olacak sekilde L ’nin {A;,A,,..., A, } seklinde bir sonlu
kiimesi ve X ’in {El,EZ,...,En}§eklinde bir sonlu bolintiisi varsa L —bulanik
kiimesine basittir denilecektir. X deki biitiin basit L —bulanik kiimeleri LS(X ) ile
gosterilecektir.[19]

Teorem 6.3.1.1. Her bir L, tam Heyting cebir ise bu durumda LF (X), X ’in

genellestirilmis bulanik alt kiimelerinin bir halkasidir.

Ispat: LF (X)’in Tanim 6.3.1.4 deki tiim sartlar1 sagladigim gosterecegiz.
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i) Her bir L, tam Heyting cebir oldugundan, LF (X), v ve A islemleri altinda
kapalidir. Bdylece LF (X)’in t.H.c. oldugu agiktur.

i) VAeP(X) 6gesine y, karakteristik fonksiyonu karsilik getirdigimiz zaman
Zx € LF (X) oldugundan LF (X),P(X)’i bir alt latis olarak kapsar. Yani
P(X)c LF (X) dir.

i) LF (X) icindeki v ve A islemleri P(X) icin U ve m islemleri ile degistiril-
diginde P(X)’in bir latis olacagi agiktir. Yani y, V ¥ = Xais V& Xa A Xs = Xacs

olur.

iv) LF (X) icindeki her bir A igin
sy (X)V sty (X) = =1
ve Ha () A s (X) = 1 =0
olmast AUX =X Ve An@ =@ olmasin ifade eder. [19]

Tamm 6.3.1.6. F , X kiimesinin tiim latis degerli bulanik kiimelerinin bir sinifi
olmak iizere

i) VAeF igin A° eF

i) VA,BeF icin AvBeF

oluyorsa F ’ ye latis degerli bulanik cebir denir.

Tamm 6.3.1.7. F , X kiimesinin tiim latis degerli bulanik kiimelerinin bir smifi
olmak tizere

) X,DeF

i) AcF iken A eF
iii) A, eF,n=12...,iken \/(A,)eF
n=1
oluyorsa F ’ye latis degerli bulanik o - cebir denir.

Tanmim 6.3.1.8. S < GF (X ) , genellestirilmis latis degerli bulanik sinifi
) T, X eS
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i) AeSigin AAA® =L, ve AvA® =L, oldugu zaman(AC)C =A, (AC ES)

iii) {A}_ ©Sigin \/(A)=L €S GF (X)

n=1
kosullarin1 sagliyorsa, S’ ye genellestirilmis latis degerli bulanik o -cebir denir.

Burada GF (X ) Nakajimanin tanimladig1 X ’in genellestirilmis bulanik alt kiimeler-
inin bir halkasidir ve ayrica L= {LX ixeX } olarak tanimlanan L, tam Heyting
cebirdir.L, =supA, e Svel, =inf A, € S olarak alinmistir. A€ S c GF (X) (xeX

i¢in) i¢in A latis degerli bir bulanik kiimedir, AAD =, Av X =X veS cGF (X ) ,

v Ve A islemleri altinda kapalidir.

Teorem 6.3.1.2. Her genellestirilmis bulanik halka simetrik farklar ve arakesit islem-

leri altinda kapalidir.

Ispat: GF (X)), genellestirilmis bir bulanik halka ise 0 zaman VA,B e GF (X) i¢in
i) AAB=(A-B)v(B-A)=(AAB®)v(BAA®)esitiginde (AAB®)eGF (X)
ve (BAA®)eGF (X) oldugundan AABeGF (X) olur.

i) AAB=(AvB)—(AAB) de AvBeGF (X) ve AABeGF (X) oldugundan

AABeGF (X) olur ki istenilen elde edilir. m

Tanmim 6.3.1.9. v ve A islemleri altinda kapali olan ve GF (X) ile gosterilen aile
i¢cin

1) GF (X) v Ve A islemlerine gore o -tam Heyting cebiri

i) GF (X ), GF (X ) ’ in bir alt latisi olarak X ’in P(X)kuvvet kiimesini icerir
i) v ve A islemleri P(X)’de v ve m ile aymdir

ivV) VAeGF (X) i¢gin AvX =X ve AT =0

V) VA,,A,BeGF (X) (n=12,...icin) igin AAB® cGF (X) Ve \/(A,)GF (X)

n=1

kosullar1 saglaniyorsa GF (X) smifina X ’in genellestirilmis bulanik kiimelerinin

o -halkas1 denir.
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Onerme 6.3.1.1. Genellestirilmis bir bulanik o -halka, sayilabilir kesisimler altinda

kapalidir ve dolayisiyla GF (X ) bir o -halka ve {An} e GF (X ) bir bulanik kiime

dizisi ise
limsup A, =/ A (A,) €GF (X)
n n=li=n
ve liminf A, = Av/(A,)€GF (X) dir
n n=li=n

Tamm 6.3.1.10. Genellestirilmis bir bulanik o -cebir, X ’i igeren genellestirilmis
bir bulanik o -halkadir.

Ornek 6.3.1.1. Tiim sayilabilir kiimeleri ve onlarin tiimleyenlerini igeren genellestir-

ilmis bulanik sinif, genellestirilmis bir bulanik o -cebirdir.

Onerme 6.3.1.2. GF (X ) bir genellestirilmis bulanik o -halka ise

GF (X)U{A: A® eGF (X)

bir genellestirilmis bulanik o -cebirdir.
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7. BOLUM
SONUCLAR

Bu ¢alismada, klasik 6l¢iim, bulanik 6lgtim ve latis degerli 6l¢tim arasindaki
iligki ayrintili olarak ortaya konmus ve klasik 6l¢iimde yapilmis olan bir ¢ok tanim
ve teorem, bulanik kiimeler ve latis kiimeleri yardimiyla bulanik dl¢iim ve latis-

degerli 6l¢tim (latis 6l¢lim)’e taginabilmistir.

Ayrica bu ¢alismada latis degerli araliklar {izerinde vermis oldugumuz latis-
degerli lebesque Ol¢limiiniin olusturulma yontemi ile bulanik araliklar ve latis-degerli
bulanik araliklar yardimiyla, bulanik lebesque oOlglimii ve Latis-degerli bulanik

lebesque Ol¢iimii tanimlanabilir.

Sonug olarak klasik 6l¢limde yapilmis olan bir ¢ok ¢alisma, bulanik kiimeler

ve latis kiimeleri yardimiyla bulanik dl¢iime ve latis-degerli 6l¢lime taginabilir.
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