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ABSTRACT

LEVIN-TYPE METHODS FOR HiGHLY OSCILLATORY INTEGRALS

TAN, Emine
M. Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali lhsan HASCELIK
July 2012
41 page

The quadrature methods (Filon, Levin, Asymptotic) to compute highly
oscillatory integrals of the form

1[£]= [ £ ()= dx (A)

are investigated, where @ is given positive number, f(x) ve g(x) are sufficiently
smooth functions on the interval [4,5]. It is known that for small @ the methods

based on asymptotic expansions don’t converge to the integral value of the form
(4) . Filon or Filon-type methods, on the other hand, require the computation of

moments 4, =1 [x*] analytically, but this is not always possible. Unlike Filon-type

methods, Levin or Levin-type methods do not require the computation of the
moments.

In this study, having studied Levin and Levin- type methods which are applied
to high oscilatory integrals, we specified why Levin and Levin -type methos are
used. Among the methods applied to high oscillatory integrals, Levin-type methods
is known to be more common and be applied more easily. But when this method is
applied to integrals of the form (4 ), an algebraic linear system (e.g, 4c = 7 ) occurs.
The condition number of coefficent matrix of this system is sometimes too great and
therefore, the solution of the system gets very difficult. For the solution of this
system, truncated singular value decomposition was used and obtained results were
compared.

Key Words: Levin-type methods, TSVD method.
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YUKSEK SALINIMLI iINTEGRALLER ICiN LEVIN TiPi METOTLAR

TAN, Emine
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Ali ihsan HASCELIK
Temmuz 2012
41 sayfa

f(x)ve g(x) fonksiyonlar1 [a,b] lizerinde yeterince tiirevlenebilir
fonksiyonlar ve @ pozitif say1 olmak {izere

1[£]= [ £ () dx (A)

formundaki integralleri hesaplamak i¢in Levin-tipi, Filon-tipi ve Asimptotik agilima
dayali metotlar incelenmistir. Ancak (4) tipindeki salimimli integrallerde kiigiik
frekans degerleri i¢cin asimptotik acilima dayali metotlarin yakimsamadigi daha
onceki calismalarda gorilmiistiir. Filon metodunda da momentlerin kolayca
hesaplanabiliyor olmas1 gerekir. Ancak genel bir g fonksiyonu i¢in bu her zaman

miimkiin degildir. Filon yonteminin aksine Levin-tipi metotlar moment hesabi
gerektirmez.

Bu calismada yiiksek salmimli integrallere uygulanan Levin ve Levin-tipi
metotlar incelenerek hangi amagla kullanildig1 belirtilmistir. Yiiksek salinimli
integrallere uygulanan metodlar arasinda Levin tipi metodlarin daha genel ve daha
kolay uygulanabildigi bilinmektedir. Ancak, bu metot (4) tipindeki integrallere
uygulandiginda bir sistem (A4c¢= s gibi ) olusur. Bu sistemin katsayr matrisinin

kondisyon (kosul) sayis1 bazen ¢ok biiyiik olmakta ve dolayisiyla sistemin ¢oziimii
zorlagsmaktadir. Bu sistemin ¢6ziimii icin Kesilmis tekil deger ayrisimi (TSVD)
kullanilmis ve elde edilen sonuglar karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Levin-tipi metotlar, TSVD yontemi.
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BOLUM 1

GIRIS

Integrand1  f (x).exp(iwg(x)) tipinde olan yiiksek salmimli integrallere

cekirdek kimyasi, elektrodinamik, akigkanlar mekanigi, fizik ve miihendislik
alanlarinda sikca rastlanmaktadir. Bu alanlarda bazi 6zel fonksiyonlar yiiksek
salinimli integrallerle gosterilir. Ornegin;

e Airy fonksiyonlari
1 0
Ai(x) = — [cos((¢* /3) + xt)dt
n 0
e Bessel ve Hankel fonksiyonlar

J (x)= i [ cos(nt —xsin )t
0

Y, (x)= %jsin(xsinr— nt)dt —%T[e"’ (1) e
0 0

H,f”(x) =J (x)+iY (x)
H?(x)=J,(x)~iY,(x)

o Hata fonksiyonu (Z kompleks sayis1 igin)
2 ¢
erf(z)=—=|e"dt
N

seklindedir.

w>>1, fVve g, [a,b] Integrasyon aralifiiizerinde yeterince diizgiin oldugunda
integralin dogru hesaplanmasinda etkili integrasyon kurallar1 olmasmna ragmen
o =1 ve g, [a,b] lUzerinde tekillige sahip oldugunda bu kurallar yeterince dogru

sonu¢ vermezler [4,11,26].

Genelde integrasyon araligi smirlt iken, @ >>1 bilyiik bir sabit oldugunda
f(x).exp(img(x)) formundaki yiiksek salinimli integrallerin hesab1 i¢in

integrasyon  metotlar1 vardir. Bu metotlar



e Levin-tipi metotlar
 Filon-tipi metotlar
o Asimptotik metotlardir.

Ucgiincii béliimde bu metotlara yer verilmistir. Ancak bu metotlardan asimptotik
metot sadece integrasyon araliginin ug noktalarmda f ve g fonksiyonlarinin

degerlerini kullaniyor. Ayrica @ =1 iken bu metotlar bahsedilen  integrale
yaklasim  i¢gin  uygun  degildir. Filon metodunda momentlerin kolayca
hesaplanabiliyor olmasi isteniyor. Ancak genel bir g i¢cin moment hesaplanamaz.

Filon metodunun dezavantaji karsimiza zor momentlerin ¢ikabilme ihtimalidir.

Filon yOnteminin aksine Levin yontemi genel g fonksiyonlu salmimli

integralleri uygun sekilde cozebilir. Ancak, bu metot (A) tipindeki integrallere
uygulandiginda bir sistem (A4c¢= s gibi ) olusur. Bu sistemin katsayr matrisinin

kondisyon (kosul) sayis1 bazen ¢ok biiyiilk olmakta ve dolayisiyla sistemin ¢oziimii
zorlagsmaktadir.

Bu lineer sistemin ¢6ziimii i¢in boliim 4’ te baz1 yontemler tanimlanmistir.
e Genellestirilmis minimum residual (artik) yontemi (GMRES)
e Tekil deger ayrigimi (SVD)
* Kesilmis tekil deger ayrisimi(TSVD)

Dordiincii bolimde 4¢ = ¢ sistemin ¢oziimil i¢in kesilmis tekil deger ayrisimi
yontemi tanimlanmistir. Kesilmis tekil deger ayrisimi (TSVD)’ de sifira yakin tekil
degerler atilarak sistem stabilestiriliyor. Levin-tipi metotlara kesilmis tekil deger
ayrisimi uygulandiginda elde edilen sonuglar A.l.Hascelik tarafindan gelistirilen
mathematica programinda karsilastirilmistir.

Besinci boliimde bahsedilen sistem ¢Oziimii ile ilgili niimerik sonuglar
verilmigstir. Kesilmis tekil deger ayrisiminda son tekil deger kesildiginde sistemin
kondisyon sayisinin iyilestigi ve lineer solve ile karsilastirildiginda iyi netice verdigi
goriilmiistiir. Ancak sondan iki ya da daha fazla tekil deger kesildiginde kondisyon
sayisi lyilesmesini ragmen lineer solve ile karsilastirildiginda sonuglarin iyi olmadigi
gdzlenmistir [7,8,9]. Bu durum Ornek 5.1° de verilmistir. Ama niimerik sonuglarda
gozlenmistir ki genelde sistemin son tekil degeri ¢ok kiiciik olmakta sondan iki
onceki tekil degeri yaklasik olarak 1’ den biiyiiktiir. Sistemin kotii kosullu olmasina
son tekil deger neden olmaktadir [7,8,9]. Bu durum Ornek 5.6> de verilmistir. Bu
calismada Kesilmis tekil deger ayrisimi (TSVD)’ de son tekil kesilerek sonuglar
lineer solve yontemiyle karsilastirilmistir.



BOLUM 2

GENEL INTEGRASYON KURALLARI

2.1 Niimerik Integrasyon

Niimerik integrasyon metotlar1
b
1[f]=] f(x)ae @2.1)

seklinde verilen integralin degerini yaklasik ya da tam olarak hesaplamaya yarayan
metotlardir.
I, [ f ] verilen bir integralin herhangi bir niimerik metot kullanilarak elde

edilen yaklasik degerini gosterirse bu metotla ilgili integrasyon hatasi
b
E[f1= L= 11 1=11/]- [ F () 2.2)

seklinde tanimlanir.
2.1.1 Mertebe

I, [ f ] , verilen integralin herhangi bir metot kullanilarak elde edilen yaklasik

degerini gostermek {iizere bu metot ile ilgili  integrasyon hatast (2.2)’ de
tanimlanmaistir.

Tamm 2.1.1.1: Eger N her Perx, i¢in E(P)=0 sartin1 saglayan en biiyiik pozitif
tamsay1 ise [ integrasyon metodunun polinomsal mertebesinin ya da derecesinin
N’ ye esit oldugu soylenir. Burada 7z, derecesi (N+1)’ den disik tim

polinomlarmn kiimesini gosterir.

Metotlarin yakinsama mertebelerinin belirlenmesinde asagidaki tanim 6nemli rol
oynar.

Tanmm2.1.1.2: Eger |x—d| yeteri kadar kiigiik oldugu zaman

|f ()| < K|g(x)| (2.3)

sartini saglayan  bir 0<K < sayilst  varsa bu durumda



x—a Igin £ (x)=0(g(x) (24)
dir.Bu tanim kabaca
PAC) e (2.5)
g(x)
seklinde ifade edilir. Kk =0 ise bu durumda x4 iken f(x)=o0(g(x)) oldugu

x—>a= f(x)=0(g(x)) < IK <o >31lim

xX—>a

sOylenir.

b
Niimerik integrasyon metotlar1 /[ f]= I f(x)dx seklinde verilen bir

integralin degerini yaklasik yada tam olarak hesaplamaya yarayan metotlardir.
Niimerik integrasyon metotlar1 genel olarak,

117]=[ S @de = 3w /) =1,[ /] (2.6)

i=0 k=0

bi¢iminde ifade edilir. x, €[] sayilarma integrasyon noktari, w, €[] sayilarma da

integrasyon metotlarinin agirliklar1 denir.

Tamm2.1.1.3: (2.6) ile verilen [ [f] integrasyon metodunun integrasyon
noktalar1

{xie[aab], i=0,1,...,m} V€ h=max,

X, —x,| olsun. Eger her feC"[a,b],
M=max{mi|0£i£m}
i¢in
E(N)=1,(f)-1(f)=0") 2.7)
sartin1 saglayan en biiylk deger p ise /, integrasyon metodunun yakinsama

mertebesi p’ dir [1].
2.1.2 Newton —Cotes Formiilleri

Newton-Cotes formiillerinde [a,b] aralig1 » esit parcaya boliinerek

elde edilen

X, =a+ih ,i=0,.,n  p=b=d (2.8)

apsis degerleri kullanilarak
P(x)=f=f(x), i=0,1,2,...n (2.9)
sartlarin1 saglayan

P& =2 LS L= [T 2 (2.10)

k=0,k=1 X; — Xy




interpolasyon polinomunun integrali almarak orijinal integrale yaklasik bir deger
elde edilir:

j{f(x)dx ~ j-Pn(x)dx = iijl (x)dx (2.11)

a

esitligin sag tarafindaki integralde

—da
t
n

degisken degisikligi yapilirsa

xX=a+ht=a+

n

L= ] 22 - H %w[(ﬂ (2.12)

k=0k=i X;i = Xp  k=0k=i

ve dx = h.dt olacagindan (2.11) ifadesi
b n b n n
[fdv=Y £ ] 1 ydx =0 1 (x)] o) (2.13)
a i=0 a i=0 0

biciminde yazilabilir. Bu sekilde elde edilen

[ £ Go0dx = hlaty () + @ (35) + ot £ (3,)) (2.14)
o =)= I '%dt (2.15)

integrasyon metoduna 5 -inci dereceden (kapali) Newton —Cotes formiilii denir.
2.1.3: Gauss Integrasyon Kurallan

[a,b] arahiginda w (x) negatif olmayan agirlik fonksiyonu olmak iizere
b
11f1=[W(x)f (x)dx (2.16)

formundaki integrali diigiinelim. [a,b] aralig1 sonlu, yar1 sonlu ya da sonsuz olabilir.
Agirlik fonksiyonu ;

e W(x)20, [a,b] sonluya da sonsuz aralikta dlgiilebilir.

b
« Biitiin momentler y, = I X*W(x)dx , k=0,1,., var ve sirhdir.

a

e [a,b] araliginda negatif olmayan p(x) polinomlar: i¢in



b
j W (x)P(x)dx =0 ise P(x) =0
sartlar1 saglasin.

Tablo 2.1.3° de pratikte cok sik kullanilan agirlik fonksiyonlar: ile ilgili
ortogonal polinomlar verilmistir.

Tablo 2.1.3. Bazi Agirlik Fonksiyonlart ile Ilgili Ortogonal Polinomlar

[a,b] Agirlik Fonksiyonlari Ortogonal Polinomlar
[(-L1] W(x)=1 Legendre polinomlar1
[-1.1] Wx)=(1-x)" Chebyshev polinomlar1
[0, 0] W(x)=e™ Laguerre Polinomlari
[—o0, 0] W(x)=e " Hermite polinomlar:

n- nokta Gauss integrasyon metodu
QnG [f] = Z Wnkf(xnk) (2'17)
k=1
seklinde ifade edilir. Gauss integrasyon metodunun yakinsama mertebesi (2n-1)’ dir.

n-nokta gauss integrasyon metodunun kokleri x,, integrasyon noktalari, 7, » - inci

ortogonal polinomun kokleridir. Pratikte, Ozellikle biiyilk » degerleri igin
integrasyon noktalar1 ve w, agirliklar1 »-inci dereceden jacobi matrisi olarak

bilinen

050\/31 0
\/Eal

J = ’ 0 (2.18)

iic kosegenli matrisi ile hesaplanir. Bu matrisin 6zdegerleri » - nokta Gauss
integrasyon metodunun noktalaridir. B =u, ve v,, , x, Ozdegerlerine kargilik

gelen normalize edilmis 6zvektorlerin birinci bilesenlerini olmak iizere

W, = By(v,,)* ile bulunur,

a, ve f, yineleme katsayilar1 Chebyshev algoritmasi ile hesaplanir.

Chebyshev algoritmasi i¢in bakiniz [1].



Ancak integrand1 f(x).exp(iowg(x))seklinde olan integrallerin; yukarida
tanimladigimiz Newton-Cotes, Gauss inegrasyon, Clenshaw-Curtis gibi geleneksel
integrasyon  metotlar1 1ile, kabul edilebilir sayida nokta kullanarak, yeterli
duyarlilikta hesaplanmasi miimkiin degildir. Bu sekildeki integrallerin hesaplanmasi
icin bazi yontemler boliim 3’ te verilmistir. Asagida bu sekildeki integrallere bir
ornek verilmistir.

2 (\(\M
AL
\/ |

4 ! 0R 0

1

” i

Sekil 2.1. f(x)=exp(x)cos(100x) >in 0<x<1 I¢in Sekli

Bu integralinin genel integrasyon yontemleri ile yeterli duyarhilikta
hesaplanmas1 miimkiin degildir. Bu integralin hesaplanmasi boliim 5’ te verilmistir.



BOLUM 3

YUKSEK SALINIMLI INTEGRALLER iCiN METOTLAR

Trigonometrik tipteki bir yiiksek saliniml integral [, g € Cl[a,b] ve @W>>1

igin

1[f]= i £(x)e 5D dx 3.1)

seklinde tanimlanir. Bu bdliimde bazi temel kavramlar tanimlanarak yukarida
verilen  yiiksek salinimli integrallerin hesabi i¢in integrasyon metotlar
verilecektir. a<x<b igin g (x)#0 ve g (x)=0 durumlar1 ayr1 ayri incelenecektir.

Ancak bu ¢aligmada sadece g (x)# 0 durumu i¢in galismalar yapilmustir.
3.1 g'(x)=0 Olmasi Durumu
3.1.1 Asimptotik Metot

Asimptotik metotlarda s ve g fonksiyonlarmin [a,b] iizerinde yeterince

tirevlenebildigi  diisiintilecektir. Bu metotta integrasyon araligmm  ug
noktalarnda s ve g fonksiyonlarinin degerleri kullanilir.

b
1[£]= [ £ ()= dx
integrali

11/]= [ fe——L (s

iog'(x) dx

seklinde yazilabilir. Kismi integrasyonla

_L f(x) iog(x) h_Lbi f(x) iog(x)
z[f]—iw[g,(x)e } — j dx{—g'(x)}e dx (3.2)



elde edilir. Q*[f],

L[S s |
iolgt) ],

seklinde tanimlanirsa

1[f]=0" [f]—%{%é} (3.3)

I[f]" ye Q"[f] ile yaklasirsak integrale O(w™) asimptotik hata ile yaklasmig

oluruz. Bu metodun asimptotik ag¢ilimi

N 1

o' [f]=-2 m{ak [f]B)e™” —a, [ f](a)e '} (3.4)
RAC)) _o [/ 35
o [f]() Y [£]() o (3.5

seklindedir. Asimptotik hata @ — oo i¢in
I[f]-0'[f]0 O(@™™) (3.6)

olarak verilir. Asimptotik metotlarin hatasi, @ — o iken O(w™") oldugu igin

o ~1 iken bu metotlar bahsedilen integrale yaklasim icin uygun degildir
[4,5,12]. Ayrica asimptotik metotta araya nokta koydugumuzda durum degismez.
Ciinkii asimptotik metotta sadece uc noktalarda degerleri hesaplaniyor.

Sonug 3.1.1.1: Verilen pozitif s tamsayilar1 i¢in
0=f(a)=f()=f(a)=f'(B)=..= (@)= f""(b) oldugunu
varsayalm. Hatta f ®’ya bagl almarak  {f, f",..., f**"} kiimesindeki her
fonksiyonun, bazi sabit »’ ler i¢in asimptotik hatast O(w™) olsun. O zaman
o —» o 1ken,
I[f]0 O(@™™™)
olur [4,5,12].

3.1.2 Filon Metodu

Filon- tipi metotta, s fonksiyonu P (x) interpolasyon polinomuyla (Hermite-

Tipi) yer degistirir.



1[£]= [ £ () dx

integralinde a=x,<x, <x,<..<x,=b apsis noktalarma karsilik gelen

fonksiyonunun interpolasyon polinomu P (x) olsun. Bu durumda Filon metodu,

b
1[f]= j P, (x)e™ dx (3.7)
seklindedir.

P (x)= ickx" ifadesi (3.7)’ de yerine yazilirsa
k=0

n

b
0 1f]=] X' e Vax
k
a

=0

b
n k .
=V, [x*e*Wax
k
k=0 a

My (momentler)

olur. Filon metodunda momentlerin kolayca hesaplanabiliyor olmasi isteniyor.
Ancak bu her zaman miimkiin degildir. Filon metodunun dezavantaji karsimiza zor
momentlerin ¢ikabilme ihtimalidir. Filon metodunda asimptotik hata » — « i¢in
O(w™*") dir [4,5,12,16].

Teorem 3.1.2.1: s bir pozitif tamsayr olsun, a =x, <x, <..<x, =b olmak lizere

n . . . n .
{x}, , integrasyon noktalarmn kiimesi ve {m , my,m,>s iken bu

integrasyon noktalarina bagh ¢okluklarin kiimesi olsun. Her 0<x <y tamsayisi

igin

v(x)=f(x,),

v '(xk) = f'(xk) >

my. —1 my. —1
U( k )(xk) :f( k )(xk) ,
. . . . . . .. .. .. .. n ..
esitsizlik sisteminin ¢Oziimiiniin n= Z m, —1 olmak Tlizere
k=0

v(x) = 2 ¢,x*oldugunu  varsayalm. O zaman o [fl=1[v]= 2 .1 [xq
k=0 k=0

oldugunda

I[f]-0"[/]C O™ ™)

10



olur [5,12]. Bu yontemde bazen genel bir g icin moment hesaplanamaz. Bu

yontemin dezavantaji karsimiza zor momentlerin ¢ikmasidir.
3.1.3 Levin Metodu

Levin tipi metotlarda s ve g fonksiyonlarinin [4,5] lzerinde yeterince

tiirevlenebildigi distiniilecektir. (3.1) seklindeki integrallerin hesaplanmasi i¢in bu
metotta

%[F(x)ei“’g(x)] = f(x)e™™ (3.8)

olacak sekilde bir F(x) fonksiyonunun oldugunu varsayalim. Buradan

1[£]=[ Fxe ]’ (3.9)

olur. Levin metodunda F’ ye bazi o fonksiyonlar1 tarafindan yaklasiliyor.
Boylece integrale asagidaki Levin metodu ile yaklagilmis olur.

0 [f]=[v@e= ] (3.10)
(3.8) ifadesinde sol tarafin tiirevi alinirsa,
F'(x)e"*™ +ing (x)e* ™V F(x) = f(x)e*™ (3.11)
elde edilir ve ¢’ i taraf tarafa boliiniirse
F'+iog'F = f (3.12)
olur. Burada L,
L[F]=F '+iog'F (3.13)
olarak tanimlanirsa
L[F](x)=f(x) (3.14)
esitligi elde edilir. v(x) ; a=x, <x, <..<x, =b noktalarinda

L[v](x,)= f(x,) denklem sisteminin ¢dziimii olan

11



v(x) =ickxk (3.15)

polinom ailesi olsun. Bu durumda yonteme basit Levin yontemi denir. Bu durumda
O"[f] . 111" ye O(w™) asimptotik hata ile yaklagilir.

Levin  metodunda sadece s ve [[v]  nin integrasyon noktalarindaki
degerleri karsilastirilmiyor ayni zamanda s ve L[p]’ nin tirevlerinin degerleride

karsilagtiriliyor. Bu durumda yonteme Levin-tipi yontem denir. Levin-tipi
metodunda s ve L[p]’ nin  degerlerinin ve ilk s-1 tilirevlerinin degerlerinin

karsilastirilmasiyla asimptotik hata o — » iken, O(w™*") olur [5,12].

v(x) = ick x© polinom ailesinde x, olarak Chebyshev polinomlarm kokleri
k=0

almabilir. Chebyshev polinomlar1 asagidaki gibidir:
T (x)=cos(ncos™ x)

bu polinomlarin kokleri,

2k -1

x, =cos( s k=0,1,..,n

dir.

Teorem 3.1.3.1:

xe[a,b] 1ken g'(x)=0 olsun. {I//k}z o’ dan bagimsiz bir taban olsun. s verilen

n

, Interpolasyon

pozitif bir tamsay1 olsun . a=x,<x <..<x, =b seklindeki {x}

n
noktalari ile ilgili katliliklarin kiimesi, {m" }0 olsun.

n .
n:ka—l iken
k=0

. 7 . .
Llv]=v'+iwg'v Ve V0<k<p tamsayistigin p =" ¢y, ifadesi
k=0

L[U]('xk):f(xk)

j—xL[u]m):f'(xk)

o)t = £ )
dx = i

sirali denklem sisteminin ¢éziimiidiir.
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8 =[( €WV, (3o (8" W)™ (s (W (5, oo (W) ™ V() ]

tanimlansin . Eger {g,.g,,....g,} vektorleri lineer bagimsizsa o zaman yeteri

kadar bliylik @ icin sistemin bir tek ¢Oziimii var ve
I[f]-0"[f]0 O(w™™) dir.

Burada

0'[f]= [U(x)eiwg(”]z =v(b)e*? —v(a)e™*
elde edilir [12].

Ispat 3.1.3.1:

1[f1-0" [/1=11s1-1[L[v]]
=1[f~L[v]]

Teorem 3.1.2.1 ispatina benzer sekilde sonug¢ 3.1.1.1° 1 kullaniriz. L[u]; o’ya
baghdir. Bu  yiizden  {f-L[v],... /" ~L[v]"} kiimesindeki biltiin
fonksiyonlarin artan @’ lar i¢in sinirli oldugunu gostermeliyiz. { [ f (”1)} ,

®’dan bagimsiz tanimlanir. Sadece {L[u],...,L[u](“”}’ nin  o(1) oldugunu

gdstermemiz gerekir. Katsayilar vektorii ¢ = [co,cl,...,cn]r,

Ac=f (3.16)
denklem sistemini ¢ozer. Burada

13



L[Wo](xo) S L[’/’n](xo) £(x,)
Lo ") - o Ly, ] ) 70
A= ve f:
L[l//o](xn) S L[y/n](xq) 1)
. . -
078 S B 7 €S /)
Eger

' (my) ' m r
Po= [0 ()0 (5 )soos W (3,07 () |

1se

A :[I)O +ia)g()7~"7])n +la)gn]

olur. Sonraki ispatlarda q,; a, = B, +iwg, olarak kullanacaz. A’ nin (k+1). kolonu

anlamina gelmektedir. Cramer kuralin1 kullanarak;

0<k<n igin Ck:detDk
det 4
dir.
Dikkat edilirse D, matrisini igerenlerin hepsi, tek bir kolon disinda o(w)
derecesindedir.

Bu ylizden determinantin tanimindan agik¢a goriiriiz ki;
detD, = O(w")’ dir. Simdi gosterebiliriz ki,

b =O0(e ") dir.
det 4

Biliyoruz ki;

det 4 = det[iwg,,....ing, |+ O(o") = (in)"" det[ g,, g,,....g, |+ O(®") * dir. Bu

14



hipotezle bu determinat kolonu lineer bagimsizdir. det A sifir degildir ve @’ nin
(n+1). dereceden bir polinomudur. Eger @ yeterince biiyiikkse, o zaman "' ,

O(w")’ 1 kapsar vedet A =0’ dir. Bu ylizden sistemin tek bir ¢oziimii var ve
¢, =O(w™)’ dir. Bu yiizden
V0< j<s+1 i¢in

. J

L[] =0 +in g“ o™ = 0(w™)+0(1) = O(1) 0
k=0

dir.

3.1.4 Evans, Chung ve Webster Metotlar

Integrallerin hesaplanmasinda agirlikli  toplamlar olarak temsil edilen
yontemler siklikla tercih edilir. Filon-tipi ve Levin-tipi metodlar son derece gii¢lii
olmasina ragmen, bu ¢erceve i¢ine diismez. Evans ve Webster; Levin yontemine
dayal1 diizensiz tistel osilatorler i¢in boyle bir yontem insa ediyor. Bu yontemde w,

agirliklar1 ve x integrasyon noktalarmi segeriz. Baziuygun ¢ tabanlari i¢in

J. B, (x)e"*Mdx = Zn: W, (x;)
dir.

Gauss integrasyon yonteminin aksine; biz ¢’ y1 polinom olarak se¢meyiz.

Bunun yerine Levin diferansiyel denklemine gore segeriz:
o, =L[Q] =T, +iog'T,

Burada 7, Chebyshev polinomlaridir. ¢’ ya gore momentler kapali formda

hesaplanabilir:

1
(x)e*Ddx =T, (1) — T (=1)e ™"
k k k
7

Evans ve Webster salinimli cekirdegin diger formlarii ele alir. Ozellikle
bessel ve trigonometrik fonksiyonlarm kombinasyonlar1 ve bessel fonksiyonlarmi
ele alir [2].

Evans-Webster’in integrasyon kurali asagidaki gibidir:
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w,

Lw=P,(x)w" (x)+ P, ()W (x)+...+ P(x)w'(x) + P,(x)w(x) = 0 (3.17)
m. dereceden adi lineer diferansiyel denklemi saglayan salmimli bir ¢ekirdek olsun.

Burada F katsayilar1 daha dnceden tanimlanir [2]. Ve (k) simgesi x* e gore

k.dereceden  diferansiyellenmeyi gosterir. Integrasyon kurali asagidaki gibi
tasarlanmistir.

b n
[wo) £ (o) = Zowj f(x)+E (3.18)
a J=
E  hata; f,f,....f, fonksiyonlarm bir kiimesi i¢in sifirdir. Momentler
U, zj{w(x)xkdx k=0,1,..n
dir. “

A b
1, :J.w(x)l}:(x)dx k=0,1,..,n

degistirilmis momentlerdir. Burada Tf (x); [a,b] arahigi icin Olcekli Chebyshev
polinomlaridir.
w;

(3.17) diferansiyel denklemini saglasin.
Mz =(-D"(P,2)" +(-1)" (P, ,2)" " +...—(Pz)'+ Pz (3.19)

formiiliinii kullanarak L’ nin M adjoint operatoriinii insa ederiz. Lineer
diferansiyel denklemin teorisindeki Lagrange benzerliginden

zZLw—wMz = (Z(w,z))" (3.20)

saglar. Burada Zz(w,z) bilineer eslenik ve

Z(w,z):Zm: > (=D PP w? (3.21)

7 J+k=r-1

esittir. Lagrange benzerligi entegre ederek Green formiilii elde edilir.
b b b
j z(Lw)dx— j w(Mz)dx =[Z(w,2)] (3.22)
z=v,(x) alir ve Lw = 0 durumunu kullandigimizda asagidaki formiilii verir:
b

jiw(x)MUk(x)dx = —[Z(W,Uk)] (3.23)

a

16



Bu yiizden eger f, fonksiyonlar1 AMuv, olarak alinirsa, se¢ilmis bazi uygun u,

icin integraller
b
[ W) £, ()dx (3.24)

dir.

w ve onun tiirevleri; (m —1). dereceye kadar integrasyon araligmnin a ve b ug
noktalarinda hesaplanabilir. Bazi durumlarda w homojen lineer diferansiyel
denklemi saglamadigi goriilebilir. Fakat bunun yerine homojen olmayan

Lw=g(x)

denklemini saglar. Bu durumda onu kolayca gosterebiliriz. (3.23) denklemi

[ oMo, (x)dx =—[Z(w, o)l + [ 20, (x)dx (3.25)

b
olur. Sadece ilaveten J' g(x)v,(x)dx’ 1 hesaplamak  gerekir. Her durumda

y fonksiyonlar1 Chebyshev polinomlari 7 ve integrasyon noktalari x; Clenshaw-

Curtis noktalari cos(ZZ) olarak alnir.
n

Bazi yaygin salimimli ¢ekirdeklere iliskin Lw, Mz ve Z(w,z) veririz. L

sadece self adjoint ya da self adjoint formuna yakin verilir. Burada ¢ fonksiyonu;
[a,b] araliginda 4'(x)=0 oldugu varsayilir [2].

1-) g(x) Trigonometrik fonksiyon (komplex form)
q =q(x)
w(x) = e"
Lw=w'-igw=0
Mz =-z'-iqz

Z(w,z)=wz

2-) ¢(x) Trigonometrik fonksiyon (reel form)
q=q(x)
w(x) =sinqg yada w(x)=cosq
Lw=(K')'+q'w=0
q

Mz =1L(z)
w'z—z'w

q

Z(w,z) =

17



3-) ¢(x) Bessel fonksiyonu
q=q(x)
w(x) =C,(q)

Burada; C,J, Y, #® yada H® yi temsil eder.

' 2
Lw=(q—v:}J +q'(q—U—Jw=0
q q

Mz =1L(z)

gw'z—z'w)

Z(w,z)=

3.2 g'(x)=0 Olmasi Durumu

b
1[£]= [ £ ()= dx (3.26)
[a,b] araligindaki noktalardan birinde g' sifir oldugunda 7 [ f ]’ nin asimptotikleri
duragan noktalarin klasik metotlari ile verilir. Bu durum yanlis yola siiriikleyebilir.
Temelde duragan nokta metotlarm uygulamasi iki durumdadir.

) fve g , L[O]NC*[0 ] de olmak sartiyla [q,5] araliginda integral almak

yerine (-«,0) araligmda integral alinir [14].

2) [a,b] araliginda integral alinir, fakat g fonksiyonunun duragan noktasina

yeterince yakin bir yerde s fonksiyonunun kompakt destege sahip olmasi istenir.

I fonksiyonunun genellestirilmis momentleri

b
o (@:8) =1 x" = [(x=&)"e™Vdx , m=0 (3.27)
seklinde tanimlansm. Her & e [a,b] Ve g'(&)=0, g"(&)=0 ve xe[a,b]-{&} i¢in
g(x) = 0 olacak sekilde yeterince diizgiin her s ve g fonksiyonlar: i¢in
I[f]=FOIN+I[f - f(&)]
b
— f(g)#o(w’g)_F%I f(x)_f(g)ieimg(x)dx (3.28)

. &'(x)  dx
seklindedir.

18



Lemma 3.2.1: , fonksiyonunun yeterince diizgiin bir fonksiyon ve bazi ¢ e[q,5]

icin g'(&)=0, g"(&) =0 oldugunu varsayalim. Bu durumda yeterince diizgiin her
7 fonksiyonu igin,

po[f]() = f(x)

d p /1@ -p [ f])
g'(x) (3.30)

(3.29)

Pen [ [](x )=~

oldugunda

I[/]0 po(o; S)Z ——p, [/](&)

0 1 ing(b)
-g;(_hu)[zsz) (o [1B) = P [£1O)
ing(a)
@@} ome @3
olur.
Ispat 3.2.1:
1[/]= 1@, S)Z ——p, [/]©)

o 1 et 5 £ 8@
mm4mw( (m{pmdfk) P [ £1E)} == @

1[p0r1], (3.32)

{pwdfkw—pwdfkai

e 16O)

seklindedir. Bu ifade s = 0 i¢in dogrudur. Bundan bagka (3.28) ile

1[p,[ /1] = (@), [ £1(E) + a)I [f](x),(x/; [f](c’f);i s g

de kismi integrasyon yapilarak ve (3.32)’ de yerine yazilarak ispat tamamlanir [14].
s » o (3.31)’ deki asimptotik tahmin saglanir.

(3.31) ’ deki asimptotik acilim her » > 1 tamsayis1 i¢in
g'€)=g"¢)=..=g"()=0, g""(&) =0

olacak sekilde genisletilebilir. Boylece (3.28)° den
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r—1

e 1f" (), (@:8)

{f( )= Z” lf(”(é)(x 5)’} e Mdx (3.33)

+EI 2'(x)

elde edilir.

Sonug olarak

po [f1(x) = f(x) (3.34)

p[]10-5 Jl.,pk (] @) -&)

pealS]) =— é,(x) k20 (3.35)

olur. Yeterince diizgiin her 7 fonksiyonu i¢in Lemma 3.2.1° deki ispat izlenerek

I[f]0 Z—# (o; é)Z p,:f [£1&)

etwg(b)
1 b)— m—1
;( lw)m(g.(b) (Pt F1®)=p,. [ 11©))

ing(a)
i Pl N@ o [f](é)}j R (3.36)

asimptotik hesabi elde edilir.
Ik 6nce, (a.b)’ deki tek duragan nokta icin (3.26)° daki asimptotik agilimi

yapilir. Daha sonra her sonlu duragan nokta i¢in yapilabilir. Boylece
£.6y506, €(a,b) 5 g'la) » g'(b) =0 iken g fonksiyonunun farkli mertebelerinin

duragan noktalariysa, bir tek duragan noktay: her bir 7.” de yerine koyacak sekilde

[a,b] araligin1 ¢ nun 71,,1,,..., 1, alt araliklarina bolinebilir.
Teorem 3.2.2:

g'¢)=g"¢)=..=g"(&)=0, g"(&)#0 ve [a,b]-{&}de g'=0

oldugunu varsayalim. Daha sonra her s3>0 i¢in

s—j-1
1 )

0/[1=5 2 @8 Y, el 11O
sl 1 £08(®)
2 r [ el 1)
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eiwg(a)

g'(a)

{Pua[f @)= p,, [f](cf)}j (3.37)

metodu her diizgiin s fonksiyonu i¢in asimptotik hatay1

O f]-1[/]=0(@ D) (3.38)

ifadesine verir [14].
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BOLUM 4

dc =’ NIN ¢OZUMU iCIN YONTEMLER

4.1 Krylov Uzaylan
Krylov uzaylar1
Ax=> (4.1)

(4.1) lineer sistem ¢0ziimii i¢in genel bir projeksiyon (iz diisiim) yOntemidir. Petrov-
galerkin kosulu empoze ederek m boyutlu x,+ K, afin altuzaymna yaklasik bir x,

¢Ozlimiinii arastiran yontemdir.
b—Ax, L L, ,

Burada L ; m boyutlu baska bir altuzaydir. Burada x, ; ¢coziim i¢in keyfi bir 1lk

tahmini temsil eder. Altuzay K, krylov uzayr oldugunda bir krylov altuzayi olur.

m

K, (A,1,) =span {”09 Ary, Azro,..., Am_lro}
dir.

Burada 7;;

ry=b—Ax, dir. Yaklasim teorisi acisindan bakildiginda, krylov

altuzay yonteminden elde edilen yaklasimlar agiktir.
A'brx, =x,+q,.,(A); (4.2)

q,., derecesi m -1 olan bir polinomdur. En basit durumda burada x, =0 olur. O
zaman

A'b~q, (A)b
dir. Diger bir deyisle 4'»> ye g, _,(A)b ile yaklagilir. Ilk olarak basitge I, =K,

olarak alip ve minimum residual (artik) degisimi L, = AK,  dir. 4" ile ilgili

krylov altuzayr L =K (A",r,) dir [15].
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4.1.1 Arnoldi Metodu

Arnoldi metodu genel hermition (kompleks eslenik) olmayan matrisler igin
K, tuzerinde bir ortogonal 1z diisimdiir.

4.1.1.1 Arnoldi Algoritmasi

1)Choose a vector v, of norm 1
2)for j=1,2,..,m Do
3)Compute A =(Av,,v,) for i=1,2,..,;

J

4)Compute o = Av,—> hyv,

5) by =),
6) if £, ;=0 then stop
v, _ %
g
8)EndDo

Her adimda algoritma; A ile onceki arnoldi vektorii v’i carpar. Arnoldi
algoritmas1 aslinda standart bir gramm-schmidt islemidir.v,  vektorleri
ortonormallestirir. Eger 4° de hesaplanmug vektdér @, sifir olursa algoritma 4 *de

duracak. Bu durum kisaca incelenmistir [15].

4.1.1.2 Tamm: v,,v,,...v, kolon vektorlii »xm matris v, , arnoldi algoritmasi ile
tanimlanan  sifir olmayan matris /; girisli (m +1)xm hessenberg matris H, ve

onun son satirmin silinmesi ile elde edilen A, ile gosterilir.

= Vm+] Nm (44)
vidv =H (4.5)

4.1.1.3 Lineer Sistemler icin Arnoldi Metodu

Orijinal lineer sistem Ax=5 i¢in bir ilk tahmin x verilir. Bir ortogonal

iz diisiim metodu diisiiniiriiz ki ;

Km(Aa”o) = span {rO,ArO,Aer,...,A’"—er} (4 6)

L=K=K, (A1)
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alir.
1y =b—Ax,
Bu metod galerkin kosulu empoze ederek m boyutlu x,+K, afin altuzayi

yaklasik bir x  ¢Oziimiini arastirir.
rO

Y=o

-l

ise arnoldi metodunda S =||r,|, yerlestirilirse; o zaman (4.5) ile

T _
v Av. =H ve

VnTaro = VnTa(ﬁvl) = Pe,
sonug olarak, yaklasik ¢6ziim

X, =X, +V,V, 4.7)
v, =H(Be) (4.8)

ile verilir [15].
4.1.2 Simetrik Lanczos Metodu
Simetrik lanczos algoritmasi, matris simetrik oldugunda 6zel durumlar ic¢in

arnoldi metodunun bir sadelestirmesi olarak goriilebilir. A simetrik oldugunda, o
zaman hessenberg matris H, simetrik ti¢ kosegenli matris olur.

Teorem 4.1.2.1:

Arnoldi metodunun reel simetrik bir A matrisi i¢in uygulansm. Oyleyse
algoritma ile olusturulan / ; katsayilari,

igin /=0 (4.9)

hj,j+l :hj+l,j j=1L2,...,m

Diger bir deyisle; arnoldi isleminde elde edilen matris 3 kdsegenli simetrik
matris olur.
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Ispat 4.1.2.1:

H, =v' Av_ simetrik matris simetrik bir matris ayrica hessenberg matrisidir.

Agik¢a goriiniir ki A, ; 3 kosegenli simetrik matristir.

Lanczos algoritmasini tammlamak i¢in kullanilan standart notasyon o; =#;

B, =h,_,; yerlestirmekle elde edilir. Eger 7, ; H

m

a B,
ﬂz a,

formunu alir [15].
4.1.2.2 Lanczos Algoritmasi

1) Choose an iitial vector v, of norm unity set B, =0 ve v,=0
2)for j=1,2,..,m Do
3) w;=Av, =y,
4 a; = <a’./’v./>
3) w;=w;—ayy,
6) B, = wa Hz if fB,,, =0 then stop
Q)

7) vj+l = !

J+l1

8) EndDo

4.1.3 Genellestirilmis Minimum Residual (artik) Metodu

Genellestirilmis minimum residual (artik) metodu (GMRES),
L=AK, almaya dayali bir projeksiyon metodudur.

K, ;

I
_ 0
s N =
|71

ile m. krylov altuzayidir.
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sonu¢ matrisi ile gosterilirse

(4.10)

K=K ve
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Boyle bir teknigi residual (artik) norm x, + K, ’deki tiim vektorler tzerinde

minimize eder.

Tanim 4.1.3.1:
fel™ ve Mell™ icin krylov alt uzay1
K, [M,f] :Span{f,Mf,sz,...,Mm_lf}

f Ozdes olarak sifir olmadigmi varsaym ve K, [M,f] , m boyutludur. Arnoldi

iterasyonu nxm matris Q, =(q,,4,,--.4,,) V€ (m +1)xm Hessenberg matrisini

hy, h, . . . hy,,
hz,l hz,z
Hm:
hm—l,m—l
hm—l,m—l hm,m
hm+l,m

asagidaki ozelliklerle olusturulur.

*K,[f] > nin bir ortonormal baz formu (g,,9,....,q,,)
f _
*q == V€ MQm _Qm+ Hm
u |

Gmres; v, €K, [M, f] elemanini bulan bir algoritmadir. Oyle ki;
||Mvm -f || minimaldir.

Boylece 0, nin kolonlarmi spank, [M, f] ,

v, =0,d, olarak yazabiliriz.

[pv, = 11 =|MQ,d, - fla] |
=, =1 /lel

Béylece sadece ||H,d, —|f|e| minimize eden en kiigiik kareler ¢dziimiinii

Qm+1 (Hmdm - ”f”e1 H

bulmamiz gerekir [13].

26



4.1.3.2 Gmres Algoritmasi

Verilen bir fell™ vektéor ve M el™ operatdr, v, asagidaki gibi

hesaplanir.

)M ve s’ de arnoldi algoritmasini kullanarak O, ve H,” 1 hesaplamak.
2) HHmdm ~| /e H normunu minimize eden ¢, e ™ bulmak i¢in en kiigiik

kareler yontemini kullanmak.

3)v, =0,d, tanimlamak [13].

4.2 Tekil Deger Ayrisimi

Tekil Deger Ayrisimi (SVD); en kiigiik kareler problemlerine ¢oziim yolu
bulmaktan baska ¢ok amagclar i¢in kullanilan 6nemli bir ayrigimdir.

4.2.1 Teorem:

A'; (m x n) keyfi bir matris olsun. O zaman;

a)Bir iiniter matris U ve bir iiniter matris  vardir oyle ki;

U" AV =Y ; asagidaki formun mxn diagonal matrisidir.

2

D 0
{0 0} , D:=diag(o,,0,,..,0,), 0,20,2...20, >0

Burada ¢,0,,...,0,; A’ nimn sifirdan farkli tekil degerleridir. Ve A’ nin

rank1 r’ dir.

b) 4"’ nin sifirdan farkli tekil degerleri de yine

01,0550, dir.

A=UXV"; A’ nm tekil degerleri olarak adlandir1lir.

U’ nun siitunlar;; 44" ° nin 6klid normuna gore birimlestirilmis 6z vektorleridir.
V'’ nin siitunlar;; 4”7 4° nin 6klid normuna gore birimlestirilmis 6z vektorleridir.
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D 0
Z:|:0 0:| , D:=di61g(0'1a0'2,...,0'r)a O, 20'2 2---ZO'V >0

1se;

D 0
Z:|:0 0:| ,D::diag(o'l,o'z,...,o'r), 0'120'22".20-r>0

1se;

nxm diagonal matris

> {D‘ 0}
0 0

>’ nin genel tersidir. Ve A’ nin genel tersi

A =V>u”
dir [1].
Teorem 4.2.2:

A; m>nile mxn keyfi bir matris olsun. O zaman A4’ nin tekil deger ayrisimi
A=UXV" yazabiliriz. Burada

Umxm 4 UTU =1 ; Vxn s VT.V:I,

n
2. =diag(o,,0,,...,0,) Ve 0,20,2..20, " dir.

U’ nun; u,,u,,...,u, kolonlari sol tekil vektorleri olarak adlandirilir.
y’nin; v,v,,...,v, kolonlar1sag tekil vektorleri olarak adlandirilir.
o, tekil deger olarak adlandirilir. (Eger m<n ise; SVD 4’ gdz oniinde tutularak

tanimlanir.)

Bu teoremin geometrik diisiincesi asagidaki gibidir. Verilen bir mxn
matris4; b xel] " vektdrii bir y= Axe[]™ vektoriine esler. Oyleyse [ " igin bir
ortogonal koordinat sistemi (Burada birim axes J ’ nin kolonlar1), 0 " i¢in  bir
koordinat sistemi (burada birim axes U ’ nun kolonlar1) segebiliriz. Oyleki;

bir x= 2 B, vektorli y = Ax = io‘i B, ’e esler [1]. Ancak tekil deger ayrigimini
i=1

i=1

Ac = f sistemine uyguladigimizda kondisyon (kosul) sayisinin ¢ok biiyiik geldigi
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goriilmiistiir. Ve sistemin genel tersi alirken zorlandigi yapilan c¢aligmalarda
goriilmiistiir.

4.2.3 Bir Matrisin Kondisyon (Kosul ) Sayisi

Ax=b seklindeki sistemde A ’daki ve b’deki cok kiiciik degisiklere karsi
¢Ozlim asir1 derecede degisiyorsa o zaman sisteme kotii sartl sistem denir. Sistemin
kondisyon (kosul sayis1) agagidaki gibi tanimlanir.

cond(A) =lub(A4)lub(4™)

lub(A4) = max ||Ax||
0

Eger cond (A) ¢ok bilyiik ise sistem kotii sarthidir. Oklid normuna gore;

cand,(A) =lub, (A).lubz(A’])

lub, (4) = max ||Ax||2
S

dir [1].

lub, (4) = max ||Ax||2 =0, , lub,(47")=min ||Ax||2 =o, olup
0« L

cond,(A) = o dir.
o

n

4.3 Kesilmis Deger Ayrisimi (TSVD)

Kotii kosullu kiiciik tekil degerleri iligkisi onceki boliimlerde anlatildi. Bu
sistemin problemini diizeltmek i¢in operatdriin kiigiik tekil degerlerini kesecez.

Ac=f (4.11)

(4.11) sistemini ¢cozmeye calisiyoruz. 4’ nin tekil deger ayrigimi

n
_ T
A= E ouV,
i=1

dir. (4.11)’ de yerine yazildiginda

(Zn:o]uivfjc =f (4.12)
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olur. Burada o,>0,2>..20, >0 tekil degerler ve sirastyla  ve v, sol ve sag tekil

vektorlerdir.

icin ¢oziim

olarak yazilir. Kesilmis tekil deger ayrisimi (TSVD) ¢o6ziim icin N <n en biiylik
tekil degerleri kullanir. Kiiciik tekil degerleri keseriz. TSVD ¢6ziimii;

fu=D - 'fvl. (4.13)

olur. Terim sayis1 n; yaklasik ¢oziimiin iy1 bir dogrulugunu elde etmek ic¢in secilmis
bir diizenlestirme parametresidir [3].
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BOLUM 5

UYGULAMALAR VE NUMERIK SONUCLAR

5.1 Niimerik Ornekler

12

. 1
Ornek 5.1: | ——exp(i—
! calfp 2

yontemleri ile hesaplayalim.

(1> +21))dt integralini TSVD ve lineer solve

Bu ornekte tekil deger ayrisimi kullanilmis. Son tekil deger kesildiginde iyi
netice verdigi ama sondan iki ya da daha fazla tekil deger kesildiginde iy1 neticeler
vermedigi gbzlenmistir.

Bu integralde katsayis1 matrisinin kondisyon sayis1 3.4908*10°60 olarak
bulunur. Goriildiigii gibi kondisyon sayis1 ¢ok biiyiiktiir. Bu sistemin ¢oziimii i¢in
tekil deger ayrisimi kullanildiginda, son tekil deger kesildiginde asagidaki tablodaki
sonuclar elde edilir.

Tablo 5.1.1. Bir Kesme Yaptigimizda Kesilmis Tekil Deger Ayrisimi ve Lineer
Solve’ nin Mutlak Hatasinin Karsilastirilmasi

@ kondisyon sayis1 errorl error 2 kesme miktar1
0.5 (3.51852)*10" 0.%10° 0.%10° 107

Errorl: Linear solve mutlak hatasi;
Error2: TSVD mutlak hatasi ;

Tabloda goriildiigii gibi TSVD yontemi yontemi uyguladigimizda katsay:
matrisinin kondisyon sayis1 (3.51852)*10'® olarak bulunur. Mutlak hata lineer solve

ile ayn1 sonugclar1 verir.

Sondan iki tekil deger kesildiginde; katsayr matrisini kondisyon sayisi
(2.02128)*10" olarak bulunur. Ancak  (TSVD)’ nin mutlak hatasi asagidaki
tablodaki gibidir.
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Tablo 5.1.2. iki Kesme Yaptigimizda Kesilmis Tekil Deger Ayrisimi ve Lineer

Solve’ nin Mutlak Hatasmin Karsilastirilmasi

@ kondisyon sayis1 errorl error 2 kesme miktar1

0.5 (2.02128)*10%  0.*10*  (3.263099056826630)*107° 10

yani error 2=(3.263099056826630)*10™' olur.

Kesilmis tekil deger ayristmi (TSVD) kullanildiginda; son tekil deger
kesildiginde ilgili sistemin kondisyon iyiye gittigi ve sonucunun da iyiye gittigi
gOrilmiistiir.

Sondan iki tekil deger kesildiginde sistemin kondisyon sayisinin iyiye gittigi
ancak sonucunun giderek katiilestigi goriilmiistiir.

1
Ornek5.2: I log(t+1)exp(iot)dt integralini @ =1:100:1001 degerleri i¢in
0

hesaplayalim.

Tablo 5.2. Kesilmis Tekil Deger Ayrisimi ve Lineer Solve’ nin Mutlak Hatasinin

Karsilagtirilmasi
Condition

0] (kosul) Sayisi Errorl Error2
1 (2.8238)*10* | (1.157612)*107** (1.39822904)*107*
101 (4.0939)*107 | (1.39824976453)*107*" | (1.39824976453)*10°*
201 (2.0767)*107 | (3.1996286215)*107 | (3.1996286215)*10*
301 (1.7220)*10" | (3.59942243)*107* (3.59942243)*107**
401 (1.5924)*10" | (3.9126024)*107> (3.9126024)*107*
501 (1.5309)*10" | (2.88056996)*107* (2.88056996) *107>
601 (1.4970)*10" | (1.82466626)*107> (1.82466626)*107*
701 (1.4763)*10’ (1.82466626)*107> (1.82466626)*107*
801 (1.4629)*10" | (5.1299677)*107* (5.1299677)*107*
901 (1.4536)*10" | (2.4156366)*107*° (2.4156366)*107°
1001 (1.4469)*10" | (1.0186670)*107* (1.0186670)*107°

32




Tabloda goriildiigli gibi mutlak hata artan @ degerleri i¢in giderek azalmaktadir.
Kesilmis tekil deger ayrisimi uygulandiginda ve sondan bir tekil deger kesildiginde
TSVD yontemi ile lineer solve yonteminin logaritmik mutlak hatast asagidaki
sekildeki gibidir.

Levin tipi metot

*  linsolv
trsvd
_50 L _

-48

%

-52 -

logaritmik mutlak hata
a
SN
*
|

-58 - -

! ! ! ! i
0 200 400 600 800 1000 1200
w

-60

Sekil 5.1. Artan o Degerleri Igin Kesilmis Tekil Deger Ayrisimi ve Lineer
Solve’nin Mutlak Hatasmin Sekli

Yukaridaki sekilde goriildiigii gibi kesme yapilan yerde TSVD ydnteminin
lineer solve’ den daha iyi sonug verir.

1

> 1exp(icosin(t+1/4))dt integralinin » =1,11,21,31,41,51 degerleri
r+

1
Orneks.3: 'f
|

icin hesaplayalim. Bu ornekte 5 tane integrasyon noktasi kullanip ve uglardaki tiirev
3 alinarak 80 rakam duyarlilikla  hesaplanmistir.
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Tablo 5.3. Artan @ Degerleri Igin Kondisyon (kosul) Sayisi

w kondisyon (kosul )sayisi
1 (1.9998) %107

11 10927
21 4967.6
31 3851.2
41 3481.4
51 3325

Sonuglarda goriildiigii gibi artan @ degerleri i¢in sistemin katsayilar matrisinin
kondisyon sayisi azalmaktadir. Levin yontemi artan @ degerleri i¢in daha iyi
sonuclar vermektedir.

10
Ornek 5.4 : j exp(?).exp(ico(t "2+ 2¢))dt

3
integralinde @ =100 icin polinomun derecesi 11 sabit tutulup uclardaki tiirev
sirasiyla 2,3,4,5,6 i¢in almara k 35 rakam duyarlilikla hesaplanmistir.

Levin Tipi Metot
'24O T T T T T

26 - 4
28 + -
=30+ -
=32+ -
34| © .

-36 - -

logaritmik mutlak hata

-38 - -

401t i

42 i

-44 ! [ ! ! [ [ !
2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

uclardaki tirev

Sekil 5.2. Uclardaki Tiirevi Artirdigimizda Levin-Tipi Metotlarinin Logaritmik
Mutlak Hatasinin Sekli
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Bu Ornekte sabit bir @ i¢in polinomun derecesi sabit tutulup uglardaki tiirevi
artirdigimizda Levin —tipi metodun daha iyi netice verdigi goézlenmistir.

P
Ornek 5.5: j exp(io(* +20))dt ;
, 1
0 +—
10

integralinde « =1,101,201,...,701 degerleri i¢cin uglardaki tiirev 2 alnip sirayla

10,14,16 integrasyon noktalar1 i¢in hesaplanmustir.

Levin Type Quadrature
'12 T T T T T

16 - |

-18+ _

Asimptotik Hata
N
\}
/
/
|

o4l AN ]

26+ N :

_32 1 [ 1 1 [ [ 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800

w

Sekil 5.3. Artan Integrasyon Noktalarma Gére Levin-Tipi Metotlarm Mutlak
Hatasmin Sekli

Bu ornekte uglardaki tiirev sabit tutulup integrasyon noktalar1 artirildiginda
Levin tipi metotlarin daha iyi netice verdigi gozlenmistir.

1
Ornek 5.6: J.cos(1

0

50x°
2

) exp(ia)%x)dx

integralinin artan ® degerleri i¢in (TSVD) ve lineer solve  yOntemiyle
hesaplayalim.
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Tablo 5.4. Artan » Degerleri icin Kesilmis Tekil Deger Ayrisimi (TSVD) ve
Lineer Solve Yonteminin Coziimlerinin Karsilastirilmasi

o | Kondisyon(kosul)sayis1 | TSVD Lineer Kesme miktari(10-*)
Solve

1 4.21*10"58 -6.3923 -6.4040 Kesme var 6.265% 10

10 | 6.28*10"26 -5.3104 -5.3011 Kesme var 4.199% 10

20 | 2.26*%10"17 -3.8768 -3.8703 Kesme var 1.168* 10"

30 | 1.05*10™12 -2.7056 -2.7053 Kesme var  2.513*% 107

40 | 2.84*10"8 -1.9029 -1.9029 Kesme yok

50 | 8.64*10"5 -1.6218 -1.6218 Kesme yok

60 | 1.55*10"4 -2.4972 -2.4972 Kesme yok

70 | 1.47*10"3 -1.9909 -1.9909 Kesme yok

80 | 549. -2.5865 -2.5865 Kesme yok

90 | 343. -1.8089 -1.8089 Kesme yok

100 | 254. -3.1027 -3.1027 Kesme yok

Tabloda goriindiigli gibi artan @ degerleri i¢in kondisyon sayis1 giderek
azalmaktadir. Sistemin  kiigiik @ degerleri i¢cin kotii kosullu oldugu tabloda
gorinmektedir. Kot kosullu sistemin ¢oziimii icin tekil deger ayrisimi
uygulanmistir. @ =1,10,20,30 i¢in TSVD uygulandiginda sondan bir tekil deger
kestigimizde sistemin iyilestistigi goriinmektedir.

1
Ornek 5.7: I exp(x) exp(iex)dx

0
integralinin » =1,10,100,1000 degerleri i¢cin artan polinomun derecesini gore Levin-

tipi metotlar ve lineer solve yontemiyle hesaplayalim.

levin type metot lineer solve

10 10
—&— N=5 —&— N=5
151 —+— N=10] 15r —+— N=10 [
—_—— N=15 —_— N=15
20 I — 20 —
5] 25
g g
2 2
< 30 i\‘\ < s0f
3 3 Z\$\
g - g e —
E 35 — 1 E 35 — 1
x — x —
£ o} 1 £ w0 B
S S
g g
45t -45
50 \/,, 50 _
55" . 55 / .
60 . . . . . . . . . 60 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
w w
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Integralini Levin tipi metolar1 uyguladigimizda @ =1 i¢in kondisyonin sayis1 ¢cok
biiyiik oldugu TSVD uygulandiginda sistemin stabillestigi sekilde goriinmektedir.
Integralinin artan polinom derecesini gére Levin tipi metotlarm daha iyi sonuglar
verdigi sekilde goriilmektedir. Ancak artan polinom derecesini gore kondisyon
(kosul) sayis1 artmaktadir.

levin Tipi Metot
50 T T T T T T T

—o— N=5
451 ——#— N=10

N=15
40} -

30 -

25 -

20 -

logaritmik kondisyon sayisi

10 -

1 T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Sekil 5.4¢c. Artan Polinom Derecesine Gore Logaritmik Kondisyon Sayismin Sekli

1
Ornek 5.8: I cos(x”) exp(icwx)dx
0

integralinin o =1,5,100,500,1000 degerleri i¢in polinomun derecesini 6 olarak sabit

tutup uclardaki tiirevi artirdigimizda Levin-tipi metotlarin daha iy1 netice verdigi
asagidaki sekilde gozlenmistir.
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levin type metot

-5 T T T T T T T
—o— S=1
—k— S=2

logaritmik mutlak hata

0 [ [ 1 [ 1 [ 1 [ 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
w

Sekil 5.5. Artan Tiirev Degerleri icin Logaritmik Mutlak Hatasinin Sekli
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BOLUM 6

SONUCLAR

(3.1) formundaki yiliksek salinimli integrallere klasik integrasyon kurallariyla
yiiksek dogrulukta yaklagmak zordur.

Bu caligmada bahsedilen formundaki yiiksek salmimli integralleri
hesaplamak i¢in Levin-tipi yontemler uygulandi. Ancak, bu metot (A) tipindeki
integrallere uygulandiginda bir sistem (4c¢= s gibi ) olusur. Bu sistemin katsay1

matrisinin kondisyon (kosul) sayis1 bazen ¢ok biiyiik oldugunu ve dolayisiyla ilgili
sistemin ¢Ozlimiiniin zorlastigin1 gordiik. Sistemi iyilestirmek i¢in kesilmis tekil
deger ayrisimmi kullandik. Kesilmis tekil deger ayrisiminda son tekil deger
kesildiginde sistemin kondisyon sayisinin iyilestigi ve lineer solve ile
karsilastirildiginda 1y1 netice verdigi goriilmiistiir. Ancak sondan iki ya da daha fazla
tekil deger kesildiginde kondisyon sayisi iyilesmesini ragmen lineer solve ile
karsilastirildiginda sonuglarm iyi olmadigi goriilmiistiir. [7,8,9]. Bu durum Ornek
5.1 de gosterildi. Ama niimerik sonuglarda gézlenmistir ki genelde sistemin son
tekil degeri ¢ok kiiciik olmakta sondan iki onceki tekil degeri yaklasik olarak 1’ den
biiyiiktiir. Sistemin kotii kosullu olmasina son tekil deger neden olmaktadwr. Bu
durum Ornek 5.6° da  gosterildi. Ayrica Levin tipi metotlarda araya nokta
koydugumuzda diger metotlardan daha iyi neticeler vermedigi goriilmiistiir. Ayni
zamanda Levin tipi metotlarda polinomun derecesini artirdigimizda ve uclardaki
tiirevi artirdigimizda daha 1yi neticeler verdigi niimerik 6rneklerde goriilmiistiir.

Ileride Levin-tipi metotlarmm (A) tipindeki integrale uygulandiginda olusan

(4c= ) sistemini ¢oziimi i¢in Genellestirilmis minimum residual (artik) metodu
(GMRES) uygulanabilir.
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