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Bu tezde Robotlar ve robotlarin tarihsel gelisim siirecinden bahsedilmis daha
sonra matematiksel kavramlar, homotopi teori ve ilk kez klasik mekanikte kullanilan bir

matematiksel yap1 olan konfiigiirasyon uzaylariin tanimi ve 6rnekleri verilmistir.

Tezin son bolimiinde ise hareket planlama algoritmalari, robot hareketlerinin
seyir karmasikligini dlgen 7'C(X) sayisal degismezi ve T'C(X) ile ilgili tanimlar,

ornekler ve teoremler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: robotlar; konfiigiirasyon uzaylari; hareket planlama algoritmalart;
topolojik karmagiklik
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In this thesis, robots and the process of historical development of robots have
mentioned. The mathematical concepts, homotopy theory and configuration spaces of a

system which was first introduced in classical mechanics have given with examples.

Motion planning algorithms, 77C'(X) is a numerical invariant which measures

the navigation complexity of robot motion and related definations, examples and

theorems with T'C(X) are given in the last part of this thesis.

Key Words: robots; configuration spaces; motion planning algorithms; topological
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1.BOLUM
1.1 Giris

Insana benzeyen ama baz1 yonleriyle insandan eksik olan varliklar aslinda ¢ok eski
bir diisiincedir. Bu diisiince, ortaya ¢ikisindan itibaren insandan daha az nitelikli olan bu
varliklarin insana hizmet i¢in varsayimiyla birlikte ylirimiistiir. Buna benzer diislinceler
hep insanoglunun zihnini mesgul etmistir. Bu diisiinceyle ortaya ¢ikan robotlarin gelisimini
inceleyen robot teknolojisi hizli bir sekilde ilerlemesini siirdiirmektedir. Bu gelisim
stirecinde matematik biliminin lineer cebir, differensiyel denklemler gibi dallarinin yaninda

son yillarda topoloji dalininda katkis1 olmustur.

Michael Farber, 2003 yilinda “’Topological Complexity of Motion Planing’’ adli

makalesinde [1] bir robot hareket planlama problemi i¢in 7°C(X) olarak tanimladig

hareket planlama algoritmalarinin siireksizliginin 6l¢iimii olan bir kavram {izerine galisti.
Yine 2003 yilinda S. Tabanchnikov ve S. Yuzvinsky ile yaymladigi ‘“’Topological
Robotics: Motion Planing in Projective Spaces’’ adli makalesinde [4] projektif uzaylarda
topolojik robotlarin temel problemlerinden bazilarina yaklasimlarda bulundu. Bu
makalesinde topolojik robotlarin en temel problemlerinden biri sayilan bir noktadan sabit
bir dogrunun hareketleri iizerine ¢alisip, uzayda bir siirekli hareket tarafindan robotu A
baslangi¢ noktasindan B bitis noktasina tasiyacak bir hareket planlama algoritmasi
olusturmayr amaclamistir. 2004 yilinda yayimnlanan “’Instabilities of Robot Motion’” adli

makalesinde [2] robot hareketlerinde olusan dengesizliklere topolojik yaklagimlar getirdi.

Bu calismalarin devaminda 2006 yilinda yayinladig1 ’Topology of Robot Motion
Planning’’ adli makalesinde [6] robotlardan esinlenerek topolojik problemlerden bahsedip
ayrintili olarak robot hareket planlama problemini ¢alisip her X yol baglantili topolojik
uzayint X uzayindaki hareket problemindeki karigikligi 6lgen bir sayisal degismez olan

TC(X) ile birlestirip hareket planlama algoritmalarinin yapisini nasil belirledigini gosterip
ayrica birden fazla 6rnekle 7'C(X) degismezini hesaplamistir. Yeni bir ¢alisma alan1 acan

M. Farber caligmalarina devam ederek 2008 yilinda yaptigr calismalari “’Invitation to

Topological Robotics’” adli kitabinda [7] toplayip genis bir ¢alisma olarak yayinladi.
1



Bu Calisma alt1 béliimden olusmustur.

Bolim 1 girig kismi olarak robot bilimi ile matematigin topoloji dalinin arasindaki

iliskiye ve yapilan caligmalara ayrilmistir.

Boliim 2 ve Boliim 3’te sirasiyla 6nce robotlar ve onlarin gelisiminden daha sonra

temel matematiksel kavramlardan bahsedilecektir.

Boliim 4 ve Bolim 5’te sirasiyla 6nce homotopi teoriden daha sonra topolojinin
robot bilimine girisini saglayan ilk kez klasik mekanikte kullanilan konfliglirasyon uzayi ile

ilgili tanimlar verilip bu uzayla ilgili temel 6rneklerden bahsedilecektir.

Calismanin son boliimii olan B6liim 6°da ise topolojik robotlara bir giris verilecek

ve Ozellikle robot hareket planlama problemine bir topolojik yaklagim ele alinacaktir.



2. BOLUM

Bu bdliimde robotlardan, onlarin uygulama alanlarindan ve bu alanda yapilan

calismalardan bahsedilecektir.

2.1 Robotlar

Gelisen teknolojiyle birlikte insanligin hayatin1 kolaylastirmak, rahat ve huzurlu bir
yasam i¢in birgok alanda ¢alismalar yapilmaktadir. Bu calismalardan biri de robotik

alaninda yapilan calismalardir.

Bazi tarihgiler robot fikrinin antik yunan donemine kadar uzandigin1 diisiinmektedirler.
Buna kanit olarak M.O. 270 yilinda Yunanl bir miihendis olan Ctesibus’un yaptig1 su
saatlerini ve hareket edebilir nesneleri gosterirler. Kimi tarihgiler ise 1770’11 yillarda
Pierre Jacquet Droz adli Isvigreli mucit ve saat tamircisinin yapmis oldugu ii¢ tane
mekanik oyuncak ile basladigini diisiinmektedir. Bu diisiincenin nedeni yapilan bu {i¢
mekanik oyuncagin insan kontroliinden bagimsiz farkli 6zelliklere sahip olmasiydi. Bu

oyuncaklar ayri ayri miizik ¢alma, yazi yazma ve resim yapma yetenegine sahiptiler

[13].

Robot kelimesi ilk kez 1921 yilinda Cekoslavak yazar Karel Capek’in yazdigi
“Rossum’s Universal Robot’’ adli tiyatro oyununda kullanildi. Robot keimesinin ¢ek
lisanindaki anlami is¢i idi. Tiyatro oyunu ‘’Insan makinay! yapar, makina da insani

Oldiiriir.”’ temasi iizerine kurulmustu.

1941 yilinda Amerikali yazar Isaac Asimov ‘’Robot’” kelimesinden ‘’Robotik’’
kelimesini tlireterek ilk kez kullandi. Isaac Asimov 1942 yilinda ‘’Runaround’ adli

hikayesinde giiniimiizde hala gegerli olan robotlarin 3 yasasini1 yazdi. Bunlar;

1- Bir robot bir insana zarar veremez veya kayitsiz kalarak bir insanin zarar gérmesine

neden olamaz.



2- Birinci yasa ile catigmamak sart1 ile bir robot insanlar tarafindan verilen emirlere
uymak zorundadir.
3- Birinci ve ikinci yasa ile ¢atismamak sart1 ile bir robot kendi varligini korumalidir.

seklindedir.

2.2 Robotlarin Uygulama Alanlar

Robotlar bir¢ok endiistride vazgecilmez bir konuma gelmistir. Baglangigta endiistride
robot kollar kullanilmaktaydi. Gelisen teknolojiyle birlikte zaman igerisinde robotlar
sadece robot kol olmaktan ¢ikip etrafin1 algilayabilen, etrafina tepki verebilen ve bir
noktadan bagka bir noktaya gidebilen makineler haline geldiler. Gezer robotlar giinliik

hayatimizda bir¢ok farkli uygulamada kullanilmaya baslandi.

Ormegin; bomba imha gibi tehlikeli gorevlerde insanlar yerine robotlar kullanilmaktadir.
Bu robotlar kiiciik birer zirhl1 tank gibi olup etrafini algilayabilmesi i¢in bir kameraya da

sahiptirler (Sekil 2.1) [17].

Sekil 2.1 Bomba imha robotu
Yine insan saghgmi risk altina alacak kimyasal, niikleer ve cevresel kirliliklerin

temizlenmesinde robotlardan faydalanilmaktadir. Cernobil santralindeki patlamadan
sonra santrali incelemek ve patlamanin etkilerini anlamak i¢in kullanilan Pioneer adli

robot buna 6rnektir (Sekil 2.2) [13].



Sekil 2.2 Pioneer

Kanalizasyon borular iginde ki sorunlari tespit, klimalarda ki hava kanallarinda ki
bakim ve onarimda yine robotlar kullanilmaktadir. Alice adli 2x2x2 o6l¢iilerinde en
kiigiik robotlardan olan bu bagimsiz robot ayn1 zamanda kii¢iik bir kameraya sahip olup

sorun tespiti, bakim ve onarim islerinde kullanilmaktadir (Sekil 2.3) [17].

Sekil 2.3 Alice

Evler, okullar ve igyerleri gibi ortak yasam alanlarinda yasarken dikkat etmeniz gereken
olas1 yangin durumlarinda bunun i¢in dizayn edilmis robotlardan faydalanilmaktadir. Bu
robotlar evlerin, okullarin veya igyerlerinin neresinde olursa olsun {izerindeki sensorler
sayesinde yangimi algilayip hareket ederek yangini sondlirmekte veya uyar1 vermekte

yardimc1 olmaktadir.

Saglik alaninda da robot teknolojisinin hizli gelismesiyle yapilan tedavilerin kalitesi
artip hata pay1 azalmaktadir. 1992 yilinda tiretilen Papnet adli robot sinir aglar1 arasinda
ozellikle boyun bolgesinde kanseri teshiste yardimci olmaktadir. Cerrahi tedavilerde de
cerrahin uzaktan kontrol ederek hasta {izerinde tedavide kullandigi robotlar

bulunmaktadir.



Hastanelerde ki yogun tempo i¢inde zamana karsi ¢alisildigindan islerin aksamamasi
Oonemlidir. Bu konuda da yine son yillarda yapilan calismalar robotlarin bu alanlara
girmesini saglamistir. Ornegin, Helpmate adli robot hastanelerde tasima isleri icin
dizayn edilen bir robottur. Bu robot kendisine yiiklenen hareket algoritmasi ile hastanede

bir operatorden bagimsiz olarak hareket edecek sekilde sensorlere sahipti (Sekil 2.4)

[17].
ol
2 ES
@ i@

Sekil 2.4 Helpmate



3. BOLUM

Bu bdliimde tezin sonraki bolimlerinde gerekli olacak temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir.

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 3.1.1 X bos olmayan bir kiime ve d: X x X — R bir fonksiyon olsun.
M-1) Her z,y € X i¢in d(z,y) >0 Ve d(z,y) =0 <z =y,

M-2) Her z,y € X i¢in d(z,y) = d(y, ),

M-3) Her z,y,2 € X i¢in d(z,2) < d(z,y) +d(y, z)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde metrik ve (X,d) sirali ikilisine metrik

uzay denir [12].

Tanmm 3.1.2 X bos olmayan bir kiime ve 7 da X in kuvvet kiimesi P(X) in bir alt
koleksiyonu olsun.

T-1) X ve @ kiimeleri 7 ya aittir. Yani X € 7 ve @€ 7 dur.

T-2) 7 nun herhangi bir alt koleksiyonuna ait kiimelerin bileskesi yine = ya aittir. Yani

I herhangi bir indis kiimesi ve i € I igin U, € T ise UUZ. €7 dur.
icl

T-3) 7 ya ait iki kiimenin kesigimi yine = ya aittir. Yani U,V €7 ise UNV € dur.

Ozellikleri saglaniyorsa 7 ya X fiizerinde bir topoloji denir. 7 koleksiyonu X {izerinde

bir topoloji ise (X,7) sirali ikilisine bir topolojik uzay ve X in elemanlarina noktalar

denir [9].

Tammm 3.1.3 (X,7) bir topolojik uzay olsun. 7 nun elemanlarina (X,7) uzaymnin agik

kiimeleri veya bir karisiklik meydana gelmeyecekse X in agik kiimeleri denir [9].
7



Tamim 3.1.4 (X,7) bir topolojik uzay ve U kiimesi X in bir alt kiimesi olsun. U nun
X e gore tiimleyeni olan X —U kiimesi (X,7) uzayinda acgiksa U ya (X,7) uzaymin

kapal1 alt kiimesi denir [9].

Tanmmm 3.1.5 A bir (X,7) topolojik uzaynin alt kiimesi ve = € X olsun. z noktasini

iceren her U agik kiimesi z noktasindan baska A nin bir elemanini igeriyorsa =z
noktasina A kiimesinin bir limit (yigilma) noktasi denir. Yani x € U 6zelligindeki her

UerT igin (A—{z})NU =@ ise z noktasina A kiimesinin bir limit (yigilma) noktasi

denir. A mn biitiin limit noktalarinin kiimesi A ile gosterilir [9].

Tammm 3.1.6 (X,7) bir topolojik uzay A,X in bir alt kiimesi ve A, A nin limit

noktalarmin kiimesi olsun. AUA kiimesine A kiimesinin kapamsi denir ve A ile

gosterilir [9].

Tamm 3.1.7 f:(X,7,)— (Y,7,) bire-bir ve orten bir fonksiyon olsun. f ve
f~'fonksiyonlarmin her ikisi de siirekli ise f ye bir homeomorfizm denir. (X,7,) ve
(Y,7,) uzaylar arasinda bir homeomorfizm varsa bu uzaylara homeomorfik uzaylar

denir ve genellikle (X,r,) = (Y,7,) seklinde gosterilir [12].

Tamm 3.1.8 Homeomorfizmler altinda korunan 6zelliklere topolojiksel 6zellikler denir
[12].
Tamim 3.1.9 (X,7) bir topolojik uzay ve A c X olsun.

I. I bir indis kiimesi olmak {iizere her i € I i¢in U, € 7 ve

AclJu,

i€l
ise v={U,:ieI} koleksiyonuna A nin bir acik ortiisii denir.

ii. ov={U :iel} Koleksiyonu A mnin agk Oortisi ve JCI olmak

lizereV ={U,:i€J} koleksiyonu A nm bir oOrtisi ise V={U :ieJ}



ortlistinev = {U, : ¢ € I} Oortlistiniin bir alt ortiisii denir. Bu durumda J sonlu

iseV ={U, :ie J} ortiisiine v={U, : i € I} ortiisiiniin sonlu alt ortiisii denir.

Tanmmm 3.1.10 (X,7) bir topolojik uzay olsun. X in her acik Ortiisiiniin sonlu bir alt

ortlisii varsa (X,7) uzayma kompakt uzay denir [9].

Not 3.1.1 Kompaktligin tanim1 geregince bir uzayin kompakt olmadigini gostermek icin

uzayin sonlu higbir alt ortlisii olmayan agik bir ortiistinlin oldugunu gostermek yeterlidir

[9].

Tamm 3.1.11 (X,7) bir topolojik uzay ve A4, X in bir alt kiimesi olsun. (4,7,) alt uzay:

kompakt ise A ya X in kompakt alt kiimesi denir [9].

Tamim 3.1.12 (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun.
a) x €U CC olacak sekilde bir U € 7 ve X in kompakt bir C alt kiimesi varsa

X uzaymna z noktasinda yerel kompakttir denir.

b) Her z € X i¢in (X,7) uzay1 z noktasinda yerel kompakt ise (X,7) uzayma yerel
kompakt uzay denir.

€) AC X olmak iizere (4,7,) uzay: yerel kompakt ise A kiimesine (X,7)uzaymnin

yerel kompakt bir alt kiimesi denir [9].

Teorem 3.1.13 Yerel kompakt her (X,7) uzaymmn kapali her A alt uzayr yerel

kompakttir [9].

Teorem 3.1.14 (X,7,) yerel kompakt bir topolojik uzay ve (Y,,) herhangi bir
topolojik uzay olmak iizere f: X — Y siirekli, o6rten ve agik bir fonksiyon olsun. Bu

durumda (Y,7,) uzay1 yerel kompakttir [9].

Tammm 3.1.15 X ve Y topolojik uzaylar olsunlar. X, Y den X e biitiin siirekli

fonksiyonlarimin alt kiimesi olsun. K ve U sirastyla Y ve X in kompakt alt kiimeleri

igin (K;U)= fe X" :f(K)CU oldugunda biitin (K;U) alt kiimelerinin bir alt

tabanindan ibaret olan topolojik uzaya X" iizerinde kompakt-agik topoloji denir.



Tammm 3.1.16 (X,7) bir topolojik uzay olsun. I:[O,l] olmak {izere siirekli her

f:I— X fonksiyonuna X de bir yol denir. f(0) noktasina f yolunun baslangi¢
noktasi ve f(1) noktasina da f yolunun bitis noktast denir. f(0)=a Ve f(1)=1b ise f ye

a noktasini b noktasina birlestiren bir yol veya a dan b ye bir yol denir [12].

Ornek 3.1.1 (X,7) bir topolojik uzay olsun. Her ae X igin f(t)=a seklinde
tamimlanan f:7 — X sabit fonksiyonu X de bir yoldur. Bu sekilde tanimlanan f

yoluna a degerli sabit yol denir ve genellikle e ile gosterilir.

Ornek 3.1.2 (X,7) bir topolojik uzay ve f:I — X fonksiyonu X de bir yol olsun. Bu

durumda g¢(t) = f(1—t) seklinde tanimli ¢g: 7 — X fonksiyonu da X de bir yoldur. Bu
sekilde tammlanan ¢ yoluna f nin tersi denir ve genellikle f ile gosterilir. Boylece,

f fonksiyonu « dan b ye bir yol ise f de b den a ya bir yoldur.

Ornek 3.1.3 (X,7) bir topolojik uzay ve f:I — X ve g:I — X fonksiyonlari sirasiyla

a noktasindan b noktasima ve b noktasindan ¢ noktasina iki yol olsun.

fg: I — X fonksiyonu

f28),0<t< %

(fg)(t):[g(%—l),%gtgl

seklinde tanimlansin. f ve g fonksiyonlar stirekli, {O,%H%,ll kiimeleri I da kapali
ve

f[Q%]:fl —bveg

1
2.1 _1l=g0 =b
2 ] g

oldugundan fg fonksiyonu siireklidir. Boylece fg fonksiyonu X de bir yoldur. Diger
yandan

fg 0 =f0=avefgl=9gl1l=c

oldugundan fg , a dan ¢ ye bir yoldur. Bu sekilde tanimlanan fg yoluna f ve

gyollarinin ¢arpimi denir.

10



Tamim 3.1.17 (X, 7)bir topolojik uzay olsun. Her a,b € X i¢in f(0)=a ve f1)=b

olacak sekilde bir f yolu varsa (X,7) uzaymna yol baglantili uzay denir [12].

Ornek 314 | :[0,1] araligt  yol  baglantilidir. a0l  olsun. Bu

durumda f(t)=tb+ 1—t a seklinde tanimli f fonksiyonu I da bir yoldur. Ustelik,

f(0)=a ve f(1)=0b oldugundan f yolu « dan b ye bir yoldur.

Tanmim 3.1.18 p: F — B ye her uzaya goére homotopi 6zelliklerini koruyan siirekli

fonksiyona bir fibrasyon denir.
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4.BOLUM

Bu boéliimde cebirsel topolojinin konularindan olan ve robotlarin hareket algoritmalarini
olusturmada rol oynayan homotopi teorinin temel tanim ve 6rnekleri verilmistir.

4.1. Homotopi

Tamm 4.1.1 X ve Y iki topolojik uzay ve f ile f, X den Y ye giden iki siirekli
fonksiyon olsun. Eger 0 <t <1 igin t ye gore siirekli olarak degisen bir

]‘;:X—>Y

siirekli fonksiyonlar ailesi var ise bu taktirde f, ile f fonksiyonlarina homotopiktir denir

[10].

Tamim 4.1.2 X ve Y iki topolojik uzay ve

fo,fi:X—>Y

siirekli fonksiyonlar olsun. Eger 7 =0,1] olmak tizere

F:XxI—-Y
(x,t) — F(x,t)

F(z,0)= f(z) Ve F(z,1)= f(z) olacak sekilde bir siirekli F mevcutsa f, ile f siirekli
fonksiyonlar1 homotopiktir ve F fonksiyonuna da f, ile f arasindaki homotopi denir.

Budurumda f =~ f yada F: f = f yazanz [10].
Her bir ¢ €[0,1] igin £ : X — Y bir stirekli doniisiimii ise F(X,t) Yi f(z) ile gosterilebilir.

f:I—Y biryol olsun.

F:IxI—-Y
(x,t) — F(z,t) = f(1—1t)x)

fonksiyonu f yoluile ¢, sabit yolu arasinda bir homotopidir.

7(0)
Tanmim 4.1.3 X,V iKi uzay ve A, X ’in bir alt kiimesi olsun. f ile £ de X den Yye
giden iki siirekli fonksiyon olsun. Eger a € 4 i¢in F(a,t),t ye bagli olmayacak sekilde

12



bir
F:XxI—Y
homotopisi mevcut ise f ile f’e A ya gdre homotopiktir denir. Yani Vae A vevte
i¢in
F(a,t) = f(a) = f(a) = f(a)

dir. Buna gbére F homotopisine A4 alt kiimesine gore relatif homotopi denir

Ve f, = f(reld) dir [10].

Ornek 4.1.1 f:01] >R, fz)=2> fonksiyonu ile g:[0,1| >R, gx)=2 sabit

fonksiyonunun homotopik oldugunu gdsterelim.

Coziim: F:1xI — R olmak lizere

(z,t) — F(z,t) = (1—t)z* +2t

fonksiyonunu ele alalim. Bu F fonksiyonu Vz,t € I igin siireklidir.
t=0 i¢in

F(z,0) =(1—0)2" +2.0 =2 = f(z) Ve

t=11i¢in

F(z,))=(1-1z" +21=2=g(x)

olur. O halde f ~ g4 dir.

Ornek 4.1.2 f£:]0,1] = R, f(z) =2* fonksiyonu ile g:|0,1] — R, g(x) — Jz fonksiyonunun

homotopik oldugunu gdsterelim.

Cozim: Bu iki  fonksiyonun = homotopik  oldugunu  gdstermek  i¢in
F(z,0) = f(z) = 2°, F(z,1) = g(z) = Jz olacak sekilde bir F:IxI — R siirekli fonksiyon
bulmaliyiz.

F:IxI—R olmak itizere (z,t)— F(z,t) =zt +(1—t)a? fonksiyonunu ele alalim. Bu

F fonksiyonu Vz,t € I i¢in siireklidir. Ayrica

t=0 i¢in
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F(2,0) =\z-0+(1-0)-2 = 2> = f(z) Ve
t =1 i¢in
Fz,) =z -1+ 1 —1)2? =z = g()

olur.O halde F: f~ g4 dir. A={0,1} c I olsun.

oldugundan her a € A i¢in F(a,t) degeri t ye bagl olmaz. Bu ise F nin A ya gore

relatif homotopi oldugu anlamina gelir. O halde f =~ g(rei(A)) olur.

Ornek 4.1.3 ' = {(z,y) € R* : 2* +3* =1} gember olmak
lizere f: 8" — R, (z,9) — f(z,y) = (z,9) ile g: ' — R, (z,y) — g(z,y) = (0,0)

fonksiyonlariin homotopik olduklarini gosteriniz.

Coziim: F:S' <1 — R, ((z,y),t) — F((z,y),t) = (1 —t)z,(1 —t)y) fonksiyonunu diigiinelim.

F fonksiyonu siireklidir ve

t=0 i¢in

F((z,),0) = (z,y) = f(z,y)

t =1 i¢in

F((z,9),1) = (0,0) = g(=,y)
olup F = f ~ ¢ elde edilir.

Teorem 4.1.1 f,g: R" — R™ iki siirekli fonksiyon olsun. Buna gore

F:R"xI —R"
(z,8) = Fla,t) = (1—1)- f(z) +1-(9(2))

fonksiyonu stireklidir ve



olup F,f ile g arasinda bir homotopidir [11].
Tamim 4.1.4 X ve Y iki uzay olsun. Eger

[ X—=YVeg:Y =X

stirekli fonksiyonlar1

o=l =X —X

ve

fo=I =Y =Y

olacak sekilde mevcutsa X ve Y uzaylara ayni homotopi tipindendir veya homotopik

denktir denir [10].
Ornek 4.1.4 n>0 i¢in D" CR",D" = {(z,,2),...x): 2} + 2} +...+2° <1} n diski tek bir
noktanin olusturdugu tek nokta kiimesi ile ayni homotopi tipine sahip oldugunu

gosterelim.

Coziim: D" ile {y} nin ayn1 homotopi tipine sahip oldugunu gostermek igin

[yt =D
y—= [y =y
icine fonksiyonu ile
g:D" —{y}
z— g(z) =y

sabit fonksiyonunu ele alalim.

9of ={y} - D" — {y}
y—y—y

oMpg:Jy

fg=D" = {yh— D'

r—=y—=y

fonksiyonuve 1 = D" — D" birim fonksiyonu igin
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F:D"xI— D"
((L‘,Zf)—>F(iL',t):t'ZE+(1—lf)~y

seklinde tanimli fonksiyon siirekli ve

olur. O halde F fonksiyonu fg ve I , arasinda bir homotopidir. Yani fg= 1  dir.

Tamm 4.1.5 X bir uzay olsun. Eger X uzayi tek bir noktaya homotopik denk ise bu

uzaya biiziilebilir uzay denir [11].

Teorem 4.1.2 S biiziilebilir bir uzay ve T herhangi bir uzay ise f,g:7 — S siirekli

fonksiyonu homotopiktir [11].

Ispat: 7,g: 7 — s iki fonksiyon olsun. § biiziilebilir oldugundan
h:S8—{0}ve j: {0} =S
siirekli fonksiyonlar1 hoj=1 Ve joh I, olacak sekilde mevcuttur. Ayrica

f=1gof=johof
g=1I,09=johoy

dir.
hof:T—{0}— 58
t — hof(t)=0
oldugundan dolay1
johof:T — S
t — j(0)

fonksiyonu sabit fonksiyon olmalidir. Benzer sekilde johog:7T — S fonksiyonuyla

sabit fonksiyon elde edilir. O halde £~ 4 olur.

Tammm 4.1.6 X bir topolojik uzay ve A X’in bir alt kiimesi olsun. Eger

r: X — Asiirekli fonksiyonu i: A — X igine fonksiyon olmak iizere, ri=1,:4— A
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olacak sekilde bulunabiliyorsa A4 ya X in retraksiyonu ve r fonksiyonuna retraksiyon
fonksiyonu denir [10].

4.2. Yollarin Homotopisi

Eger f ile g ; f(1) = ¢(0) olacak sekilde X iginde iki yol ise f ile g nin fxg carpimi

seklinde tanimlanir. Burada {0,1} kiimesine gore homotopi olan yollarin homotopi

siifindan bahsedecegiz.

Tanmm 4.2.1 f ile ¢ , X i¢inde iki yol olsun. Eger f ile g , {0,1} e gore homotopik ise
bunlara denktir denir ve bu durum f ~ g ile gosterilir. Buna goére eger X icindeki f ile

/. yollar1 i¢in

F:IxI—X
(t,8) — F(t,s)

stirekli fonksiyonu

F(1,0) = £,)
F(t,1) = £(1)
F(0,5) = ,(0) = £(0)
FLs) = (1) = £(1)

olacak sekilde bulunabiliyorsa f, ile f birbirine denktir denir. F = f ~ f yazilir [13].

Buna gore X igindeki yollar1 homotopi siniflarina ayirabiliriz. O halde X igindeki

yollarin homotopi siniflarinin kiimesi

A:{[f”f;[og]%x*}

olarak gosterebiliriz. [f],[g]€ A igin f(1) = g(0) oluyorsa, [f][g]=|f*g] olarak bir islem
tanimlaniyor.

Teorem4.2.1 f.f.g,,9, X iginde f (1) = g,(0) Ve £ (1) = g,(0) 6zelligindeki yollar olsun.
Eger f ~ f Ve g, ~g, ise f xg, ~ f*g dir. Eger f ~ f Ve g ~g Isef xg, ~ f =g dir

[13].
17



Ispat: F=f ~f ve G = g, ~ g, olsun ve {0,1} e gére homotopik olsun. Yani,

F:IxI—X
(t,s) — F(t,s)

stirekli fonksiyonu i¢in

saglanir ve
G:IxI—X

(t,8) — G(t,s)

stirekli fonksiyonu i¢in

saglanir. Buna gore,
H:IxI—X

(t,8) — H(t,s)

fonksiyonunu

olarak tanimlayalim. Bu fonksiyon stireklidir clinkdi; t= %

i¢in F(1,s) = f (1) = ¢,(0) = G(0,s) oldugundan dolayr # fonksiyonu siireklidir. Ayrica

F(2t,0),0<t< 1 ),0<t<
H(t,0) = L0 A / = (f, *9,)(®)
G(2t—170),%<t<1 (2t—1)é<t<1

ve
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olur. Ayrica

H(0,5) = F(0,5) = £,(0) = (f, *9,)(0) = £,(0) = (/, *¢,)(0)
ve

H(l,s) = G(1,5) = g,(1) = (f, *9,)(1) = g,(1) = (f; * g,)(1)

olur. Buna gore H = f, g, ~ f =g, elde edilir.

Teorem 4.2.2 X bir uzay ve f,g,h, X iginde f(1)= g(0),9(1) = n(0) olacak sekilde ii¢

yol olsun. Buna gore (f x g)xh ~ f*(g*h) dir [14].

Ispat:
f(4t)70§tS%
g eh]) = {oat-1), Y <t< Y
h(2t71),%§t§1
ve

dir. Buna gore;

F:IxI—X
(t,8) — F(t,s)

fonksiyonunu

4¢

—,0§t§5+y
fl+s 4
F(t,s):<g(4t—371),5+%§t§3+%

i dt—s-2 75—!—%31531
2—s 4

olarak tanimlayallm. Her s degeri i¢in f,g,h fonksiyonlar1 siirekli olup

F(t,s) siireklidir.
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ve
jeno<t< Y
F(t,1) = {g(4t —2), 12 <t< 34 :[f* g*h }(t)
h(4t—3),%§t§1
dir. Ayrica
F(0,5) = f(0) = ((f * 9) * )(0)) = (f * (g + 1)) (0)
ve

F(1,8) = h(1) = ((f *x g)x h)(1) = (f * (g h))(1)

dir. Boylece F homotopiktir. Yani (f*g)«h ~ f*(g*h) elde edilir.
Eger » € X ise
01] = X
t—e(t)=u
sabit bir yoldur. Buna gore bir f yolu z noktasinda baslayip y de bitiyor ise = « f ve

f*e, yollarindan s6z edilebilir.

Teorem 4.2.3 f, X iginde z noktasinda baslayip y noktasinda biten bir yol ise

e xf~f Ve f*ewa dir [14].

Ispat: Sadece ¢ « f ~ f oldugunu gdsterelim.
F:IxI—-X
(t.s) = F(t,s)

fonksiyonunu

z o<t<l /
/<t<1




fonksiyonu olarak tanimlayalim. Bu fonksiyon siireklidir. Ayrica

2t ,0<t <
F(t,0) = / = (e, x f)(t
@2t —1) /<t<1
ve
Fey =1t 70 L

elde edilir. Buna gore < «f~ f elde edilir. Burada [¢ |[f]=[f] oldugu soylenebilir.

Burada < _birim olarak elde edilir.

Tanmm 4.2.2 f bir yol ise f(t)=f(1—t) bigiminde tanimlanan f,f yolunun tersidir.

Ayrica f ~ g olmasi igin gerek ve yeter sart f ~ g olmasidir [14].

Teorem 4.2.4 f, X iginde baslangi¢ noktas1 2 bitim noktas1 y olan bir yol olsun. Buna

gore fxf ~e Ve fxf~e dir[14].

Ispat: Sadece ff ~¢ oldugunu gosterelim.

T ‘ O<t</ {f( 0<t</
2 —1) /<t<1 2 21) /<t<1

dir.
F:IxI] —X
(t,8) — F(t,s)

olmak tzere

seklinde tanimli fonksiyon siireklidir. Ayrica

F(t,0) = (F* D)0
F(t1) = f(0) = = ,(t)

elde edilir. Buna gére f+ ~ <, olur. Buradan [f][f] =<, olup [f|=[s] " oldugu sdylenir.
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5. BOLUM
5.1. Konfiigiirasyonlar Uzay1

Bir sistemin konfiigiirasyon uzay1 ilk kez klasik mekanikte ortaya konulan bir
kavramdir. Konfiiglirasyon uzayi, nesnelerin sistemlerinin etkilesimleri ve yapilarini
calismada kullanilan matematiksel bir yapidir. Bu boliimde tiim fiziksel sistemlerin
konfiiglirasyon uzaylarinda uygulamada gegerli olan tanimlarin1 verip bir konfiigiirasyon

uzayini olusturmay1 drneklerle gosterecegiz.

Tammm 5.1.1 Bir T sisteminin konfligiirasyonu; 7 de ki her sabit noktayr kendisine

gotliren, her sabit mesafeye gore bir izometri belirten ve R* lizerinde alisilmis metrik

olarak tanimlanan

c:T—R*
fonksiyonudur [15].
Tammm 5.1.2 Bir sistemin konfiigiirasyon uzayi, bu sistemin tim mimkiin

konfiiglirasyonlarinin uzayidir. Konfiigiirasyon uzay1 uygun 6klid uzaymn bir alt uzayina

topolojiktir [15].

5.2 Bir Konfiigiirasyon Uzayr’nin Olusturulmasi

Bir giris olarak, farkl yiizeylerde kisitlanmig pargalarin temel sistemlerinin sayisinin

konfiiglirasyon uzaylarinin basit 6rneklerini verecegiz.

Ornek 5.2.1 Rastgele bir kagit pargasi iizerinde bir v noktas1 aldigimiz1 varsayalim. O
zaman u nun her farkli pozisyonu u« nun bir konfiigiirasyonudur. Kagit pargasinin her

kosesini *1°> birim olacak sekilde belirlersek 0 zaman « nun bir konfiigiirasyonu

(z,,y,) tarafindan temsil edilebilir. ((z,,y,) € {[O, 1] X[O, 1]}) Boylece bu sistem i¢in C(u)
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konfiiglirasyon uzayinin birim kareye homeomorfik oldugunu goriiriiz. Bu durumda

C(u) = [O, 1] X {O, 1] , v Nun miimkiin tiim konfiigiirasyonlarinin birlesimidir [8].

1 2 1 2

o 1 [} 1
u nun bir konfagirasyonu Clu) nun konflglrasyon uzayl

Sekil 5.1 Bir noktanin konfligiirasyonu ve konfligiirasyon uzay1

Ornek 5.2.2 Ornek 5.2.1 de ki duruma bir diger v pargasi ekledigimizi varsayalim,
bdylece sayfa lizerinde u ve v pargalarinin konfiigiirasyon uzayma bakariz. » nun

konfiiglirasyon uzay1 énceki gibi C(u) dur ve benzer sekilde v nin konfliglirasyon uzay1
C(v)= [O, 1}><[0,1] dir. « ve v nin aym sayfa iizerinde ortak konfiigiirasyon uzayinda
kesisimlere sadece C(u) ve C(v) nin ¢arpiminda izin verilir. Bu ylizden sayfa {izerinde
iki pargacigin konfiigiirasyon uzayi C(u)xC(v):[O,l]x{o,l]x[(),l]x[o,l} dort boyutlu

uzayda birim kiiptiir [8].

Ornek 5.2.3 Y bir topolojik uzay ve X = F(Y,n),i = j i¢in y, =y, ozelligindeki

(Y, Yy»-->y,) n demet igeren Y xY x..xY ’nin alt kiimesi olsun. X = F(Y,n)

carpismalardan kacinan Y nin hareket eden pargaciklarinin sisteminin konfiigiirasyon

uzayidir. Bu uzaya alisilmis konfiiglirasyon uzayi denir [1].

Wa
L |
W
Wa
L] L |
L]
YWa ATilg!
- L |

Ahsiloms Konflglrasyon Uzay

Sekil 5.2 Alisilmis konfiiglirasyon uzayi

Sonug 5.2.1 O zaman her eklenen par¢adan sonra o parcanin pozisyonunu tanimlamak
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icin ihtiyac¢ olan ekstra iki koordinat alacagiz. Boylece n parcali sistemin bir pargast i¢in
konfiiglirasyon uzay1 [O,llx...x[O,ll dir [8].

2n kez

5.3 Diizlemde Parcaciklar

Farkli ylizeylerde kisitlanmis pargalar1 diizleme genisletirsek bir pargacik igin

konfiigiirasyon uzaymin sadece diizlem (R?) oldugunu goriiriiz. Iki parcacik igin

konfligiirasyon uzayr R? x R* veya R* diir [8].

R* diizleminde n pargacikli konfiigiirasyon uzayir basitge (R*)" =R*" dir. Bu

baglangigta pargalarin konfiiglirasyon uzaymin R? olmasi diisiincesinden bir parga
karigik goriilebilir. Ancak her bir pargacik kendine 6zgii olan koordinat ¢iftini géz 6niine
almak zorunda bu ylizden tiim pargaciklarin pozisyonlari i¢cin 2n koordinatlar1 olacaktir.

Boylece konfligiirasyon uzayr R*"dir.

Genel olarak bir ylizey lzerinde hareketi sinirli n pargacikli her sistem igin

parcaciklarin ¢caligma uzayi sadece 7 olmasina ragmen konfiigiirasyon uzayr 7" dir.

5.4 Baglant1 Konfiigiirasyon Uzaylar:

Her tek pozisyonun veya diizenlemenin bir baglant1 olabilecegini diisiinlirsek o zaman
bu so6zii edilen baglantinin bir konfligiirasyon uzayidir. O halde konfiigiirasyonlarin

koleksiyonu bu baglantinin konfiigiirasyonunu yapar.

Onceden verilen tanimlar burada da uygulanir dzellikle baglantinin sabit noktalar1 tiim
konfiigiirasyonlar icin sabit kalmali1 ve baglantilarin uzunluklar tiim konfiligiirasyonlar

icin ayn1 olmalidir.

Tamim 5.4.1 Bir L baglantisinin konfiigiirasyonu c: L — R* olarak tanimlanir dyle ki
C‘F =f ‘F olup F sabit noktalarin kiimesidir ve f,R"da sabit noktalarin yerel
fonksiyonudur. ¢ fonksiyonu ayrica kenar uzunluklarini korur, yani ¢ alisilmis metrige
gore izometridir [15].
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Tamim 5.4.2 L nin konfligiirasyon uzayr C(L) , tiim konfiigiirasyonlarin uzayidir. ¢
Fonksiyonu tam olarak tanimlama gerekmeksizin konfiigiirasyon uzaylar1 belirtilebilir
ve tanimlanabilir oldugu i¢in tanimlanmaz [15].

Ornek 5.4.1 L,R" da bir ucunda sabit tek gubugu iceren bir baglant: olsun.(Bu baglant:
tek kol olarak adlandirilir.) O zaman L nin bir konfligiirasyonu ¢ubugun diger ucunun
pozisyonlari tarafindan tanimlanabilir. (veya k=2 durumundaki gibi) Yatay eksenle

yaptigi aci ile R* da gubugun konfiigiirasyon uzay1 S** olur [8].

Bir tek ¢ubugun konfiigiirasyon uzay1 iizerine insa edilen tiim konfiiglirasyon uzaylari
S+ dir ve bundan bdyle baglantilarin konfligiirasyon uzaylarini

SF % §F 1 i x §F!
koldaki eklemler kadar

in alt uzay1 olarak goérecegiz.

Dizlemde L nin konflgirasyon uzay

Sekil 5.3 Tek koldan olusan baglantinin konfiiglirasyon uzay1

Ornek 5.4.2 L yi genisletelim ve iki baglanti igersin &yle ki bir eklem bir ucundan
onceki ornekte oldugu gibi sabittir ve ikinci eklem ayrica bir ucundan sabit ama o sabit

oldugunda birinci eklemin ucu serbesttir [8].

Acikg¢a karsilikli olarak bu iki eklemin pozisyonlar1 bagimsizdir ve ayrica
konfiiglirasyon uzayr bu iki bilesen eklemin konfiigiirasyon uzaymin g¢arpimidir.
Boylece C(L) = S§*"xS"* dir. Tiim baglantilarin konfiigiirasyon uzaylarimi gérmek i¢in

alt baglantilarin konfiigiirasyon uzaylarinin kesisimlerine ayrica bakilir.

Ornek 5.4.3 L,R? de iki tek koldan olusan bir baglant1 olsun.(Ornek 5.4.2 gibi) 6yle ki

onlarin sabit kollar1 arasinda ki mesafe onlarin uzunluklari toplamindan daha az ve
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onlarin serbest noktalarinda birlesiktir. O zaman L nin konfiiglirasyonlari, iki bilesenli
eklemlerin konfligiirasyon uzaylarinin kesisimlerine karsilik gelir. Yani L nin

konfligiirasyon uzay1 sadece iki ayrik noktadir (S°) [15].

Sekil 5.4 iki koldan olusan baglantinin konfiigiirasyon uzay1

Ornek 5.4.4 Ornek 5.4.3 de ki gibi R* da sabit iki eklem igeren bir baglant1 alalim dyle
ki onlarin sabit u¢ noktalar1 arasindaki uzaklik eklemlerin uzunlugu toplamindan daha az
ve onlarm serbest uglar1 birlesmis olsun. Onceki gibi her ayrik eklem igin konfiigiirasyon
uzaylar sadece S* ! dir. Bu alt konfiigiirasyonlarin kesisimi $*? gibi bu baglant1 i¢in

konfligiirasyon uzayidir [15].
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6. BOLUM

Bu boliimde robotlarin hareket algoritmalarinin nasil olustugundan, bu algoritmalar
olusturulurken karsilasilan karigikliklara topolojik yaklagimlardan bahsedilip topolojik
yaklasimin 6zellikleri verilecektir.

6.1. Hareket Planlama Algoritmasi

Tanmmm 6.1.1 X de bir 7:[0,1]—>X stirekli egrisi 0<t¢ <1 olmak iizere sistemin

~(0) = A noktasinda baslayip ~(1) = B noktasinda sonlanan bir ~(¢) hareketidir [2].

Tim stirekli 7:[0,1]—>X yollar1 PX ile gosterilir. PX yol uzayr ~,,v, € PX,X de

yollar olmak iizere;

P(M>7) = ma‘xte[(m} d(v,(t),7,(t))

metrigi ile bir metrik uzaydir [2].

Tamm 6.1.2 Baslangi¢ ve bitis konfliglirasyonlarinin (y(0),+(1)) € X x X ¢iftini bir
v € PX yolu ile birlestiren fonksiyon

m: PX —XxX

ile gosterilir. 7 bir siirekli fonksiyondur [6].

Verilen (A, B) € X x X konfligiirasyonlarinin bir ¢ifti 7 '(4, B) ters gorintiisii A da
baslayip B de sonlanan tiim siirekli v € PX yollarini igerir. Boylece, A konfligiiras-
yonundan B konfiigiirasyonuna sistemin buldugumuz bir siirekli hareketi 7 '(A, B)
kiimesinden segilmis bir elemanina esittir. X yol baglantili oldugu i¢in 7 '(A, B) kiimesi

bos degildir ve bdylece bir se¢cim her zaman miimkiindiir.

Bir hareket planlama programi, verilen baslangic ve bitis konfiiglirasyonlarinin
sisteminin bir surekli hareketinin bir kuralin1 belirtir. Matematiksel olarak; X x X kabul
edilebilir konfliglirasyonlarin tiim ¢iftlerinin uzayindan PX olarak tanimlanan sistemin

tiim siirekli hareketlerinin uzayina tanimlanan fonksiyon
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s: XxX — PX
olup dyle ki

mos=1y ¢

dir.
Burada 1, ,: XxX — XxX birim fonksiyonu belirtir ve bunun anlami tam olarak

s(A, B) yolunun bir (A, B) ¢iftine atanmasidir.

Teorem 6.1.1 Bir siirekli s: XxX — PX, ros=1, , hareket planlamas1 var olmasi

icin gerek ve yeter sart X konfligiirasyon uzayinin biiziilebilir olmasidir [1].

Ispat (=) s:XxX — PX’in bir siirekli hareket planlama algoritmasi oldugunu

varsayalim. A Be€ X icin s(A,B), A da baslayip B de sonlanan bir yoldur.

B=B,e€X Ve F(xt)=s(z,DB,)(t) seklinde tan1mlans1n.F:X><[O,1]—>X, her ze€ X
icin  F(x,0)=z Vve F(x1)=B ile bir siirekli deformasyondur. Bdylece X

0

biiziilebilirdir.

(<) X in biiziilebilir oldugunu varsayalim. O zaman B, € X noktasi lizerinde = —
sabit fonksiyonu ile X x X 6zdeslik fonksiyonunu baglayan F': X x [O, 1} — X bir siirekli

homotopisi vardir. Kullanilan F, F(B,t) ters yolu ve F(A,¢) yolunun birlestigi s(4, B)
yolu tarafindan herhangi verilen iki A, B noktasim1 baglayabilir. Bu X de siirekli bir

hareket planlama algoritmasi tanimlar.

s(¥.A)(t)

s(Z.A)(t)

s(T.A)(t)

Sekil 6.1 Siirekli hareket planlamas1 gdsterimi
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Sonu¢ 6.1.1 Biiziilemeyen konfiigiirasyon uzaylar1 ile bir sistem ic¢in her hareket

planlama algoritmasi siireksiz olmalidir [1].

Ornek 6.1.1 Bir bolgede verilen bir A pozisyonundan verilen bir B pozisyonuna nasil
hareket edecegini 6gretmek zorunda oldugumuz o bolgede yasayacak bir robotumuz
oldugunu varsayalim. X C R* olmak {izere bolgenin bir konveks sekle sahip oldugunu
varsayalim. O zaman sabit bir hiz ile diiz bir ¢izgi boyunca A dan B ye uygulanabilir

bir s(4, B) hareketi olusturulabilir. Bu kural s: X x X — PX seklinde bir siirekli hareket

plani agikca tanimlar [2].

Sekil 6.2 Konveks bir bolgede robot hareketi

Ornek 6.1.2 Bolgemizin ortasinda bir gol ve bizim robotumuz yiizme yetenegine sahip
olmadig1 i¢in onun yolunu kuru alan iizerinde bulmak zorunda oldugunu varsayalim. Bu
durum bolgemizde s: X xX — PX silirekli olmayan hareket planlama stratejisi
oldugunu kolaylikla gosterir. Gergekten, varsayalim ki Oyle bir siirekli s stratejisi olsun.

A ve B sabit noktalar1 ile v =s(4,B) yolunu disiinelim. Simdi varsayalim ki A
noktasi sabit kalsin fakat B noktasi harekete baglasin ve gol etrafinda 0 <« <1 olmak

lizere bir B, gemberi olustursun. {lk doniis B, = B= B, dir. B noktasinin bu hareketi
altinda bizim hareket plan programimiz PX yol uzaymda bir s(A4,B,) € PX siirekli egri
tiretecek. Biz bir geliskiye variriz ¢iinkii bir yandan son s(4,B,) yolu baslangic s(4, B)
yoluna esit olmali fakat diger yandan s(4,B,) yolu s(4 B,) baslangi¢ yoluna

homotopiktir [2].
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Sekil 6.3 Konveks olmayan bir bolgede robot hareketi

Boylece ornek 6.1.2 de her s: X xX — PX hareket plan programi i¢in her zaman

baslangi¢ bitis konfliglirasyonlarinin (A, B) € X x X ¢ifti vardir ve s,(4,B) de siirekli
degildir. Bu (4,B) nin baz1 keyfi (A,B) yaklagimlari i¢in tamamen farkli s(A,B)

hareketlerine sebep olmasi anlamina gelir.

Teorem 6.1.1, 6rnek 6.1.1 de nigin bir siirekli hareket plani oldugunu ve 6rnek 6.1.2 de

nigin bir siirekli hareket plant olmadigini agiklar.

Tanmm 6.1.3 X bir yol baglantili topolojik uzay olsun. X de bir robot hareket plani

sonlu sayida F,...F, C XxX alt kiimeler ve i=1,....,k olmak iizere s :F — PX

stirekli fonksiyonlari tarafindan verilir 6yle ki asagidaki sartlar1 saglar [4].

a) F,....F, kimeleri i= j olmak lizere F;,NF, = o dir. Yani
XxX=FUFU..UF,
dir.

b) Her i=1,...,k i¢in mos, =1, dir.

c¢) Her F kiimesi bir dklidyen retraksiyondur.

F alt kiimelerini hareket planmin yerel alanlar1 olarak tanmimlanir. s, fonksiyonlar:

hareket planinin yerel kurallar1 olarak adlandirilir.

Tammm 6.1.4 (A4, B)e X xX baslangic bitis konfiigiirasyonlarinin ¢iftinde bir hareket

planinin dengesizliklerinin diizeni en biiyiik r sayisi olarak tanimlanir dyle ki (4, B) nin
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her komsulugu » mesafeli F;,..., F, yerel alanlar ile kesisime sahiptir [2].
Bir bagka deyisle, bir (4, B) € X x X c¢iftinde hareket planindaki dengesizliklerin diizeni

en biiyiik r sayisi olarak tanimlanir 6yle ki (A4, B)

s

NE N.NE,1<i <i, <..<i <k

2

el

kiimesine aittir. (4,B) € X x X, (4, B) nin bir kiigiik karigikhig1 ise r tane F,F,....,F,

w

yerel alandan birinin i¢ine diiser.

Tanim 6.1.5 Bir hareket planinin dengesizliklerinin diizeni (4, B) € X x X tiim miimkiin
ciftlerinde dengesizliklerinin diizeninin maksimumu olarak tanimlanir. Denk olacak
sekilde bir hareket planinin dengesizliklerinin diizeni en biiyiik r Oyle ki F,...,F, yerel
alanlar1 arasinda bazi r lerin kapaniglarinin ara kesitleri bos degildir.

ENE N.NE =2, 1<4 <, <...<i, <k
Acikca bir hareket planinin dengesizliklerinin diizeni yerel kurallarin toplam sayisini

asamaz. Yani

1<r<k
dir [2].
Sonug 6.1.2 Hareket planinin dengesizliklerinin diizeni bire esitse, yani yerel kurallar ile

s: X x X — PX gibi bir siirekli fonksiyon tanimlanirsa Teorem 6.1.1 den bildigimiz gibi

sadece X biiziilebilir bir uzay oldugunda olabilir [2].

Dengesizliklerin diizeni, hareket planinin ¢ok 6nemli bir fonksiyonel karakteristigini

temsil eder. Dengesizliklerin diizeni r ye esitse o zaman orada (4,B) € F, baslangig-
bitis konfiigiirasyonlarinin bir ¢ifti vardir Oyle ki keyfi olarak (A,B) ye yakin
(A4,B),(A,,B,),...,(A_,B_,) konfiiglirasyonlarmimn r—1 ¢ifti ¢+ j olmak lizere farkh
F kiimelerine aittir. (A4,B) girdi bilgisinin kii¢lik karisikliklar1 bu hareket planlama

algoritmasi tarafindan 6nerilen ayrik r hareketlerine yol agtig1 anlamindadir.

6.2 Topolojik Karmagikhik 7C(X)

Endiistri uygulamalarimin ¢ogunda mekanik sistemlerin konfliglirasyon uzaylar1 yari

cebirsel kiimeler gibi goriiliir. Yani
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z € R"; P(z) =0,Q,(z) >0,...,Q(x) >0

formunda olan kiimelerin sonlu birlesimleridir. P,Q,,...,Q, € R[Xl,...,Xn] reel katsayilari

ile polinomlardir. Her yar1 cebirsel kiime bir ¢okyiizlii cisme homeomorfiktir. Her
plriizsiiz manifold bir ¢ok yiizlii cisme homeomorf oldugu bilinir. Temel amacimiz
gergek robotik uygulamalarinin hareket plan algoritmasi ¢alismak oldugu icin, X

konfiigiirasyon uzayini ¢ok yiizlii bir cisme homeomorfik varsayabiliriz.

Tamm 6.2.1 X bir ¢okyiizlii cisim olsun. Bir hareket planlama algoritmas1 eger

XxX=FU..UE, (6.1)
sonlu kiimelerin birlesimi oyle ki;
I.  s|F:F — PX sireklidir. (i =1,...,k)
ii. Fn F =0 i=j
iii.  Her F bir 6klidyen komsuluk retraksiyonudur.

ozellikleri saglaniyorsa s: X x X — PX uygun olarak adlandirilir [6].

(A, B) € F, noktalarmin sabit bir yol ¢ifti i¢in, yol ¢ — s(4,B)(t) € X, A€ X noktasinda

baslayip B € X noktasinda sonlanan ¢ nin bir fonksiyonu olarak siirekli s algoritmasi
tarafindan dretilir. s(4,B) egrisi (A B) lzerindeki streklilige baghdir. (A B)

noktalarinin ¢ifti , C X kiimesinde degisir.

Tamm 6.2.2 Bir X topolojik uzay1 eger bir X C R" 6klid uzayinin igine bazi agik
X cUCR" komsuluklar i¢in bir r:U — X,r|X =1, olacak sekilde daldirilabilirse

(gdmiilebilirse) bu uzaya 6klid retraksiyonu denir [6].

Bir X c R" oklidyen retraksiyon olmasi igin gerek ve yeter sart X in yerel kompakt
olmasi ve yerel olarak biiziilebilmesidir.

Endiistriyel uygulamalarda goriilen hareket planlama algoritmalar1 uygundur. Daha 6nce
belirtildigi gibi, X konfiiglirasyon uzayr genellikle bir yar1 cebirsel kiimedir ve

algoritma baslangi¢-bitis konfligiirasyonlar1 i¢in F, C X x X olmak tizere cesitli farkh

kurallar tarafindan tanimlanir. Esitlik ve esitsizlikler tarafindan verilen F, kiimeleri reel
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cebirsel fonksiyonlar igerir béylece onlar yari cebirseldir. s|F.: F, — PX ayrica reel

cebirseldir. Béylece bunlar siireklidir.
Tamim 6.2.3 Bir uygun hareket planlama algoritmasinin topolojik karmagikligi s icin

(6.1) tipinin her temsilindeki & stirekliliginin etkilerinin minimal sayisidir [6].

Tamim 6.2.4 Bir sonlu boyutlu X ¢ok yiizlii cisminin 7C(X) topolojik karmasikligi X

de ki uygun hareket planlama algoritmasinin topolojik karmasikliginin minimalidir.

TC(X)=1< X bir oklid retraksiyonu ve biiziilebilirdir. 7C(X) = oo ise X de kabul

edilebilir bir hareket planlama algoritmasi yoktur [6].

2, ntek

Ornek 6.2.1 TC(S") < 3meift

oldugunu gosterelim.

A= —B olmak lizere F; C S" xS" tiim (4, B) ¢iftlerinin kiimesi olsun. Siirekli bir
s, F, — PS", kisa geodezik egriler boyunca A dan B ye bir kesit olusturabilir.
F,CS"x8"’yi (A4,—A) tam ters noktalarin tiim ciftleri olarak alalim. s, : £, — PS" bir

stirekli kesiti, S" {izerinde sifira esit olmayan sabit bir vektor alan1 n tek ise vardir ve
olusturulabilir.
n ¢ift oldugu durumda S" en azindan bir sifira sahip oldugu i¢in n in tek oldugu

duruma ilave yapilir. Yani biz bir tek sifira sahip (4, € S") bir tanjant vektor alan
bulabiliriz. F, ={(A,—A4),A= A4} yazlabilir ve n in tek oldugu durumda ki gibi bir
s, : F, — PS" tammlanir. F, ={(4,—A)} bir tek cift icerir ve A dan —A4 a secilen

keyfi bir yol tarafindan s, : F, — PS" tanimlanir [1].

Sekil 6.4 TC(S") hesaplanmasinda ki miimkiin yollar
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Tamm 6.2.5 p: E — B fibrasyonunun schwarz genusu her U, C B kiimesi iizerinde her
p:E— B nin s;:U, — E sirekli kesitinin var olmasi ile B=U UU,U..UU,

tabaninin bir acik Ortlisii vardir. Burada ki & sayisi schwarz genusu olarak tanimlanir

[7].
Onerme 6.2.1 X bir gok yiizlii cisim olsun. O zaman T'C(X) sayis1 7: PX — X x X

yol fibrasyonunun schwarz genusuna denktir [7].

Bu 6nermenin ispatinda asagida ispatiyla birlikte verdigimiz lemmay1 kullanacagiz.

Lemma 6.2.1 Y,Z C P bir P ¢ok yiizlii cisminin ayrik kapali alt kiimeleri olsun. O
zaman orada Y yi iceren ve Z den ayrik olan F C P kapali bir alt ¢ok yiizli vardir.
Yani Y C F ve FNnZ = dur [7].

Ispat P C P, UP, =P olacak sekilde sonlu alt ¢ok yiizlii cisimlerin bir yerel sonlu
ailesi olsun. Burada « bir A indeks kiimesinde olmak {izere Y NP, ve ZNP, ayrik
kompakt kiimelerdir. Boylece ¢, > 0 reel sayilarinin bir dizisini elde ederiz dyle Ki

dYNP,ZNP)>e,

dir. Burada d, P {izerinde onun topolojisi ile uyumlu sabit bir uzunluktur. {P }
ailesinin yerel sonlu olmasini kullanarak P yi bélebiliriz 6yle ki P, da bulunan her tek
yonlii hattin ¢ap1 ¢, dan kiigtiktiir. ,Y de ki kapal1 kesisimlerin P nin tiim tek yonli

hatlarinin birlesimi olarak tanimlanir. O zaman F nin, P nin kapal bir alt ¢ok yiizlisi
oldugu agiktir ve Y yi icerir ama Z den ayriktir.
Simdi 6nerme 6.2.1° 1 ispatlayalim.

Ispat TC(X) sayis1 k, 7 nin schwarz genusu ¢ olarak tanimlansin. (6.1) de ki gibi
XxX=FU..UF,_ aynsimm disinelim. 7 nin stirekli kesitini kabul eden U, acik
kiimesi her F tarafindan kapsanir. Bu da ¢ <k oldugunu gosterir. Simdi k<yg

oldugunu gostermeliyiz. Oklidyen retraksiyonun asagidaki ozelligini kullanacagiz.
Fc X vehem F hem de X oklidyen retraksiyon ise bu durumda F nin U c X agik

komsulugu ve bir r:U — F kisitlamast vardir dyle ki j:U — X e homotopiktir.

i: F— X olmak iizere ior=j dir. Bu durumda her :=1,....k igin F, kiimeleri ve
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X x X oklidyen retraksiyondur. Oklidyen retraksiyon ézelligine gore F, nin U, € X x X
acik komsulugu ve « € [0, 1} olmak iizere ' : U, — X x X siirekli homotopisi vardir dyle

Ki h):U, — XxX igerir ve h/, F, iizerinde U, nin bir kisitlanisidir.

Simdi 7os = 1, ozelligi ile s.: U, — PX sirekli bir fonksiyon tanimlayabiliriz. Bir
(A,B) €U, cifti verildiginde, X x X de Ki %' (A,B) yolu v, X de ~(0)= A da baslayip
~(1) de sonlanan ve §,X de bir yol §(0)= B de baglayip §(1) de sonlanan (v,¢)
yollarmm bir ¢iftidir. Unutmayalim ki (1(1),6(1)) F, ye ait boylece s, = S‘Fi :F, — PX
kesiti v(1) ve §(1) noktalarint baglayan bir yol tanimlar.

e =s,(1(1),6(1)) € PX
Simdi ~, e ve 67" birlestiren s (A, B) kuralm. (&', 6 nn tersi)

s(AB)=r-e-6"

dir. Simdi k¥ <g oldugunu géstermek istiyoruz. U, UU, U...UU, = X x X agik Ortiisiine
sahip oldugumuzu varsayalim 6yle ki U, lerin her biri 7 nin bir siirekli kesitini kabul

eder. Tanim 6.2.1 in 6zelliklerini koruyan F C U, alt kiimelerinden birini ¢ =1.2,...,g

i¢in bulabiliriz.

V) =XxX—(U,U..0U,) ve Z =(XxX)—U, kapali ve ayriktir. Onceki lemma 6.2.1
geregince Z, den ayrik Y, igeren bir F, kapali alt ¢ok ytizlisii vardir.
Bazi 1<i<g i¢in asagidaki Ozellikleri koruyan F,...F, C XxX kiimelerini
olusturdugumuzu varsayalim.

a) Her F,U, tarafindan kapsanan bir ¢okyiizli cisimdir.

b) j=7 iginFjﬂFj,zg

¢) Her F, ninkapanisi, F{ U...UF, de igerir.

d FU..UF_ UUU..UU =XxX dir

P = XxX—(F U..UF_)) bir ¢okyiizlii cismin bir a¢ik alt kiimesidir.
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V=P -,

i+1

uU..uU,) ve Z =F—-U, P de ayrik ve kapahdir. Lemma 5.2.1
uygulanirsa Y, yi igeren Z, den ayrik F, C P kapali ¢ok yiizlii cismi bulunur. Boylece
F,...,F,_, alt kiimeleri bulunur ve sonunda F, =XxX—(FU..UF, ) tanimlanir.
Buradan XxX =F U..UF nin parcalanisini elde ederiz. Tanim (6.2.1) in tim

ozellikleri korunur. Boylece k < g elde edilir. ¢ <k ve k<g den k=g olur.

Tamim 6.2.6 X bir topolojik uzay olsun. Bu uzayn topolojik karmasikligi TC(X)

fibrasyonun schwarz genusu olarak adlandirilir [7].

X Dbir oklidyen retraksiyon oldugunda asagidaki 6nerme ile TC(X) in karakterizasyonu

cesitli esdegerleri verilir.

Onerme 6.22 X  bir oklidyen retraksiyon olsun. Bu  durumda

TC(X)=k=Il=r; kX)=k, [(X)=1, r(X)=r asagidaki gibi tanimlanir [7].

I.  k=k(X) minimal bir sayidir 6yle ki (6.1) fibrasyonunun s: X x X — PX kesiti

ve k acik kiimelerinin
U CclU,C..CcU,=XxX
her i=0,1,....k—1 igin s|(U,,, —U,) siirekli artan bir dizisi vardir. Burada U, = & dur.
ii. [=I(X) minimal bir sayidir dyle ki (6.1) fibrasyonunun s: X x X — PX Kesiti
ve k kapali kiimelerinin
FCFEC.CFH =XxX

i

her :=0,1,...,k—1 igin s|(FZ.+1 — F)) siirekli artan bir dizisi vardir. Burada F, = @ dur.

lii.  r=7(X) minimal bir sayidir dyle ki (6.1) fibrasyonunun s: X x X — PX Kkesiti

ve X xX

G UG U..UG =XxX, GNG, =0, i=j
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parcalanisi, her G, XxX in bir yerel kompakt alt kiimesi ve i=1..,r igin

S‘G;, : G, — PX siirekli olacak sekilde vardir.

Ispat TCO(X)=s ve W UW,U..UW, =XxX her agk W, kiimesini (6.1)
fibrasyonunun bir siirekli kesiti kabul eden bir agik Ortli olsun. i=1,...,s igin
U =W, UW,u..uw, dir. O zaman U, cU, C..CU,= XxX, z,yc X Ve i en kii¢iik
indis Oyle ki (z,y)eW, olup s(z,y)=s(z,y) kurall tarafindan s: XxX — PX
tanimlanir. Acikca

U U=w

i+1 - i i+1

— (W, U...UW)

ve s|(U,

., —U,) streklidir. BU TC(X) = s > k = k(X) oldugunu gosterir.
TC(X)=s ve W, UW,U...UW, = X xX her agik W, kiimesini (6.1) fibrasyonunun bir

stirekli kesiti kabul eden bir agik ortii olsun. X x X uzayr metriklenebilir oldugundan

normludur. O zaman V, U...UV, = X x X olacak sekilde bir V, C W, kapal1 alt kiimesi
bulunabilir. F, =V, UV,U...UV, (i=1,...,s) olacak sekilde U, =W, UW,U..UW, i¢in
yapilan islemler tekrar edilirse 7C(X) > (X)) elde edilir.

U CcU,C..CcU =XxX 1onermenin (1) sikkin1 saglayan ac¢ik altkiimelerin artan bir
dizisi oldugunu varsayalim. O zaman

G. =U —(U,UU,U..uU, )

yerel kapali ve Onermenin (iii) deki sartlarii koruyan X x X in bir parcalanisidir.

Boylece k = k(X) >r =r(X) dir. [ > r esitsizligi benzer sekildedir.

Son olarak r=r(X)>s=TC(X) gostermek istiyoruz. X xX =G, UG,U...UG, ayrik
yerel kompakt G, alt kiimelerini i¢ine alan X x X in bir ayrisimi oldugunu varsayalim
Oyle ki her G, (6.1)’in bir siirekli s,: G, — PX Kkesitini kabul eder. Boyle kesitler
te [O, 1] ve h,h':G — X fonksiyonlar1 birinci ve ikinci koordinatlari {izerine
G, C X x X projeksiyonlar1 b : G, — X siirekli homotopileri ile 1-1 dir. W, C X x X bir
agik altkiime olsun dyle ki G, =G, NW, olup bdyle W, ler, G, X x X in bir yerel kapali

alt kiimesi oldugu igin vardir. Bu homotopi (6.1) in siirekli bir s, : U, — PX Kesiti olarak
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yorumlanir. Sonug olarak X x X in bir U,,U,,...,U, acik ortiisii elde edilir dyle ki her U,

19Ug9ees

(6.1) iin bir siirekli kesitini (kisitlanigini) kabul eder. Boylece TC(X) < r dir.

Sonug 6.2.1 X bir dklidyen retraksiyon olsun. O zaman TC(X),i=1,...,m igin V,

kiimelerinin her biri tizerinde bir siirekli kesit kabul eden (6.1) fibrasyonuna sahip
XxX in y={V,..,V } acik(kapal) ortiilerinin minimal p(v) ¢okluguna esittir [7].

Ispat TC(X)=k ve v= {U,,...,U} sonugtaki gibi 6zellige sahip X x X in a¢ik (kapalr)
Ortiisine sahipse o zaman acik¢a wu(v)<k=TC(X) dir. Bu durumda sadece
TC(X) < p(v) oldugunu gostermeliyiz. (z,y) € X xX i¢in (z,y) noktasin iceren V,
kiimelerinin sayist p((z,y)) tarafindan tamimlanir. ~ Ortiisiiniin = p(y) c¢oklugu
i=12...,u(y) i¢in

M(V) = max(m,y)gxxx :U“( (x7 y))

W, ={(z,y) € X x X; u((x,9)) = p(v) =i+ 1}
yazariz. Her W, agik (kapali) ve

Wcw,c..cW,  =XxX

dir. Ustelik, W, —W, her tiimleyen alt kiimelerin bir ailesinin ayrik bilesimidir ve her
biri v, kiimelerinin i¢indedir. O, her W, , —W, tzerinde (6.1) fibrasyonunun bir siirekli

kesitinin var oldugunu gosterir TC(X) < p(y) dir.

Bu sonug¢ robot hareket planlama algoritmalarimin dengesizliklerinin derecelerindeki

TC(X) topolojik karmagikliginin karakterizasyonu ile yakindan alakalidir.

Sonug¢ 6.2.2 X bir ¢ok yiizlii cisim olsun. O zaman
TC(X)<2dimX +1

dir [1].

ispat: Bu sonug, 6nceki sonugta takip edilen her oklidyen retraksiyon i¢in agik sekilde

dogrudur. Bir hareket planlama algoritmasi agik sekilde olusturulabildigi durumda ¢ok
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yiizlii i¢in agiklar ve ispat ederiz. r =0,1,...,n olmak iizere X’ = X" — X"!  boyutlu

tiim tek yoOnlii hatlarin birlesimi olarak tanimlansin.

G=|J XOxx" i=01,.,2n

r4-s=i

dir. Onerme 6.2.2 (iii)’den takip edersek biz G, nin
s,: G, — PX
bir siirekli kesit kabul ettigini gosteririz.

Gi — U A s« AG)

r4s=i

AP AW verilsin. Bir v,z, € A" den y, € AV yolunu diisiinelim. O zaman vz € A"

den Vye A" ye baglangig z, da olmak iizere (A" de ki dogru pargalart boyunca)

hareketlenebilir, o zaman ~ takip edilir ve sonunda y, dan y ye A“ de diiz ¢izgi

boyunca hareket eder.

Onerme 6.2.3 Her X topolojik uzayi icin
cat(X) <TC(X) < cat(X x X)

dir [1].

Ispat Onermenin ispatindan schwartz genus’un

i) B C B, E =p'(B)olsun. O zaman E — B < E — B dir.

it) E — B < cat(B) dir.

(i) Ozelliginden PX — X xX bir fibrasyon ve Xxz CXxX
7 (X xz,) = PX dir. Buradan TC(X) > cat(X) dir. (ii) 6zelliginden

TC(X) < cat(X x X) olur.

6.3 Bagil Topolojik Karmasikhik
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Tanim 6.3.1 X bir topolojik uzay ve Ac XxX bir alt uzay olsun. O zaman

TC,(A),A da olan (v(0),7(1)) noktalarin cifti 6zelligindeki 7:[0,1]—>X yollarinin

uzayr P, X C PX, n: P, X — A fibrasyonunun schwarz genusu olarak tanimlanir [7].

Lemma 6.3.1 X bir topolojik uzay olmak tiizere. Bir AC X xX alt kiimesi i¢in
asagidaki ozellikler denktir [7].

a) TC,(A)=1dir.

b) X < A — X homotopiktir.

) A— XxX,A, CXxX capraz degerleri ile bir A — X xX fonksiyonu

homotopiktir.

Bazi1 acik esitsizliklerden bahsedebiliriz.

TC(A)<TCO(X) (6.2)
TC(A) <cat, (A4) (6.3)

dir. Eger AC BC X x X ise 0 zaman

TC,(A) <TC(B) (6.4)
dir. Y c X bir alt uzay olsun. O zaman
TC,(Y xY)<TC(Y) (6.5)

dir.

Lemma6.3.2 AC XxX ve Ac B olsun. O zaman

TC, (A4)=TC,(B)

dir [7].

Ispat: h:B— XxX, h:B—XxX mevcut ve h, A igine B ozelliginde bir
fonksiyon olup bu ozellikleri ile bir homotopi oldugu varsayalim. TC (A)=#k Ve
X U, — X projektifleri homotopik olacak o6zellikte ve A= U, U...uU, bir agik ortii
olsun. Boylece (a,b) €U, icin s(a,b,0)=a Ve s/(a,b1)=0b ile s :U xI—X bir
homotopidir. i=1,2,....k i¢in W, =r"'(U,) dir. O zaman W, U..UW, =B bir agik
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ortidiir. (z,y) €W, i¢in h(z,y) homotopisi U, C A da (ab)=(1(1),0(1))¢iftinde
sonlanan ve ~(0) =z ve o(0)=y de baslayan X de Ki (v,0) yollarmin bir ¢ifti olarak
izlenir.y nin birbirine baglanmast s (a,b,) Ve o', (z,y) €W, lizerinde siirekli olacak
sekilde = ve y Yyi baglayan bir yoldur. Bu T'C (B) < TC(A4) oldugunu gosterir ve (6.4)

ile ispat tamamlanir.

Lemma 6.3.3 X bir oklidyen retraksiyon ve A C X x X bir yerel kompakt alt kiime
olsun. O zaman AC U C X x X gibi bir agik komsuluk vardir dyle ki
TCy(A)=TC,(U)

dur [7].
ALA,.. A CXxX , XxX iorten agik altkiimeler ise o zaman

TC(X) < TC(A)+TC(A)+...+ TC(A,)

oldugu aciktir.

Lemma 6.3.4 X bir oklidyen retraksiyon ve X xX; A,...,A C XxX yerel kompakt

kiimeler tarafindan  Ortiilsiin.  Yani XxX=AU.UA dir. O zaman

TC(X) <TC(A)+TC(A)+...+TC(A) dir [7].
Lemma6.3.5 Y c X bir retraksiyon olsun. O zaman TC(Y) < TC(X) dir [7].

Ispat: U, U..UU, =XxX ve TC(X)=k olacak sekilde her i=1...,k igin bir
siireklis, : U, — PX Kkesiti (kisitlanis) ile bir agik ortii oldugunu varsayalim. r: X —Y
bir retraksiyonu olsun. (z,y) € U, N(Y xY) igin r(s,(z,9)(t)), ¢ €|0,1] iizerinde siirekli bir
sekilde = den y ye Y de bir yol tanimlar. Boylece V. =U N(Y xY) kiimeleri

ozelliklerin gerektirdikleri ile Y x Y nin bir agik ortiistidiir. Boylece TC(Y) <k dir.

Sonu¢ 6.3.1 Y C X bir retraksiyon ve X,Y icine deforme olabilirse o zaman

TC(X) = TC(Y) dir [7].
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Ispat: (6.5) esitsizligi ve lemma 6.3.3 den
TO(Y)>TC, (Y xY)=TC, (X x X) = TC(X)

dir. Lemma 6.3.5 de verilen esitsizlikte TC(Y)<TC(X) olup bu iki esitsizlikten

TC(Y)=TC(X) olur.

Sonu¢ 6.3.2 Topolojik karmasiklik homotopik  degismezdir. Bir  bagka
deyisle X,Y topolojik uzaylari homotopik denklerse o zaman TC(X) = TC(Y) dir [1].

Onerme 6.3.1 Y bir 6klidyen retraksiyon ve

X=YUf(e" U...Ue™)

f:8""U...uS™" - Y aym anda cesitli yollarin baglanmasi ile Y den elde edilmis

olan bir siirekli fonksiyon olsun. O zaman
TC(X) < TCO(Y) + cat(Y) +1

dir [7].

ispat: Z CX,Z=A{p,...p,} baglanan yollarin her birinin i¢inde olan p ce" tek

noktasini igeren bir sonlu kiime olsun. O zaman X — Z, Y ye homotopik denktir.
Lemma 6.3.6 Bir AcC X ve z, € X noktasi i¢in

TC(Axx,) = cat,(A) =TC(x, < A)

dir[7].
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7. BOLUM
SONUCLAR

Bu ¢alismanin birinci boliimii olan giris kisminda robotik bilimine topolojinin

girisi ile ilgili gegmis yillarda yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir.

Calismanin ikinci ve {igiincii boliimiinde sirasiyla dnce robotlar ve onlarin

gelisiminden daha sonra temel matematiksel kavramlardan bahsedilmistir.

Calismanin dordiincii ve besinci boliimiinde sirasiyla dnce homotopi teoriden
daha sonra topolojinin robot bilimine girisini saglayan ilk kez klasik mekanikte
kullanilan konfiiglirasyon uzayr ile ilgili tanimlar verilip bu uzayla ilgili temel

orneklerden bahsedilmistir.

Calismanin son boliimiinde ise topolojik robotlara bir giris verilmis ve 6zellikle
robot hareket planlama problemine bir topolojik yaklasim tanimlanmistir. Bu yeni teori

hem robot biliminde hem de topolojide kullanigli goriiliir.

Robot biliminde robotun konfiigiirasyon uzaymin homotopik 6zelliklerine bagh
robot hareket planlama algoritmasindaki dengesizlikleri aciklar. Topolojide, mekanik
sistemlerin konfiigiirasyon uzaylar1 olarak topolojik uzaylar disiiniiliirse, X topolojik

uzaymin hareket karmasikligimi 6lgen farkli yeni bir 7°C'(X) homotopi degismezi
kesfedilir.
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