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CAYLEY AGACI UZERINDE UC ETKILESIMLI ISING MODELININ

DINAMIK DAVRANISLARI
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Tez Yoneticileri: Yrd. Dog. Dr. Kuddusi KAYADUMAN
Dog. Dr. Hasan AKIN
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39 sayfa

Bu tezde, {igiincii ve dordiincii mertebeden Cayley agaci lizerinde {li¢ baglanti sabiti ile
verilen Hamitonyen denklemi tarafindan iiretilen Ising modeline karsilik gelen dinamik
sistemin faz diyagramlar1 incelenmektedir. Once tanimlanan Ising sisteme karsilik gelen
yinelemeli denklemler elde edilmektedir. Elde edilen yinelemeli denklemlerin limit
davraniglarin1 incelemek i¢in bilgisayar programlama kodlar1 ile faz diyagramlar
cizilmekte ve bu faz diyagramlarinin yorumu yapilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Ising modeli, faz diyagramlari, lineer olmayan dinamik sistemler.
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WITH THREE INTERACTIONS
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In this thesis, the phase diagrams of the Ising model which generated the Hamiltonian
with ternary competing interactions on Cayley tree of order three and four are studied.
At first, the iterative equations that correspond to the Ising system, described earlier, are
obtained. Then phase diagrams are plotted (sound signal recorded) by means of
computer programming codes to investigate the limit behavior of the recursive
equations obtained. These phase diagrams are interpreted.

Key Words: Ising Model, phase diagrams, nonlinear dynamical systems.
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1. BOLUM
GIRIS
Cayley agaci tizerindeki latis modellerinin incelenmesi son zamanlarda yogun olarak
calisilmaktadir. Bu latis modelleri temel bilimlerde 6zellikle fizikteki karsiligi olarak
gercek uygulama alanlarina sahip olmamasina ragmen realistik sistemlerin ¢éziimiine
ilham kaynagi olmasindan dolayr hem matematik¢iler hem de diger bilim dallarinda
calisan bilim insanlar1 tarafindan incelenmektedir. Vannimenus tarafindan ilk olarak
ikinci mertebeden Cayley agaci iizerinde en yakin komsuluklu ve sonraki en yakin
komsuluklu Ising modelinin faz diyagrami incelenmistir [13]. Bu c¢alismada
ferromanyetik ve paramanyetik faz bolgelerine ilave olarak modulated faz bolgesi de
elde edilmistir. Sifira yakin sicakliklarda ¢oklu-kritik (Lifshitz) noktasi elde edilmistir.
Yine Tsalis ve ark. [10], tarafindan ikinci mertebeden Cayley agaci tizerinde fi¢

etkilesim sabitli Ising modelinin faz diyagramlar1 incelenmistir.

Uguz ve Akin [12] tarafindan i¢lii avize yapisina benzer Cayley agaci lizerinde ii¢
etkilesimli Ising modelinin faz diyagramlari incelenmistir. Bu ¢alismada sifir olmayan

sicakliklarda ¢oklu-kritik (Lifshitz) noktalarinin varlig1 gosterilmistir.

Bu tezde 6nce iiclincii mertebeden sonra dordiincii mertebeden Cayley agaci {izerinde
tanimli ¢ etkilesim sabitli Ising modelinin faz diyagramlar1 incelenmektedir.

Yinelemeli denklemlerimizi tiretecek olan Hamiltonyen denklemi iig¢ etkilesimli baglanti

sabitine sahiptir. Bu sabitlerimiz karsilikli en yakin ikili komsuluk etkilesimi J, ,
dogrultulmus (prolonged) sonraki en yakin l¢lii komguluk etkilesimi J, ve birinci

seviyeden sonraki en yakin tiglii komsuluk etkilesiminden J,, olugmaktadir. Tezimizde

tespit ettifimiz 6nemli bulgularimizdan birisi diisiik sicakliklar i¢in faz diyagram
bolgelerinde paramanyetik fazin tamamen ortadan kalkmasidir. Bu durumda bilinen
metotlarla elde ettigimiz lineer olmayan dinamik sistemimizin kararlilik analizi
yapilamamaktadir. Ornegin coklu kritik noktalar1 civarinda lineerlestirme islemi
yapilamadiginda faz gegisler icin belli bir yontem uygulanamamaktadir. Tez alti

boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde tezle ilgili genel bilgiler verilmektedir.



Uzerinde calisigimiz konuyla ilgili daha 6nce yapilan calismalardan ve bu tezde
yapilan ¢alismalarla ilgili 6n bilgiler verilmektedir. ikinci béliimde ise tezimizle alakali
sonraki kistmlarda kullanilacak temel tanim ve notasyonlar verilmektedir. Uciincii ve
dordiincii boliimler tezin temel kismimi icermektedir. Ucilincii boliimde {iciincii
mertebeden Cayley agaci tlizerindeki 3 etkilesim sabitli Ising modelinin temel
denklemleri elde edilmekte ve daha sonra da elde edilen lineer olmayan dinamik sisteme
karsilik gelen bazi faz diyagramlar bilgisayar kodlar1 kullanilarak ¢izilmistir. Daha
sonra ise ¢izilen bu faz diyagramlar1 yorumlanmistir. Dordiincii boliimde {igiincii
boliimde yapilan islemleri dordiinci mertebeden Cayley agaci iizerinde
uygulanmaktadir. Besinci boliimde ise daha onceki yapilan ¢alismalarla ilgili bilgiler
verilmektedir. Son boliimde ise tezde elde edilen sonuglar yorumlanmakta ve gelecekte

yapilabilecek ¢aligmalar hakkinda oneriler sunulmaktadir.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

2.1. Ising Modeli

Istatistiksel fizik, kuramsal fizigin temel disiplinlerinden biri olup fizik problemlerinin
¢coziimiinde olasilik metodlarini kullanir. Bu problemler; niikleer reaksiyonlar, biyoloji,
kimya, matematik, néroloji ve hatta sosyoloji gibi sosyal bilimlerde bile yaygin olarak
incelenmektedir. Son zamanlarda olasilik teorisinde yeni bir stokastik siire¢ tipi olan
Markov random alani tanimlanmistir. Bu tiir siire¢ tipleri istatistiksel fizik igin bir

arastirma konusu olmustur.

Fakat istatistiksel fizikte bu tiir siliregclerin  Markov slireglerinin  dogal bir
genellestirilmesi oldugu agiktir ve bu alanda bos olan indeksin yerini almistir [13].
Markov random alan kavrami Alman fizik¢i Ernst Ising’ten sonra bircok 6zel model,

genel bir olasilik ¢ercevesi igine yerlestirilmesi sonucu meydana gelmistir.

Ising modeli, Wilhelm Lenz’ in doktora Ogrencisi olan Ernst Ising tarafindan
ferromanyetik problemleri ¢6zmek igin 1925 yilinda tanitilmis ve Ising spin-1/2
modelinin tek boyuttaki ¢oziimiinii yapmistir. Sonralar1 bu model Ising modeli diye

adlandirilmistir.

Matematik¢iler ve diger bilim adamlarinin karmasik sistemlerin davraniglarin
incelemek i¢in kullandiklari Ising modeli, matematiksel bir modelleme aracidir. Ising
modelinin yapis1 bir karmasik sistemin i¢ elemanlarini incelemek ve sistemin tim
davranigin1 belirlemek icin elemanlarin birbirleriyle olan etkilesimlerini yaklasim

metotlart ile tahmin etmeye olanak saglayan bir sistemdir [8].

Ising, her bir nokta veya kosede kiigiik bir dipol veya spin takili olan eksen tizerindeki
noktalarin bir dizisini 0,1,2,..., n seklinde diistinmiistiir. Spin, verilen herhangi bir anda
yukart (pozitif) veya asagi (negatif) yonelimi ifade eder. Bu spinlerin durumlarini

gosteren konfigiirasyonlar genel olarak asagidaki sekilde goriildiigii formdadir;



Sekil 2.1. Spinlerin herhangi bir andaki pozitif (+) ya da negatif (-) durumlari [9]

Ising [8], Random alan1 olarak bilinen, tiim mevcut konfigiirasyonlarin kiimesi tizerine
bir olasilik 6l¢iimii olusturmustur. Tiim iki tarafli dizilerin olusturdugu ®” uzayim

asagidaki sekilde tanimlayabiliriz [13];

W= (o Wy, Wy, W, W)

Burada w, ‘ler @ = {+,—} degerlerinden birini alir. (+) spin yukarisini, (-) spin asagisini

ifade etmektedir. O halde @ iizerinde tanimli o; spinini bir fonksiyon olarak

disiinebiliriz. Eger w, =+ ise o;(w)=1 eger w =— ise o;(w)=-1 seklinde

gosterilebilir.

2.2. Graf

Bilindigi gibi bir graf; diigiim olarak da adlandirilan noktalar ve her biri bu noktalari
veya sadece bir noktanin kendisini birlestiren ve kenar olarak adlandirilan ¢izgiler
toplulugudur. Graf ifadesi bazi ¢alismalarda ¢izge diye de adlandirilmaktadir. Yol

haritalar1 graf i¢in bir Ornek olabilir. Haritadaki sehirler noktalar1 ve o sechirleri

birlestiren yollar ise kenarlar1 olusturur. Genel bir graf, G=(V,A) seklinde ifade

edilebilir. Burada V , G grafi iizerindeki kose noktalarmin kiimesini; A ise G grafi
tizerindeki kenarlarin kiimesini gostermektedir. Kdse noktalari bir nesnenin veya
sistemin i¢ elemanlarim1 temsil ederken, kenarlar ise eleman ciftleri arasindaki
potansiyel etkilesimleri temsil etmektedir. Genel bir graf Ornegi asagidaki gibi

verilebilir.



Coklu kenar

Koge noktasi
(DGgam)

/N

Sekil 2.2. Genel bir graf drnegi [2]

Dongu

2.3. Latis (Orgii)

Geometrik orgii sekillerine veya modellerine latis ad1 verilir. Latis modellerini sonlu,
sonsuz ya da periyodik (hiyerarsik) olarak siniflandirabiliriz. Latisler bu siniflandirmaya
gore degisik isimlerle adlandirilabilir. Pek ¢ok uygulamada bu tiir graflarin diizenli bir

yapiya sahip oldugu sdylenebilir. Baz1 genel latis 6rnekleri asagidaki gibidir:

e

Sekil 2.3. Kare latis, Ucgen latis ve Petek latis

VR

Sekil 2.4. Agag latis 6rnekleri

Karmagik sistemlerin 6rneklerini atomlar, molekiiller, insanlar, meyve agaglari ve hiicre
organizasyonlar1 olarak siralayabiliriz. Diizenli i¢yapilardan olusan bu o6geler, grafi

teoriksel olarak incelemeye imkan vermektedir.



Tammm 2.1. x,yeV iki kose noktasi olmak {iizere eger bu noktalar1 birbirlerine

baglayan bir kenar var ise bu iki kdse noktasi birbirinin ‘en yakin komsusudur’

denir[13].

2.4. Spin
S belirli 6zelliklere sahip bir kiime ve G bir graf olsun. Bir V kose noktasindaki bir spin,

V kiimesine S’ nin bir elemaninin atanmasi durumudur.

Grafin her bir noktasina bir spin degeri karsilik gelmektedir. Spinlerin farkli
kombinasyonlari, graf tizerindeki komsu 6gelerin birbiriyle olan etkilesimlerinin toplam

olasiligin1 belirlememize yardimci olmaktadir.

Baz1 genel spin Ornekleri; sicaklik (sicak veya soguk), manyetizma (pozitif veya
negatif), yon (yukari, asagi veya yan yonler) ve renk (mavi, yesil, kirmizi veya mor), ...

gibi siralanabilir.

Ising modelinde genel olarak spinler (+) ve (-) olarak kullanilmaktadir. iki ve ii¢
boyutlu bir latis iizerindeki herhangi bir spin konfigiirasyonu asagidaki sekilde

diisiiniilebilir;
+ + + -

Sekil 2.5. Ikinci mertebeden Cayley agacinin (+,—) spin degerli baz1 konfigiirasyonlart

+ + + +
Sekil 2.6. Ugiincii mertebeden Cayley agacinin (+,—) spin degerli baz1
konfigiirasyonlari
Sistemin elemanlar: latis lizerindeki konumlarina bagli olarak birbirlerini etkilemeleri

degismektedir. Bu latis tizerindeki noktalarin her birine farkli spinlerin karsilik gelmesi

sonucu sistemin toplam enerjisi meydana gelmektedir.



Tammm 2.2. Bir karmasik sistemin toplam enerjisini 6l¢en fonksiyona Hamiltonyen

denklemi denir.

Hamiltonyen denklemi sistem i¢indeki her bir noktaya bir spin degeri atayarak o grafin

0zel durumdaki enerjisini dlger.

2.5. Konfigiirasyon

Bir konfigiirasyon her bir X €V kose noktasini, ¢(X) € S olan bir spin degerine atayan

doniistimdiir ve
@V —>S
X = @(X)

seklinde de ifade edilir. ¢ konfigiirasyonu Q=S uzaymin bir eleman1 olup, bir

konfigiirasyon, latisin bir 6zel durumudur.

2.6. Cayley Agaci

k>1 olmak iizere bir T'* (k-nc1 mertebeden) Cayley agaci; k tane nokta ve her noktadan
cikan k+1 tane kenar1 bulunan baglantisiz (dongiisiiz) birlesik bir grafige sahip olan
yar1 sonsuz bir agagtir (sekil 2.7, 2.9 ). Bir yar1 Cayley agaci olusturulurken, merkezi bir
“X,” noktasindan baslanir ve hepsi bu “ x,” noktasina bagli k tane nokta eklenir, bu k
tane noktalar takimi “birinci kabuk™ (shell) olarak adlandirilir. Daha sonra bu k tane
noktanin her birine yine k tane nokta eklenerek k-k =k” tane yeni nokta olusur ve bu

k? tane noktalar takimina ise “ikinci kabuk” denir. Bu sekilde iterasyonel olarak
ilerleyerek {i¢iincii, dordiincii ve sonraki kabuklar olusturulur. Boylece sonsuza uzanan

bir latis diyagrami olan yar1 Cayley agaci elde edilir. Burada baslangi¢ noktast (X,)
harig (X, ‘in K tane) biitiin noktalarin kK+1 tane “en yakin komsulugu” vardir. Bu
Cayley agac1 ayni zamanda bir graf drnegi oldugundan I' =(V,A) ile ifade edilebilir.

Burada V , I'nin noktalarinin kiimesini; A ise T nin kenarlarinm kiimesini ifade

etmektedir.



|
o )
1. KABU

II. KABUK

III. KABUK

Sekil 2.7. Ugiincii mertebeden bir yari Cayley agact; Xo agacimizin kokii (sabit nokta)

I'" Cayley agaci iizerinde X,y eV icin d (X,y) uzakligi; x ten y ye olan en kisa yol

tizerindeki kenarlarin sayisidir. $imdi sabit bir X, €V noktasi segelim;

A Z{XEV‘d(X,XO):n},

V, ={xeV[d(xx)<n} =Uw

n
i=0

Wo

W

W,

W,

i

W,
Sekil 2.8. Tek tarafli ikinci mertebeden yar1 Cayley agaci

ve L, de V, iizerindeki kenarlarin kiimesi olsun.

Burada 6nceden belirledigimiz X, noktas: 0-inc1 kabukta ve W, iizerindeki diger

noktalar ise n-inci kabukta bulunmaktadir. Kolaylik olmasi aglsmdand(x, XO)=|X|,

X eV seklinde gosterilmektedir.



I'* iizerinde herhangi iki nokta X,yeV olmak iizere eger bu iki noktay: birlestiren
yalmiz bir tane €A kenar1 varsa, yani d(x,y)=1 ise (x,y) ikilisine “en yakin

komsular” denir ve | =< X,y > ile gosterilir.

x,yeV (T tizerinde) herhangi iki nokta olmak iizere, eger d(x,y)=2 ise (x,y)
ikilisine “sonraki en yakin komsular” denir. X,y,ze€V olmak iizere (X, Z) sonraki en

yakin komsular olsun.

Eger d(X,%,)=|x|#|z|=d(z,%,); yani x ve z noktalar: farkli kabuklarda ise (x,y,z)

Ucliistine “dogrultulmus (prolonged) sonraki en yakin iiclii komsular” denir ve

>X,Y,Z< ile gosterilir.

Simdi de y,z,teW, noktalarin1 géz oniine alalim. Burada Y,z,t noktalar: birinci
seviyede olduklar1 i¢in X, ‘a olan uzakliklar1 1 birim, ikili olarak birbirlerine olan
uzakliklari ise 2 birimdir, yani |y|=|z|=|t|=1 ve d(y,z)=d(y,t)=d(zt)=2 dir. Bu
(X0, ¥,2), (X9, Y1), (%o, Z,t) tiglitlerine de “birinci seviyeden sonraki en yakin iiglii

komsular “ denirve > X,,y,2<, >X,,Y,t< >X,,2t< seklinde gosterilir.

Asagida ‘Mathematica’ programlama dili ile {retilmis tigiinci mertebeden (F3) ve

dordiincii mertebeden (F“) Cayley agaclarinin genel yapisimi gosteren sekilleri verelim:

Sekil 2.9. Ugiincii ve dordiincii mertebeden Cayley agacinin genel goriiniimii



2.7. Cayley agaci iizerindeki komsuluklar
Bu kesimde Cayley agaci tizerindeki onceki kesimde (2.6) tanimlanan komsuluklari

sekiller lizerinde inceleyelim. Eger iki kose noktasi olan x ve Yy ‘yi birlestiren bir kenar

le A varise “en yakin komsuluk” adimi alir ve < X,y > seklinde gosterilir.

™~ <x,y>

Sekil 2.10. En yakin komsular olan x ve y kose noktalari

Agacimiz lizerindeki dogrultulmus (prolonged) sonraki en yakin ii¢lii komsular olan
noktalarimiz X, Y,z olsun, >X,y,z < seklinde gosterdigimiz bu komsulugumuzu da

asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Sekil 2.11. Dogrultulmus (prolonged) sonraki en yakin ti¢lii komsular olan x,y ve z

kose noktalari

Birinci seviyedeki y,z,t eW, noktalarin1 g6z oniine alalim. Burada Y, z,t noktalarinmn

X, ‘a olan uzakliklar1 1 birim, ikili olarak birbirlerine olan uzakliklari ise 2 birimdir,
yani d(y,%,)=|y|=d(z,%)=|z|=d(t,x)=[t|=1 ve d(y,z)=d(y,t)=d(zt)=2

dir. Bu (Xo,¥,2).(% Y,t).(%, z,t) igliilerine de “birinci seviyeden sonraki en yakin
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ticlii komsular “ denir ve (> X,,Y,2,<),(> X, ¥, <), (> %,, Z,t <) seklinde gosterdigimiz

bu komsuluklar1 asagidaki sekillerle ifade edelim.

G X 3.t<)

Sekil 2.12. Birinci seviyeden sonraki en yakin {iclii komsular olan x,,y,z ve t kose

noktalar
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3. BOLUM
UCUNCU MERTEBEDEN CAYLEY AGACI UZERINDEKI ISING
MODELININ DINAMIK DAVRANISLARI

3.1. Uc Etkilesimli Ising Modelinin Yineleme Denklemleri
Bu boliimde once {iglincii mertebeden bir Cayley agaci tizerindeki ti¢ etkilesimli Ising

modeli i¢in faz diyagramlar: incelenecektir. Burada dnceden segilen X, sabit noktasi (li¢
kenara sahip) disinda biitiin noktalardan (k +1) yani dort tane kenar c¢ikan bir yari

sonsuz diyagram iizerinde calismalar yapilacaktir. Ugiincii mertebeden Cayley agaci

tzerinde J;,J, ve J; swrasiyla en yakin, yonlendirilmis sonraki en yakin tglii ve

birinci seviyedeki sonraki en yakin ti¢lii komsuluk baglanti sabitleridir. Ising modelimiz

icin spin degerlerimiz ® = {—1, 1} kiimesinden segilerek tek tabakali {i¢iincii mertebeden

Cayley agaci tizerindeki Ising modelimizi olusturacak Hamiltonyen denklemi asagidaki

gibi verilmektedir.

H(o)==3, 2 o(Xa(y) =Jp Y. o(¥a(Y)o(2) —I; > o()o(y)o(z) (3.1.1)

<X,y> >X,Y,2< >X,Y,2<

Yinelemeli denklemlerimizi olusturmak i¢in V, lzerindeki kismi ayrisim
fonksiyonlarmin V,_,‘in alt kiimeleri {iizerinde tanimli ayrisim fonksiyonlartyla

baglantisin1 géz oniine alalim.

)

Z(n)(il, . isj

V, lizerindeki kismi ayrisim fonksiyonu olsun, X, kok (sabit nokta) {izerindeki spinimiz

io ve birinci kabuktaki yani W, (birinci seviye) tizerindeki spinlerimiz ise i, 1, i tiir.

V, kiimesi tizerindeki toplam ayrisim fonksiyonu,

12



Z™ =" exp(-BH (o)) (3.1.2)

oeV,
1 .
olurve g = T ters sicaklik degeri olarak tanimlanir.

Burada goz Oniine alacagimiz muhtemel 16 farkli Z" kismi ayrisim fonksiyonu vardir
[13]. Asagidaki ifadede goriildiigii gibi farkli spin degerli konfigiirasyonlarinin birbirine

denk oldugu goriiliir. Bunlardan bazilar

Z(n)(+, +, —JEZ(n)(Jr, - +jEZ(n)[—, +, +]

seklindedir. Buradan yalnizca 8 tane bagimsiz kismi ayrisim fonksiyonu oldugu

anlasilmaktadir. Bu kismi ayrisim fonksiyonlarini asagidaki gibi yazabiliriz;
Z:En) — Z(n) +, +, + ’ Zén) — Z(n) +, +, -
Zén) — Z(n) + - - , Z‘(‘.n) — Z(n) T T T

(3.1.3)
zén) — Z(n) +, +, + ’ Z((Sn) — Z(n) +, +, —

20 7™~ j 20 — Z(n)(—, . j

L 1 i ’ i . .
Boylece keyfi Z(n+1)(ll i(z) 3) kismi ayrigim fonksiyonumuzu, z™,z,™,..., 2,

kismi ayrisgim fonksiyonlarinin kombinasyonu olarak yazabiliriz. Kolaylik olmasi

bakimindan

J J J
a=exp| -1 |, b=exp| == |, c=exp| -L 3.1.4
Xp(Tj p(Tj Xp(aTj (3.14)

bigiminde degisken degisimi yapilabilir. Boylece (3.1.4) deki parametreler yardimiyla

Zi(”+l) (i=1,2, ... ,8) kismi ayrisim fonksiyonlarini asagidaki bicimde elde ederiz.

2™ =23 (032" +3pz{" +3p'z{" +b3z{")?
20 = ac 3 (%2 +3bz" + 3012 +b3Z{M )2 (b2 + 3012 + 30z + b2
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Z{™ =a e (b3 +3bz{" +3b7'Z{ +b3z{") (b3z{™ +307z{" +3bz{" +b3z{M)?
z{" =ac® (b2 +3b7'z{" +3bz{” +b’z{")?

28 =a%c? (b3 +3b 72" +3bz{" +b°z{")?

28 =a (b3 + 3072y +3bz{" +b3z{V)? (b%z{" +3bz{" +3b'Z{" +b3Z{M)
2 =ac® (b3 +3b7'z{" +3bz{" +b%z{")(b°z{" +3bz{" +3b7'Z{M +b3z{M)?
" =a’c ™ (b*z{M +3bz{™ + 302" +b3z{M)>.

Burada (z,",2,",..., ;") fonksiyonlar1 da Z*" ayrisim fonksiyonuna karsilik gelir. Simdi

bu esitliklerden ikincisi olan (Zgnﬂ)) ayrisim fonksiyonunu nasil elde edecegimizi kisaca

agiklayalim. Yukaridaki (3.1.3) konfigiirasyonu ve (3.1.4) parametreleri géz Oniine alirsak;
2™ =ac® (2" +3bz{” +307'Z{" +b°z{V)? (02" +307'z{" +30z{" +b’z{") esitligini
elde ederiz. Bu esitlikte parantezin ontindeki a, bvec katsay1lar1
A V |
Zz(n) ( ié 3) —( Ty ) secilmesiyle en yakin ikili komsuluklar, dogrultulmus sonraki en
yakin iiclii komsuluklar ve birinci seviyeden sonraki en yakin {i¢lii komsuluklarin etkilesimleri

. o2 .- .y . . g . (n) 2 (n) e 3.3 .
ile hesaplanir. Ornegin ikinci esitlikteki (Z1 ) .Zy" teriminin katsayist ab’C” ‘e esittir.
(n) i]_a i21 i3 —t, +, = R R . . . .
Z, i —( "y ) secimini gbz Oniine alalim, bu ayrisim fonksiyonu iizerindeki
0

karsilikl1 komsuluk etkilesimlerini hesaplamak i¢in agsagidaki seklimizi inceleyelim.

HE® D) G () (i)
G) G ()
(i)

Sekil 3.1. Ugiincii mertebeden Cayley agacinin V, iizerindeki konfigiirasyonu

Sekil 3.1” de i, ‘lere agacin koseleri bu koseleri birlestiren dogru parcalarina da
kenarlart denir. Yukaridaki konfigiirasyonda a=exp(%} katsayisinin mertebesini

belirleyen <iy,i, >,<1,,i, > ve <iy,i, > seklinde {i¢ tane ikili en yakin komsuluk

J

p

?

etkilesimi; b= exp( ) katsayismin  mertebesini  belirleyen (> iy, iy, i, <),
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(>igyinds <)s ooe s (>gyig iy <), (> gy, <) seklinde dokuz tane yonlendirilmis tiglii
komsuluk etkilesimi ve ¢c=exp (%J katsayisinin mertebesini belirleyen (> i,,1,1, <),

(> iy, 05,0, <), (>1y,1,1; <) seklinde ii¢c tane birinci seviyeden komsuluk etkilesimi

. - .. .. - .. . 2
vardir. Eger spin degerlerini pozitif (i, =i;=i;=---=i, =+) secersek, (Zl(”)) iV

3J -
teriminin katsayis1 ab’c™ =exp (%J exp( Tp Jexp( ;‘3“ j olur. Bu islemi takip
ederek ve bazi basitlestirmelerden sonra ikinci esitligin (Zé””)) elde edilecegi aciktir.

Burada bazi ayrisim fonksiyonlari digerlerinin lineer kombinasyonu seklinde

yazilabilmektedir. Boylece z,° =c*z7%z,, z,' =c*z2,%, 7, =c*z.°z, ve z,° =c¥z,2;}
esitlikleri goz Oniine alindiginda yalnizca dort tane bagimsiz fonksiyonumuz

kalmaktadir.

Yinelemeli denklemlerimizi elde etmek igin ui(”+1) = ﬁzi(”ﬂ) degisken degisim yapilarak

asagidaki yeni denklemlerimizi elde ederiz [13];

ul(n+l) — aCS (b3 (uln )3 + 3bC—12 (uln )2 (u4n) + 3b—lc—12 (uln )(u4n )2 + b—3 (u4n )3)
0, = a7 (07 (u")? + 3076 (05" (U7) + 300 (U (") +b°(4")°)
uS(n+l) — a—lc—s (b—3 (uln )3 + Bb—lc—lz (uln )2 (u4n) + 3bC—12 (uln )(u4n )2 + b3 (u4n )3)
u, " =ac (b (u,")® +3bc® (us")? (ug") +3b7' e (U ) (U + b3 (ugM)?).

(3.1.5)

Toplam ayrisim fonksiyonu Z®™ =(u, +u, )3 +(Ug +Ug )3 , u™ terimleri yardimiyla

asagidaki sekilde (3.1.6) denklemler sistemi olusturulur [13]. Faz diyagramlarini

incelemek i¢in asagidaki azaltilmis degiskenleri se¢gmek uygundur [13].

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
u, " ug ey U —Ug ey Ug =l

) Y T e R _Y Y
ul(n+l) + us(n+l) ! ul(n+l) + uB(n+l) ! ul(n+1) + u8(n+1)

(3.1.6)
X degiskeni, en-yakin komsuluk sinirlarinin titresiminin bir él¢timiidiir ve y, z gibi

siral1 bir parametre degildir (ayrintili bilgi igin [13] ¢alismasina bakiniz).
Yukaridaki (3.1.5) ayrisim fonksiyonlar1 (3.1.6) denklemlerinde yerine konursa yeni

denklemlerimiz asagidaki formu alir;
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K=a"c}(b>(u")> +307c®(us")? (ug") +3bc™ (") (Ug")* +b° (Ug")®) +
a'c (b7 (") +3b7c ™ (uy")? (u,") +3bc ™ (U, ") (u,")? + b3 (u,")°)

L=ac*(b® (" )® +3bc? (u1“)2 (u")+ 3pict? u"(u," )2 +b3 (u, )+
ac™ (b3 (ug" )3 +3pc® (ug" )2 (ug") + 3b~'c? (us")(ug" )2 +b~° (ug" )3)

M =ac®(b*(u,")® +3bc™ (u,")? (u,") + 30 (U (") +b 3 (u,")?) -
ac™(b®(us")* +3bc® (us")? (ug") + 307 (ug")(Ug") +b° (Ug")*)

N =ac®(b™(us")® +3b7'c®(us")* (Ug") +3bC™ (Us") (Ug")* +b° (Ug")*) —
ac (b7 (u")’ +307c T (U)") (u,") +3be T (U ") (U +0% (u,")?)

Olmak iizere bu kisaltmalar goz ontine alindiginda asagidaki esitlikler elde edilir;

K M N
(n+1) — (n+1) — (n+1) —
X (—L), y (—L j Z (—L ) (3.12.7)

o 2 . e e
Simdi h= M) olmak iizere u/”,u{™,u{” ve u{" asagidaki gibi segilirse
1 8

u" =h(+y")

u," =h(x"+2z") (3.18)
u;" =h(x" - z") o
ug" =h(l-y"),

bu durumda asagidaki lineer olmayan dinamik sistem elde edilir [13]:

Az(Xn, yn,Zn)+A5(Xn, yn,zn)
a’ (A, y" 2"+ A", y",2)

X(n+l) —

Yo — AKX Y2 - AKX Y 2" (3.1.9)
A&-(Xn'yn’zn)+A4(Xn'yn,Zn) o

oy _ AONYLZN A YY)
a* (A", Y, 2"+ Ay, 2)
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Burada gerekli kisaltmalar1 yapmak i¢in A, A,, A, ve A, fonksiyonlarin1 asagidaki

sekilde diizenleyebiliriz;

Ay, 2" = O3 @+y")? +30c @+ y" )P (X" +2") +3b e P (L + y")(X" +2")?
+b3(x"+2")%)
Az(xn’ yn’ Zn) — C3(b—3(xn _Zn)3 +3b_1C6(Xn _Zn)2(1_ yn)+3bC12(Xn —Zn)(l— yn)Z
+b*(1-y"))
AN YN,z =c (P @+ y")° +3b e P @+ y") (X" +2") +30c P 1+ y")(X" +2")?
+b*(x" +zM)%)
AA(Xn, yn’ Zn) — C73(b3(xn _ Zn)s +3bC6 (Xn _ Zn)2(1_ yn) +3b71C12(Xn _ Zn)(l_ yn)Z
+b7@-y")?).

3.2. Faz Diyagramlarimin Cizimi ve Yorumu
Bu kesimde yukarida elde ettigimiz (liglincii mertebeden) yinelemeli denklemlerin (dizi)
Vannimenus [13] metoduyla bilgisayar kodlart yazilarak belli degerler ve

parametrelerin belli araliklari i¢in faz diyagramlari ¢izdirilmektedir.

Bir modelin faz diyagrami; o fazlarin yapisini, bir fazdan diger faza gecisini, fazlarin
istikrarint ve ilgili fazlar arasindaki gecis hatlarimi gosterir. Ayrintili olarak farkh faz
gegcislerini tartismadan once, faz diyagraminin esas 6zelliklerinin bilinmesi gerekir. Bu

bilgileri bazi bilgisayar programlar1 yardimiyla sayisal olarak ifade etmek miimkiindiir.

T -J, J
Faz diyagramlari [J—,J—p,J—”] lic boyutlu uzayda, yineleme bagmtilar1 (3.1.9)
1 1 1
L T -J, Jy
yardimiyla sayisal olarak belirlenir. BuradaJ—za,J—zﬁ, J—:y ve sirasiyla
1 1 1

a= exp(a’l), b= exp(—a’lﬂ), c= exp(a’ly) esitliklerini tanimlayalim. Modelimizin

baslangi¢ kosullar o (V —V,) =+ pozitif sinir sart1 altinda asagidaki gibidir;
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Sekil 3.2. T"® Cayley agacinin pozitif sinir degerli baslangic kosul diyagrami
Yukarida elde ettigimiz yinelemeli denklemimizin (dizimizin) (3.1.9) ilk terimini yani
(Xo(n+1), Yo", Zo(n+1)) terimini U™ =3z esitligi yardimiyla asagidaki gibi ifade

edebiliriz [13];

ul(n+1) _ 3/21(n+1) _ glialzbgc(lzﬁ — a’b’c®?

u4(n+1) _ %»/24(n+1) _ ﬂalzbfgc(fen — a3

us(n+1) _ 3/25(n+1) _ g/aebfgc(e)s — a3’

us(n+1) _ slzs(ml) _ g/afebgc(flz)s —abic .

Yukaridaki esitlikler,

1 1 1 1
u4(n+ ) + us(n+ ) y(n+1) B u1(n+ ) u8(n+ ) (0e)

ul(n+l) +u8(n+1) ! - ul(n+1) +u8(n+1) ! - ul(n+1) + l_18(n+1)

1 1
X(n+1) _ B u4(n+ ) us(n+ )

ifadelerinde yerine konursa asagidaki pozitif siirli baslangic kosullari (yinelemeli

denklem sisteminin ilk terimi) elde edilir;

(o _ Ug" +Us" a‘c®(a® +c?)
u"+u"  b°(a’c* +1)
624
ooy U=l (@c” 1) (3.2.1)
u"+ug"  (a’c* +1)
Z(n+1) _ u4n _u5n _ a.406 (a2 _Clz)
u"+ug"  b°(a’c* +1)

y
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Yukaridaki baslangi¢ kosullarindan baglayarak yineleme denklemlerinin yakinsakligina
bakilir. Yeterince bliyiik sayida iterasyon yapilarak bu dizinin yakinsaklik davranisi
incelenir. Farkli siir durumlartyla ilgili olasi baslangi¢ kosullari ile ilgili [1,3-6]

incelenebilir. En basit anlamda bu dizi (x*,y*,z*) gibi bir sabit noktaya ulasur.
Dizimizin faz diyagramlari, (x*, y*,z*) noktalarinin (agagida belirtilen 6zelliklerine

gore) yakinsama durumlarina gore siniflandirilir.

Eger y*,z*=0 ise ‘paramanyetik faz’ (kisaca P), y*,z*#0 ise de ‘ferromanyetik faz’
(kisaca F) olusmaktadir. Sistem ‘periyot-p’ seklinde periyodik de olabilir. Periyodik faz
bazi periyotlarin belli araliklarla ayni konfigiirasyonda tekrar etmesidir. Eger p=2 ise
yani periyot-2 durumunda ‘antiferromanyetik faz’ (kisaca P2), p=4 yani periyot-4

olmasi durumunda ise ‘antifaz’ (kisaca P4) olusur.

Son olarak sistem periyodik olmayabilir. Gergekten periyodik olmayan durum ile ¢ok
uzun periyotlu durum arasindaki farki sayisal olarak hesaplamak olduk¢a zordur. Biz

periyodik fazlarin periyodunu 2-12 arasinda olanlar1 gbz Oniine alacagiz ve
periyot— p: p=2,3,...,12 (P2,P3,..., P12) seklinde ifade edecegiz. Periyodu 12 den
biiyiik olan veya periyodik olmayan fazlara ise ‘modulated faz’ (kisaca M) diyecegiz.
Modulated bolgelerde iki durum olabilir. Elde edilen (x™,y™® z(™Y) dizisinin
yeterince bilyiik iterasyondan sonraki terimleri periyot 12 den daha biiyiik olur ya da
rastgele degisebilir. Bu bolgeleri tam olarak tespit edebilmek i¢in ya daha giiclii
bilgisayarlarla daha biiyiik iterasyonlar yapilmali ya da dalga vektorleri vasitasiyla
verilen kritik degerler i¢in titresimin olup olmadigina bakilmaktadir. Bu kismi ayrisim
fonksiyonlar1 arasindaki iligki ve fazlarla ilgili detayli bilgi i¢in Vannimenus[13],

Ganikhodjaev ve ark., [3], [4], [5] ve Mariz ve ark., [10] gibi ¢alismalar incelenebilir.

Bu tezde Cayley agaci iizerindeki Ising modelinin ii¢ baglanti sabitli Hamiltonyen
denklemi i¢in faz diyagramlar1 elde edilmekte ve biitin faz diyagramlarn

—2<qa,fp,y<2 araliginda ¢izilmektedir. Bu sekillerimizden bazilar1 asagida

verilmistir;
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Zcaghacz, -Zeqammacl a0 Zeaphacz, -Zequmemacl b
Al At

COLOURS COLOURS
FARAMAGHETIC FERIDD 2 I S S FARAMAGHETIC FERICD 2 I S FEsm
FARAMODIAATEDFERIDD 3 FERIOG FENDE S PARAMODULATEDPERIGD 3 PERICOE FERTNE S

FERFDNEGRETIE ~cri00 4 FERINT FERIDD 10 EEISSEEN FERFDRSGRETIE ~cai00 4 FERIDDS FERICD ) EREESEEN

Sekil 3.3. f=-0.25 ve f=-0.35 degerleri i¢in modelimizin faz diyagramlar1

Sekil 3.3’te betanin f=-0.25 ve f=-0.35 degerleri i¢cin faz diyagramlan ¢izdirildi.
£ =-0.25 degeri igin elde edilen diyagramda birinci ve ikinci bolgelerde tamamen
ferromanyetik faz olusmaktadir. Ugiincii bolgede yine biiyiik cogunlukla ferromanyetik
fazla birlikte o —ekseni boyunca asagi dogru genisleyen periyot-2 fazi goriilmektedir.
Dordiincii bolgede ise ¢ok az periyot-2, periyot-5, modulated, periyot-3 ve ¢ok kiigiik
adaciklar halinde periyot-8 ve periyot-11 fazlarinin yami sira ferromanyetik fazlar
goriilmektedir. Ayrica (0.05, -0.3), (0.1,-1.0) ve (0.1, -0.5) noktalarinda ¢oklu-kritik
(Lifshitz) noktalar goriilmektedir. Bu noktalar gegis noktalart oldugu i¢in bunlarin yakin
komgsuluklarinda birden fazla faz bulunur. f=-0.35 degeri icin ¢izilen faz diyagramu,
S =-025 degeri icin elde edilen grafige ¢ok yakin oldugu goriilmektedir. Birinci
sekilden farkli olarak birinci bolgede kiiclik bir adacik seklinde modulated faz
goriiliiyor. Uciincii bdlgedeki periyot-2 fazi azalarak asagi dogru kaymis ve ince
cubuklar halinde ferromanyetik, modulated ve periyot-7 fazlar1 goriilmektedir. Ayrica
dordiinci  bolgedeki modulated ve ferromanyetik faz azalirken periyot-3 fazi

genislemektedir.
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B aptecz, 2<bela<i gammaand [ caphecz, 2<beta<d, gammaands
At At

COLOURS { 'COLOURS

PMAMAGNEﬂC pericn : I B e F'MAMAGNEﬂC PERICC 2 I RN FERI0
—PEnJm-! FERIDOT FERIDOON —FEmw4 FERIDOT FERIDOOTT

Sekil 3.4. y =0.03 ve y =0.05degerleri icin modelimizin faz diyagramlari

Sekil 3.4’te gamanin y =0.03 ve y =0.05 degerleri i¢in faz diyagramlar ¢izdirildi.
y =0.03 degeri icin elde edilen diyagramda birinci bdlgenin biiyiik bir boliimiinde
periyot-3 ve o —eksenine yakin kisimlarda ferromanyetik faz olusmaktadir. ikinci
bolgenin tamami ferromanyetik fazdan olusurken {igiincli bolgede ise yine periyot-3
fazinin yani sira ince cubuklar halinde uzanan periyot-2, modulated, periyot-5,
ferromanyetik fazlar ve ¢ok kii¢iikk adaciklar halinde periyot-11 ve periyot-8 fazlar
goriilmektedir. Dordiincti bolge ise tiglincii bélgenin o —eksenine gore simetrigine gok
yakin bir sekilde periyot-2, modulated, periyot-5, ferromanyetik fazlar goriiliirken farkli
olarak ¢ok kii¢iik pargalar halinde periyot-4, periyot-6 ve periyot-9 fazlar1 da meydana
gelmektedir. Ayrica (-0.3, -0.2), (-0.2, -1.8), (0.3, -0.3) ve (0.4, -1.2) noktalarinda ¢oklu-
kritik (Lifshitz) noktalar goriilmektedir. Ikinci seklimizde y =0.05 degeri icin ¢izilen
faz diyagrami ise y =0.03 degeri i¢in elde edilen faz diyagramina ¢ok yakin oldugu

goriilmekle birlikte sadece bazi fazlarin boyutunda degisiklikler géze ¢arpmaktadir.
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B caphecz, -Zeheia<i gemmes03 X <ophecz, -Z<heia<l, gEmmean
aghes

H

CCOLOURS 1 CCOLOURS

FhRAMAGHETIC PEAIGD 2| I N FERTR PAAAMAGHNETIE PERID 2
PERIDD 6 FERIGOE EERE

FERFIRSSGRETIE ~cricD 4 FERIGOT PERIH 1 SRR

Sekil 3.5. y =—0.30 ve » =0.00 degerleri i¢cin modelimizin faz diyagramlari

Sekil 3.5’te gamanin y =—0.30 ve y =0.00 degerleri i¢in faz diyagramlar ¢izdirildi.
y =—0.30 degeri i¢in elde edilen diyagramda bir dnceki seklimizde (Sekil 3.4) oldugu
gibi birinci bolgede periyot-3 ve ferromanyetik faz goriiliirken ikinci bolgede sadece
ferromanyetik faz olusmustur. Ugiincii bolgede ise uzun bélgeler halinde periyot-3,
ferromanyetik faz ve o —eksenine yakin boélgede periyot-2, ¢ok kiigiik bir adacik
halinde de periyot-4 goriilmektedir. Dordiincii bolge ise yine « —eksenine yakin
kisimlarda ince ¢ubuk seklinde periyot-2 fazi uzanirken ¢ok az ferromanyetik faz ve
noktalar halinde periyot-5 ve modulated fazlar géziikmekte. Geri kalan kisimlarda ise
¢ok yogun olarak periyot-3 goziikmektedir. Ayrica (0.10, -0.05), (0.10, -0.10), (0.10, -
1.20) ve (0.10, -1.35) noktalarinda ¢oklu-kritik (Lifshitz) noktalar goriilmektedir.
y =0.00 degeri i¢in ¢izilen ikinci grafikte birinci ve ikinci bolgeler y =—0.30 degeri
icin ¢izilen grafigin birinci ve ikinci bolgesinin S —ekseninin negatif yoniinde yaklasik
1 birim kaymasi ile olusan fazlardan meydana gelmektedir. Uciincii bolgede ise
ferromanyetik bolge cok azalirken periyot-3 fazi1 artarak yogun bir sekilde ortaya
cikmaktadir. Yine « —ekseni boyunca uzanan periyot-2 ve modulated fazlarin yani sira
noktalar halinde periyot-7, periyot-8, periyot-9, periyot-11 ve periyot-12 fazlari
goziikkmektedir. Dordiincli bolge ise cok kiiclik farklarla beraber iiclincii bolgenin

o —eksenine gore simetrigi olan bir bolge karsimiza ¢ikmaktadir. Birinci sekilde
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oldugu gibi ikinci seklimizde de yogun bir sekilde c¢oklu-kritik (Lifshitz) noktalar

goriilmektedir.

Bu boliimde faz diyagramlarinda goriildiigii gibi baglanti sabitlerinin se¢imi Onceki
calismalara [2,4,5,6,8,9], kiyasla tamamen degismistir. Elde edilen sekillerde dikkat
¢ekici noktalar; paramanyetik faz hari¢ biitiin fazlar elde edilmesi, parametreler ¢ok az

PR

degistiginde bile bazi sekillerde ¢ok biiylik degisimlerin gézlemlenmesidir.
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4. BOLUM
DORDUNCU MERTEBEDEN CAYLEY AGACI UZERINDEKI ISING
MODELININ DINAMIK DAVRANISLARI

4.1. Ug Etkilesimli Ising Modelinin Yineleme Denklemleri

Bu kesimde Vannimenus [13] ve Mariz ve ark. [10], ¢alismalarindaki sonuglara benzer
olarak 4. mertebeden Cayley agaci iizerinde elde edilen ve ii¢ baglant1 sabitine sahip
Hamiltonyen ile liretilen Ising modelinin faz diyagramlarinin davranislarini incelemek

icin gerekli olan yinelemeli denklemler elde edilmektedir.

Bu boéliimde, 6nceki bolimde 3. Mertebeden Cayley agaci lizerinde inceledigimiz Ising
modeli i¢in belli parametreler icin ¢izdirilen faz diyagramlarinda Cayley agacinin
mertebesi arttiginda ne tiir degisimler oldugunu incelemek istiyoruz. Bu nedenle 4.
Mertebeden ii¢ etkilesim sabitli Ising modeli i¢in yinelemeli denklemlerini elde
edecegiz. Daha sonra bilgisayar kodlar1 yazilarak bu yinelemeli denklemlere karsilik

gelen faz diyagramlari ¢izdirilecektir.

Simdi bu yinelemeli denklemlerin nasil elde edildigini aciklayalim. Dordiincti

mertebeden Cayley agaci tzerinde J,,J, ve J, sirasiyla en yakin, dogrultulmus
sonraki en yakin ve birinci seviyedeki sonraki en yakin komsuluk baglanti sabitleri
olsun. Ising modelimizi i¢in spin degerlerimizi ® ={—+} kiimesinden segerek tek
tabakali Cayley agaci1 iizerindeki Ising modelimizi olusturacak Hamiltonyen denklemini
(T® “te oldugu gibi) asagida verelim;

H(o)=-3,Y o(¥o(y) 3, 3 o(¥o()a(z) ~Iy Y o(o(y)o(z) (4.1.1)

<X,y> >X,Y,Z< >X,Y,2<

Yinelemeli denklemlerimizi olusturmak i¢in V, iizerindeki kismi ayrisim

fonksiyonlarmin V, , ‘in alt kiimeleri {izerinde tanimli kismi ayrisim fonksiyonlariyla

baglantisint g6z Oniine alalim.
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Z(n)(il b i4], (4.1.2)
IO

V, lzerindeki kismi ayrigim fonksiyonu olsun; X, kok (sabit nokta) izerindeki spinimiz
i ve birinci kabuktaki yani W, tizerindeki spinlerimiz ise i, l,,i3,1, tir.
V, kiimesi iizerindeki toplam ayrigim fonksiyonu,

™ =" exp(-BH (o)) (4.1.3)

oeV,

. 1 .
seklinde olur ve S :? ters sicaklik degeri olarak tanimlanir. Burada gbéz Oniine

alacagimiz muhtemel 32 farkli Z" kismi ayrisim fonksiyonlar1 vardir [13]. Ancak

asagidaki ifadede gorildiigii gibi farkli spin degerli konfigiirasyonlarin bazilarinin

birbirine denk oldugu goriiliir. Ornegin; 2™ (+ ot _j,z(”)(Jr + - +j e
+

+
m(+ - + + . .. .
z fonksiyonlart ayn1 toplam enerjiye sahip olan denk
+

konfigiirasyonlar tizerinde tanimlanir. Bu yaklasimla yalnizca asagidaki (4.1.4) ile ifade
edilen 10 tane kismi ayrisim fonksiyonunu incelememiz yeterlidir. Bu kismi ayrisim

fonksiyonlar1 asagidaki sekilde goz oniine alalim;

+ o+ o+ o+ -
zm=zm . J, 7" = Z(”)( ]

+ + - - + - - -
() — 7™ (n) _ 7
Zgn_zn N J’Z‘ln_zn N j

Zé") _7m - J’ Zé") —=7m + + + +] (4.1.4)

2(M =7

+ 4+ o+ - + o+ - -
20 = 70 j 2 =70 j

[ PO A
Boylece keyfi Z(n+1)(l r 4) kismi ayrnigim fonksiyonu z™,z,™, .., z, ™
IO
fonksiyonlarinin bir kombinasyonu olarak yazilir [13]. Onceki kesimde (3.1) oldugu
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gibi asagidaki degisken (4.1.5) degisimleri yardimiyla z™? (i=1,2, ... ,10) denklemleri

elde edilir. Burada,

J J J
a=exp| L |, b=exp| == | ve c=exp| L 4.1.5
TEATNREAIRIWEN 019

olarak kabul edilmektedir. Gerekli islemler ve kisaltmalardan sonra,

™ = a%c? (b*2(™ + 4b?z(" + 625" + A 2z{" + b 4z{M)*

2™ =a?(b*z" +4b*z{" +6z{"” +4b?z{" +b*z{")?
b~z +4b2z{" + 62" +4b?z{" +b*z{D)

z{" =c (b2 +4b°z" +62{" +4b?z{" +b*z{V)?
(b™*z{" +4b722{" + 67" +4b%z{" +b*z{y)’

Z£(1n+1) :a—z(b4zl(n) +4b22£n) +62§n) +4b_22£n) +b_42én))
(072" +4b722{" + 62" + 4b?z{" +b*z{))?

2™ = a~4c? (b™*z{" +4b 22" + 62" +4b?z{" +b*z{)*
20 = 2 9c 2 (042 +4b 228 + 628 + 422 +b*z{)*

z{™ =a?(b*z" +4b?z{" + 62" +4b*z{" +b*z{"M)?
(b*z{" +4b’z{" + 62" +4b*z{" +b~*z{y

z{M =c® (02" +4b?z{" +62{" +4b°z{" +b*z{")?
(b*z{ +4b°28" +62{" + 4b~2z{" +b~*z{})?

ZE§n+1) - 32 (b—4zl(n) +4p2 Zén) + 625“) + 4bZZ£n) + b4zén))
(b*z{" +4b?z" + 62" +4b7?z{" +b™*z{p)?

z0 =a'c® (b*z{" +4b*z{" + 62" +4b~?z{" +b™*z{))*

denklemleri elde edilir. Burada Zi('”l) (i=1,2,...,10) ayrisim fonksiyonlarmin nasil elde

edildigini bir 6nceki kisimda agiklamistik (4.1). Burada tekrar olmamas: i¢in yeniden

ayrintili olarak agiklama yapilmamaktadir.
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Simdi yukaridaki denklemlerden bazilarinin diger denklemlerin lineer kombinasyonu

olarak yazilabildigini gosterelim;

4 _ 96,3 4 _ ~-128,2, 2 4 _ -96 3 4 _ .96, 3 4 _ Al128_ 2 2
z,'=cz’z, , z'=c"z°z*, z,'=czz’, z,'=c"z’z,, z'=c"z7,",

z,' =c®z,2,,> esitlikleri saglandigindan yalmzca 4 tane bagimsiz fonksiyon kalir.

Yinelemeli denklemlerimizi elde etmek igin u(™™ ::‘/zi(”“’ degisken degisimi

yapilarak asagidaki yeni denklemlerimizi elde ederiz [13]:

u1(n+1) — aCG (b4 (uln)4 + 4b2C724 (uln )3 (usn) + 6C732 (uln)Z (usn )2
+4b7C (U )(u")’ + b (ug))

U™ = a7 (b (ug") +4b2c% (Ug")  (Uyg") + 6% (Ug")? (Uyg")?
+4b%*c* (ug" )(Ulon)3 +b* (ulon)4)

LIG(n+l) — a—lC—G (b—4 (uln )4 + 4b—2c—24 (uln )3 (usn) + 6C—32 (uln)z (usn)Z
+ 4% (") (u")? +b* (u")*)

ul0(n+l) — acfﬁ (b4 (u6n)4 + 4b2C24 (uen)3(ulon) + 6C32 (uan)Z (ulon)Z
+4b~c* (Ug")(uy" )3 +b™ (U, )4)'

Toplam ayrisim fonksiyonu Z™ =(u, +u, )4 +(Ug + Uy )4 , U™ terimleri yardimiyla

olusturulur. Faz diyagramlarini incelemek i¢in asagidaki azaltilmis degiskenleri

se¢memiz uygun olacaktir.

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
wo _Us U iy _ U — Uy ) _ Us " —Ug

== T _ =1 w0 =5 "6 __ 4.1.6)
(n+1) (n+1) ? (n+1) (n+1) ? (n+1) (n+1) (
U, +Uy U, +Uy, U, +Uy

X degiskeni, en yakin komsuluk sinirlarinin titresiminin bir dl¢iimiidiir ve y, z gibi
siral1 bir parametre degildir (ayrintili bilgi i¢in [13] caligmasina bakiniz).
Yukaridaki (4.1.5) esitliklerindeki degiskenler (4.1.6) denklemlerinde yerine konursa

yeni denklemlerimiz asagidaki formu alir [13];

X(n+l) :ié , (n+1) :E , Z(n+1) :iz

’B B a
Burada A,B,C ve D denklemleri asagidaki bigimde alinmistir;

w_l o
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A= (07 (U")" + 407207 (1) (") + 66 (U") (')
40767 (15" (W) + D (")) (0 )+ b () (ug)
#6077 () () + 407 () (u) + b (us)?)

B = C6 (b4 (uln)4 + 4bZC—24 (uln)3(u5n) + 6C—32 (uln)Z (usn)Z
+4b72 2 (u")(Ug")? + b (u")h) + ¢ B (b* (ug")* + 4% (uy")® (uy")
+6% (Ug")? (Uyy")* +4b72¢™ (Ug")(uy")* +b7* ("))

C=c®(b*(u")" +4b%c™ (") (Us") + 67 (") (us")? +4b e (u")(u")°
+ b74 (usn)4) _ Cfﬁ (b4 (uen)4 + 4b2c24 (uen)3 (ulon) + 6C32 (UGH)Z (ulon)Z
+4b72 ¢ (Ug")(Uyy")” + b7 (U™

D= C6 (b—4 (u6n)4 + 4b_2024 (usn)?; (ulon) + 6C32 (uen)Z (ulon)Z + 4b2C24 (uen)(ulon)3
#D ("))~ 0 ) 440 e (W) )

+6¢7% (u1n )2 (usn)z +4b%c™ (uln )(usn )3 +b* (usn )4)-

Simdi

(4.1.7)

degisken degistirmesi yapilirsa bu durumda asagidaki lineer olmayan dinamik sistemi
elde ederiz [13]:

e ALY 2N+ ALY, 2"
2 (A, Y™ 2") + Ay, 27)

S _ ALY ) AGC Y2
AKXy 2"+ AX Y7, 2")

(4.1.8)

J(n) _ Az(Xn, yn’zn)_AS(Xn, y",z") |
a? (A, Y7 2)+ ATy, 7))
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Burada gerekli kisaltmalari yapmak icin A, A,, A, ve A, fonksiyonlarini asagidaki

sekilde diizenleyebiliriz;

2

A", y",2") =c(b* (1+ y”)4 +4b’c ™ (1+ y”)3 (x"+2")+6c% (1+y" )2 (x"+2")
+4b%c™ (l+ y”)(x" + z”)3 +b™ (x“ + z”)A)

A(X",y",2") =c(b™ (X" - z“)4 +4b %™ (X" - z")3 (1-y")+6c% (x" - z”)2 (1- y”)2

+4b2C24(Xn _ Zn)(l_ y" )3 +b* (1_ y" )4)

2

Ay 2" =c (b (1+ y”)4 +4b7c (1+y" )3 (x"+2")+6c% (1+ y”)2 (x"+2")
+4b*c™ (l+ y" )(x” - z”)3 +b* (x” - z“)4)

A"y 2" = c’6(b4(xn —z”)4 +4b?*c* (x” - z“)3 (1— y”)+6c32 (x“ —z”)2 (l— y”)2
+4bc* (x” ~-Z" )(1— y" )3 +b™ (1— y" )4).

4.2. Faz Diyagramlarimin Cizimi ve Yorumu
Bu kesimde yukarida elde ettigimiz (dordiincii mertebeden) yinelemeli denklemlerin
(4.1.8) Vannimenus [13] metoduyla bilgisayar kodlar1 yazilarak belli degerler i¢in faz

diyagramlari ¢izdirilmektedir.

Bir modelin faz diyagrami; o fazlarin yapisini, bir fazdan diger faza gecisini, fazlarin
istikrarm1 ve 1ilgili gecis hatlarim1 gosterir. Ayrintili olarak farkli faz gegislerini
tartismadan Once, faz diyagramimin esas Ozelliklerinin bilinmesi gerekir. Bu bilgileri

baz1 bilgisayar programlari yardimiyla sayisal olarak ifade etmek miimkiindiir. Faz

diyagramlari (l , ;) , i

1773 j ic boyutlu uzayda, yineleme bagmtilart (4.1.8) yardimiyla
1 1 1

o T -J, Ju
sayisal olarak belirlenir. Burada— =« =4, 2
Jl Jl ‘]1

=y ve sirasiyla a:exp(ofl),

b=exp (—a‘lﬂ ) c= exp(a‘ly) esitliklerini tanimlayalim. Modelimizin baglangi¢

kosullar o (V —=V,) =+ pozitif sinir sart1 altinda asagidaki gibidir;
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: ¥
+ ‘ ¥ sk
+e - _.' Z - +
+ b4
+ o
+
+ - » + j- .+
o X0 a4
t “

Sekil 4.1. T* (k=4) Cayley agacinin pozitif smir degerli baslangi¢ kosul diygrami

Yukarida elde ettigimiz yinelemeli denklemimizin (dizimizin) (4.1.8) ilk terimini yani
(Xo(n+1), Yo", Zo(n+1)) terimini U™ =z esitligi yardimiyla asagidaki gibi ifade

edebiliriz [13];

ul(n+1) _ 4/21“”1) _ é/a20b16c(30)4 — a’b’c®®

us(n+1) _ </25(n+1) _ ("ja’zob’mc(’m)“ —apic®

u6(n+1) _ é/ZG(rHl) _ Q/alzb—lﬁc(18)4 —a’phce

ulo(n+1) _ éjzlo(nu) _ Qjazoblec(fsom _ a5b4c’3°,
Yukaridaki esitlikler,

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
XD — Us +Us ) _ Y —Uy, 1) _ Us —Ug

ul(n+1) +u10(n+1) ! ul(n+l) +ulo(n+l) ! ul(n+l) +u10(n+1)

ifadelerinde yerine konursa asagidaki pozitif smurli baslangic kosullart (yinelemeli

denklem sisteminin ilk terimi) asagidaki sekilde elde edilir:

12 836 60 12 836
ey _C (A+8CT) gy _C -1 mey  C(1—a’c™)

= = 4.2.1
a”b®(1+c®) c®+1 a"’b®(1+c®) ( )

Ucgiincii boliimde uyguladigimiz metodlar1 bu kesimde elde edilen bu degerler icin de

uygulayarak dordiincii mertebeden Cayley agaci ilizerindeki ii¢ etkilesimli Ising
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modelimizin faz diyagramlari elde edilir. Yine biitiin faz diyagramlann —2<ea, 3,y <2

araliginda ¢izilmistir ve bu sekillerimizden bazilar1 asagida verilmistir;

“TealphacZ, Zequrmacd betaals Tealpha<Z, Zeqummacd befaal s
alpha At

COLOURS COLOURS
PARAMAGHETIC. PERICD 2 [ N eI PARMMAGHETIC. PERICD 2 [ N SR
FARAMODIRATEDPERIOD 3 PERIDOE FERDDS FEme FARAMODIRATEDPERIOD 3 PERIDDE FERDNS e

FERFIRSSGRETE ~cricD 1 FERICOT PERICT 10 ERDRNESEER FERFISSGRETE ~cricD 1 FERICOT PERICT 10 EENESEEN

Sekil 4.2. f=-0.50 ve f=0.50 degerleri i¢gin modelimizin faz diyagramlari

Sekil 4.2°de betanin f=-0.50 ve f=0.50 degerleri i¢in faz diyagramlari ¢izdirildi.
S =-0.50 degeri i¢in elde edilen diyagramda birinci bolgede yogunlukla ferromanyetik
faz goziikirken o —ekseni boyunca uzanan periyot-3 ve modulated faz goze
carpmaktadir. Ayrica irili ufakli periyot-5, periyot-6, periyot-7, periyot-8, periyot-9,
periyot-10 ve periyot-11 fazlari olugmaktadir. ikinci bolgede tamamen ferromanyetik
faz olusurken iiglincii bolgede yine biiylik ¢ogunluk ferromanyetik faz olmak {iizere
o —eksenine yakin bolgelerde uzun gubuklar seklinde periyot-2, periyot-3, periyot-4,
periyot-5, periyot-7, periyot-11, periyot-12 ve modulated faz goziikmektedir. Dordiincii
bolgede ise ferromanyetik fazla birlikte cogunlukla periyot-3 olmak iizere kisa ve uzun
seritler halinde periyot-4, periyot-5, periyot-6, periyot-7, periyot-8, periyot-9, periyot-12
ve modulated fazlar olusmaktadir. Yine daha onceki sekillerimizde de oldugu gibi (0,2,
1.5), (0.2,0.8) (-0.1,-1.9) ve (0.7, -0.5) noktalarinda c¢oklu-kritik (Lifshitz) noktalar
goriilmektedir. Diger taraftan £ =0.50 degeri i¢in elde edilen diyagramda birinci bolge

tamamen ferromanyetik fazdan olusurken, ikinci bolge ise f=-0.50 degeri igin ¢izilen
grafigin birinci bolgesinin o —eksenine gore simetrigine ¢ok yakin bir diyagram ortaya

¢ikmaktadir. Ugiincii bolge de birinci seklimizin dordiincii bélgesinin o — eksenine gore
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simetrigine ¢ok yakin bir diyagram olusmaktadir. Dordiincii bolge ise « —ekseni
boyunca (0.1) birimlik bir gerit halinde periyot-3 fazi diginda tamamen ferromanyetik
fazdan meydana gelmektedir. Yine daha onceki sekillerimizde de oldugu gibi ¢oklu-

kritik (Lifshitz) noktalar géze ¢carpmaktadir.

B ez, 2ebead gemma-0im Y caphecz, 2ebela<L gemmsa1112
At At

SCOLSU RS | SCOLSU RS |
SARAMAGHNETIC. PERIDD 2 N N PSR SARAMAGNETIC, PERIOD 2 N N RO
PARAMODULATED) FERIOO § PERIBOY FERIONE PARAMODULATED) FERIOO § PERIDOY FERIONE
FERBISSGRENE ~=i00 1 PERIDOY FERIBON . FERRISGRETIE #1001 FERIBDY PERIOD T .

Sekil 4.3. » =0.03 ve y =-0.03 degerleri i¢in modelimizin faz diyagramlari

Sekil 4.3’te gamanin y =0.03 ve y =-0.03 degerleri i¢in faz diyagramlar ¢izdirildi.
y =0.03 degeri i¢in elde edilen diyagramda birinci bolgede periyot-3 ve ferromanyetik
faz goriilirken ikinci bolgede ise birinci bolgenin « —eksenine gore simetrigine yakin
ve yogun bir sekilde periyot-3 ve ferromanyetik faz olusmustur. Uciincii bolgede ise
yine yogun bir sekilde periyot-3 ve ince ¢cubuklar ve noktalar seklinde uzanan periyot-2,
periyot-6, periyot-7, periyot-8, periyot-11, periyot-12 ve modulated faz goziikmektedir.
Daordiincii bolge ise yine a —eksenine yakin kisimlarda ince gubuk seklinde periyot-2,
periyot-4, periyot-5, periyot-6, periyot-8, periyot-9, periyot-11 ve modulated faz
goziikmektedir. Bu fazlardan biraz daha yogun olarak periyot-3 ve ferromanyetik faz
olusmustur. Ayrica (-0.20, -0.40), (-0.20, -1.40), (0.20, -1.60) ve (0.30, -1.80)
noktalarinda g¢oklu-kritik (Lifshitz) noktalar gorilmektedir. y =-0.03 degeri i¢in
cizilen ikinci grafikte birinci bolge y =0.03 degeri igin ¢izilen grafigin birinci
bolgesinin a —ekseninin negatif yoniinde yaklasik (0.2) birim kaymasi ile olusan
fazlardan meydana gelmektedir. ikinci bolgede tamamen ferromanyetik faz olusmustur.

Ucgiincii bolgemiz birinci seklin dordiincii bolgesinin, dérdiincii bolgemiz de birinci
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seklin Ugtlincii bolgesinin o —eksenine gore simetrigine ¢ok yakin bir diyagram
olusturmustur. Birinci seklimizdeki gibi ikinci seklimizde de tgilincii ve dordiincii

bolgelerde yogun bir sekilde ¢coklu-kritik (Lifshitz) noktalar goriilmektedir.

B eaptacz, 2enetnea. gammann [ 2caatacz, -2obeines, gamma-a0s

Al

H

COLDURS { CCOLDURS {

anAI:-HErIc PERIOD 2 S EERE FERIO0 T anAI:-HErIc PERIOD 2 RS EERE FERIO0 T
PEAICD ¢ FERICODTY FERTHE P PERAICD ¢ FERICOTY RN

—PEmm4 PERAIOE PERIOOON PERAIDOE PERICOOD ]

Sekil 4.4. y =0.00 ve y =—0.05 degerleri i¢in modelimizin faz diyagramlari

Sekil 4.4’te gamanin y =0.00 ve y =-0.05 degerleri i¢in faz diyagramlari ¢izdirildi.
y =0.00 degeri icin elde edilen diyagramda birinci bolgede periyot-3 ve ferromanyetik
faz goriiliirken ikinci bolgede ise tamamen ferromanyetik faz olusmustur. Ugiincii
bolgede yogun bir sekilde periyot-3 ve ince cubuklar ve noktalar seklinde uzanan
periyot-2, periyot-5, periyot-8 ve modulated faz goziikmektedir. Dordiincii bolge ise
tiglincii bolgenin « —eksenine gore simetrigiyle birebir ortiismektedir. Ayrica (-0.20, -
0.80), (-0.25, -1.60), (0.25, -1.60) ve (0.20, -0.80) noktalarinda goklu-kritik (Lifshitz)
noktalar goriilmektedir. y =—0.05 degeri i¢in ¢izilen ikinci grafikte birinci bolge
y =0.00 degeri i¢in ¢izilen grafigin birinci bolgesinin « —ekseninin negatif yoniinde
yaklasik (0.1) birim kaymas ile olusan fazlardan meydana gelmektedir. ikinci bolgede
tamamen ferromanyetik faz olusmustur. Ugiincii bdlgemizde yogun olarak periyot-3
fazinin yaninda periyot-2, periyot-5, periyot-8, periyot-10, periyot-11 ve modulated faz
goziikmektedir. Dordiincii bolgede ise tiglincii bolgenin o —eksenine gore simetrigine
cok yakin bir diyagram karsimiza ¢ikmakta olup sadece fazlarin boyutlar
degismektedir. Birinci seklimizdeki gibi ikinci seklimizde de tigiincii ve dordiincii

bolgelerde yogun bir sekilde ¢oklu-kritik (Lifshitz) noktalar goriilmektedir.
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5. BOLUM
ONCEKIi CALISMALAR

Gliniimiizde Ising modeli olarak bilinen ve ilk olarak 1925 yilinda Ernst Ising’in
danismani tarafindan doktora tezinde kendisine Onerilen bu modelin tek boyutta
coziimlemeleri yapilmistir. Baglangigta ferromanyetik model olarak da adlandirilan
Ising modelinde faz gegislerinin tek boyutta hatta daha fazla boyutlarda olmadigini 6ne
stirmiistii. Daha sonraki c¢alismalarda ise faz gecislerinin oldugu 1spatlanmistir
[2,4,5,6,8,9].

Cayley agaci iizerindeki modellerden biri de Ising modelinin bir genellestirilmesi olan
Potts modelidir [11]. Potts modeli ilk olarak Domb tarafindan ortaya atilmistir. Ising

modelinde spin sayis1 2 (+,—) iken Potts modelinde ise spin sayist ikiden fazladir.
Vannimenus [13], Ising modeli iizerine yaptigi calismalarda en yakin (J,) ve
dogrultulmus sonraki en yakin (J)) etkilesimli baglanti sabitlerini kullanarak

modulated faz (modiile edilmis) gegisinin oldugunu gostermistir. Vannimenus’ iin
yapmis oldugu bu ¢aligmalar daha sonraki pek ¢ok arastirmaciya 11k tutmustur. Mariz
ve ark. [10]; Da Silca ve ark., Cayley agac1 tizerindeki Ising ve Potts modellerinin en
yakin ve dogrultulmus sonraki en yakin etkilesimli baglanti sabitli Hamiltonyen
denklemi ile iretilen faz diyagramlarini ve bu diyagramlarda ortaya cikan Lifshitz

noktalarinin (¢oklu-Kritik noktalar) varligini arastirmastir.

Inawashiro ve Thompson [7], Vannimenus’in yapmis oldugu c¢alismadan farkli olarak
Ising modeli tizerindeki en yakin komsuluk (J,) ve dogrultulmus (prolonged) sonraki
en yakin komsuluk (J,) etkilesimlerini J =J; alarak incelemislerdir. Burada J,
birinci seviyeden sonraki en yakin komsuluk etkilesimi sabitidir.

Mariz ve ark. [10], bu sonuglari birinci seviyeden sonraki en yakin komsuluk
etkilesimine dis manyetik alaninin etkisini de gbz Oniine alarak genellestirmislerdir.
Daha once de bahsettigimiz ve Ising modeli i¢in en yakin ikili komsuluk ve sonraki en

yakin TU¢lii komsuluk etkilesimlerinde faz gecislerinin varligmmi arastirmak igin

calismalar yapmustir.
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Uguz ve Akin [12], Gglii avize modeli diye adlandirdiklari bir ¢alismalarinda karsiliklt

en yakin ikili komsuluk etkilesimi (J;) , dogrultulmus (prolonged) sonraki en yakin
liclii komsuluk etkilesimi (J,) ve birinci seviyeden sonraki en yakin dortlii komsuluk

etkilesimi ile verilen Hamiltonyen tarafindan iretilen Ising modeli i¢in faz gecislerini
incelemislerdir. Bu ¢alismada faz diyagramlarinda sifirdan farkli sicakliklarda ¢oklu-

kritik noktalarin ve yogun bir sekilde modulated fazlarin ortaya ¢iktig1 gozlemlenmistir.
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6. BOLUM
SONUCLAR

Istatistiksel ya da matematiksel fizikte calisma konularindan biri de latis modelleri
izerine insa edilen ve Ising ve Potts modelleri gibi iki farkli yontemi olan Hamiltonyen
denklemleri igin faz diyagramlarinin incelenmesidir. Bu tezimizde latis modellerinden
biri olan Cayley agaci ilizerinde ii¢ etkilesimli Ising modeli ¢alisilmistir. Yar1 sonsuz ve
baglantisiz birlesik bir latis ¢esidi olan Cayley agacimiz iizerinde tanimladigimiz

Hamiltonyen denklemimiz {i¢c baglant1 sabitine sahiptir. Bunlar; sabit noktamiz (X,
fixed point) ile birinci sevideki spinlerimiz arasindaki ikili etkilesimi belirleyen (6l¢en)
J, ; yine sabit noktamiz, birinci seviyedeki bir spinimiz ve ikinci seviyedeki bir
spinimiz arasindaki Uglii etkilesimi belirleyen J, ve son olarak sabit noktamiz ve

birinci seviyedeki {i¢ spinimiz arasindaki ayr1 ayri ti¢li etkilesimleri belirleyen J,

baglanti sabitleridir. Hamiltonyeni olusturan bu baglant1 sabitleri degistik¢e elde edilen
yinelemeli denklemlerin limit davranislarinin da degistigi  gozlemlenmistir. Bu
calismada 3. ve 4. mertebeden Cayley agaci lizerinde ¢alisilmistir. Bu sayede

Hamiltonyen denklemi ayni olup Cayley agacinin mertebesi degistiginde elde edilen faz
diyagramlarindaki degisimler tespit edilmistir.

Tezin ikinci béliimiinde konuyla ilgili genel tanim ve agiklamalar yapilmustir. Ugiincii
boliimde 3. mertebeden Cayley agaci tizerindeki Ising modelinin dinamik davraniglarini
incelemek icin yineleme denklemleri elde edilmis ve pozitif sinir sarth baglangic degeri
girilerek bilgisayar programi yardimiyla belli degerler aralifinda faz diyagramlar
cizilmigtir. Simdi elde edilen baz1 6zel degerler i¢in gizilen faz diyagramlarindan

bahsedelim.

Ucgiincii mertebeden Cayley agaci icin ¢izilen grafiklerde ferromanyetik faz (F),
periyot-2 fazi (antiferromanyetik faz P2), periyot-3 (P3), periyot-4 (Antifaz P4),
periyot-5 (P5), modulated (M), periyot-6 (P6), periyot-7 (P7), periyot-8 (P8), periyot-9
(P9), periyot-11 (P11) ve periyot-12 (P12) fazlari ortaya ¢ikmistir. Burada fazlarin
yogunlugu degismekte olup bazilar1 ¢ok yogun iken bazilar1 da ¢ok kiigiik adaciklar

halinde gbze ¢arpmaktadir. Biitiin grafiklerimizde fazlarin gecis noktalarinda kaotik bir
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yapt olusturan ¢oklu-kritik (Lifshitz) noktalar goriilmiistiir. Ayrintilar i¢in Sekil 3.3-3.4
ve 3.5 incelenebilir.

Dordiincii mertebeden Cayley agaci icin farkli degerlerde cizdirilen grafiklerde ise
biitiin faz gesitlerinin olustugu goériilmiistiir. Yani ferromanyetik faz (F), modulated faz
(M), P2 (antiferromanyetik faz), P3, P4 (Antifaz), P5, P6, P7, P8, P9, P11 ve P12
fazlarinin biitiini  ortaya c¢ikmistir. Yine ¢oklu-kritik (Lifshitz) noktalar biitiin
grafiklerde goriilmektedir. Fazlarin yogunluklar1 ve ayrintilar ig¢in Sekil 4.2-4.3 ve 4.4

incelenebilir.

Tezde elde edilen yinelemeli denklemler i¢in {igiincli ve dordiincii mertebeden agaglar
lizerinde baz1 degerler ayni veya birbirine ¢ok yakin almip faz diyagramlar
cizdirildiginde hem benzer hem de ¢ok farkli sekillerin meydana geldigi goriilmiistiir.
Bu ise sistemde ¢ok kaotik bolgelerin oldugunu gostermektedir. Bu olusan kaotik
bolgelerde iist {iste binen fazlarin var olma ihtimali yiiksektir. Bu bolgelerin analizini
tam olarak yapilabilmesi igin dalga vektorlerinin manyetizasyon grafikleri
incelenmelidir. Bu tezde inceledigimiz model i¢in bu konu bir agik problem olarak
birakilmistir. Géze garpan bir farklilik ise Cayley agacinin mertebesi arttikga grafiklerde
meydana gelen faz bolgeleri genel olarak daralmasidir. Tespit edilen 6nemli
bulgulardan birisi de diisiikk sicakliklar i¢in faz diyagram bolgelerinde paramanyetik
fazin tamamen kaybolmasidir. Bu durumda bilinen metotlarla elde ettigimiz lineer
olmayan dinamik sistemimizin kararlilik analizi yapilamamaktadir. Bunun nedeni ise

sabit noktamizla birinci seviyedeki bir spinimiz ve ikinci seviyedeki bir spinimiz

arasindaki iglii etkilesimi belirleyen J; (Sekil 2.11) baglanti sabitinde birinci
seviyedeki spinin etkilesiminden kaynaklandigi tahmin edilmektedir. Ciinkii daha 6nce
yapilan c¢alismalarda J_  sadece sabit nokta ve ikinci seviyedeki spinlerin ikili

p

etkilesimi olarak alindiginda paramanyetik fazin ortaya ¢iktig1 goriilmistiir [2,4,5].
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