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Bu tezde, üçüncü ve dördüncü mertebeden Cayley ağacı üzerinde üç bağlantı sabiti ile 

verilen Hamitonyen denklemi tarafından üretilen Ising modeline karĢılık gelen dinamik 

sistemin faz diyagramları incelenmektedir. Önce tanımlanan Ising sisteme karĢılık gelen 

yinelemeli denklemler elde edilmektedir. Elde edilen yinelemeli denklemlerin limit 

davranıĢlarını incelemek için bilgisayar programlama kodları ile faz diyagramları 

çizilmekte ve bu faz diyagramlarının yorumu yapılmaktadır. 
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In this thesis, the phase diagrams of the Ising model which generated the Hamiltonian 

with ternary competing interactions on Cayley tree of order three and four are studied. 

At first, the iterative equations that correspond to the Ising system, described earlier, are 

obtained. Then phase diagrams are plotted (sound signal recorded) by means of 

computer programming codes to investigate the limit behavior of the recursive 

equations obtained. These phase diagrams are interpreted. 
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1. BÖLÜM 

GĠRĠġ 

Cayley ağacı üzerindeki latis modellerinin incelenmesi son zamanlarda yoğun olarak 

çalıĢılmaktadır. Bu latis modelleri temel bilimlerde özellikle fizikteki karĢılığı olarak 

gerçek uygulama alanlarına sahip olmamasına rağmen realistik sistemlerin çözümüne 

ilham kaynağı olmasından dolayı hem matematikçiler hem de diğer bilim dallarında 

çalıĢan bilim insanları tarafından incelenmektedir. Vannimenus tarafından ilk olarak 

ikinci mertebeden Cayley ağacı üzerinde en yakın komĢuluklu ve sonraki en yakın 

komĢuluklu Ising modelinin faz diyagramı incelenmiĢtir [13]. Bu çalıĢmada 

ferromanyetik ve paramanyetik faz bölgelerine ilave olarak modulated faz bölgesi de 

elde edilmiĢtir. Sıfıra yakın sıcaklıklarda çoklu-kritik (Lifshitz) noktası elde edilmiĢtir. 

Yine Tsalis ve ark. [10], tarafından ikinci mertebeden Cayley ağacı üzerinde üç 

etkileĢim sabitli Ising modelinin faz diyagramları incelenmiĢtir.   

Uğuz ve Akın [12] tarafından üçlü avize yapısına benzer Cayley ağacı üzerinde üç 

etkileĢimli Ising modelinin faz diyagramları incelenmiĢtir. Bu çalıĢmada sıfır olmayan 

sıcaklıklarda çoklu-kritik (Lifshitz) noktalarının varlığı gösterilmiĢtir.  

Bu tezde önce üçüncü mertebeden sonra dördüncü mertebeden Cayley ağacı üzerinde 

tanımlı üç etkileĢim sabitli Ising modelinin faz diyagramları incelenmektedir. 

Yinelemeli denklemlerimizi üretecek olan Hamiltonyen denklemi üç etkileĢimli bağlantı 

sabitine sahiptir. Bu sabitlerimiz karĢılıklı en yakın ikili komĢuluk etkileĢimi 
1

J  , 

doğrultulmuĢ (prolonged) sonraki en yakın üçlü komĢuluk etkileĢimi 
p

J  ve birinci 

seviyeden sonraki en yakın üçlü komĢuluk etkileĢiminden 1lJ  oluĢmaktadır. Tezimizde 

tespit ettiğimiz önemli bulgularımızdan birisi düĢük sıcaklıklar için faz diyagram 

bölgelerinde paramanyetik fazın tamamen ortadan kalkmasıdır. Bu durumda bilinen 

metotlarla elde ettiğimiz lineer olmayan dinamik sistemimizin kararlılık analizi 

yapılamamaktadır. Örneğin çoklu kritik noktaları civarında lineerleĢtirme iĢlemi 

yapılamadığında faz geçiĢler için belli bir yöntem uygulanamamaktadır. Tez altı 

bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde tezle ilgili genel bilgiler verilmektedir. 
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Üzerinde çalıĢtığımız konuyla ilgili daha önce yapılan çalıĢmalardan ve bu tezde 

yapılan çalıĢmalarla ilgili ön bilgiler verilmektedir. Ġkinci bölümde ise tezimizle alakalı 

sonraki kısımlarda kullanılacak temel tanım ve notasyonlar verilmektedir. Üçüncü ve 

dördüncü bölümler tezin temel kısmını içermektedir. Üçüncü bölümde üçüncü 

mertebeden Cayley ağacı üzerindeki 3 etkileĢim sabitli Ising modelinin temel 

denklemleri elde edilmekte ve daha sonra da elde edilen lineer olmayan dinamik sisteme 

karĢılık gelen bazı faz diyagramları bilgisayar kodları kullanılarak çizilmiĢtir. Daha 

sonra ise çizilen bu faz diyagramları yorumlanmıĢtır. Dördüncü bölümde üçüncü 

bölümde yapılan iĢlemleri dördüncü mertebeden Cayley ağacı üzerinde 

uygulanmaktadır. BeĢinci bölümde ise daha önceki yapılan çalıĢmalarla ilgili bilgiler 

verilmektedir. Son bölümde ise tezde elde edilen sonuçlar yorumlanmakta ve gelecekte 

yapılabilecek çalıĢmalar hakkında öneriler sunulmaktadır. 
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2. BÖLÜM 

TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR 

2.1. Ising Modeli 

Ġstatistiksel fizik, kuramsal fiziğin temel disiplinlerinden biri olup fizik problemlerinin 

çözümünde olasılık metodlarını kullanır. Bu problemler; nükleer reaksiyonlar, biyoloji, 

kimya, matematik, nöroloji ve hatta sosyoloji gibi sosyal bilimlerde bile yaygın olarak 

incelenmektedir. Son zamanlarda olasılık teorisinde yeni bir stokastik süreç tipi olan 

Markov random alanı tanımlanmıĢtır. Bu tür süreç tipleri istatistiksel fizik için bir 

araĢtırma konusu olmuĢtur.  

Fakat istatistiksel fizikte bu tür süreçlerin Markov süreçlerinin doğal bir 

genelleĢtirilmesi olduğu açıktır ve bu alanda boĢ olan indeksin yerini almıĢtır [13]. 

Markov random alan kavramı Alman fizikçi Ernst Ising‟ten sonra birçok özel model, 

genel bir olasılık çerçevesi içine yerleĢtirilmesi sonucu meydana gelmiĢtir. 

Ising modeli, Wilhelm Lenz‟ in doktora öğrencisi olan Ernst Ising tarafından 

ferromanyetik problemleri çözmek için 1925 yılında tanıtılmıĢ ve Ising spin-1/2 

modelinin tek boyuttaki çözümünü yapmıĢtır. Sonraları bu model Ising modeli diye 

adlandırılmıĢtır. 

Matematikçiler ve diğer bilim adamlarının karmaĢık sistemlerin davranıĢlarını 

incelemek için kullandıkları Ising modeli,  matematiksel bir modelleme aracıdır. Ising 

modelinin yapısı bir karmaĢık sistemin iç elemanlarını incelemek ve sistemin tüm 

davranıĢını belirlemek için elemanların birbirleriyle olan etkileĢimlerini yaklaĢım 

metotları ile tahmin etmeye olanak sağlayan bir sistemdir [8].                                                            

Ising, her bir nokta veya köĢede küçük bir dipol veya spin takılı olan eksen üzerindeki 

noktaların bir dizisini 0,1,2,…, n Ģeklinde  düĢünmüĢtür. Spin, verilen herhangi bir anda 

yukarı (pozitif) veya aĢağı (negatif) yönelimi ifade eder. Bu spinlerin durumlarını 

gösteren konfigürasyonlar genel olarak aĢağıdaki Ģekilde görüldüğü formdadır; 
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       ġekil 2.1. Spinlerin herhangi bir andaki pozitif (+) ya da negatif (-) durumları [9]  

Ising [8], Random alanı olarak bilinen, tüm mevcut konfigürasyonların kümesi üzerine 

bir olasılık ölçümü oluĢturmuĢtur. Tüm iki taraflı dizilerin oluĢturduğu   uzayını 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlayabiliriz [13];  

                                     1 0 1 2..., , , , ,...w w w w w  

Burada iw „ler  ,     değerlerinden birini alır. (+) spin yukarısını, (-) spin aĢağısını 

ifade etmektedir. O halde   üzerinde tanımlı i  spinini bir fonksiyon olarak 

düĢünebiliriz. Eğer iw    ise   1i w   eğer iw     ise    1i w     Ģeklinde 

gösterilebilir. 

 

2.2. Graf  

Bilindiği gibi bir graf; düğüm olarak da adlandırılan noktalar ve her biri bu noktaları 

veya sadece bir noktanın kendisini birleĢtiren ve kenar olarak adlandırılan çizgiler 

topluluğudur. Graf ifadesi bazı çalıĢmalarda çizge diye de adlandırılmaktadır. Yol 

haritaları graf için bir örnek olabilir. Haritadaki Ģehirler noktaları ve o Ģehirleri 

birleĢtiren yollar ise kenarları oluĢturur. Genel bir graf,  ,G V 
 

Ģeklinde ifade 

edilebilir. Burada V , G grafı üzerindeki köĢe noktalarının kümesini;   ise G grafı 

üzerindeki kenarların kümesini göstermektedir. KöĢe noktaları bir nesnenin veya 

sistemin iç elemanlarını temsil ederken, kenarlar ise eleman çiftleri arasındaki 

potansiyel etkileĢimleri temsil etmektedir. Genel bir graf örneği aĢağıdaki gibi 

verilebilir.  
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ġekil 2.2. Genel bir graf örneği [2] 

2.3. Latis (Örgü) 

Geometrik örgü Ģekillerine veya modellerine latis adı verilir. Latis modellerini sonlu, 

sonsuz ya da periyodik (hiyerarĢik) olarak sınıflandırabiliriz. Latisler bu sınıflandırmaya  

göre değiĢik isimlerle adlandırılabilir. Pek çok uygulamada bu tür grafların düzenli bir 

yapıya sahip olduğu söylenebilir. Bazı genel latis örnekleri aĢağıdaki gibidir:    

             

ġekil 2.3. Kare latis, Üçgen latis  ve  Petek latis 

     

ġekil 2.4. Ağaç latis örnekleri                 

KarmaĢık sistemlerin örneklerini atomlar, moleküller, insanlar, meyve ağaçları ve hücre 

organizasyonları olarak sıralayabiliriz. Düzenli içyapılardan oluĢan bu öğeler, grafı 

teoriksel olarak incelemeye imkân vermektedir. 
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Tanım 2.1. ,x y V  iki köĢe noktası olmak üzere eğer bu noktaları birbirlerine 

bağlayan bir kenar var ise bu iki köĢe noktası birbirinin „en yakın komĢusudur‟ 

denir[13]. 

2.4. Spin    

S belirli özelliklere sahip bir küme ve G bir graf olsun. Bir V köĢe noktasındaki bir spin, 

V kümesine S’ nin bir elemanının atanması durumudur. 

Grafın her bir noktasına bir spin değeri karĢılık gelmektedir. Spinlerin farklı 

kombinasyonları, graf üzerindeki komĢu öğelerin birbiriyle olan etkileĢimlerinin toplam 

olasılığını belirlememize yardımcı olmaktadır. 

Bazı genel spin örnekleri; sıcaklık (sıcak veya soğuk), manyetizma (pozitif veya 

negatif), yön (yukarı, aĢağı veya yan yönler) ve renk (mavi, yeĢil, kırmızı veya mor), … 

gibi sıralanabilir. 

Ising modelinde genel olarak spinler (+) ve (-) olarak kullanılmaktadır. Ġki ve üç 

boyutlu bir latis üzerindeki herhangi bir spin konfigürasyonu aĢağıdaki Ģekilde 

düĢünülebilir; 

 

ġekil 2.5. Ġkinci mertebeden Cayley ağacının ( , )   spin değerli bazı konfigürasyonları 

 

 

ġekil 2.6. Üçüncü mertebeden Cayley ağacının ( , )   spin değerli bazı 

konfigürasyonları 

Sistemin elemanları latis üzerindeki konumlarına bağlı olarak birbirlerini etkilemeleri 

değiĢmektedir. Bu latis üzerindeki noktaların her birine farklı spinlerin karĢılık gelmesi 

sonucu sistemin toplam enerjisi meydana gelmektedir.  
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Tanım 2.2. Bir karmaĢık sistemin toplam enerjisini ölçen fonksiyona Hamiltonyen 

denklemi denir.  

Hamiltonyen denklemi sistem içindeki her bir noktaya bir spin değeri atayarak o grafın 

özel durumdaki enerjisini ölçer.  

 

2.5.  Konfigürasyon 

Bir konfigürasyon her bir x V  köĢe noktasını, ( )x S   olan bir spin değerine atayan 

dönüĢümdür ve 

                          :V S    

                              ( )x x   

Ģeklinde de ifade edilir.   konfigürasyonu 
VS   uzayının bir elemanı olup, bir 

konfigürasyon, latisin bir özel durumudur. 

2.6. Cayley Ağacı 

k≥1 olmak üzere bir k  (k-ncı mertebeden) Cayley ağacı; k  tane nokta ve her noktadan 

çıkan 1k   tane kenarı bulunan bağlantısız (döngüsüz) birleĢik bir grafiğe sahip olan 

yarı sonsuz bir ağaçtır (Ģekil 2.7, 2.9 ). Bir yarı Cayley ağacı oluĢturulurken, merkezi bir 

“ 0x ” noktasından baĢlanır ve hepsi bu “ 0x ”  noktasına bağlı k  tane nokta eklenir, bu k  

tane noktalar takımı “birinci kabuk” (shell) olarak adlandırılır. Daha sonra bu k  tane 

noktanın her birine yine k  tane nokta eklenerek 
2k k k   tane yeni nokta oluĢur ve bu 

2k  tane noktalar takımına ise “ikinci kabuk” denir. Bu Ģekilde iterasyonel olarak 

ilerleyerek üçüncü, dördüncü ve sonraki kabuklar oluĢturulur. Böylece sonsuza uzanan 

bir latis diyagramı olan yarı Cayley ağacı elde edilir. Burada baĢlangıç noktası ( 0x ) 

hariç     ( 0x „ın k tane) bütün noktaların 1k   tane “en yakın komĢuluğu” vardır. Bu 

Cayley ağacı aynı zamanda bir graf örneği olduğundan  ,k V    ile ifade edilebilir. 

Burada V , k nın noktalarının kümesini;   ise k  nın kenarlarının kümesini ifade 

etmektedir.  
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ġekil 2.7. Üçüncü mertebeden bir yarı Cayley ağacı; x0 ağacımızın kökü (sabit nokta) 

k  Cayley ağacı üzerinde ,x y V  için  ,d x y  uzaklığı; x  ten y  ye olan en kısa yol 

üzerindeki kenarların sayısıdır. ġimdi sabit bir 0x V  noktası seçelim; 

  0,nW x V d x x n   , 

  0

0

,
n

n i

i

V x V d x x n W


   

 

  

ġekil 2.8. Tek taraflı ikinci mertebeden yarı Cayley ağacı  

ve nL  de nV  üzerindeki kenarların kümesi olsun. 

Burada önceden belirlediğimiz 0x  noktası 0-ıncı kabukta ve nW  üzerindeki diğer 

noktalar ise n -inci kabukta bulunmaktadır. Kolaylık olması açısından  0,d x x x , 

x V  Ģeklinde gösterilmektedir. 
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k  üzerinde herhangi iki nokta ,x y V  olmak üzere eğer bu iki noktayı birleĢtiren 

yalnız bir tane l  kenarı varsa, yani  , 1d x y   ise  ,x y  ikilisine “en yakın 

komĢular” denir ve ,l x y   ile gösterilir. 

,x y V  ( k
  üzerinde) herhangi iki nokta olmak üzere, eğer  , 2d x y   ise  ,x y  

ikilisine “sonraki en yakın komĢular” denir. , ,x y z V  olmak üzere  ,x z  sonraki en 

yakın komĢular olsun. 

Eğer    0 0, ,d x x x z d z x   ; yani x  ve z  noktaları farklı kabuklarda ise  , ,x y z  

üçlüsüne “doğrultulmuĢ (prolonged) sonraki en yakın üçlü komĢular” denir ve 

, ,x y z   ile gösterilir.  

ġimdi de 1, ,y z t W  noktalarını göz önüne alalım. Burada , ,y z t  noktaları birinci 

seviyede oldukları için 0x  „a olan uzaklıkları 1 birim, ikili olarak birbirlerine olan 

uzaklıkları ise 2 birimdir, yani 1y z t    ve      , , , 2d y z d y t d z t    dir. Bu 

     0 0 0, , , , , , , ,x y z x y t x z t  üçlülerine de “birinci seviyeden sonraki en yakın üçlü 

komĢular “ denir ve 0 0 0, , ,  , , ,  , ,x y z x y t x z t       Ģeklinde gösterilir.  

AĢağıda „Mathematica‟ programlama dili ile üretilmiĢ üçüncü mertebeden  3
  ve 

dördüncü mertebeden  4
  Cayley ağaçlarının genel yapısını gösteren Ģekilleri verelim: 

        

ġekil 2.9. Üçüncü ve dördüncü mertebeden Cayley ağacının genel görünümü 
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2.7. Cayley ağacı üzerindeki komĢuluklar  

Bu kesimde Cayley ağacı üzerindeki önceki kesimde (2.6) tanımlanan komĢulukları 

Ģekiller üzerinde inceleyelim. Eğer iki köĢe noktası olan x  ve y  „yi birleĢtiren bir kenar 

lΛ  var ise  “en yakın komĢuluk”  adını alır ve ,x y   Ģeklinde gösterilir. 

 

ġekil 2.10. En yakın komĢular olan x  ve y  köĢe noktaları 

 

Ağacımız üzerindeki doğrultulmuĢ (prolonged) sonraki en yakın üçlü komĢular olan 

noktalarımız , ,x y z  olsun, , ,x y z   Ģeklinde gösterdiğimiz bu komĢuluğumuzu da 

aĢağıdaki Ģekilde ifade edebiliriz. 

 

ġekil 2.11. DoğrultulmuĢ (prolonged) sonraki en yakın üçlü komĢular olan ,x y  ve z  

köĢe noktaları 

Birinci seviyedeki 1, ,y z t W  noktalarını göz önüne alalım. Burada , ,y z t  noktalarının 

0x  „a olan uzaklıkları 1 birim, ikili olarak birbirlerine olan uzaklıkları ise 2 birimdir, 

yani      0 0 0, , , 1d y x y d z x z d t x t       ve      , , , 2d y z d y t d z t    

dir. Bu      0 0 0, , , , , , , ,x y z x y t x z t  üçlülerine de “birinci seviyeden sonraki en yakın 
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üçlü komĢular “ denir ve 0 0 0( , , , ), ( , , ), ( , , )x y z x y t x z t       Ģeklinde gösterdiğimiz 

bu komĢulukları aĢağıdaki Ģekillerle ifade edelim. 

       

 

ġekil 2.12. Birinci seviyeden sonraki en yakın üçlü komĢular olan 0 , ,x y z  ve t  köĢe 

noktaları
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3. BÖLÜM 

ÜÇÜNCÜ MERTEBEDEN CAYLEY AĞACI ÜZERĠNDEKĠ ISING 

MODELĠNĠN DĠNAMĠK DAVRANIġLARI 

3.1. Üç EtkileĢimli Ising Modelinin Yineleme Denklemleri 

Bu bölümde önce üçüncü mertebeden bir Cayley ağacı üzerindeki üç etkileĢimli Ising 

modeli için faz diyagramları incelenecektir. Burada önceden seçilen 
0x  sabit noktası (üç 

kenara sahip) dıĢında bütün noktalardan  1k   yani dört tane kenar çıkan bir yarı 

sonsuz diyagram üzerinde çalıĢmalar yapılacaktır. Üçüncü mertebeden Cayley ağacı 

üzerinde 
1J ,

pJ  ve 
1lJ  sırasıyla en yakın, yönlendirilmiĢ sonraki en yakın üçlü ve 

birinci seviyedeki sonraki en yakın üçlü komĢuluk bağlantı sabitleridir. Ising modelimiz 

için spin değerlerimiz  1,1    kümesinden seçilerek tek tabakalı üçüncü mertebeden 

Cayley ağacı üzerindeki Ising modelimizi oluĢturacak Hamiltonyen denklemi aĢağıdaki 

gibi verilmektedir.  

 
, , , , ,

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x y x y z x y z

p l
H J x y J x y z J x y z        

     

          (3.1.1)      

Yinelemeli denklemlerimizi oluĢturmak için nV  üzerindeki kısmi ayrıĢım 

fonksiyonlarının 1nV  „in alt kümeleri üzerinde tanımlı ayrıĢım fonksiyonlarıyla 

bağlantısını göz önüne alalım. 

0

31 2( ) , , n
Z

ii i
i

 
 
 

 

nV  üzerindeki kısmi ayrıĢım fonksiyonu olsun, 0x  kök (sabit nokta) üzerindeki spinimiz 

0i ve birinci kabuktaki yani 1W  (birinci seviye) üzerindeki spinlerimiz ise 1 2 3, ,i i i tür.                                                                            

nV  kümesi üzerindeki toplam ayrıĢım fonksiyonu,  
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( ) exp( ( ))
n

n

V

Z H


 


                                            (3.1.2) 

olur ve 
1

T
   ters sıcaklık değeri olarak tanımlanır.  

Burada göz önüne alacağımız muhtemel 16 farklı nZ  kısmi ayrıĢım fonksiyonu vardır 

[13]. AĢağıdaki ifadede görüldüğü gibi farklı spin değerli konfigürasyonlarının birbirine 

denk olduğu görülür. Bunlardan bazıları 

, , , , , , 

   

( ) ( ) ( )n n n
Z Z Z        

  

     
     
     

    

Ģeklindedir. Buradan yalnızca 8 tane bağımsız kısmi ayrıĢım fonksiyonu olduğu 

anlaĢılmaktadır. Bu kısmi ayrıĢım fonksiyonlarını aĢağıdaki gibi yazabiliriz;

                                                  

 

, , , , 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

  

( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

( ) ( ) ( ) ( ), , , 

1 2

3

,

4

5 6
 

( ) ( )
7 8

( ) ( )

,  

,  

,  

,   

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

z z

z z

z z

z z

Z Z

Z Z

Z Z

Z Z  



  



     

 

     

 

     

 

   
   
   

   
   
   

   
   
   

  
  
  

 

 

 

  .




                                  (3.1.3) 

Böylece keyfi 
0

31 2( 1) , , n
Z

ii i
i

  
 
 

 kısmi ayrıĢım fonksiyonumuzu, ( ) ( ) ( )

1 2 8, ,...,  n n nz z z  

kısmi ayrıĢım fonksiyonlarının kombinasyonu olarak yazabiliriz. Kolaylık olması 

bakımından  

1exp
J

a
T

 
  

 
, exp

pJ
b

T

 
  

 
, 1exp

3

lJ
c

T

 
  

 
                             (3.1.4) 

biçiminde değiĢken değiĢimi yapılabilir. Böylece (3.1.4) deki parametreler yardımıyla 

( 1)  (i=1,2, ... ,8)n
iz
  kısmi ayrıĢım fonksiyonlarını aĢağıdaki biçimde elde ederiz. 

3 9 3 1 3 3
1 2

( 1) ( ) ( ) ( )
3 4

( )
1 ( 3 3 )n n n n nc b z bz bz a z b z    
( 1) 3 ( ) ( ) ( ) (3 1 3 2 3 1 3

5 71 2
) ( ) ( ) ( )

3 4 62 8
( )( 3 3 ) ( 3 3 )n n n n n n n n nc b z bz b z b z b z b z bz b zz a           
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3 1 3 3 1 3 2
5 71 2 3 4

( 1) 1 3 ( ) (
6

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 8( 3 3 ) ( 3 3 )n n n n n n n n nc b z bz b z b z b z b z b b zz a z           
( 1) 3 9 ( ) ( ) ( ) ( )
4

3 1 3 3
5 76 8( 3 3 )n n n n nz c b z z z za b b b     

3 9 3( 1) ( ) ( ) ( ) (1 3
2 45 1 3

) 3( 3 3 )n n n n nc b z bz a z bz b z     
( 1) 1 3 ( ) ( )3 1 3 2 3 1 3

5 71 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6 3 4 6 8( 3 3 ) ( 3 3 )n n n n n n n n nc b z b z bz b z b z bz b z ba zz          
3 1 3 3 1 3 2

5 71 2 3 4
( 1) 3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
7 6 8( 3 3 )( 3 3 )n n n n n n n n nc b z b z bz b z b z bz b z b zz a         

3 1 3 3
5 76

( 1) 3 9 ( ) ( ) ( ) ( )
8 8 .( 3 3 )n n n n nc b zz b za z b b z       

Burada 
( ) ( ) ( )

1 2 8( , ,...,  )n n nz z z  fonksiyonları da 
( 1)nZ 

 ayrıĢım fonksiyonuna karĢılık gelir. ġimdi 

bu eĢitliklerden ikincisi olan  ( 1)

2

nz 
 ayrıĢım fonksiyonunu nasıl elde edeceğimizi kısaca 

açıklayalım. Yukarıdaki (3.1.3) konfigürasyonu ve (3.1.4) parametreleri göz önüne alırsak;  

( 1) 3 ( ) ( ) ( ) (3 1 3 2 3 1 3

1 2

) ( ) ( ) ( ) (

3 4 5 6 7

)

2 8( 3 3 ) ( 3 3 )n n n n n n n n nc b z bz b z b z b z b z bz b zz a             eĢitliğini 

elde ederiz. Bu eĢitlikte parantezin önündeki ,   ve ca b  katsayıları 

 ( )

2
31 2

0

, , , , 
 

n ii i

iZ
  


 
 
 

  seçilmesiyle en yakın ikili komĢuluklar, doğrultulmuĢ sonraki en 

yakın üçlü komĢuluklar ve birinci seviyeden sonraki en yakın üçlü komĢulukların etkileĢimleri 

ile hesaplanır. Örneğin ikinci eĢitlikteki  
2

( ) ( )

1 5. n nz z  teriminin katsayısı 
3 3ab c

 ‟e eĢittir.  

 )

2

( 31 2

0

, , , , 
 

n ii i

iz
  


 
 
 

  seçimini göz önüne alalım, bu ayrıĢım fonksiyonu üzerindeki 

karĢılıklı komĢuluk etkileĢimlerini hesaplamak için aĢağıdaki Ģeklimizi inceleyelim.  

 

ġekil 3.1. Üçüncü mertebeden Cayley ağacının 2V  üzerindeki konfigürasyonu 

ġekil 3.1‟ de 
ji „lere ağacın köĢeleri bu köĢeleri birleĢtiren doğru parçalarına da 

kenarları denir. Yukarıdaki konfigürasyonda 1exp
J

a
T

 
  

 
 katsayısının mertebesini 

belirleyen 0 1,i i  , 0 2,i i   ve 0 3,i i   Ģeklinde üç tane ikili en yakın komĢuluk 

etkileĢimi; exp
pJ

b
T

 
  

 
 katsayısının mertebesini belirleyen  0 1 4, ,i i i  , 
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 0 1 5, ,i i i  , … ,  0 3 11, ,i i i  ,  0 3 12, ,i i i   Ģeklinde dokuz tane yönlendirilmiĢ üçlü 

komĢuluk etkileĢimi ve 1exp
3

lJ
c

T

 
  

 
 katsayısının mertebesini belirleyen 

0 1 2( , , )i i i  , 

0 2 3( , , )i i i  , 
0 1 3( , , )i i i   Ģeklinde üç tane birinci seviyeden komĢuluk etkileĢimi 

vardır. Eğer spin değerlerini pozitif 4 5 6 12( = = = )i i i i    seçersek,  
2

( ) ( )

1 5. n nz z  

teriminin katsayısı 13 3 1
3 3

exp exp exp
3

p l
J JJ

c
T T

a
T

b      
     

    
 olur. Bu iĢlemi takip 

ederek ve bazı basitleĢtirmelerden sonra ikinci eĢitliğin  1

2

( )nz   elde edileceği açıktır. 

Burada bazı ayrıĢım fonksiyonları diğerlerinin lineer kombinasyonu Ģeklinde 

yazılabilmektedir. Böylece 3 36 2

2 1 4z c z z , 3 36 2

3 1 4z c z z , 3 36 2

6 5 8z c z z  ve 3 36 2

7 5 8z c z z  

eĢitlikleri göz önüne alındığında yalnızca dört tane bağımsız fonksiyonumuz 

kalmaktadır.  

Yinelemeli denklemlerimizi elde etmek için 
( 1) ( 1)3n n

i iu z   değiĢken değiĢim yapılarak 

aĢağıdaki yeni denklemlerimizi elde ederiz [13];  

( 1) 3 3 2 2 3

1

( 1) 1 3 3 2 2 3

4

3 12 1 12 3

1 1 4 1 4 4

3 1 6 12 3

5 5 8 5 8 8

3 1 12 1( 1) 1 3 3 2 2

5 1 1 4 1 4

2

( ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3

( )

)

( 3 3 )

( 3 3

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

u a u u u u u u

u a u u

c b bc b c b

c b u u u ub c bc b

c b bu a u u u ubc uc



 

 

   







   

  

  









  3

3

3

4

( 1 6 1 12 3

5 5

) 3 3 2 2 3

8 8 5 8 8

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

)

( 3 3 ).

n

n n n n n n n

b

c b bc b c b

u

u a u u u u u u     

         (3.1.5) 

Toplam ayrıĢım fonksiyonu    
3 3( )

1 4 5 8

nZ u u u u     , ( 1)n

iu   terimleri yardımıyla 

aĢağıdaki Ģekilde (3.1.6) denklemler sistemi oluĢturulur [13]. Faz diyagramlarını 

incelemek için aĢağıdaki azaltılmıĢ değiĢkenleri seçmek uygundur [13]. 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1

4 5 1 8 4

) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1

5

1 8 1 8 1

)

8

,   ,   
n n n n n n

n n n

n n n n n n

u u u u u u

u u u u
x y z

u u

     
  

     


  

 






              (3.1.6) 

x  değiĢkeni, en-yakın komĢuluk sınırlarının titreĢiminin bir ölçümüdür ve y , z   gibi 

sıralı bir parametre değildir (ayrıntılı bilgi için [13] çalıĢmasına bakınız). 

Yukarıdaki (3.1.5) ayrıĢım fonksiyonları (3.1.6) denklemlerinde yerine konursa yeni 

denklemlerimiz aĢağıdaki formu alır; 
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3 1 6 12 3
5 5 58 8 8

3 1 12 12 3

1 3 3 2 2 3

1 3 3 2 2 3
1 1 4 1 4 4

( 3 3( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

)

( ) ( ) (( 3 3 )( ) ( ) )

n n n n n n

n n n n n n

K a u u u u u u

a

c b b c bc b

c b b c bc bu u u u u u





 

   

   

  


 

3 3 2 2 33 12 1 12 3
1 1 4 1 4 4

3 6 1 12 3
5 5 58 8

3 3 2 3
8

2

( ) ( ) ( ) ( )(( 3 3 )

( 3 3 )

) ( )
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



  


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c b bc b c b

c b bc b c ubu

  
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



  


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)
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a
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



 
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   

  


 

Olmak üzere bu kısaltmalar göz önüne alındığında aĢağıdaki eĢitlikler elde edilir;

 

( 1) ( 1) ( 1),  ,  .n n nK M N
x y z

L L L
       

     
     

  

                                    

(3.1.7) 

ġimdi 
( ) ( )

1 8

2
n n

h
u u




 olmak üzere ( ) ( ) ( ) ( )

1 4 5 8, ,  ve n n n nu u u u  aĢağıdaki gibi seçilirse 

   

1

4

5

8

(1 )

( )

( )

(1 ),

n n

n n n

n n n

n n

u h

u h

u

y

x z

xh

u

z

yh

 





 




                                                            (3.1.8) 

bu durumda aĢağıdaki lineer olmayan dinamik sistem elde edilir [13]:    

           

 

 

2 3

2

1 4

1

( 1)

( 1) 4

1 4

2

4

1 3

2

)

1

(

( , , ) ( , , )

( ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )
.

( ( , , ) ( , , )

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n

n

n

n

n n n n n

A x y z A x y z
x

a A x y z A x y z

A x y z A x y z
y

A x y z A x y z

A x y z A x y z
z

a A x y z A x y z






















                                   (3.1.9) 
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Burada gerekli kısaltmaları yapmak için 1 2 3 4, ,  ve A A A A  fonksiyonlarını aĢağıdaki 

Ģekilde düzenleyebiliriz; 

 

3 13 3 2 2
1

3

2 1 12

3

(

)

(1 ) 3 (1 ) 3 (1 )

                      

( , , ) ( ) ( )

( ) 

n n n n n n n

n n

n n n z z

z

c b y bc y b c y

b

A x y z x x

x

  



  



    

  

3 13 3 2 2

3

2

2

6 1

3

3 (1 ) 3 (1 )

                        (

( , , ) ( ( ) ( ) ( )

)1 )

n n n n n n n n n n n

n

c b b c y bc y

b y

A x y z x z x z x z  







    

    

3 1 12 12

3

3 3 2 2

3

3

(1 ) 3 (1 ) 3 (1 )

                       

( , , ) ( ( ) ( )

( ) ) 

n n n n n n n n n n

n n

c b y b c y bcA x y z x z x z

x z

y

b

     



    


 

3 6 1 13 3 2 2

4

3

2

3

( , , ) ( ( ) ( ) ( )3 (1 ) 3 (1 )

                        1 ) .)(

n n n n n n n n n n n

n

c b bc y b c y

b y

A x y z x z x z x z 



   

 

   
 

 

3.2. Faz Diyagramlarının Çizimi ve Yorumu 

Bu kesimde yukarıda elde ettiğimiz (üçüncü mertebeden) yinelemeli denklemlerin (dizi) 

Vannimenus [13] metoduyla bilgisayar kodları yazılarak belli değerler ve 

parametrelerin belli aralıkları için faz diyagramları çizdirilmektedir. 

Bir modelin faz diyagramı; o fazların yapısını, bir fazdan diğer faza geçiĢini, fazların 

istikrarını ve ilgili fazlar arasındaki geçiĢ hatlarını gösterir. Ayrıntılı olarak farklı faz 

geçiĢlerini tartıĢmadan önce, faz diyagramının esas özelliklerinin bilinmesi gerekir. Bu 

bilgileri bazı bilgisayar programları yardımıyla sayısal olarak ifade etmek mümkündür. 

Faz diyagramları 1

1 1 1

, ,
p l

J JT

J J J

 
 
 

 üç boyutlu uzayda, yineleme bağıntıları (3.1.9) 

yardımıyla sayısal olarak belirlenir. Burada
1

T

J
 ,

1

pJ

J



 , 1

1

lJ

J
  ve sırasıyla 

 1expa   ,  1expb    ,  1expc    eĢitliklerini tanımlayalım. Modelimizin 

baĢlangıç koĢulları 
( )

( )
n

nV V     pozitif sınır Ģartı altında aĢağıdaki gibidir;   
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ġekil 3.2. 3  Cayley ağacının pozitif sınır değerli baĢlangıç koĢul diyagramı 

Yukarıda elde ettiğimiz yinelemeli denklemimizin (dizimizin) (3.1.9) ilk terimini yani 

( 1)

0 0 0

( 1) ( 1)
( , , )nn n

yx z 
 terimini 

( 1) ( 1)3n n

i iu z   eĢitliği yardımıyla aĢağıdaki gibi ifade 

edebiliriz [13]; 

3( 1) ( 1) 12 9 (12)3 4 3 123
1 1

n nu z a b c a b c   
 

    
4( 1) ( 1) 12 9 ( 6)3 4 3 63

4 4

n nu z a b c a b c       
 

3( 1) ( 1) 6 9 (6)3 2 3 63
5 5

n nu z a b c a b c     
 

     
3( 1) ( 1) 6 9 ( 12)3 2 3 123

8 8 .n nu z a b c a b c       
 

Yukarıdaki eĢitlikler,  

( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
5 51

( 1) ( 1) ( 1) (
84 4

1 8 1 8 1 8
1)

, ,
n nn n n n

n n n

n n n n n n
x y

u uu u u u

u u u u u u
z

    
  

     

 
  

  
 

ifadelerinde yerine konursa aĢağıdaki pozitif sınırlı baĢlangıç koĢulları (yinelemeli 

denklem sisteminin ilk terimi) elde edilir; 

                                                                                                                                    

54

1 8

1 8

1 8

54

1 8

4 6 2 12
( 1)

6 6 24

6 24
( 1)

6 24

4 6 2 12
( 1)

6 6 24
.

( )

( 1)

( 1)

( 1)

( )

( 1)

n n

n n

n n

n n

n

n

n n

n n

n

a c a c
x

b a c

a c
y

a c

a

u u

u u

u u

u u

c a cu

b

u

a cu u
z







 
 

 


 

 






 




                                             (3.2.1)                                            



 19 

Yukarıdaki baĢlangıç koĢullarından baĢlayarak yineleme denklemlerinin yakınsaklığına 

bakılır. Yeterince büyük sayıda iterasyon yapılarak bu dizinin yakınsaklık davranıĢı 

incelenir. Farklı sınır durumlarıyla ilgili olası baĢlangıç koĢulları ile ilgili [1,3-6] 

incelenebilir. En basit anlamda bu dizi  *, *, *x y z  gibi bir sabit noktaya ulaĢır. 

Dizimizin faz diyagramları,  *, *, *x y z  noktalarının (aĢağıda belirtilen özelliklerine 

göre) yakınsama durumlarına göre sınıflandırılır.   

Eğer *, * 0y z   ise „paramanyetik faz‟ (kısaca P), *, * 0y z   ise de „ferromanyetik faz‟ 

(kısaca F) oluĢmaktadır. Sistem „periyot-p‟ Ģeklinde periyodik de olabilir. Periyodik faz 

bazı periyotların belli aralıklarla aynı konfigürasyonda tekrar etmesidir. Eğer 2p   ise 

yani periyot-2 durumunda „antiferromanyetik faz‟ (kısaca P2), 4p   yani periyot-4 

olması durumunda ise „antifaz‟ (kısaca P4) oluĢur. 

 

Son olarak sistem periyodik olmayabilir. Gerçekten periyodik olmayan durum ile çok 

uzun periyotlu durum arasındaki farkı sayısal olarak hesaplamak oldukça zordur. Biz 

periyodik fazların periyodunu 2 12  arasında olanları göz önüne alacağız ve 

 : 2,3,...,12 2, 3,..., 12periyot p p P P P   Ģeklinde ifade edeceğiz. Periyodu 12 den 

büyük olan veya periyodik olmayan fazlara ise „modulated faz‟ (kısaca M) diyeceğiz. 

Modulated bölgelerde iki durum olabilir. Elde edilen ( 1) ( 1) ( 1)( , , )n n nx y z    dizisinin 

yeterince büyük iterasyondan sonraki terimleri periyot 12 den daha büyük olur ya da 

rastgele değiĢebilir. Bu bölgeleri tam olarak tespit edebilmek için ya daha güçlü 

bilgisayarlarla daha büyük iterasyonlar yapılmalı ya da dalga vektörleri vasıtasıyla 

verilen kritik değerler için titreĢimin olup olmadığına bakılmaktadır. Bu kısmi ayrıĢım 

fonksiyonları arasındaki iliĢki ve fazlarla ilgili detaylı bilgi için Vannimenus[13], 

Ganikhodjaev ve ark., [3], [4], [5] ve Mariz ve ark., [10] gibi çalıĢmalar incelenebilir. 

 

Bu tezde Cayley ağacı üzerindeki Ising modelinin üç bağlantı sabitli Hamiltonyen 

denklemi için faz diyagramları elde edilmekte ve bütün faz diyagramları 

2 , , 2      aralığında çizilmektedir. Bu Ģekillerimizden bazıları aĢağıda 

verilmiĢtir; 
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ġekil 3.3. 0.25    ve 0.35    değerleri için modelimizin faz diyagramları 

  

ġekil 3.3‟te betanın 0.25    ve 0.35    değerleri için faz diyagramları çizdirildi. 

0.25    değeri için elde edilen diyagramda birinci ve ikinci bölgelerde tamamen 

ferromanyetik faz oluĢmaktadır. Üçüncü bölgede yine büyük çoğunlukla ferromanyetik 

fazla birlikte ekseni   boyunca aĢağı doğru geniĢleyen periyot-2 fazı görülmektedir. 

Dördüncü bölgede ise çok az periyot-2, periyot-5, modulated, periyot-3 ve çok küçük 

adacıklar halinde periyot-8 ve periyot-11 fazlarının yanı sıra ferromanyetik fazlar 

görülmektedir. Ayrıca (0.05, -0.3), (0.1,-1.0) ve (0.1, -0.5) noktalarında çoklu-kritik 

(Lifshitz) noktalar görülmektedir. Bu noktalar geçiĢ noktaları olduğu için bunların yakın 

komĢuluklarında birden fazla faz bulunur. 0.35    değeri için çizilen faz diyagramı, 

0.25    değeri için elde edilen grafiğe çok yakın olduğu görülmektedir. Birinci 

Ģekilden farklı olarak birinci bölgede küçük bir adacık Ģeklinde modulated faz 

görülüyor. Üçüncü bölgedeki periyot-2 fazı azalarak aĢağı doğru kaymıĢ ve ince 

çubuklar halinde ferromanyetik, modulated ve periyot-7 fazları görülmektedir. Ayrıca 

dördüncü bölgedeki modulated ve ferromanyetik faz azalırken periyot-3 fazı 

geniĢlemektedir. 
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ġekil 3.4. 0.03   ve 0.05  değerleri için modelimizin faz diyagramları 

ġekil 3.4‟te gamanın 0.03   ve 0.05   değerleri için faz diyagramları çizdirildi. 

0.03   değeri için elde edilen diyagramda birinci bölgenin büyük bir bölümünde 

periyot-3 ve eksenine   yakın kısımlarda ferromanyetik faz oluĢmaktadır. Ġkinci 

bölgenin tamamı ferromanyetik fazdan oluĢurken üçüncü bölgede ise yine periyot-3 

fazının yanı sıra ince çubuklar halinde uzanan periyot-2, modulated, periyot-5, 

ferromanyetik fazlar ve çok küçük adacıklar halinde periyot-11 ve periyot-8 fazları 

görülmektedir. Dördüncü bölge ise üçüncü bölgenin eksenine   göre simetriğine çok 

yakın bir Ģekilde periyot-2, modulated, periyot-5, ferromanyetik fazlar görülürken farklı 

olarak çok küçük parçalar halinde periyot-4, periyot-6 ve periyot-9 fazları da meydana 

gelmektedir. Ayrıca (-0.3, -0.2), (-0.2, -1.8), (0.3, -0.3) ve (0.4, -1.2) noktalarında çoklu-

kritik (Lifshitz) noktalar görülmektedir. Ġkinci Ģeklimizde 0.05   değeri için çizilen 

faz diyagramı ise 0.03   değeri için elde edilen faz diyagramına çok yakın olduğu 

görülmekle birlikte sadece bazı fazların boyutunda değiĢiklikler göze çarpmaktadır. 
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ġekil 3.5. 0.30    ve 0.00   değerleri için modelimizin faz diyagramları 

ġekil 3.5‟te gamanın 0.30    ve 0.00   değerleri için faz diyagramları çizdirildi. 

0.30    değeri için elde edilen diyagramda bir önceki Ģeklimizde (ġekil 3.4) olduğu 

gibi birinci bölgede periyot-3 ve ferromanyetik faz görülürken ikinci bölgede sadece 

ferromanyetik faz oluĢmuĢtur. Üçüncü bölgede ise uzun bölgeler halinde periyot-3,  

ferromanyetik faz ve eksenine   yakın bölgede periyot-2, çok küçük bir adacık 

halinde de periyot-4 görülmektedir. Dördüncü bölge ise yine eksenine   yakın 

kısımlarda ince çubuk Ģeklinde periyot-2 fazı uzanırken çok az ferromanyetik faz ve 

noktalar halinde periyot-5 ve modulated fazlar gözükmekte. Geri kalan kısımlarda ise 

çok yoğun olarak periyot-3 gözükmektedir. Ayrıca (0.10, -0.05), (0.10, -0.10), (0.10, -

1.20) ve (0.10, -1.35) noktalarında çoklu-kritik (Lifshitz) noktalar görülmektedir. 

0.00   değeri için çizilen ikinci grafikte birinci ve ikinci bölgeler 0.30    değeri 

için çizilen grafiğin birinci ve ikinci bölgesinin ekseninin   negatif yönünde yaklaĢık 

1 birim kayması ile oluĢan fazlardan meydana gelmektedir. Üçüncü bölgede ise 

ferromanyetik bölge çok azalırken periyot-3 fazı artarak yoğun bir Ģekilde ortaya 

çıkmaktadır. Yine ekseni   boyunca uzanan periyot-2 ve modulated fazların yanı sıra 

noktalar halinde periyot-7, periyot-8, periyot-9, periyot-11 ve periyot-12 fazları 

gözükmektedir. Dördüncü bölge ise çok küçük farklarla beraber üçüncü bölgenin 

eksenine   göre simetriği olan bir bölge karĢımıza çıkmaktadır. Birinci Ģekilde 
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olduğu gibi ikinci Ģeklimizde de yoğun bir Ģekilde çoklu-kritik (Lifshitz) noktalar 

görülmektedir. 

Bu bölümde faz diyagramlarında görüldüğü gibi bağlantı sabitlerinin seçimi önceki 

çalıĢmalara [2,4,5,6,8,9], kıyasla tamamen değiĢmiĢtir. Elde edilen Ģekillerde dikkat 

çekici noktalar; paramanyetik faz hariç bütün fazlar elde edilmesi, parametreler çok az 

değiĢtiğinde bile bazı Ģekillerde çok büyük değiĢimlerin gözlemlenmesidir.  
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 4. BÖLÜM 

DÖRDÜNCÜ MERTEBEDEN CAYLEY AĞACI ÜZERĠNDEKĠ ISING 

MODELĠNĠN DĠNAMĠK DAVRANIġLARI  

4.1. Üç EtkileĢimli Ising Modelinin Yineleme Denklemleri 

Bu kesimde Vannimenus [13] ve Mariz ve ark. [10], çalıĢmalarındaki sonuçlara benzer 

olarak 4. mertebeden Cayley ağacı üzerinde elde edilen ve üç bağlantı sabitine sahip 

Hamiltonyen ile üretilen Ising modelinin faz diyagramlarının davranıĢlarını incelemek 

için gerekli olan yinelemeli denklemler elde edilmektedir.  

Bu bölümde, önceki bölümde 3. Mertebeden Cayley ağacı üzerinde incelediğimiz Ising 

modeli için belli parametreler için çizdirilen faz diyagramlarında Cayley ağacının 

mertebesi arttığında ne tür değiĢimler olduğunu incelemek istiyoruz. Bu nedenle 4. 

Mertebeden üç etkileĢim sabitli Ising modeli için yinelemeli denklemlerini elde 

edeceğiz. Daha sonra bilgisayar kodları yazılarak bu yinelemeli denklemlere karĢılık 

gelen faz diyagramları çizdirilecektir.  

ġimdi bu yinelemeli denklemlerin nasıl elde edildiğini açıklayalım. Dördüncü 

mertebeden Cayley ağacı üzerinde 1J ,
pJ  ve 1lJ  sırasıyla en yakın, doğrultulmuĢ 

sonraki en yakın ve birinci seviyedeki sonraki en yakın komĢuluk bağlantı sabitleri 

olsun. Ising modelimizi için spin değerlerimizi  ,     kümesinden seçerek tek 

tabakalı Cayley ağacı üzerindeki Ising modelimizi oluĢturacak Hamiltonyen denklemini 

(
3  „te olduğu gibi) aĢağıda verelim;  

 
, , , , ,

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x y x y z x y z

p l
H J x y J x y z J x y z        

     

           (4.1.1)    

Yinelemeli denklemlerimizi oluĢturmak için nV  üzerindeki kısmi ayrıĢım 

fonksiyonlarının 1nV  „in alt kümeleri üzerinde tanımlı kısmi ayrıĢım fonksiyonlarıyla 

bağlantısını göz önüne alalım.    
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1 2 3 4

0

( )
,

   

n i i i i
Z

i

 
 
 

                                              (4.1.2) 

nV  üzerindeki kısmi ayrıĢım fonksiyonu olsun; 
0x  kök (sabit nokta) üzerindeki spinimiz 

0i  ve birinci kabuktaki yani 1W  üzerindeki spinlerimiz ise 
1 2 3 4, , ,i i i i  tür.                                                                           

nV  kümesi üzerindeki toplam ayrıĢım fonksiyonu,  

                

     ( ) exp( ( ))
n

n

V

Z H


 


                                             (4.1.3) 

Ģeklinde olur ve 
1

T
   ters sıcaklık değeri olarak tanımlanır. Burada göz önüne 

alacağımız muhtemel 32 farklı nZ  kısmi ayrıĢım fonksiyonları vardır [13]. Ancak 

aĢağıdaki ifadede görüldüğü gibi farklı spin değerli konfigürasyonların bazılarının 

birbirine denk olduğu görülür. Örneğin; 
( )

,
   

n
Z

   



 
 
 

( )

   

n
Z

   



 
 
   

ve 

( )

   

n
Z

   



 
 
 

 fonksiyonları aynı toplam enerjiye sahip olan denk 

konfigürasyonlar üzerinde tanımlanır. Bu yaklaĢımla yalnızca aĢağıdaki (4.1.4) ile ifade 

edilen 10 tane kısmi ayrıĢım fonksiyonunu incelememiz yeterlidir.  Bu kısmi ayrıĢım 

fonksiyonları aĢağıdaki Ģekilde göz önüne alalım; 
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Z Z
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Z Z
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   
   
   

  
 
  

 

       
 

 

       
 

 

 

( ) ( ) ( ) (
9 1

)
0 .

        
,   n n n nZ Zz z

       

 


 



   
   
   

 

                       (4.1.4) 

Böylece keyfi 
1 2 3 4

0

( 1)

   

n i i i i
Z

i

  
 
 

 kısmi ayrıĢım fonksiyonu ( ) ( ) ( )

1 2 10, ,...,  n n nz z z  

fonksiyonlarının bir kombinasyonu olarak yazılır [13]. Önceki kesimde (3.1) olduğu 
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gibi aĢağıdaki değiĢken (4.1.5) değiĢimleri yardımıyla ( 1)  (i=1,2, ... ,10)n
iz
  denklemleri 

elde edilir. Burada, 

1exp
J

a
T

 
  

 
, exp

pJ
b

T

 
  

 
 ve 1exp

4

lJ
c

T

 
  

 
                                   (4.1.5) 

olarak kabul edilmektedir.  Gerekli iĢlemler ve kısaltmalardan sonra, 
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4 2 24 4 2 4( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

10
4

76 8 9 10( 4 6 4 )n n n n n nc b z b z z b z ba zz        

denklemleri elde edilir. Burada ( 1)  (i=1,2,...,10)n

iZ   ayrıĢım fonksiyonlarının nasıl elde 

edildiğini bir önceki kısımda açıklamıĢtık (4.1). Burada tekrar olmaması için yeniden 

ayrıntılı olarak açıklama yapılmamaktadır. 
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ġimdi yukarıdaki denklemlerden bazılarının diğer denklemlerin lineer kombinasyonu 

olarak yazılabildiğini gösterelim; 

4 96 3

2 1 5z c z z  , 4 128 2 2

3 1 5z c z z , 4 96 3

4 1 5z c z z , 4 96 3

7 6 10z c z z , 4 128 2 2

8 6 10z c z z , 

4 96 3

9 6 10z c z z   eĢitlikleri sağlandığından yalnızca 4 tane bağımsız fonksiyon kalır. 

Yinelemeli denklemlerimizi elde etmek için 
( 1) ( 1)4n n

i iu z   değiĢken değiĢimi 

yapılarak aĢağıdaki yeni denklemlerimizi elde ederiz [13]:  
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Toplam ayrıĢım fonksiyonu    
4 4( )

1 5 6 10

nZ u u u u     , ( 1)n

iu   terimleri yardımıyla 

oluĢturulur. Faz diyagramlarını incelemek için aĢağıdaki azaltılmıĢ değiĢkenleri 

seçmemiz uygun olacaktır.  
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x  değiĢkeni, en yakın komĢuluk sınırlarının titreĢiminin bir ölçümüdür ve y , z   gibi 

sıralı bir parametre değildir (ayrıntılı bilgi için [13] çalıĢmasına bakınız). 

Yukarıdaki (4.1.5) eĢitliklerindeki değiĢkenler (4.1.6) denklemlerinde yerine konursa 

yeni denklemlerimiz aĢağıdaki formu alır [13]; 
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Burada , ,  ve DA B C   denklemleri aĢağıdaki biçimde alınmıĢtır; 
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değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa bu durumda aĢağıdaki lineer olmayan dinamik sistemi 

elde ederiz [13]: 
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                            (4.1.8) 
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Burada gerekli kısaltmaları yapmak için 1 2 3 4, ,  ve A A A A  fonksiyonlarını aĢağıdaki 

Ģekilde düzenleyebiliriz; 
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4.2. Faz Diyagramlarının Çizimi ve Yorumu 

Bu kesimde yukarıda elde ettiğimiz (dördüncü mertebeden) yinelemeli denklemlerin 

(4.1.8) Vannimenus [13] metoduyla bilgisayar kodları yazılarak belli değerler için faz 

diyagramları çizdirilmektedir.  

Bir modelin faz diyagramı; o fazların yapısını, bir fazdan diğer faza geçiĢini, fazların 

istikrarını ve ilgili geçiĢ hatlarını gösterir. Ayrıntılı olarak farklı faz geçiĢlerini 

tartıĢmadan önce, faz diyagramının esas özelliklerinin bilinmesi gerekir. Bu bilgileri 

bazı bilgisayar programları yardımıyla sayısal olarak ifade etmek mümkündür. Faz 

diyagramları 1

1 1 1

, ,
p l

J JT

J J J

 
 
 

 üç boyutlu uzayda, yineleme bağıntıları (4.1.8) yardımıyla 

sayısal olarak belirlenir. Burada
1

T

J
 ,

1

pJ

J



 , 1

1

lJ

J
  ve sırasıyla  1expa   , 

 1expb    ,  1expc    eĢitliklerini tanımlayalım. Modelimizin baĢlangıç 

koĢulları 
( )

( )
n

nV V     pozitif sınır Ģartı altında aĢağıdaki gibidir;   
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ġekil 4.1. 4
 (k=4)  Cayley ağacının pozitif sınır değerli baĢlangıç koĢul diygramı 

           

Yukarıda elde ettiğimiz yinelemeli denklemimizin (dizimizin) (4.1.8) ilk terimini yani 

( 1)

0 0 0

( 1) ( 1)
( , , )nn n

yx z 
 terimini 

( 1) ( 1)4n n

i iu z   eĢitliği yardımıyla aĢağıdaki gibi ifade 

edebiliriz [13]; 

( 1) ( 1) 20 16 (30)4 5 4 3044
1 1

n nu z a b c a b c   
 

        
( 1) ( 1) 20 16 ( 18)4 5 4 1844

5 5

n nu z a b c a b c         
 

 
( 1) ( 1) 12 16 (18)4 3 4 1844

6 6

n nu z a b c a b c     
 

   
4( 1) ( 1) 20 16 ( 30)4 5 4 304

10 10 ,n nu z a b c a b c     
 

Yukarıdaki eĢitlikler,  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1)

( 1) (

5 6 1 10 5 6

1 10 1 10 1 10

1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, ,

n n n n n n
n n n

n n n n n n

u u u u u u

u u u u u
x y

u
z

     
  

     

  
  

  
 

ifadelerinde yerine konursa aĢağıdaki pozitif sınırlı baĢlangıç koĢulları (yinelemeli 

denklem sisteminin ilk terimi) aĢağıdaki Ģekilde elde edilir: 

12 8 36 60 12 8 36
( 1) ( 1) ( 1)

10 8 60 60 10 8 60

(1 ) 1 (1 )
,   ve 

(1 ) 1 (1 )

n n nc a c c c a c
x y z

a b c c a b c

    
  

  
                  (4.2.1) 

Üçüncü bölümde uyguladığımız metodları bu kesimde elde edilen bu değerler için de 

uygulayarak dördüncü mertebeden Cayley ağacı üzerindeki üç etkileĢimli Ising 
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modelimizin faz diyagramları elde edilir. Yine bütün faz diyagramları 2 , , 2      

aralığında çizilmiĢtir ve bu Ģekillerimizden bazıları aĢağıda verilmiĢtir;   

 

 

ġekil 4.2. 0.50    ve 0.50   değerleri için modelimizin faz diyagramları 

ġekil 4.2‟de betanın 0.50    ve 0.50   değerleri için faz diyagramları çizdirildi. 

0.50    değeri için elde edilen diyagramda birinci bölgede yoğunlukla ferromanyetik 

faz gözükürken ekseni   boyunca uzanan periyot-3 ve modulated faz göze 

çarpmaktadır. Ayrıca irili ufaklı periyot-5, periyot-6, periyot-7, periyot-8, periyot-9, 

periyot-10 ve periyot-11 fazları oluĢmaktadır. ikinci bölgede tamamen ferromanyetik 

faz oluĢurken üçüncü bölgede yine büyük çoğunluk ferromanyetik faz olmak üzere 

eksenine   yakın bölgelerde uzun çubuklar Ģeklinde periyot-2, periyot-3, periyot-4, 

periyot-5, periyot-7, periyot-11, periyot-12 ve modulated faz gözükmektedir. Dördüncü 

bölgede ise ferromanyetik fazla birlikte çoğunlukla periyot-3 olmak üzere kısa ve uzun 

Ģeritler halinde periyot-4, periyot-5, periyot-6, periyot-7, periyot-8, periyot-9, periyot-12 

ve modulated fazlar oluĢmaktadır. Yine daha önceki Ģekillerimizde de olduğu gibi (0,2, 

1.5), (0.2,0.8) (-0.1,-1.9) ve (0.7, -0.5) noktalarında çoklu-kritik (Lifshitz) noktalar 

görülmektedir. Diğer taraftan 0.50   değeri için elde edilen diyagramda birinci bölge 

tamamen ferromanyetik fazdan oluĢurken, ikinci bölge ise 0.50    değeri için çizilen 

grafiğin birinci bölgesinin eksenine   göre simetriğine çok yakın bir diyagram ortaya 

çıkmaktadır. Üçüncü bölge de birinci Ģeklimizin dördüncü bölgesinin eksenine   göre 
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simetriğine çok yakın bir diyagram oluĢmaktadır. Dördüncü bölge ise ekseni   

boyunca (0.1) birimlik bir Ģerit halinde periyot-3 fazı dıĢında tamamen ferromanyetik 

fazdan meydana gelmektedir. Yine daha önceki Ģekillerimizde de olduğu gibi çoklu-

kritik (Lifshitz) noktalar göze çarpmaktadır. 

 

ġekil 4.3. 0.03   ve 0.03    değerleri için modelimizin faz diyagramları 

ġekil 4.3‟te gamanın 0.03   ve 0.03    değerleri için faz diyagramları çizdirildi. 

0.03   değeri için elde edilen diyagramda birinci bölgede periyot-3 ve ferromanyetik 

faz görülürken ikinci bölgede ise birinci bölgenin eksenine   göre simetriğine yakın 

ve yoğun bir Ģekilde periyot-3 ve ferromanyetik faz oluĢmuĢtur. Üçüncü bölgede ise 

yine yoğun bir Ģekilde periyot-3 ve ince çubuklar ve noktalar Ģeklinde uzanan periyot-2, 

periyot-6, periyot-7, periyot-8, periyot-11, periyot-12 ve modulated faz gözükmektedir. 

Dördüncü bölge ise yine eksenine   yakın kısımlarda ince çubuk Ģeklinde periyot-2, 

periyot-4, periyot-5, periyot-6, periyot-8, periyot-9, periyot-11 ve modulated faz 

gözükmektedir. Bu fazlardan biraz daha yoğun olarak periyot-3 ve ferromanyetik faz 

oluĢmuĢtur. Ayrıca (-0.20, -0.40), (-0.20, -1.40), (0.20, -1.60) ve (0.30, -1.80) 

noktalarında çoklu-kritik (Lifshitz) noktalar görülmektedir. 0.03    değeri için 

çizilen ikinci grafikte birinci bölge 0.03   değeri için çizilen grafiğin birinci 

bölgesinin ekseninin   negatif yönünde yaklaĢık (0.2) birim kayması ile oluĢan 

fazlardan meydana gelmektedir. Ġkinci bölgede tamamen ferromanyetik faz oluĢmuĢtur. 

Üçüncü bölgemiz birinci Ģeklin dördüncü bölgesinin, dördüncü bölgemiz de birinci 
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Ģeklin üçüncü bölgesinin eksenine   göre simetriğine çok yakın bir diyagram 

oluĢturmuĢtur. Birinci Ģeklimizdeki gibi ikinci Ģeklimizde de üçüncü ve dördüncü 

bölgelerde yoğun bir Ģekilde çoklu-kritik (Lifshitz) noktalar görülmektedir.      

 

ġekil 4.4. 0.00   ve 0.05    değerleri için modelimizin faz diyagramları 

ġekil 4.4‟te gamanın 0.00   ve 0.05    değerleri için faz diyagramları çizdirildi. 

0.00   değeri için elde edilen diyagramda birinci bölgede periyot-3 ve ferromanyetik 

faz görülürken ikinci bölgede ise tamamen ferromanyetik faz oluĢmuĢtur. Üçüncü 

bölgede yoğun bir Ģekilde periyot-3 ve ince çubuklar ve noktalar Ģeklinde uzanan 

periyot-2, periyot-5, periyot-8 ve modulated faz gözükmektedir. Dördüncü bölge ise 

üçüncü bölgenin eksenine   göre simetriğiyle birebir örtüĢmektedir. Ayrıca (-0.20, -

0.80), (-0.25, -1.60), (0.25, -1.60) ve (0.20, -0.80) noktalarında çoklu-kritik (Lifshitz) 

noktalar görülmektedir. 0.05    değeri için çizilen ikinci grafikte birinci bölge 

0.00   değeri için çizilen grafiğin birinci bölgesinin ekseninin   negatif yönünde 

yaklaĢık (0.1) birim kayması ile oluĢan fazlardan meydana gelmektedir. Ġkinci bölgede 

tamamen ferromanyetik faz oluĢmuĢtur. Üçüncü bölgemizde yoğun olarak periyot-3 

fazının yanında periyot-2, periyot-5, periyot-8, periyot-10, periyot-11 ve modulated faz 

gözükmektedir. Dördüncü bölgede ise üçüncü bölgenin eksenine   göre simetriğine 

çok yakın bir diyagram karĢımıza çıkmakta olup sadece fazların boyutları 

değiĢmektedir. Birinci Ģeklimizdeki gibi ikinci Ģeklimizde de üçüncü ve dördüncü 

bölgelerde yoğun bir Ģekilde çoklu-kritik (Lifshitz) noktalar görülmektedir.
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5. BÖLÜM 

ÖNCEKĠ ÇALIġMALAR 

Günümüzde Ising modeli olarak bilinen ve ilk olarak 1925 yılında Ernst Ising‟in 

danıĢmanı tarafından doktora tezinde kendisine önerilen bu modelin tek boyutta 

çözümlemeleri yapılmıĢtır. BaĢlangıçta ferromanyetik model olarak da adlandırılan 

Ising modelinde faz geçiĢlerinin tek boyutta hatta daha fazla boyutlarda olmadığını öne 

sürmüĢtü. Daha sonraki çalıĢmalarda ise faz geçiĢlerinin olduğu ıspatlanmıĢtır 

[2,4,5,6,8,9]. 

Cayley ağacı üzerindeki modellerden biri de Ising modelinin bir genelleĢtirilmesi olan 

Potts modelidir [11]. Potts modeli ilk olarak Domb tarafından ortaya atılmıĢtır. Ising 

modelinde spin sayısı 2 ( , )   iken Potts modelinde ise spin sayısı ikiden fazladır.  

Vannimenus [13], Ising modeli üzerine yaptığı çalıĢmalarda en yakın 1( )J  ve 

doğrultulmuĢ sonraki en yakın ( )pJ  etkileĢimli bağlantı sabitlerini kullanarak 

modulated faz (modüle edilmiĢ) geçiĢinin olduğunu göstermiĢtir. Vannimenus‟ ün 

yapmıĢ olduğu bu çalıĢmalar daha sonraki pek çok araĢtırmacıya ıĢık tutmuĢtur. Mariz 

ve ark. [10]; Da Silca ve ark., Cayley ağacı üzerindeki Ising ve Potts modellerinin en 

yakın ve doğrultulmuĢ sonraki en yakın etkileĢimli bağlantı sabitli Hamiltonyen 

denklemi ile üretilen faz diyagramlarını ve bu diyagramlarda ortaya çıkan Lifshitz 

noktalarının (çoklu-kritik noktalar) varlığını araĢtırmıĢtır.  

Inawashiro ve Thompson [7], Vannimenus‟ün yapmıĢ olduğu çalıĢmadan farklı olarak 

Ising modeli üzerindeki en yakın komĢuluk 1( )J  ve doğrultulmuĢ (prolonged) sonraki 

en yakın komĢuluk ( )pJ  etkileĢimlerini 0pJ J  alarak incelemiĢlerdir. Burada 0J  

birinci seviyeden sonraki en yakın komĢuluk etkileĢimi sabitidir.  

Mariz ve ark. [10], bu sonuçları birinci seviyeden sonraki en yakın komĢuluk 

etkileĢimine dıĢ manyetik alanının etkisini de göz önüne alarak genelleĢtirmiĢlerdir. 

Daha önce de bahsettiğimiz ve Ising modeli için en yakın ikili komĢuluk ve sonraki en 

yakın üçlü komĢuluk etkileĢimlerinde faz geçiĢlerinin varlığını araĢtırmak için 

çalıĢmalar yapmıĢtır.  
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Uğuz ve Akın [12], üçlü avize modeli diye adlandırdıkları bir çalıĢmalarında karĢılıklı 

en yakın ikili komĢuluk etkileĢimi 1( )J  , doğrultulmuĢ (prolonged) sonraki en yakın 

üçlü komĢuluk etkileĢimi ( )pJ  ve birinci seviyeden sonraki en yakın dörtlü komĢuluk 

etkileĢimi ile verilen Hamiltonyen tarafından üretilen Ising modeli için faz geçiĢlerini 

incelemiĢlerdir. Bu çalıĢmada faz diyagramlarında sıfırdan farklı sıcaklıklarda çoklu-

kritik noktaların ve yoğun bir Ģekilde modulated fazların ortaya çıktığı gözlemlenmiĢtir.   
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6. BÖLÜM 

SONUÇLAR  

Ġstatistiksel ya da matematiksel fizikte çalıĢma konularından biri de latis modelleri 

üzerine inĢa edilen ve Ising ve Potts modelleri gibi iki farklı yöntemi olan Hamiltonyen 

denklemleri için faz diyagramlarının incelenmesidir. Bu tezimizde latis modellerinden 

biri olan Cayley ağacı üzerinde üç etkileĢimli Ising modeli çalıĢılmıĢtır. Yarı sonsuz ve 

bağlantısız birleĢik bir latis çeĢidi olan Cayley ağacımız üzerinde tanımladığımız 

Hamiltonyen denklemimiz üç bağlantı sabitine sahiptir. Bunlar; sabit noktamız ( 0x , 

fixed point) ile birinci sevideki spinlerimiz arasındaki ikili etkileĢimi belirleyen (ölçen) 

1J  ; yine sabit noktamız, birinci seviyedeki bir spinimiz ve ikinci seviyedeki bir 

spinimiz arasındaki üçlü etkileĢimi belirleyen pJ  ve son olarak sabit noktamız ve 

birinci seviyedeki üç spinimiz arasındaki ayrı ayrı üçlü etkileĢimleri belirleyen 1lJ  

bağlantı sabitleridir. Hamiltonyeni oluĢturan bu bağlantı sabitleri değiĢtikçe elde edilen 

yinelemeli denklemlerin limit davranıĢlarının da değiĢtiği gözlemlenmiĢtir. Bu 

çalıĢmada 3. ve 4. mertebeden Cayley ağacı üzerinde çalıĢılmıĢtır. Bu sayede 

Hamiltonyen denklemi aynı olup Cayley ağacının mertebesi değiĢtiğinde elde edilen faz 

diyagramlarındaki değiĢimler tespit edilmiĢtir.  

Tezin ikinci bölümünde konuyla ilgili genel tanım ve açıklamalar yapılmıĢtır. Üçüncü 

bölümde 3. mertebeden Cayley ağacı üzerindeki Ising modelinin dinamik davranıĢlarını 

incelemek için yineleme denklemleri elde edilmiĢ ve pozitif sınır Ģartlı baĢlangıç değeri 

girilerek bilgisayar programı yardımıyla belli değerler aralığında faz diyagramları 

çizilmiĢtir. ġimdi elde edilen bazı özel değerler için çizilen faz diyagramlarından 

bahsedelim. 

 Üçüncü mertebeden Cayley ağacı için çizilen grafiklerde ferromanyetik faz (F), 

periyot-2 fazı (antiferromanyetik faz P2), periyot-3 (P3), periyot-4 (Antifaz P4), 

periyot-5 (P5), modulated (M), periyot-6 (P6), periyot-7 (P7), periyot-8 (P8), periyot-9 

(P9), periyot-11 (P11) ve periyot-12 (P12) fazları ortaya çıkmıĢtır. Burada fazların 

yoğunluğu değiĢmekte olup bazıları çok yoğun iken bazıları da çok küçük adacıklar 

halinde göze çarpmaktadır. Bütün grafiklerimizde fazların geçiĢ noktalarında kaotik bir 
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yapı oluĢturan çoklu-kritik (Lifshitz) noktalar görülmüĢtür. Ayrıntılar için ġekil 3.3-3.4 

ve 3.5 incelenebilir.  

Dördüncü mertebeden Cayley ağacı için farklı değerlerde çizdirilen grafiklerde ise 

bütün faz çeĢitlerinin oluĢtuğu görülmüĢtür. Yani ferromanyetik faz (F), modulated faz 

(M), P2 (antiferromanyetik faz), P3, P4 (Antifaz), P5, P6, P7, P8, P9, P11 ve P12 

fazlarının bütünü ortaya çıkmıĢtır. Yine çoklu-kritik (Lifshitz) noktalar bütün 

grafiklerde görülmektedir. Fazların yoğunlukları ve ayrıntılar için ġekil 4.2-4.3 ve 4.4 

incelenebilir.  

Tezde elde edilen yinelemeli denklemler için üçüncü ve dördüncü mertebeden ağaçlar 

üzerinde bazı değerler aynı veya birbirine çok yakın alınıp faz diyagramları 

çizdirildiğinde hem benzer hem de çok farklı Ģekillerin meydana geldiği görülmüĢtür. 

Bu ise sistemde çok kaotik bölgelerin olduğunu göstermektedir. Bu oluĢan kaotik 

bölgelerde üst üste binen fazların var olma ihtimali yüksektir. Bu bölgelerin analizini 

tam olarak yapılabilmesi için dalga vektörlerinin manyetizasyon grafikleri 

incelenmelidir. Bu tezde incelediğimiz model için bu konu bir açık problem olarak 

bırakılmıĢtır. Göze çarpan bir farklılık ise Cayley ağacının mertebesi arttıkça grafiklerde 

meydana gelen faz bölgeleri genel olarak daralmasıdır. Tespit edilen önemli 

bulgulardan birisi de düĢük sıcaklıklar için faz diyagram bölgelerinde paramanyetik 

fazın tamamen kaybolmasıdır. Bu durumda bilinen metotlarla elde ettiğimiz lineer 

olmayan dinamik sistemimizin kararlılık analizi yapılamamaktadır. Bunun nedeni ise 

sabit noktamızla birinci seviyedeki bir spinimiz ve ikinci seviyedeki bir spinimiz 

arasındaki üçlü etkileĢimi belirleyen pJ  (ġekil 2.11) bağlantı sabitinde birinci 

seviyedeki spinin etkileĢiminden kaynaklandığı tahmin edilmektedir. Çünkü daha önce 

yapılan çalıĢmalarda  pJ  sadece sabit nokta ve ikinci seviyedeki spinlerin ikili 

etkileĢimi olarak alındığında paramanyetik fazın ortaya çıktığı görülmüĢtür [2,4,5]. 
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