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Bu tezde sampling teoremi ve Dirac operatdrler arasindaki bagint1 incelenmistir. flk
olarak Dirac operatorlerin temeli olan sinir deger problemleri iizerinde durduk ve daha
sonra, dzdeger ve 6zfonksiyonlarin asimtotik davranislarini inceledik. Ikinci olarak da

ayni ¢alismay1 Dirac operatorleri igin yaptik.

Ayrica sampling teoremini ve onun genellemesi olan Kramer teoremini ispati ile
verdik. Tiim bu 6n hazirliklardan sonra Dirac operatériyle ile ilgili sampling teoremi ve
detayli ispati gosterildi. Son bolimde de bu teoremin bir uygulamasi yapildi ve

degiskenlerin baz1 6zel segimleriyle Hartley doniisiimiiniin elde edildigi goriildii.

Anahtar Kelimeler: Strum-Liouville denklemleri, Dirac operatorleri, Sampling
teoremi, Kramer teoremi.



ABSTRACT

SAMPLING THEOREM AND DIRAC OPERATORS

DOGAN, Mutlay
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Asist. Prof. Dr. Abdullah Kablan
June 2012

47 pages

In this thessis a relation between sampling theorem and Dirac operators is studied.
As a first we studied on boundary value problems which is the base of Dirac operators
and then asympthotic behaviours of eigenvalues and eigenfunctions are given. As as

second same researches were studied for Dirac operators.

In addition we gave sampling theorem and its generalization called by Kramer
theorem with proofs. After all these preliminaries sampling theorem associated with
Dirac operators and its proof in details are indicated. One application of this theorem
was shown in the last section and then we have indicated that for some particular

choices of variables we obtain Hartley transform.

Key Words: Strum-Liouville equations, Dirac operators, Sampling theorem, Kramer
theorem.
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SEMBOLLER LIiSTESI

(X , u) Olgiim uzay1

rr <—(T,O') (—J,O’) araliginda p. kokten integrallenebilen fonksiyonlar uzayi

C Kompleks sayilar kiimesi

S (t) Sampling fonksiyonlar1

{t } Sampling noktalar1

R Reel sayilar

A Ozdegerler

L Lineer operatorler

U, Sinir sartlari

o™ n. mertebeden tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar uzay1
G(t) Sampling degerlerinin kanonik ¢arpimi
w Wronskiyen determinanti

N Dogal sayilar

O(-) Asimptotik gosterim

U Sinir sartlarinin determinanti

Yaricapt R olan ¢ember

E Lineer fonksiyon uzay1



BOLUM 1
GIRIS
Bu tezde ayrintilariyla anlatilacak olan sampling teoremi Shanon [1] tarafindan bilgi
teorisinde ilk defa ortaya atilmigtir. Sampling teoreminin haberlesme miihendislerinin
ilgisini ¢gekmesi ise ilk defa Nyquist [2] ile olmustur. Bu teoremin asil kaynagi E.T ve
J.M. Whittaker [3]-[4] ve Ferror [6] dur. Ingiliz litaratiirinde Shannon-Whittaker
teoremi olarak bilinen Sampling teoremi buna karsilik Rus litaratiiriinde Kotel’nikov [7]
teoremi olarak bilinir. Bundan dolayr giiniimiiz calismalarinin ¢ogunda Whittaker,
Kotel’nikov ve Shannon’a itafen WSK veya WKS sampling teoremi olarak geger. Bu

teoremin iki genellestirmesi Kramer [26] ve Weiss [8] tarafindan, alisilmis Fourier

dontisiimii yerine daha genel integral doniisiimleri alinarak yapilmastir.

Genel olarak, sampling teoremi fonksiyonlarin bazi 6rneklem verilerini ki bunlar
genelde fonksiyonun veya onlarin tiirevlerinin belirli noktalardaki degerleridir,
kullanarak yeniden yazilmasidir. Dolayisiyla sampling teorisi, interpolasyon ve

yaklasim teorisinin bir {irlinii olarak goriilmekle birlikte tam fonksiyonlarlada alakalidir.

Sampling teoreminin kisa tarihine bakildiginda sampling teorisi daha ¢ok yaklasim
teorisi, tam fonksiyonlar teorisi ve Fourier serilerinin teorisi gibi temel matematik
alanlarmin  goélgesi altinda kalmistir. Belkide bu ylizden sampling teorisi

matematikcilerden ¢ok fizikg¢ilerin ve miihendislerin ¢alisma konusu olmustur.

Sampling teori 1950’lerde ortaya ¢iksada asil matemtiksel kokleri Poissen, Borel,
Hadamard ve E.T. Whittaker gibi matematikgilere hatta Cauchy’nin ‘Five short stories

about the cardinal series’ bagliklt makalesine kadar uzandig: bilinmektedir.

Sampling teorisinin temel bir sonucu olan sampling teoreminin ifadesi soyledir: Eger

bir zaman fonksiyonu W’yu agsmayacak frekansa sahip degil ise o zaman bu fonksiyon

t =n/wmn=0,+1=+2,... noktalarindaki degerleriyle asagidaki bigimde tekrar

yazilabilir.



e sino(t—1¢
f(t)= Zf(tk)ﬁ teR
= olt—t,)
Bu teoremin miihendisligi ilgilendiren tarafi siirekli bir sinyalin (fonksiyonun) es
aralikli alinmis bilgileriyle tekrar yapilandirilabilmesidir. Buradaki frekans sinirinin
bilgisi yeniden yapilandirmanin tam olmasi i¢in gerekli olan sampling noktalarinin

minimum oranini belirlemektedir. Bu minimum oran Nyquist oran1 olarak bilinir, [9].

Bir fonksiyona sampling teoreminin uygulanabilmesi i¢in 6ncelikle fonksiyonun bir

aralik igerisinde band-limit fonksiyon olmasi, yani [—a, O'] arahiginda, f(t)

fonksiyonunun F € I’(—o,0) olmak iizere

flt)= %f:’ F(w)e™ dw

bigiminde yazilabilmesi gerekir. Dolayisiyla band-limit fonksiyonlar Fourier integral
biciminde yazilabilen fonksiyonlardir diyebiliriz. Buradan WSK sampling teoremi, bir
sonlu aralik iizerinde Fourier doniisiimlerinin yeniden yapilandirilmasi i¢in olusturulan
sampling seri acilimlarin1 saglar. Bununla birlikte Fourier disindaki bazi integral
doniisiimlerinin yeniden yapilandirilmasi da miimkiindiir. Ornegin bunlardan bir tanesi

optik problemlerde kullanilan Hankel doniistimiidiir.

Bu konudaki degisik diislincelerden biride J.M. Whittaker’in [10] sampling
serisindeki cekirdek fonksiyonlari, tistel fonksiyonlar yerine Bassel fonksiyonlarini
almasidir. Bu dogrultudaki bir baska diisiince de H. Kramer’in [26] ¢ekirdek
fonksiyonlarmi ikinci mertebeden diizenli Sturm-Liouville sinir deger problemlerinin
¢Ozlimlerinden almasidir. Bu fikir ilk olarak P. Wiess [8] tarafindan ortaya atilmistir
fakat teoremin ispatini vermemistir. Ancak bundan iki yil sonra Kramer ispati ile
birlikte sampling teoreminin Sturm-Liouville problemleri ile baglantisini kurmustur. Bu
bagint1 daha sonralar1 birgok matematikgi tarafindan g¢esitli Sturm-Liouville problemleri
kullanilarak yapilmistir. Bu konudaki gelisim siireci ve referanslar besinci bdliimde

verildiginden burada bahsedilmeyecektir.

Bu tezde sampling teoreminin Dirac operatorlerle baglantis1 kurulmustur. Ikinci
boliimde Sturm-Liouville problemleri tanitilarak bu denklemlerin 6zdegerlerinin ve
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ozfonksiyonlarinin asimptotik acilimlari verilmistir. Uciincii béliimde ise &nceki
boliimde elde edilen sonuglar Dirac operatorlere tasimmistir. Sampling teoremi ise
dordiincii boliimde verilmis ve ispati detayli bir sekilde yapilmistir. Son boliimde ise
sampling teoreminin Dirac operatorlerle baglantis1 kurularak ana teorem verilmis ve

ispat1 yapilmistir. Ayrica buna iliskin birde uygulama yapilmistir.



BOLUM 2
STURM-LIOUVILLE PROBLEMI
2.1. Operatorlerin Temel Ozellikleri

L belirli bir kilmede tanimlanmig bir lineer operatdr olsun. Eger Ly = \y ise
sifirdan farklt 3 elemanmna, L nin 6zfonksiyonu ve A\ ya da L nin bu 6z elemanina

karsilik gelen édzdegeri denir.

Bir ¢cok uygulamada karsilagilan en basit tiirden operatorlerden biri de

2

L=——+4¢q(z
e q(z)

dir. Burada ¢(z) fonksiyonu, [a,b] araliginda reel degerli ve siirekli bir fonksiyondur.

L operatorii i¢in y(z) fonksiyonu a, b smir noktalarinda tiirevlenebilirdir.

Bu operator i¢in en 6nemli sinir deger kosullart asagida verilmistir:

1. yla)cosa +y'(a)sina =0, y(b)cos 3+ y'(b)sin3 =0, dyle ki a ve B keyfi
secilmis herhangi iki reel sayidir.

2. yla)=y®), y'(a)=y'0).

Bu boéliimiin asil amaci Sturm-Liouville problemi olarak bilinen agagidaki sinir deger

problemlerini incelemektir.

Ly(z) = —y" + q(z)y = Ny (2.1)

y(a)cosa + y'(a)sina =0

y(b)cos B+ y'(b)sin 3 =0 (2.2)



Eger [a,b] sonlu ve ¢(z) toplanabilir (integrallenebilir) bir fonksiyon ise bu Sturm-
Liouville problemine diizenlidir denir. Aksi halde, eger [a,b]sonsuz veya ¢(z)

integrallenemeyen bir fonksiyon ise bu Sturm-Liouville problemine tekildir denir.

Daha genel asagidaki formda ikinci derece denklemler

y" + plo)y’ +{l(x) + Mr(z)}y = O, (2.3)

(2.1) denklemine indirgenebilir. Oyle ki r(x) fonksiyonu [a,b] araliginda pozitif bir
fonksiyondur. Eger p(z)in birinci tiirevi ve 7(z) in ikinci tiirevinin siirekli oldugunu

kabul eder ve (2.3) denkleminde

e= [\, 10 = oaie), o) = e [onn @4

degisken degistirmeleri yapilirsa, (2.3) denklemi asagidaki kanonik forma

doniistiiriilmiis olur.

2

an _
e +{A+4q(§)}n=0.

(2.4) teki doniistimlere Liouville déniigiimleri denir.

(2.1), (2.2) smur deger problemini ele alalim. Bu denklemlerde [a,b] araligi [0, 7]

r—a

olarak alindiginda (bu ¢ = 7w doniisiimii ile yapilabilir), sinir deger probleminde

—a

herhangi bir degisiklik olmaz. Eger belirli bir A degeri igin smir deger probleminin
sifirdan farkli y(z,\ ) = 0 ¢Oziimii varsa o zaman A degerine (2.1), (2.2) smir deger

probleminin ézdegeri, y(x, )\ ) fonksiyonuna da (2.1), (2.2) nin bir ézfonksiyonu denir.

Yardimar Teorem 2.1: [10] iki farkhi (A == X)) 6zdegere karsilik gelen y(z,) ) ve

y(z,\,) 6zfonksiyonlari ortagonaldir (diktir), yani

[ oA\ )i =0, (O, = ).

5



Ispat: f(z) ve g(x) siirekli ve iki defa tiirevlenebilen iki fonksiyon olsun. f(z)

fonksiyonunu (2.1) denkleminde v yerine yazarsak

Lf = f"(z) — q(z)f(z)

olur. Yukaridaki denkleme iki defa kismi integral uygulandiginda

[ Lf - gz =W {f, g} =W {f. 0} + [ f@)Lg(a)dz  (25)

esitligi elde edilir. Oyleki burada

(z)  g(z)

/S
WAL =) o)

dir. f(z) = y(x,\) ve g(z) = y(=z,),) olsun. (1.2) deki sinir deger kosullarindan

Wi{f gy =W Af9}=0
olur. O halde (2.5) ten

™

O =) [ 9@yl A, )z =0

0

elde edilir. A\, = )\, oldugundan

™

[ @A)y, )de = 0

0

olmak zorundadir. Dolayisiyla yardimci teorem ispatlanmis olur.

Yardimcr Teorem 2.2: (2.1), (2.2) nin olusturdugu sinir deger probleminin
0zdegerleri reeldir, [10].

Ispat: A =+ bir kompleks dzdeger olsun. ¢(z) reel degerli, & ve 3 da reel
oldugundan, )\ :)_\1 =u—iv de y(x,)\)O0zfonksiyonuna karsihk gelen bir

0zdegerdir. O halde bir 6nceki yardimer teoremden



dir. Buradan y(x,)\ ) = 0 dir. Bu ise 6zfonksiyonlarin sifir olmayacagiyla celisir.

Teorem 2.1: Eger ¢(z), [a,b] aralifinda siirekli bir fonksiyon ise o zaman her bir «

icin, (2.1) denkleminin bir tek @(z,\),(a <z <b) ¢Oziimi vardir, Oyleki
©(a,\) =sina ve ¢'(a,\) = —cosa dir. Her z € [a,b] igin, ¢(x,\), A ya bagl bir
tam fonksiyondur, [12].

2.2. Ozdeger ve Ozfonksiyonlarin Asimtotik Davramslar

cotaw = —h Ve cot 3 = H olsun. O halde (2.2) sinir kosullar

y/(0)— hy(0) =0, '(x)+ Hy(m) = 0 (26)

seklinde yazilabilir. (2.1) denkleminin asagidaki baslangic kosullarin1 saglayan

¢O6ztmlerini sirasiyla o(z,A) ve ¥(z, ) ile gosterelim
PON) =1, ¢ (0,A)=h (2.7)
P(0,N) =0, ¢/(0,\)=1 (2.8)

Yardimer Teorem 2.3: [10] A = s° olsun. O halde

T

o(z,\) = cos sz + h sin sx + E f sin{s(z — 7)}q(7)p(T,Ndr, (2.9)
s $

0

x

sinsz 1

0. N) = —— +— [ sin{s(z — ) }a(r)i(r \)dr (2.10)

§ 0

Ispat: (2.9) u ispatlamak icin ¢(z,\) ¢dziimiiniin (2.1) denklemini sagladigini
dikkate

alalim.



T

[ sin{s(z — 7)ya(r)e(r, Ndr =

0 S
f sin{s(z — 7))/ (1, \)dr + 5* f sin{s(z — 7)}p(7, \)dr

ag tarafta, birinci kismin iki defa integrali alinip (2.7) uygulandiginda asagidaki esitlik
elde edelir.

fsin{s(:z: — 7)}(T)p(T,NdT = —hsin sz + sp(x,\) — scos sz .

0

Burada (2.9) bulunmus olur. (2.10) denklemide ayn1 sekilde ¢ikarilabilir.  Yardimei

Teorem 2.4: s =o 44t olsun. O halde |s|> s sartini saglayan birs, >0 sayist

vardir, 0yle ki
Pz, 2) = 0(e"), P(z,X)=0(s[" ") (2.11)
degerlendirmeleri gegerlidir. Daha acik olarak 0 <z <7 i¢in

[tz

o(z,\) = cos sz + O(—),
. 5] (2.12)
sin s el
LCVES +0(—3)
s 5]

seklinde yazilabilir, [10].
Ispat: (2.9) da ©(z,\) = € f(z) yazilirsa;

f(z) ={cos sz + %Sin stye " 4 % f sin{s(z — 7)Y (1) f(T)dT

0

olur. © = max | f(z)| olsun. Bu durumda son esitlikten;
0<z<mw

elde edilir. Buradan,



p< |1+

1_—fyq \dT]

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlik paydanin pozitif olmasiyla gergeklesir ki bu da,

51> [1a(r) | dr

olmastyla saglanir.

Boylelikle (2.11), (z,\) igin ispatlanmis olur. Benzer sekilde (2.10) kullanilarak
Y(z,\) i¢in de ispatlanabilir. (2.9), (2.10) un sag tarafindaki integrale (2.11) yazilarak
(2.12) elde edilir.

Agikea goriiliyor ki o(x, \) ve ¢(z,\)nin s nin fonksiyonlar1 olarak genel asimtotik

acilimlar bu islemler tekrarlanarak bulunabilir.

Simdi 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in asimtotik formiiller ¢ikararak, sonsuz tane

0zdegerin varligin1 gosterecegiz.

[lk olarak, tekrar A = co ve H = oo oldugunu kabul edelim. ¢(z,\) fonksiyonu,
(2.6) denklemindeki birinci sinir sartlarini tim A lar i¢in saglar. O halde ¢(z,\) y1

(2.6) denkleminin ikinci sartinda yerine koyarak 6zdegerleri bulabiliriz.

Yardimci teorem 2.3 den, 6zdegerler reeldir. Demek ki Im s = ¢ = O0dir. Bu nedenle

(2.12) deki birinci denklem;

o(x,\) = cossz + O(s ") (2.13)
olur. (2.9) denkleminin x e gore tiirevini alip (2.13) te kullandigimizda, kolayca;

o' (x,\) = —ssinsz + O(1) (2.14)
elde edilir.

Simdi de, (2.12) ve (2.14) te bulunan o(z,\) ve ¢'(z,\) degerlerini (2.6)’mn ikinci

sartinda uygularsak;



—ssinsm + O(1) =0 (2.15)

denklemini elde ederiz, dyleki $’nin biiyiik degerleri i¢in ¢oziimlerin tamsay1 oldugu

aciktir. Boylece sonsuz sayida 6zdegerlerin varligi ispatlanmis olur.

Simdi de, yeterince biiyiik alinan bir N tamsayisi igin (2.15) denkleminin sadece bir
kokiinlin, herbir n > N tamsayisina yakin oldugunu gosterelim. Bunun igin, (2.15)
denkleminin sol tarafinin s ye gore tiirevi alinirsa ki bu (2.9) formiiliiyle yapilabilir.
(Teorem 2.1° den (2.15) in sol tarafindaki O(1), A nin bir analitik fonksiyonudur)

Dolayisiyla —mscossm + O(1) elde edilir. Eger s, biiyiik tamsayilara yeterince

yakinsa, bu ifadenin sifir olmadigi kolayca goriiliir.

s, (2.15) denkleminin n. kokii olsun. s nin Sturm teoremi ve asimtotik

fomdiillerden , sadece n ye yakinsadigi goriiliir.

Diger bir ispat1 Sturm teorisini kullanmadan asagidaki gibi elde ederiz. Zaten daha

once \ Ozdegerlerinin,

o(m )+ H 90; (m, ) =w(A) =0

denklemini sagladigini gormiistiik. Eger A = s” alirsak. O halde w(\) = w,(s) esitligi
(2.9) denklemine gore $ nin bir tam fonksiyonudur. O ayni zamanda (2.13) ve (2.14)
asimtotik formiillerinden de bulunur. (sin7s = 0)

w,(s)=—Hsinst{l+O0(]s| "'} (2.16)

§ -uzaymda yarigapt R = N +% olan bir D, ¢emberi alalim, dyleki N bir dogal
say1 olsun. Rouche teoremi ve asimtotik formiil (2.16) dan ssinsm fonksiyonundaki

gibi, D, cemberinin iginde bir ¢ok w(s) nin sifir vardir. Yani  2(N +1)

tanedir.w, (s) fonksiyonu ¢ift fonksiyondur, o halde sadece pozitif koklere dikkat

edilmesi gerekir. Herbir pozitif sifir bir 6zdegere karsilik gelir ve (N + 1) tane 6zdeger

(8.), N + % den daha azdir. Buradan da asagidaki esitlik elde edilir.

10



s, =n+0() (2.17)

Gergekten s =m_+ O(1), m_ == n olsun. O halde, bir tarafta s den daha kiigiik

2(m +1) tane w/(s) nin sifirlari olmalidir, yani 6, S den daha kiigiik
M +1=n+1 5, 6zdegeri olmahdir ki boylelikle (2.17) nin gegerliligi ispatlanmis
olur. s =n+4 alirsak. (2.15) denklemi;

(n+6 )siné m+0(1)=0

formuna doniisiir. O nedenle siné 7= O(n™') olur. Yani § =O(n™") dir. Boylece,

yeterince biiylik 1 degeri igin (2.15) denkleminin kokleri;
s =n+0(n"") (2.18)

olur. Eger (2.1) denklemindeki ¢(z) in tiirevi sinirlt ise (2.18) asimtotik formiilii daha

da keskinlestirilebilir. Gergekten (2.9) denkleminin z e gore tiirevi alinip, ¢(z,\) ve

go’(x, A) (2.6) denkleminin ikinci smnir sartinda uygulanirsa, basit bir déniisiimden sonra

asagidaki
(—s + B)sinsm + Acosst =0 (2.19)

bulunur, dyleki

A=h+H+ f{cos sT + —sinsT}q(T)p(T)dT,
S
0

B= hi + f{sin ST + E}q(T)c,p(T, A)dT.
s ) s

(2.13) ten

A= h+H+lfq(T)dT-Flfq(T)COSQSTdT+O(1),
2+ 2+ s

B = 1fq(T) sin 2s7dT + O(l)
2+ s

11



elde edilir. g(z) in sinirl tiireve sahip oldugu varsayildigindan, kismi integralden,

f q(T)cos2sTdT = O(l), f q(7)sin2stdT = 0(1),
$
0 0

S

ve

™

1 1 1
A=h+H+h+00), h==[qrdr, B=0().
S 2 o S

bulunur. Dolayisiyla (2.19) denklemi

tanst = (h+H +h +01/5s)) /(s +O0(1/ s)).
seklinde yazilabilir. Tekrar s =n + 6 alindiinda;

B HAh o0

tanmd = 0(=)
n n
olur. Bundan dolay1
h+H+h 1
6, =——+0(=)
™ n
ve
c 1
s, =n+—+0(=), (2.20)
n n
Oyleki

1 17
c:—(h+H+§{q(7)dT)

s

dir. ¢(z) € C*([0,7]) oldugu farz edilirse, ¢, sabit olmak iizere daha keskin bir

1

asimtotik formiil olan

s =n+S+4 0—13 + O(%) (2.21)
n n n n

bulunur.
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BOLUM 3
BiR BOYUTLU DIRAC OPERATORLERIN SPEKTRAL TEORISi

3.1. Operatérlerin Tanim ve Temel Ozellikleri

0 1 py(@) P, B o
B - [_1 0 Y P(x) = pQI(x) p22($)]7p12(x) - pgl(x)7pik(‘/r)77’7k _172
olmak lizere
B@ + P(z)y = Ay, y(z) = H(@) : (3.1)
dx ’ y,(7)

matris denklemini ele alahm. Burada p, (7),i,k =1,2 fonksiyonlar1 [0,7] araliginda

reel degerli siirekli fonksiyonlar ve A bir parametredir. (3.1) denklemi asagida verilen
birinci dereceden adi diferansiyel denklem sistemine denktir.

s + p,(2)y, + D, ()Y, = Ay,

(3.2)
—y + p,,(z)y, + p,y(2)y, = Ay,

oyleki p(z) = p, () =0, p,(x) =V(x) +m,p,(x) =V(zr) —m dir. Burada V(z)

potansiyel fonksiyon ve m de bir pargacigin kiitlesidir. (3.2) ye relativistik kuantum
teorisinde bir boyutlu hareketsiz Dirac sistemi denir.
(3.1) sistemine agagidaki matris doniistimiinii uygulayalim.

cosp(z) —sinp(x)

Hiz)= sinp(z)  cosy(z)

B ve H matrislerinin degisme ozelligi vardir. Yani BH = HB dir. y = H(x)z alinip,

y (3.1) denkleminde yerine konulup H'ile ¢arpildiginda

Hlei(Hz) + H'PHz = H'\Hz
i
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elde edilir. Ya da

B%—f— H_lBiHJrH_lPH z=A\z (3.3)
dx dx

olur. Q(z) = H 'B(d / do)H + H 'PH matrisini hesaplamak igin

/
x 0
H—lBiH — SO( ) ) 7
dz 0 ¢(»)
dir ve
2 . 2 . 92 2 1 . 2
[ D, €COs" @+ p,sin2p +p,sn” @ p,COS g0+§(p22 —pH)sm ©

1 . . .
p,, COS2¢p + 5(1)22 —p,)sin2p  p sin’@—p, sin2¢+ p, cos’p

olur. O halde ) matrisi asagidaki forma doniisiir.

q,,(z) qm(w)]

q,,(7)  qy,(2)

-

. . 1 .
o+ P, cos” ¢ + p,Sin2p+p, sin® ¢ P, COS2¢ + 2 (py, — p,,)sin2¢p

1 . . .
p,, co82p + 3 (p,, — p,,)sin2¢ ¢’ + p, sin’ ¢ — p, sin2p + p,, cos”

¢(z) fonksiyonunnu ¢, () = 0 olacak sekilde segersek, bu durumda

pyy(w) cos2p(z) + %{pQQ (%) — p,, ()} sin2¢(z) =0

p,(z) = p,,(z) oldugundan

olur ve @Q(z) matrisi

formuna dontsgiir. O halde (3.3) denklemi tekrar asagidaki gibi yazilir

0 1|ldz |[p(z) O
=+
—1 0O|dzx

0 () z2= Az (3.4)
14




$imdi de ¢(z)fonksiyonunu 6yle segelim ki iz Q(z) = ¢, () + g,,(z) = 0 olsun. Bu

da 2¢'(z) + p,,(z) + p,,(z) = 0 demektir. Dolayistyla

ot0) = =5 [ 29+ s

olur. O halde (3.3) denklemi asagidaki forma dontisiir.

0 1dz+
1 0|dz

(3.4) ve (3.5) denklemlerine (3.1) denkleminin yada (3.2) denklem sisteminin

plz)  g(z)

o) o))" &

kanonik formlar: denir. Bu formlar degisik spektral teori problemlerinin ¢éziimiinde
kullanilir. Ornegin  6zdegerler ve vektdr degerli 6zfonksiyonlarm asimtotik
davraniglarinin belirlenmesinde kullanilir. Bununla beraber keyfi vektor degerli bir
fonksiyonun (3.1) denkleminin vektor degerli 6zfonksiyonlari cinsinden agilim
problemlerinde (3.4) kanonik denklemi kullanilir. Ayrica, sonsuz bir aralikta (3.1)
denkleminin &zdegerlerinin  asimtotik dagilimiyla ilgili problemlerde ve ters
problemlerde (3.5) denklemi kullanilir. O halde (3.1) denklemi igin sinir deger problemi

ele alindiginda, ikinci denklem asagidaki gibi (3.4) kanonik denklem formuna dondisiir.

v, —{A+p@)}y, =0, y+{A+r(@)}y, =0 (3.6)
y,(0)sina +9,(0)cosa = 0 (3.7)
y,(m)sin B + y,(m) cos B = 0. (3.8)

p(z) ve r(x) fonksiyonlarmin [0,7] araliginda siirekli oldugu kabul edilir ise bu
durumda sinir deger probleminin asikar olmayan

y,(, AO)]

y(z,\) =
Oy N)

bir ¢6ziimii vardir. Burada ) bir 6zdeger ve buna karsihk gelen y(z,)) da vektor

degerli bir 6zfonksiyon olur.

Yardimcr Teorem 3.1: [10], Farkli (A = \)) 6zdegerlere karsilhk gelen vektor

degerli 8zfonksiyonlar; y(z,\ ) ve y(z,\,) ortagonaldir. Yani y* = (y, y,) olmak iizere
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[ vz = [y (@0 ) (@A) + u(21)2,(20,) Yo = 0.
0 0
Ispat: y(z,\), y(z,A,) (3.6) denklem sisteminin ¢oziimleri oldugundan,

o —{\ @)}y, =0, 2 —{\+p@)}z =0
y =\ @)}y, =0, 2 —{\ +r(2)}z, =0

olur. Sirastyla bu denklemler z,—z,,—y, ve y, ile carpilip, toplandiginda,

)20 — ()2 (A}
= ()‘1 - )\2){3/1(113,)\1)21(:13,)\2) + yg(x7>‘1)z2($7)‘2)}

esitligi elde edilir. Simdi de 0 dan 7 ye integrali alinirsa,

A~ Az)] y' (@)@, A de = {y, (2, 0)2,(2,A,) = 5,(2, 1), (2,A,) }7,

bulunur. (3.7) ve (3.8) simir sartlarindan sag taraf sifir olur. Boylece ispat tamamlanmis

olur.

Yardimc1 Teorem 3.2: (3.6), (3.7) ve (3.8) sinir deger probleminin 6zdegerleri
reeldir, [10].

Ispat: Yardimci teorem 2.2 nin ispatina benzer bigimde yapilabilir, [10].

3.2 Ozdegerler ve Vektor Degerli Ozfonksiyonlar icin Asimptotik Formiiller

A ve B iki lineer diferansiyel operatér ve FE, E, de iki lineer fonksiyon uzayi

olsun.
Tamm 3.1: E, uzayindan E, uzayma taniml, siirekli lineer bir X operatorii

asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu operatdre bir doniisiim operatorii denir.
1.AX = XB,

2. X! var ve siirekli.

[0,7] arah@inda p (z), 7. (z),(k = 1,2) fonksiyonlar: siirekli ve reel degerli olmak

tizere A ve B yiasagidaki formda alalim.
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A= dr | B= dx (3.9)

E ~ve E siirekli tirevlenebilir vektér degerli fonksiyonlar kiimesi olarak

alindiginda, 6 ve ~ herhangi iki reel say1 olmak lizere f(z) ve g(z) asagidaki sinir

sartlarini saglar.

f(0)siny + £(0)cosy =0

3.10
9,(0)siné + g,(0)cos6 =0 (3.10)
Bu durumda X matris operatorii asagidaki forma doniistiirtiliir.
X{f(@)} = R@)f@) + [ K(z,5)f(s)ds, (3.11)
0
burada R(x) ve K(z,s) ikinci mertebeden siirekli ve tiirevlenebilen iki matristir.
poy [ @@ 5@)
—B(z)  afz)

ve a(x),5(x) fonksiyonlari asagidaki gibi hesaplanabilir.

az) = %sin E[ZZ[A — Bldr +sin™! %},

(3.12)

B(x) = %co& % [ i2[A — Bldr + sin”* %}

k = sec(6 — 7).
Baslangic sartlarini saglayan (3.6) denklem sisteminin ¢dziimiini ¢(x, \) olarak
gosterirsek;
901(0, A) = cosq, goQ(O, A) = —sina (3.13)
olur. Buradan da ¢(z,\), (3.7) denkleminin sinir sartlarini sagladig: agikca goriiliir.
p(x) =r(z) =0 igin (3.6) ve (3.13) problemlerini ele alirsak, ¢oziimi (z,\) ile
gosterilen problemin ¢dziimlerinin;

Y, (z,\) = cos(A\z — )

1/)2(1’7, )‘) = SiIl()\LL’ — a) (3.14)

17



oldugu agik¢a goriilir. Donilisim matris operatoriic (3.6), (3.7) problemlerinin

¢oziimlerine uygulanirsa, (3.6) sistemi;

—p(z) 4
Ay=| dr |y = \y (3.15)
o —r(x)

formuna doniisiir. Diger taraftan (3.14) ten tanimlanmis olan vektor degerli fonksiyon

Y(x,A) nin ¢oziimi;

0o 4
By=| . ly=Xy (3.16)
-—— 0
dx

olur. ¢(x,\), Byb = M) nin ¢dziimii oldugu i¢in, X in tanimindan

AX{Y} = XB{y} = X{\p = AX{y}
olur. Yani ¢ = X{¢}, A{¢} = M nin ¢oziimiidiir. Buradan, eger ¢(x,)\), (3.16)nn

¢oziimil ise o halde ¢(z,\) = X{¢(x,\)}, (3.15)’in ¢bzliimii olur. Bu durumu ele

aldigimizda
p(2) = —p(x), 7(2)=—r(z), pr)=7r(r)=0
olur. O halde iz[A — B, ]= —{p(x)+r(z)] olur. Aymt zamanda (3.10), (3.7)’nin sinur

sartlarinda yerine konulursa K =1 olur. (v = §). (3.12)’dende

a(z) = cos 1% j [p(T) + T’(T)]dT},

0

’ (3.17)
B(x) = sin E [1p(r)+ r(T)]dT}

0
elde edilir. (3.6), (3.13) problemlerinin ¢6ziimii olan (z,\) i¢in (3.11)’in tiirevi

alinirsa,

T

(@, )) = Ryl ) + [ K(z,s)u(s Nds

0

olur. Buradan, R(x) matrisini «(z),3(x) fonksiyonlar cinsinde ifade edip, (3.17)’deki

degerlerinden ve (3.14)’tin v(x,\) kapali formundan asagidaki formiilleri elde ederiz.
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@, (z,\) —cos{ggv)\ oz}+f{ (z,5) cos(As — ) + K (x,5)sin(As — ) }d5(318)

@, (z,\) = sm —|— f{ (z,5)cos(As —a) — K, (z,s)sin(As — a)}ds (3.19)

Y(z,\) vektor degerli fonksiyonun bilesenleri i¢in

o \) = Mo — %j[p(T) ()i (3.20)

ve Kij(:v, s),i,j =1,2,(3.11)’den K(z,s) Kernel matrisinin elemanlaridir.

Yardimer Teorem 3.3: 0 < x <7 olmak iizere z’de ‘)\‘ — oo giderken asagidaki

hesaplamalar gegerlidir, [10].

(3.21)

T,A) = —zsini&(z,\) —ap+ O(1
ox AN = (&eX) —at+00) (3.22)

5902(:13, A) = x cos {f(x, A)— a} +0(1)
Ispat: K, (z,s),(i,j =1,2) fonksiyonu tiirevlenebilir oldugundan, (3.18) ve (3.19)
un kismi integrali alindiginda (3.21) elde edilir. Eger (3.18) ve (3.19)’un A’ya gore

birinci tiirevleri alinirsa, (3.22) elde edilir ve boylece yardimci teorem ispatlanmis olur.

Yardimc1r Teorem 3.4: (3.6), (3.7) ve (3.8) sinir deger problemlerinin 6zdegerleri
tek kathdir (basittir), [10].

Ispat: ¢(z,)\), (3.7)’nin sinir sartlarmi sagladigindan, istenen 6zdegerleri bulmak

igin ¢ (2,1), ¢,(z,A), (3.8) denkleminin sinir sartlarinda uygulanir ve kokleri bulunur.

D(\) = ¢,(m,\)sin B + @, (, A) cos 8
olur. O halde
dDQ\) _ 9¢,

dA oA 8/\
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. . - 0 . - .
olur.\ cift Ozdeger ve ¢ (z, /\0) da buna karsilik gelen vektor degerli

dD())

0

X\

ozfonksiyonlardan biri olsun. O halde D()\)) =0, =0 kosullar1 ayn1 anda

saglanir. Yani

@' (m,\,)sin 3 + @) (m,\ )cos 3 =0

2

0 ) 0
5903(7@ /\O)smﬁ + a—)\gog(w, )\O)Cosﬁ =0

olur. sin 3 ve cos 3 ayni anda sifir olamayacagindan yukaridaki son iki denklemden;

op](m, ) 9oy (m, )
o\ o\

elde edilir. Simdi de (3.6) denklem siteminin \’ya gore tiirevi alinirsa;

| P
—Q+m@)3%=%
Jo (3.24)
oy
A Z9
+{A +r(z) o Y,

9y,
oA

9y
o\
- . dy. 0y . -
elde edilir. (3.6) ve (3.24) denklemleri sirasiyla 8—;,— 8_; ,—Y,,Y, ile carpilip, birlikte

toplanir ve ( ’dan 7 ’ye z’ e gore integrali alinirsa;

T

oy

{%(z, A)% —y,(@,)) 5} — [[swN) + g2 o

elde edilir. A = A alindiginda,

¢](z,\) | = oo, (x,\) =0
o o

esitligi dikkate alinirsa, (3.18), (3.19) ve (3.23) esitliginden,

y ag@;](ﬂ', A()) .0

JUAEAF +H@A)Flde = ¢l(mA) =222 = gl )

A (m,\)
O\

=0

bagitist elde edilir. Dolayistyla ¢ (z,),) = ¢)(2,A) =0 yada ¢"(z,A) =0 dir. Bu da

miimkiin olmadigindan, yardime1 teorem ispatlanmis olur.
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BOLUM 4
SAMPLING TEOREMIi VE STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI

4.1. Whittaker-Shannon-Kotel’nikov Teoremi ve Genellestirmeleri

Bu béliimde, tezin de konusu olan Whittaker-Shannon-Kotel’nikov (WSK) sampling
teoreminden bahsedecegiz. Eger bir zaman fonksiyonunun bir saniyedeki devir sayist 0

ile W arasinda ise o zaman bu fonksiyon aralik uzunlugu 1/2W olan ayrik

noktalardaki degerler serisi (ordinat degerlerinin serisi) ile tekrar yazilabilir. Bagka bir
ifadeyle f(¢) W yu agmayacak frekansa sahip degil ise o zaman bu fonksiyon asagidaki
bicimde yazilabilir.

n sm7r (Wt —n)
Zf (Wt —n)

Bu sonug haberlesme ve elektrik miithendisliginde Shannon sampling teoremi olarak
bilinsede bundan bagimsiz olarak E. T. Whittaker ve V. Kotelnikov tarafindan da
bulundugundan (WSK) sampling teoremi olarak adlandirilir. Bu teoremi daha acik ifade

edip ispatin1 yapmadan 6nce bazi tanim ve teoremler verecegiz.
Tamm 4.1 (Olgiilebilir Fonksiyon): X uzay1 p pozitif dlgiisii ile (X, M) ol¢tim
uzay1 olsun ve 0 < p < oo sayilari i¢in asagidaki ifade saglanirsa f fonksiyonuna X

tizerinde kompleks degerli élgiilebilir bir fonksiyon denir, [24].

l/p
[f " au

Tammm 4.2 (Band Limit Sinyal Fonksiyonu): Eger f(t), [—a,a] araliginda

< 0

Ferl (—0, 0) icin Fourier doniigiimlii bir fonksiyon ise f (t) fonksiyonuna o banth
bir bant limit sinyal (fonksiyonu) denir. Yani f(t) fonksiyonunun
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f(t): ﬁg F(w)e”“’dw, Fel (—0,0) 4.1)

biciminde yazilmasidir.

Teorem 4.1 (Parseval Esitligi): {w <x>}m1 ortagonal fonksiyonlar kiimesi ve

n n=

f,gel’ <a,b) olsun. f, g fonksiyonlari sirasiyla

n=1 n=1

olarak yazilabiliyorsa, asagidaki esitlikler dogrudur, [24].

]{f(:v)}Q dr = ic:,

n=1

Jolelf =%

Jf(x)g(:v)dx = chdn

n=1

. 1 1
Teorem 4.2 (Holder Esitsizligi): p ve ¢ negatif olmayan ve —+ = =1 kosulunu
p q

saglayan reel sayilar olsun. Eger f € I/,gc L' ise f-g€ L' ve
ol <], [,
dir, [24].
Tamm 4.3 (Tam fonksiyon): Kompleks degiskenli f(z) fonksiyonu kompleks

diizlemin tamaminda analitik ve bu nedenle her noktasinda fourier seri a¢ilimina sahip

ise f (z) fonksiyonuna tam fonksiyon denir. Sifirdaki seri agilim1 asagidaki gibidir.

Burada a = f" (0)/17,! katsayilardir, [25].

Tammm 4.4 (Ustel Tipten Tam Fonksiyon): f (z)zexp(azm> fonksiyonuna

m. mertebeden o tipinde iistel tam fonksiyon denir. m =1 alinirsa sadece o tipinde

tistel tam fonksiyon denir, [11].
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Tamm 4.5: Vo >0 ve 1 < p < oo i¢in Bi kiimesi ile C de I’ (R) ye ait olan, en

fazla o tipindeki iistel biitiin tam fonksiyonlarin kiimesini gosterecegiz. Yani

fexe(oll). [ 1)

Teorem 4.3 (Hadamard Faktorizasyon Teoremi): Herhangi sonlu, tam ve p.

fGB2 ‘f ‘<sup

zeR

ze€C

mertebeden f (z) fonksiyonu asagidaki formda yazilabilir

_ PR
f(z)—z € HG .

n=1

n

burada z degerleri f (z) fonksiyonunun sifir olmayan kompleks kokleri ve p( p < p)

o0

sayisi, Z

n=1 |z
n

serisini yakinsak yapan en kii¢iik tam say1,P<z> polinomu derecesi

p’yu agmayan bir polinom, m sayisi orijindeki sifirin kati ve G(u; p) ise asagidaki

bicimde tanimlanan bir fonksiyondur.

2 ,
ul)

Uu
2

G(u;p) = (1—u)exp )

, G(u;O) = (1—u>
Ornek olarak

n=1

:mn[ ]

verilebilir, [25].
4.1.1. Whittaker-Shannon-Kotel’nikov Sampling Teoremi

Teorem 4.4 (Whittaker-Shannon-Kotel’nikov): f (t) [—U,a] araliginda bir o
bant limit sinyal fonksiyonu ise 0 zaman ¢ = km / 0, k=0,%£1,%2,..., degerli sampling

noktalarinda

f(t)= Zf(tk)ﬁ, teR (4.2)
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seklinde yeniden yazilabilir. Bu seri R nin kompakt her alt kiimesinde mutlak ve

diizgiin yakinsaktir, [22]. Burada {tk }oo degerlerine sampling degerleri ve

sina(t —tk)

5.(1)= olt—t)

(4.3)

fonksiyonlarina da Sampling fonksiyonlar: denir.

(4.2) ifadesinde verilen o /7 sampling sikligmma Nyquist oran: denir. Bu oran

fonksiyonun yeniden tam olarak yapilandirilmasi igin gerekli olan minimum orandir.

Ispat: Bu teoremin ispatinda ana fikrimiz, ™ fonksiyonuna basit notasyonlar

uygulayarak onu 20 periyotlu fonksiyon yapip, F (w) fonksiyonunu R reel eksenin

tamamina 6727lwﬂ/ ” fonksiyonlariin Fourier serisinde yazmak olacaktir. Bu durumda

F ’nin Fourier agilimi

o0

F(w) = Zc(n) e Ml c(n) = %]F(w)emm/”dw

—0o0
1

itw

bicimindedir. Ayni sekilde e"” nunda Fourier acilim1 asagidaki gibidir

>, sino(t—t )

eitw _ § : n einuﬂr/(r
o(t—t )

n=—oo

bigiminde hesaplanir. (4.1) ifadesinin sag tarafina Parseval esitligini uygularsak

f(t) = %nimc(n)% (4.4)

elde ederiz. Gergektende

oldugundan (4.2) ifadesi elde edilir. Buradan da ispat tamamlanir. (4.4) ifadesi

o0

Z ‘c(n)‘ cr (R) oldugundan yakinsaktir. Bununla birlikte (4.4) deki seriye Cauchy-

n=—oo

Schwarz esitsizligini uygularsak (4.2) ifadesinin R kiimesinin kompakt her alt
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kiimesinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu kolaylikla goriilebilir. Dikkat edilirse
Fel (—a,a) oldugundan ‘c(n)‘ < oo dur.

Simdiye kadar secilen sampling degerleri olan {tn} dizisi esit araliklar olarak
secilmisti. Simdi ise esit olmayan araliklar i¢in (WSK) sampling teoreminin
genellestirmesinde biiyiik rol oynayan Paley ve Wiener’in ¢alismasi olan Paley-Wiener

teoremini verelim.,
4.1.2. WSK Metodunun Paley-Wiener Genellestirmesi

Diizenli sampling noktalarinin segimiyle olusturulan WSK metodunun, Paley-
Wiener genellestirmesi sampling noktalarinin diizensiz ve belirli bir sart1 saglayacak

bigimde se¢ilmesiyle olusturulmus daha genel bir metodtur.

Teorem 4.5 (Paley-Wiener): {tﬂ} reel sayilar dizisi agagidaki sekilde secilsin

k
t -
g

< (4.5)

D = sup 1
o

keZ

ve G (t) asagidaki bicimde tanimlanmis bir fonksiyon olsun:

6{0)=(1-1IT 1__][1_% 4

Ft)=>"f(t)S (1) (teRr) 4.7)

k=—00

—

0 halde (4.2) deki seri agilimi

bi¢iminde olur. Burada
G (4
t):= (4.8)
()= G(t)(t—t)
dir, [20].
(4.7) serisinin sag tarafi R kiimesinin kompakt her alt kiimesinde diizgiin

yakinsaktir. Agiktir ki ¢, :(lmr) / o= —t  alindig1 zaman G (t) fonksiyonu sinot / o

t—k
ya esit olur. Bu da (WSK) sampling teoremindeki (4.2) ve (4.3) ifadelerinin (4.7), (4.8)

ifadelerine denk olmasi1 demektir.
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t

WSK sampling teoreminin bagka bir genellemesi olan, (4.1) integralindeki e™
fonksiyonunun yerine daha genel fonksiyonlar alindigi zaman durumun nasil olacagini

aciklayan asagidaki Kramer teoremini verelim.
4.1.3. WSK Metodunun Kramer Genellestirmesi

WSK metodunun bir bagka genellestirmesi olan Kramer sampling metodu bu tezin
de ana unsuru olacaktir. Ciinkii bu teoremle birlikte ilk defa sampling metodu ile sinir-
deger problemleri arasinda iliski kurulmus ve metot i¢in gerekli olan sampling noktalari
siir-deger probleminin 6zdegerlerinden ve sampling fonksiyonlar1 da smir-deger

probleminin 6z fonksiyonlarindan elde edilmistir.

Teorem 4.6 (Kramer): K(z,t)e I’(I), t€R igin siirekli bir fonksiyon ve
{tn }:;OO reel sayilar dizisi i¢in K (IE, t") € L(I ) ortagonal fonksiyonlarin ailesi olsun.
F(x) er (I) icin

f(t) = j; F (z)K(:z:,t)dx (4.9)
biciminde ifade edilebilirse o zaman f (t) fonksiyonun sampling serisi

)= >0 ()8 (1) (4.10)

bi¢iminde olur. Burada

K (z,t)K (.t )dz

J.

S (t)= J,

n

(4.11)

K (:c, tn)Qd:c

dir, [26].

Ispat: F(x) er (I ) oldugundan

seri agilimina sahiptir. Burada
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c(n) _ L/;F@L(x,:n)dx
& (2. t)‘ dz

fonksiyonlar1 katsayilardir. Benzer sekilde K (a:,t) cr (I ) oldugundan

K(zt)= > d(n)K (1))

n=—oo

burada

e
J

K (:v,tn)
katsayilardir. Bunlarla birlikte (4.9) denkleminin sag tarafina Parseval esitligi

(n)

dx

uygulanirsa istenilen sonug elde edilmis olur.

Gergektende, I = [—7?, 7r], K (m,t) =" ve t =n alindiginda
Pl sin (t — n)
R i
olacaktir ve boylece

#()= [Pls)e as,  Flo)e(-mn)

iken
00 sin (t — n>

f(t)= Zﬂ”)w

seri agilimi ortaya ¢ikacaktir. Bu bize Kramer teoreminin (WSK) sampling teoreminin

bir genellemesi oldugunu soyler.
Bu teoremde su ana kadar K <:v,t> fonksiyonlar1 ve E = {tk }Oi_ dizisinin nasil

bulunacagr konusunda herhangi bir fikir sunulmamistir. Ancak yine Kramer bu
fonksiyonlarin ve dizinin belirli bir kendine-es sinir-deger probleminden elde

edilebilecegini sOylemistir.
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4.2. Sampling Teoremi ve Sinir Deger Problemleri

Teorem 4.7: Asagidaki Sturm-Liouville problemini ele alalim.

y" —q(z)y = -y =ty —co<a<z<b<oo (4.12)
y(a)cosa +y'(a)sina = 0, (4.13)
y(b)cos B+ 1/ (b)sin 8 =0, (4.14)

oyle ki g(z), (a,b) araliginda sirekli ve z — a™, 2 — b~ iken sonlu limite sahip olsun.
o(z,\) ve x(z,N), (4.12) problemininin asagidaki sartlar1 saglayan ¢dziimleri olsun.

#(a,\) =sina, ¢'(a,\) = —cosa (4.15)
x(b,\) =sinB, x'(b,\) = —cos 3. (4.16)
F(z) € I*(a,b) olmak iizere
) = ]F(x)d)(x, A)da (4.17)
ve
o= ]F(g;)x(z, N\)dz (4.18)

olur. O halde, f(\) ve f()\), 1/2 dereceden 7 tipinde (0<n<b—a) tam

fonksiyonlardir ve asagidaki sampling gosterimlerine sahiptir, [12].

x G(\)
\) = 4.19
) ;f( ")()\—)\n) %) (4.19)
Fo)= if*(A,L)L (4.20)

n=0 ()\ - )\n )G/()\n)’

oyle ki {\ }* , (4.12), (4.13) ve (4.14) problemlerinin 6zdegerleridir ve G(\) da ¢ ve

x fonksiyonlarmin ~ Wronskianidir.  (W(¢,%) = ¢(x, \) X (x,\) — ¢'(z, ) x(x,\)).
Genelligi kaybetmeden G()\) asagidaki formda yazilabilir.
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I1

G =1 "
H[l — —] vzdegerlerden biri sifir, yani A =0 ise
=0

n

[1 — —] ozdegerlerden hicbiri sifir degil ise,

n

(4.21)

(4.19) ve (4.20) serileri kompleks diizlemin herhangi bir kompakt alt kiimesi tizerinde
yakinsaktir ve bu sayede bu seriler arasinda her n i¢in f*(\ )=k f(\) seklinde ne

sifir nede sonsuz olan bir & vardir 6yle ki k, = ¢(z, A ) / x(z, A ) seklindedir.

Ispat: Oncelikle [12, sayfa 7-11,19] dan W(¢,x) Wronskian1 z den bagimsizdir.
Gergekten W (¢, x) tim sifirlar reel, basit {\ }* bigimindeki 6zdegerlerdir ve; 1 /2

dereceli bir tam fonksiyondur. n — oo iken A =O(n®) (Daha agik ifadeyle
n — ooiken A\ ~n'n’ /(b—a) dir, [21] 5.19) oldugundan (4.21) deki carpim

yakinsak ve 1,/2 dereceli bir tam fonksiyon tanimlar ve bu fonksiyon G(\) seklinde
gosterilir. Tam fonksiyonlar i¢in Hadamard faktorizasyon teoreminden

olur ve h()\) sifir kokiine sahip olmayan sifirmcr dereceden bir tam fonksiyondur. O
halde

GO _ NGO
G'\) AN

n

olur ve (4.17), (4.19), ((4.18), (4.20)) istenen (f(N\)/R(\)(f (N)/h()\)) fonksiyonu
icin gecerlidir. Buradan genelligi kaybetmeksizin, G(\) = G(\) olarak kabul edilebilir,

@(x, A ), herbir A 6zdegerlerine karsilik gelen bir 6zfonksiyondur. Buradan

¥, () = oz, )

gdsterimini kullanalim. F(z) ve ¢(z,)) her ikiside I*(a,b) uzayinda oldugundan,

Fz) = iﬁ( L), (4.22)
TR <i’f’;> (@), 23)




olur, dyle ki
Fn)= [ F@)y, (z)dz, (4.24)

ve

(¢0,) = f &, ) (2)dz. (4.25)

dir. (4.22) ve (4.23) serileri *(a,b) uzayinda yakinsaktir. (4.17), (4.22), (4.23) ve

Parseval esitliginden

) = fjf(xn><i—¢7;>, (4.26)

bulunur. Ciinkii
) = jF(a:)qﬁ(a:, A,)dz :} F(z)y (z)dz = F(n).  (4.27)
dir. Simdi
]U (#)(LV(2))dw —] V(2)(LU(x))de =W,_, (U V)-W,_ (U, V), (428)
baglntls;nl kullanirsak ki buréda
e

L= E —q(x) (4.29)

U(z) = ¢(z,)) ve V(z) = ¢(z,)\') diir. O zaman

A=) [ dla N éla. ) dr = (b, N /(0. N) ~ /BN G(BN)  (430)

elde edilir.

d(z,\) ve @(z,\'), x = a noktasinda (4.15) teki ayni smir sartlarini sagladigi igin

W_ (¢(z,A),¢(x,\')) = 0 olur. ¢ ve x nin Wronskiani olan W(¢,x), = den bagimsiz

oldugundan z = b noktasinda islem yapilabilir ve
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G()‘) = V[/;:b (¢7 X) = ¢(b7 >‘) Xl(bv )‘) - ¢/(b7 )‘) X(ba )‘)

— cosBHBN) —sin BB D

elde edilir. Eger sin 3 = 0 ise 0 zaman
G(N) (b, ) = G(N) (b, A) = sin B[¢'(0,\") (b, \) — (b, N) ¢(b, )]

olur ve (4.30) ile birlestirildiginde
(A= X)sin 8 [ ¢(z,\) p(z,\) dz = GO)$(b,X) — G o(b, ) (4.32)

elde edilir. \' — A, iken (4.32)’in limiti alindiginda asagidaki

G\, (b)
(6.9, f $(x,\) ¢ (z) dz = s (4.33)
elde edilir. Birkez daha A — )\n iken (4.33)’lin limiti alindiginda
b
de_ &), 0) s

sin 8

olur. (4.33) ve (4.34), (4.26) da yerine kondugunda (4.19) elde edilir. Burada 1 (b) = 0
dir. Eger 1 (b) =0 oldugu varsayilirsa, 0 zaman ¢ (z) bir 6zfonksiyon oldugundan
(4.14)’ii saglar. Buda ¢/ (b)sin3 =0 olmasi demektir. Fakat sin =0 oldugundan
¥/ (b) =0 olmak zorundadir. Buda 1 (z) =0 demektir ki bu ¢ (z) in 6zfonksiyon

olmastyla celisir.

Benzer sekilde eger sin 3 = 0 ise
(V= X)eos 3 [ 9l ) ol N)dw = G &5, 0) = G /0, N) - (4.35)

olur. A’ — A iken limiti alindiinda

~GNY (b
f¢ A, (0)

¢7 " ()\ — A )cos 3

(4.36)

bulunur. Bu da (4.34) gibi yazildiginda
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M) (b
f o, F do = S GO) (4.37)

cos 3

bulunur. (4.36) ve (4.37), (4.26) da yerine yazildiginda (4.19) elde edilir.

O halde, f(\), asagidaki bagintidan 1/2 dereceli n (0 <n <b—a) tipinde tam
fonksiyondur. Cilinki

|f(>\)|§HFH max | ¢(z, ) |«/ b—a

2 a<z<b

dir ve ¢(z,\) da bu dzellige sahiptir, [21].

Benzer analizler x(z,)\)’ya uygulandiginda f'(\) icinde benzer sonuglar
bulunabilir. (4.19) ve (4.20) serileri arasindaki iliski herhangibir A\ = 6zdegeri igin
0=k = oo olmak iizere x(z,A ) =k @(x,) ) esitliginden kolayca goriiliir, [21].

Simdi (4.19) serisinin diizgiin yakinsak oldugunu gosterelim. (4.20) icinde benzer
ispat yapilabilir.

S, (0) = 3 F(m) el
¥, (@)

n=0

olsun. O halde (4.26), (4.33), (4.34) ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden sin 3 = 0 igin

K LN I P NP T
ey ;f( )(A GO = |f(N) HZOF(n) T
(z) =S, (2)}da| < f|¢>m P de||F -5, <cE)|F -S|

elde edilir. Fakat N — oo iken son terim sifira gider, dyle ki

<0

C(K) = max [f|¢:c)\ ? da

sabittir ve sadece K kompakt kiimesine baglidir. sin 3 = 0 oldugunda da ispat aynidir.
Sadece (4.33) ve (4.34) yerine (4.36) ve (4.37) kullanilir.

Yardima Teorem 4.1: G(t) = G(\), é(x,t) = ¢(z, ), X(z,t) = x(x,\) 6yle
Kix=, A =t ¢t =—t,n=012,.. F(z)el(ab) ve
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J(t) = [ F@)g(xt)d,

F0= [ F@)x( tds.

olsun. O halde f(t) ve f*(t) birinci dereceden iistel tipte tam fonksiyonlardir ve
n, (0 <n <b—a) tipindedir. Bu fonksiyonlar asagidaki sampling agilimlarini igerir:

1)  Eger higbir 6zdegeri sifir degilse;

[0 | _ | 1) | Gmet)
4 (t)} _ Z{f ) (tn)} 000 (4.38)

n=0 n

i) Eger 6zdegerlerden bir tanesi A, = 0 ise 0 halde
o | |70 Ge ] Ft) | Goe)
f*(t)}‘{f*m)} z *g{f*@n)} oo

olur.

ispat: Acikca, f(t)=f(\) = f(t*),f (t)=f (\) = f(t*) oldugu goriiliir. Burada
sadece f(t) igin ispat yapacagiz. Ciinkii f * (t) ’nin ispatida aynidr.
i) (4.19) da ) yerine ¢* alinirsa ve asagidaki esitlik

aG(t) =2tG'(\)
dt
dikkate alinirsa
G'(t)=2tG'(\

elde edilir. (4.20) denklemi ¢ = 0, n = 0,1,2,.... igin (4.38) denklemini saglar.

i) Eger A\, = 0 ise (4.19) daki birinci terim
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olur. (4.21) den G’(0) =1 oldugu kolayca goriiliir. (4.39) u bulmak iginde, (4.19) daki
kalan terim birinci durumdaki gibi yapilir.

Yardimer Teorem 4.2 Yardimcei teorem 4.1 deki ayni varsayimla

ﬂwzézﬂmaz%gzj

elde edilir. Eger hi¢bir 6zdeger sifir degilse

= = G S G(t)
t)= f(0 t ) —F—————.
FO=JOZ 2 MG )
n=0
Eger 6zdegerlerden bir tanesi A, = 0 ise o halde
G(t)

f)= f*(o)% + i f*(tn)m

n=0

olur.

Ispat: Bu ispat hemen f(t),G(t), t de gift fonksiyonlar ve G’(¢t) de ¢ de tek

fonksiyon olmasindan ¢ikar. Bu durumda G'(¢t ) = G'(—¢ ) =—G'(¢ ) olur.

Yardimer Teorem 4.3: (z,\) = ¢, ¢(z,\) +¢, x(z,\) ve F(z)€ L’(a,b) olsun. O

halde, eger

1) = [ Pyt Vs,

ise
N\ G
f(A)—;f( ”)(A—An) o)
dir.
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BOLUM 5
SAMPLING TEOREMI VE DIRAC OPERATORLER
5.1. Probleme Giris

4. boliimde kurulan Sampling teorisi ve siir-deger problemleri arasindaki iliskiyi bu
boliimde Dirac operatorlerine genisletecegiz. Miihendislik ve fizik alaninda énemli bir
yere sahip olan Dirac operatorlerin spektral 6zellikleri bir ¢ok matematik¢i tarafindan
incelenmis ve incelenmektedir. Bu operatoriin Sampling teorisi ile ilk bagintisini kuran
A. Zayed’tir, [27]. 4. bolimde oldugu gibi bu bélimde bu iliski Kramer teoremi

(Teorem 4.6) ile kurulacaktir.

Kramer, K(z,t) fonksiyonun ve {t } _ sampling noktalarmin belirli sir deger

problemleri yardimiyla bulundugunu sdylemistir. Yani

n

d
(@) —+p,(2), Tl

L=p,(x) -

~+...+p
dxlb

kendine-es bir diferansiyel operatér oyle ki p (z) , n—Fk defa siirekli tiirevli
k=0,12,...,n, kompleks degerli bir fonksiyon ve her x &l igin po(x) =0
olsun.U 7(y) =0,j =1,...,n lineer bagimsiz homojen kendine-es siir kosullari olsun.

Eger sinir deger problemi

Ly=ty, ze€l

Uj(y) =0, j=1...,n
t parametresi yerine {t } ozdegerleri alndiginda, {¢ (z)} probleminin
ozfonksiyonlarini iireten bir ¢(z,¢) fonksiyonu vardir, yani o(z,t ) = ¢ (z) olur. O

halde sampling noktalar1 {¢ } ve K(x,t) fonksiyonuda o (x,t) olur.
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Son yillarda sampling teoremi ile sinir deger problemleri arasindaki bagint1 bir ¢ok
calismaya konu olmustur. [13]’de sampling teoremi ile regiiler Sturm-Liouville sinir
deger problemleri arasinda iliski kurulmustur. Bu arastirmada Kramer’in sampling
serileri (4.10) ve (4.11) ile Lagrange-tipi interpolasyon formiilii arasinda bir fark
olmadig1 gosterilmistir. Daha sonra bu sonuglar [14] de tekil sinir deger problemlerine
genigletilmigtir.  Sampling teoremleri, diferansiyel denklemlerle [15-16] da
iliskilendirilmis ve [17,18,19]’da daha genel tipte sinir deger problemleri incelenmistir.
[20] de interpolasyon fonksiyonunu olusturmak i¢in Green fonksiyonu kullanilmistir.

Integral denklemiyle ilgili sampling teoremide [21] de verilmistir.

Bu boliimde bir boyutlu Dirac operatorii Kullanarak sampling teoremini insa
edecegiz. Ayrica burada elde edilen sonuglarin Sturm-Liouville kullanilarak elde edilen
sonuglardan farkli olmadigini gosterecegiz. Ancak buradaki farklilik bu ¢alismanin 6zel
bir durumunun Hartley dontisiimii i¢in sampling serisini meydana getirmesidir. Hartley

doniistimii

F(z) = j[cos xt + sin zt]f(t)dt.

bigiminde bir doniisimdiir ve bir elektrik mithendisi tarafindan bulunmustur, [22].
Hartley doniisiimii, Fourier doniigiimiiniin dezavantajlar1 dikkate alinarak ortaya

konmustur ki bu dezavantaj reel degerli bir f(¢) fonksiyonunu

F(z)= j [cos at + isin xt]f(t)dt,

formiiliiyle kompleks degerli bir F(z) fonksiyonuna doniistiirmesidir, [23].

Ikinci boliimde detaylica inceledigimiz asagidaki bir boyutlu Dirac diferansiyel

denklem sistemlerini ele alalim,

ys + p,, @)y, + p,(2)y, = Ay,
—y! + p,, )y, + D, (2)y, = Ay,
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oyleki p (2),i,j =12, [0,7] arahginda reel degerli fonksiyonlar ve A bir

parametredir. Bu denklem sistemi matris formu kullanilarak asagidaki sekilde

gosterilebilir.

d
BY 4 Py =\,
dz

Oyle ki

py(x)  py,(x)

P, (1) P,y (7)

0 1
B= _1 of P(z) =

Bu denkleme asagida verilen doniisiim uygulanarak

H(x)=

cosp(z) —sing(z)
sing(z) cosp(z) |’
¢(z) =(1/2)tan"[2p,(z) / (p,(z) — p,(z))] Ve y= H(x)z olmak iizere yukaridaki

denklem sistemi agagidaki kanonik forma doniisiir.(Bkz. Boliim 3)

B% + Q(z)z = Az, (5.2)
dx

burada bazi uygun p(z) ve r(z) fonksiyonlari igin

dir. O halde simdi sadece Dirac sistemlerinin bir kanonik formu olan (5.1) i
kullanabiliriz. (5.1) denklemi i¢in asagidaki Dirac operatorii ele alalim.

Y, — @)y, =Ny, Y +r(@)y, = =Ny, (5.2)
y,(0)sina +9,(0)cosa = 0 (5.3)
y,(m)sin B + y,(7) cos B = 0, (5.4)

burada p(z) ve r(x), [0, 7] araliginda siireklidir.

37



(5.2)-(5.4) probleminin, reel ve tek katli olan sayilabilir sayida {\ }*  6zdegerleri

n,l <$7 )\n ) ’ yn,“Q (I', An )) (BkZ

Boliim 3) 6zfonksiyonlar1 vardir. Burada 7' ile transpozu gosterdik. Ustelik farkli
Ozdegerlere ait olan vector degerli 6zfonksiyonlar diktir.(Bkz. yard. teorem 3.1) Yani;

ve bu 6zdegerlere karsilik gelen vektor degerli y:(x, A)=(y

f y: (1‘7 )\n)ym(x7 )\m)dx
0

- f [yn,l (1;, )\n)ym.l (l', Am) + y’n,,Q(J;’ )\n>ym,2 (fl?, )\m)]dfl? =0

0

dir. Simdi y(x,\) ve z(x,)\’), (5.2) denkleminin ¢dziimleri olsun; o halde

y—p(@)y, =Ny, y +r(@)y, =Xy, (5.5)

z—p()z, =Nz, 2z +r(@)z, =Nz, (5.6)

1 2

olur. (5.5) denklemlerini, z, ve —z,ile (5.6) denklemlerinide, —y, ve y, ile sirasiyla

carpilip daha sonra birlikte toplanirsa asagidaki denklem elde edilir.

d / /
a{%(xﬂ)‘ )%(xv >‘) - 22(1’,)\ )y1($7 )‘)} (5.7)
= (A= X){y, (2, )z, (2, ) + y,(z,N)z, (2, A) }.

Bger [ (z) = (f(z), f(z)) siirekli tirevli ve (5.3), (5.4) smur sartlarmi saglayan vektor
degerli bir fonksiyon ise 0 zaman bu f(z) fonksiyonu (5.2)-(5.4) probleminin vektor

degerli 6zfonksiyonlar1 cinsinden mutlak yakinsak bir seriye agilabilir.

Yani

foy= 3 ;o) (5.9)

olur. Burada

L= [ f@e,@dz = [[f@), @)+ f@)e,, )

dir. ¢,1T(x):(¢n,1($)7¢m2(33)) de A oOzdegerlerine karsihk gelen vektdr degerli

0zfonksiyonlardir ve
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' [ 6@, = [16:,0)+ ¢, w)Ma

0 0

¢n

olur. Eger f sadece karesi integrallenebilen bir fonksiyon ise o zaman (5.8) serisi f ye

yakinsar.

5.2 Sampling Teoremi ve Dirac Operatorler

Simdi (5.2)-(5.4) sinir deger problemiyle ilgili sampling teoremini ana teorem olarak

verebiliriz.

Teorem 5.1. f(x) fonksiyonu [0, 7] araliginda karesi integrallenebilen vektdr degerli

bir fonksiyon olsun.

™

FO) = [ 1 (@) Ndo (59)

0

oyleki ¢(z, ), (5.2) denkleminin bir ¢éziimii ve ¢,(0,A) = cosa ve ¢,(0,\) = —sina

olsun. O halde, F()\) derecesi en fazla 7 olan iistel bir tam fonksiyondur ve {\ }*

noktalarindaki degerleri kullanilarak asagidaki sekilde yazilabilir.

N O
F= 2 FO e

n=—oo

(5.10)

Bu seri C nin kompakt bir alt kiimesinde diizgiin yakinsaktir ve G()), sifirlari tam

olarak (5.2)-(5.4) probleminin 6zdegerleri olan bir tam fonksiyondur ve bu fonksiyon
asagidaki formda yazilabilir, [27].

A

A

-n

-2

n=1

(5.11)

Ispat: Oncelikle (5.11) de verilen sonsuz ¢arpim bir tam fonksiyon tanimlar. Ciinkii
| n |- oo iken (5.2)-(5.4) probleminin dzdegerleri A =a, +n+a, /n+O0(1/n’)
asimtotik formiiliinii saglar. Bu da asagidaki bagintidan F(\) fonksiyonunun en fazla

7 tipinde tstel bir tam fonksiyon oldugunu gosterir.

NE [15@1 @A) [ do+ [1 5@ 6N | do
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Ayrica ¢, (z,A) ve ¢,(z,A), en fazla 7 tipinde iistel bir tam fonksiyon olmasindan ki bu

Bolim. 3 yrd. teorem 3.3 den goriilebilir, her \ igin ¢(z,\), L’(0,7) uzaymnda

oldugundan,
o= 32§ %D, (5.12)
= g
elde edilir. Burada
6, = [¢"(@Ne,(2)d
0 (5.13)

¢ (2, 0) = (4(®,A),4,(®:N), ¢, (2) =(8,,(2),8,,(z))

dir. f, I’(0,7) uzaymda oldugundan (5.8) formunda agilima sahiptir. Parseval
bagintisindan ve (5.9) dan

~

¢,
¢,

S~

FN)= Y]

=—00

L 2

bulunur. Ayrica

FO) = [ £ @l )dz = [ (@), (2)de = ],
dir. Boylece
Fo) =S ?,
A= > F(\)— (5.14)

elde edilir. (5.7) deki bagintidan

A=) [y (@ N)e(@, Ve = W(zp) |, -W(zy)|,,  (515)
0
bulunur. Burada
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dir. (z,N\); Y(mA)=cosf ve i(mA)=—sinf3 olmak iizere, (5.2) diferansiyel
denkleminin ¢dziimii olsun. O halde G(\) y1 asagidaki sekilde tanimlayalim.
G(A) = W(g(m,A),9(m, A))

- ¢1 (7T7 )‘) wg (7T7 )‘) - ¢2 (7T7 )‘) wl(ﬂ-a )‘) (516)
= _Sinﬁ¢1(ﬂ-7 )‘) —cos 3 ¢2(7T, )‘)

Benzer sekilde

G(X) = —sin 8¢, (m,A') — cos B ¢,(m,\) (5.17)

bulunur. (5.16)’y1 ¢, (m,X\') ile ve (5.17)yi ¢ (mA) ile carpip, ¢ikan sonuglar

birbirinden ¢ikarilirsa asagidaki sonug elde edilir.

G\, (mA) = G(\) (. A)

= cos Bl (r. N) 6, (mN) — d(m N (m N D)

Eger y(z,\)=¢(x,\) ve z(z,\N)=d¢(x,\'), (5.15)’de yerine konur Ve
W(#(0,M),4(0,\)) =0 oldugu gdzéniine alimirsa (giinkii ¢(0,)\) ve ¢(0,\") niin her

ikiside 0 da (5.3) iin sinir sartlarini saglar) asagidaki denklem elde edilir.

=) [ 6 (@) X = 6, (7N (. ) — (7 N (. ) (519)

cos 3 = 0 olmasi kosuluyla, (5.18) esitligi kullanilarak (5.19) esitligi asagidaki forma

doniistiiriliir.
¥ GO A)—G(A N\
()\ o )\/)fng(:E,)\)d)(:E,)\/)dlL’ — ( )¢1(7T7 ) ( )¢1<7T7 )
g cos 3
Yukaridaki ifadenin \' — )\n iken limiti alinirsa
p —G(\
(A [ 67 (N6, (e = 2l
o ’ cos 3

elde edilir. Ciinkii (5.16) ve (5.4) den G(A ) = 0 dir. Benzer sekilde
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(A — )\n)] o" (z, Ao (v)dz = M (5.21)

4 sin(

sin 3 = Oolmak kosuluyla bulunur. A’ya gore tiirevi almip ve A — A iken limit
alinirsa

i —G'(\ ) =G\ T
' [ e = 0D ORI g 5,

| cos 3 sin 3

qsn

elde edilir. (5.13), (5.20), (5.22) den 3 = = /2 olmak iizere

o G (5.23)
o A=AG0) |

bulunur. Eger 8 = 7 /2 ise ayn1 sonucu bulmak i¢in (5.13), (5.21) ve (5.22) kullanilir.
Simdi (5.23) denklemi (5.14) de yerlestirildiginde (5.10) elde edilir.

(5.10) serisinin kompleks diizlemdeki bir K kompakt kiimesinde diizgiin yakinsak
oldugunu gostermek icin

S, @)= Fr) 2

n=—N

n

olsun. =7 /2 igin Cauchy-Schwarz esitsizligi ve (5.14), (5.20), (yada B =m /2
icin (5.21)) ve (5.22) denklemleri kullanilarak

= |[ /@) = S, @) $(x, \)da

0

<| [47 w00 A)dw] |7 =5,

e -s,|
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bulunur. Burada N — oo iken son terim sifira gider ki burada C(K) i¢in

< 0
AeK

C(K) = max [] ¢" (2, \)p(z, \)dx

yazilabilir. Ispati tamamlamak igin (5.16) daki G()\) fonksiyonunun ashinda (5.11) deki
sonsuz ¢arpim oldugunu gostermeliyiz. Elbette (5.16) da tanimlanan fonksiyon sadece
sifirlar1 Dirac probleminin 6zdegerleri olan bir tam fonksiyondur. Eger (5.11) deki
sonsuz ¢arpim gegici olarak G(\) seklinde gosterilirse o halde G(\) = g(A\)G(\) olur.
Burada ¢()\)sifira sahip olmayan bir tam fonksiyondur. Boylelikle

GO _ _gNGN
G'(\) g\ )GE'N)

n

bulunur ve F(X) / g(\) fonksiyonu igin teoremin sonucu gegerli olur.
5.3 Uygulama

p(x) =0 =r(z) i¢in (5.2)-(5.4) sinir deger problemini ele alirsak:

Uy =Ny, Y =M, (5.24)
y,(0)sina +4,(0)cosax = 0 (5.25)
y,(m)sin B 4 y,(m) cos 3 =0 (5.26)

(5.24) ve (5.25) probleminin bir ¢dziimiiniin ¢ (z,\) = (cos(A\z — a),sin(Az — «))
oldugu  kolayca  gorilir. Bu ¢ozimi  (5.26) da  yerine  koyarak
cos(Am — av)sin 8 + sin(Ar — ) cos B = sin(Ar + 3 —«) =0 bulunur. Bu nedenle
A =n—v/n Ozdegerlerdir dyleki v =03 —c« dir. O halde (5.11) denkleminde

tanimlanan G(\), 6 =~ / m ve v = 0 olmak {izere asagidaki sekilde verilir.

_ sinm(A +6)
sin 7o

2
n=—00 n=0 n — 6

G\ = ﬁ [1—ni5]:[1+%]ﬁ 1— 2>\2

Eger v =0 ise 0 halde G(\) = /\H(l — X /n*)=sin7\ /7 olur.

n=1

Buradan Teorem 5.1 asagidaki forma déniisiir. Eger baz1 f,, f, € L[0, 7] igin
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™

F(\) = f{fl(x) cos(Ar — ) + f(z)sin(A\z — a) }dz

0

ise o halde tiim 4 lar i¢in

FN =3 F(n—2) Sijlrg;(i - T;)‘S)

n=—oo

olur.

Ozel olarak eger f(z)=f(z)= f(z) almrsa o zaman f(z) bandlimit

fonksiyonunun F(\) Hartley doniisiimiiniin asagidaki genellemesi elde edilir.

F(\) = f{cos()\x —a) +sin(Az — a) } f(z)dx

Bu da bazi keyfi ¢ sabitleri i¢cin ve 6 =c—«a /7 olmak lizere asagidaki sekilde

yeniden yazilabilir.

sinm(A —n + 98)

FO)= 3 (=) A —n+0)

n=—0o0

a = 0 oldugu zaman asagidaki Hartley doniigiimii bulunur.

F(\) = ]{cos Az + sin Az} f(x)dr,
ve

FO= 3 Fln—c) Sijg;“_ ~ TC)C)

n=—o0

seklinde elde edilir.
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BOLUM 6
SONUC

Bu c¢alismada sampling teoreminin Dirac operatorlerle baglantist kurulmustur.
Sampling serisinin olusturulmasinda ihtiya¢ duyulan sampling noktalar1 ve sampling
fonksiyonlar1 diizenli Dirac operatdrlerin 6zdegerlerinden ve 6zfonksiyonlarindan elde

edilmistir.

WSK metodu, belirli sartlar altinda verilmis bir integral fonksiyonu ile birlikte
sampling degerlerinin verilmesi durumunda sampling serisinin nasil olacag ile ilgili
bize bilgi vermektedir. Bizde diizenli bir Dirac operatoriin ayrik bir spektruma sahip
olmasindan ve 6zdeger ve O6zfonksiyonlarinin asimtotik davraniglarindan yararlanarak
WSK metodu ile verilen bir Dirac operator arasinda bir koprii kurduk. Bunuda verilen
bir Dirac operatoriin 6zdegerlerini sampling degerleri ve 6zfonksiyonlarinida sampling
fonksiyonlar1 segerek yaptik. Boylece WSK metodunda ki ¢ekirdek fonksiyonlarini

alisilmis tistel fonksiyonlar almak yerine farkl bir yaklagimda bulunduk.
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