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ÖZ 
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Tez Yöneticisi: Yrd. Doç. Dr. Abdullah KABLAN 

Haziran 2012 

47 sayfa 

     Bu tezde sampling teoremi ve Dirac operatörler arasındaki bağıntı incelenmiĢtir. Ġlk 

olarak Dirac operatörlerin temeli olan sınır değer problemleri üzerinde durduk ve daha 

sonra, özdeğer ve özfonksiyonların asimtotik davranıĢlarını inceledik. Ġkinci olarak da 

aynı çalıĢmayı Dirac operatörleri için yaptık. 

     Ayrıca sampling teoremini ve onun genellemesi olan Kramer teoremini ispatı ile 

verdik. Tüm bu ön hazırlıklardan sonra Dirac operatörüyle ile ilgili sampling teoremi ve 

detaylı ispatı gösterildi. Son bölümde de bu teoremin bir uygulaması yapıldı ve 

değiĢkenlerin bazı özel seçimleriyle Hartley dönüĢümünün elde edildiği görüldü. 

 

 

 

  

 

Anahtar Kelimeler: Strum-Liouville denklemleri, Dirac operatörleri, Sampling 

teoremi, Kramer teoremi. 
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ABSTRACT 

SAMPLING THEOREM AND DIRAC OPERATORS 

 

 

DOĞAN, Mutlay 

M.Sc. in Mathematics 

Supervisor:  Asist. Prof. Dr. Abdullah Kablan 

June 2012 

47 pages 

 

     In this thessis a relation between sampling theorem and Dirac operators is studied. 

As a first we studied on boundary value problems which is the base of Dirac operators 

and then asympthotic behaviours of eigenvalues and eigenfunctions are given. As as 

second same researches were studied for Dirac operators. 

     In addition we gave sampling theorem and its generalization called by Kramer 

theorem with proofs. After all these preliminaries sampling theorem associated with 

Dirac operators and its proof in details are indicated. One application of this theorem 

was shown in the last section and then we have indicated that for some particular 

choices of variables we obtain Hartley transform. 

 

 

 

Key Words: Strum-Liouville equations, Dirac operators, Sampling theorem, Kramer 

theorem. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

     Bu tezde ayrıntılarıyla anlatılacak olan sampling teoremi Shanon [1] tarafından bilgi 

teorisinde ilk defa ortaya atılmıĢtır. Sampling teoreminin haberleĢme mühendislerinin 

ilgisini çekmesi ise ilk defa Nyquist [2] ile olmuĢtur. Bu teoremin asıl kaynağı E.T ve 

J.M. Whittaker [3]-[4] ve Ferror [6] dur. Ġngiliz litaratüründe Shannon-Whittaker 

teoremi olarak bilinen Sampling teoremi buna karĢılık Rus litaratüründe Kotel’nikov [7] 

teoremi olarak bilinir. Bundan dolayı günümüz çalıĢmalarının çoğunda Whittaker, 

Kotel’nikov ve Shannon’a itafen WSK veya WKS sampling teoremi olarak geçer. Bu 

teoremin iki genelleĢtirmesi Kramer [26] ve Weiss [8] tarafından, alıĢılmıĢ Fourier 

dönüĢümü yerine daha genel integral dönüĢümleri alınarak yapılmıĢtır. 

     Genel olarak, sampling teoremi fonksiyonların bazı örneklem verilerini ki bunlar 

genelde fonksiyonun veya onların türevlerinin belirli noktalardaki değerleridir, 

kullanarak yeniden yazılmasıdır. Dolayısıyla sampling teorisi, interpolasyon ve 

yaklaĢım teorisinin bir ürünü olarak görülmekle birlikte tam fonksiyonlarlada alakalıdır.  

     Sampling teoreminin kısa tarihine bakıldığında sampling teorisi daha çok yaklaĢım 

teorisi, tam fonksiyonlar teorisi ve Fourier serilerinin teorisi gibi temel matematik 

alanlarının gölgesi altında kalmıĢtır. Belkide bu yüzden sampling teorisi 

matematikçilerden çok fizikçilerin ve mühendislerin çalıĢma konusu olmuĢtur. 

     Sampling teori 1950’lerde ortaya çıksada asıl matemtiksel kökleri Poissen, Borel, 

Hadamard ve E.T. Whittaker gibi matematikçilere hatta Cauchy’nin ‘Five short stories 

about the cardinal series’ baĢlıklı makalesine kadar uzandığı bilinmektedir. 

     Sampling teorisinin temel bir sonucu olan sampling teoreminin ifadesi Ģöyledir: Eğer 

bir zaman fonksiyonu W’yu aĢmayacak frekansa sahip değil ise o zaman bu fonksiyon 

/ , 0, 1, 2,...
n
t n w n     noktalarındaki değerleriyle aĢağıdaki biçimde tekrar 

yazılabilir. 
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     Bu teoremin mühendisliği ilgilendiren tarafı sürekli bir sinyalin (fonksiyonun) eĢ 

aralıklı alınmıĢ bilgileriyle tekrar yapılandırılabilmesidir. Buradaki frekans sınırının 

bilgisi yeniden yapılandırmanın tam olması için gerekli olan sampling noktalarının 

minimum oranını belirlemektedir. Bu minimum oran Nyquist oranı olarak bilinir, [9]. 

     Bir fonksiyona sampling teoreminin uygulanabilmesi için öncelikle fonksiyonun bir 

aralık içerisinde band-limit fonksiyon olması, yani ,    
 aralığında, ( )f t  

fonksiyonunun 2( , )F L     olmak üzere 

 
1

( ) ( )
2

itwf t F w e dw


 
   

biçiminde yazılabilmesi gerekir. Dolayısıyla band-limit fonksiyonlar Fourier integral 

biçiminde yazılabilen fonksiyonlardır diyebiliriz. Buradan WSK sampling teoremi, bir 

sonlu aralık üzerinde Fourier dönüĢümlerinin yeniden yapılandırılması için oluĢturulan 

sampling seri açılımlarını sağlar. Bununla birlikte Fourier dıĢındaki bazı integral 

dönüĢümlerinin yeniden yapılandırılması da mümkündür. Örneğin bunlardan bir tanesi 

optik problemlerde kullanılan Hankel dönüĢümüdür. 

    Bu konudaki değiĢik düĢüncelerden biride J.M. Whittaker’ın [10] sampling 

serisindeki çekirdek fonksiyonları, üstel fonksiyonlar yerine Bassel fonksiyonlarını 

almasıdır. Bu doğrultudaki bir baĢka düĢünce de H. Kramer’in [26] çekirdek 

fonksiyonlarını ikinci mertebeden düzenli Sturm-Liouville sınır değer problemlerinin 

çözümlerinden almasıdır. Bu fikir ilk olarak P. Wiess [8] tarafından ortaya atılmıĢtır 

fakat teoremin ispatını vermemiĢtir. Ancak bundan iki yıl sonra Kramer ispatı ile 

birlikte sampling teoreminin Sturm-Liouville problemleri ile bağlantısını kurmuĢtur. Bu 

bağıntı daha sonraları birçok matematikçi tarafından çeĢitli Sturm-Liouville problemleri 

kullanılarak yapılmıĢtır. Bu konudaki geliĢim süreci ve referanslar beĢinci  bölümde 

verildiğinden burada bahsedilmeyecektir. 

     Bu tezde sampling teoreminin Dirac operatörlerle bağlantısı kurulmuĢtur. Ġkinci 

bölümde Sturm-Liouville problemleri tanıtılarak bu denklemlerin özdeğerlerinin ve 
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özfonksiyonlarının asimptotik açılımları verilmiĢtir. Üçüncü bölümde ise önceki 

bölümde elde edilen sonuçlar Dirac operatörlere taĢınmıĢtır. Sampling teoremi ise 

dördüncü bölümde verilmiĢ ve ispatı detaylı bir Ģekilde yapılmıĢtır. Son bölümde ise 

sampling teoreminin Dirac operatörlerle bağlantısı kurularak ana teorem verilmiĢ ve 

ispatı yapılmıĢtır. Ayrıca buna iliĢkin birde uygulama yapılmıĢtır. 
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BÖLÜM 2 

STURM-LIOUVILLE PROBLEMİ 

     2.1. Operatörlerin Temel Özellikleri 

     L  belirli bir kümede tanımlanmıĢ bir lineer operatör olsun. Eğer Ly y  ise 

sıfırdan farklı y  elemanına, L  nin özfonksiyonu ve   ya da L  nin bu öz elemanına 

karĢılık gelen özdeğeri denir.  

     Bir çok uygulamada karĢılaĢılan en basit türden operatörlerden biri de  

 
2

2
( )

d
L q x

dx
   

dir. Burada ( )q x  fonksiyonu, [ , ]a b  aralığında reel değerli ve sürekli bir fonksiyondur. 

L  operatörü için ( )y x  fonksiyonu ,a b  sınır noktalarında türevlenebilirdir.  

     Bu operatör için en önemli sınır değer koĢulları aĢağıda verilmiĢtir: 

1. ( )cos ( )sin 0, ( )cos ( )sin 0y a y a y b y b        , öyle ki α ve β keyfi 

seçilmiĢ herhangi iki reel sayıdır. 

2. ( ) ( ), ( ) ( )y a y b y a y b   . 

     Bu bölümün asıl amacı Sturm-Liouville problemi olarak bilinen aĢağıdaki sınır değer 

problemlerini incelemektir. 

 ( ) ( )Ly x y q x y y        (2.1) 

 
( )cos ( )sin 0

( )cos ( )sin 0

y a y a

y b y b

 

 

 
 

 (2.2) 
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Eğer [ , ]a b  sonlu ve ( )q x  toplanabilir (integrallenebilir) bir fonksiyon ise bu Sturm-

Liouville problemine düzenlidir denir. Aksi halde, eğer [ , ]a b sonsuz veya ( )q x  

integrallenemeyen bir fonksiyon ise bu  Sturm-Liouville problemine tekildir denir. 

     Daha genel aĢağıdaki formda ikinci derece denklemler  

 ( ) { ( ) ( )} 0,y p x y l x r x y          (2.3) 

(2.1) denklemine indirgenebilir. Öyle ki ( )r x  fonksiyonu [ , ]a b  aralığında pozitif bir 

fonksiyondur. Eğer ( )p x in birinci türevi ve ( )r x  in ikinci türevinin sürekli olduğunu 

kabul eder ve (2.3) denkleminde  

          4
1

( ) , ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) exp( ( ) )
2

x x

a a

r t dt x y x x r x p t dt            (2.4)                       

değiĢken değiĢtirmeleri yapılırsa, (2.3) denklemi aĢağıdaki kanonik forma 

dönüĢtürülmüĢ olur. 

 
2

2
{ ( )} 0.

d
q

d


  


  

 

(2.4) teki dönüĢümlere Liouville dönüşümleri denir.  

     (2.1), (2.2) sınır değer problemini ele alalım. Bu denklemlerde [ , ]a b  aralığı [0, ]  

olarak alındığında (bu 
x a

t
b a







 dönüĢümü ile yapılabilir), sınır değer probleminde 

herhangi bir değiĢiklik olmaz. Eğer belirli bir 
1
 değeri için sınır değer probleminin 

sıfırdan farklı 
1

( , ) 0y x    çözümü varsa o zaman 
1
 değerine (2.1), (2.2) sınır değer 

probleminin özdeğeri, 
1

( , )y x  fonksiyonuna da (2.1), (2.2) nin bir özfonksiyonu denir. 

     Yardımcı Teorem 2.1: [10] Ġki farklı 
1 2
( )  özdeğere karĢılık gelen 

1
( , )y x   ve 

2
( , )y x   özfonksiyonları ortagonaldir (diktir), yani  

 
1 2 1 2

0

( , ) ( , ) 0, ( ).y x y x dx


      
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     İspat: ( )f x  ve ( )g x  sürekli ve iki defa türevlenebilen iki fonksiyon olsun. ( )f x  

fonksiyonunu (2.1) denkleminde y  yerine yazarsak 

 ( ) ( ) ( )Lf f x q x f x   

olur. Yukarıdaki denkleme iki defa kısmi integral uygulandığında 

 
0

0 0

( ) { , } { , } ( ) ( )Lf g x dx W f g W f g f x Lg x dx
 


      (2.5) 

eĢitliği elde edilir. Öyleki burada 

 
( ) ( )

{ , }
( ) ( )x

f x g x
W f g

f x g x


 
 

dir. 
1

( ) ( , )f x y x   ve 
2

( ) ( , )g x y x   olsun. (1.2) deki sınır değer koĢullarından 

 
0
{ , } { , } 0W f g W f g


   

olur. O halde (2.5) ten 

 
1 2 1 2

0

( ) ( , ) ( , ) 0y x y x dx


      

elde edilir. 
1 2
   olduğundan 

 
1 2

0

( , ) ( , ) 0y x y x dx


    

olmak zorundadır. Dolayısıyla yardımcı teorem ispatlanmıĢ olur. 

     Yardımcı Teorem 2.2: (2.1), (2.2) nin oluĢturduğu sınır değer probleminin 

özdeğerleri reeldir, [10]. 

     İspat: 
1
u iv    bir kompleks özdeğer olsun. ( )q x  reel değerli,   ve   da reel 

olduğundan, 
2 1

u iv     de 
1

( , )y x  özfonksiyonuna karĢılık gelen bir 

özdeğerdir. O halde bir önceki yardımcı teoremden 
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2

1

0

( , ) 0y x dx


   

dır. Buradan 
1

( , ) 0y x    dır. Bu ise özfonksiyonların sıfır olmayacağıyla çeliĢir. 

     Teorem 2.1: Eğer ( )q x , [ , ]a b  aralığında sürekli bir fonksiyon ise o zaman her bir   

için, (2.1) denkleminin bir tek ( , )x  ,( )a x b   çözümü vardır, öyleki 

( , ) sina    ve ( , ) cosa     dır. Her [ , ]x a b  için, ( , )x  ,   ya bağlı bir 

tam fonksiyondur, [12]. 

     2.2. Özdeğer ve Özfonksiyonların Asimtotik Davranışları 

     cot h  ve cot H   olsun. O halde (2.2) sınır koĢulları 

 (0) (0) 0, ( ) ( ) 0y hy y Hy       (2.6) 

Ģeklinde yazılabilir. (2.1) denkleminin aĢağıdaki baĢlangıç koĢullarını sağlayan 

çözümlerini sırasıyla ( , )x   ve ( , )x   ile gösterelim 

 '(0, ) 1, (0, )
x

h      (2.7) 

 (0, ) 0, (0, ) 1
x

      (2.8) 

     Yardımcı Teorem 2.3: [10] 
2s   olsun. O halde 

 

0

1
( , ) cos sin sin{ ( )} ( ) ( , ) ,

x
h

x sx sx s x q d
s s

            (2.9) 

 

0

sin 1
( , ) sin{ ( )} ( ) ( , )

xsx
x s x q d

s s
           (2.10) 

     İspat: (2.9) u ispatlamak için ( , )x   çözümünün (2.1) denklemini sağladığını 

dikkate 

alalım.
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0

2

0 0

sin{ ( )} ( ) ( , )

sin{ ( )} ( , ) sin{ ( )} ( , )

x

x x

s x q d

s x d s s x d


     

         

 

  



 
S

ağ tarafta, birinci kısmın iki defa integrali alınıp (2.7) uygulandığında aĢağıdaki eĢitlik 

elde edelir. 

 

0

sin{ ( )} ( ) ( , ) sin ( , ) cos
x

s x q d h sx s x s sx           . 

Burada (2.9) bulunmuĢ olur. (2.10) denklemide aynı Ģekilde çıkarılabilir.     Yardımcı 

Teorem 2.4: s it   olsun. O halde 
0

| |s s  Ģartını sağlayan bir
0
0s   sayısı 

vardır, öyle ki   

 | | 1 | |( , ) ( ), ( , ) (| | )t x t xx O e x O s e       (2.11) 

değerlendirmeleri geçerlidir. Daha açık olarak 0 x     için 

 

| |

| |

2

( , ) cos ( ),
| |

sin
( , ) ( )

| |

t x

t x

e
x sx O

s
sx e

x O
s s

 

 

 

 

 (2.12) 

Ģeklinde yazılabilir, [10]. 

     İspat: (2.9) da | |( , ) ( )t xx e f x    yazılırsa; 

 
| | | |( )

0

1
( ) {cos sin } sin{ ( )} ( ) ( )

x
t x t xh

f x sx sx e s x e q f d
s s

          

olur. 
0
max | ( ) |
x
f x




 
  olsun. Bu durumda son eĢitlikten; 

 

0

| |
1 | ( ) |
| | | |

x
h

q d
s s


      ; 

elde edilir. Buradan, 
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1

0

| | 1
1 1 | ( ) |
| | | |

h
q d

s s



  

             
  

eĢitsizliğine ulaĢılır. Bu eĢitsizlik paydanın pozitif olmasıyla gerçekleĢir ki bu da,  

 

0

| | | ( ) |s q d


    

olmasıyla sağlanır. 

     Böylelikle (2.11), ( , )x   için ispatlanmıĢ olur. Benzer Ģekilde (2.10) kullanılarak 

( , )x   için de ispatlanabilir. (2.9), (2.10) un sağ tarafındaki integrale (2.11) yazılarak 

(2.12) elde edilir. 

     Açıkça görülüyor ki ( , )x   ve ( , )x  nın s nin fonksiyonları olarak genel asimtotik 

açılımları bu iĢlemler tekrarlanarak bulunabilir. 

     ġimdi özdeğerler ve özfonksiyonlar için asimtotik formüller çıkararak, sonsuz tane 

özdeğerin varlığını göstereceğiz. 

     Ġlk olarak, tekrar h   ve H   olduğunu kabul edelim. ( , )x   fonksiyonu, 

(2.6) denklemindeki birinci sınır Ģartlarını tüm   lar için sağlar. O halde ( , )x   yı 

(2.6) denkleminin ikinci Ģartında yerine koyarak özdeğerleri bulabiliriz. 

     Yardımcı teorem 2.3 den, özdeğerler reeldir. Demek ki Im 0s t  dır. Bu nedenle 

(2.12) deki birinci denklem; 

 1( , ) cos ( )x sx O s     (2.13) 

olur. (2.9) denkleminin x  e göre türevini alıp (2.13) te kullandığımızda, kolayca; 

 ( , ) sin (1)x s sx O     (2.14) 

elde edilir. 

     ġimdi de, (2.12) ve (2.14) te bulunan ( , )x   ve ( , )x   değerlerini (2.6)’nın ikinci 

Ģartında uygularsak; 
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 sin (1) 0s s O    (2.15) 

denklemini elde ederiz, öyleki s ’nin büyük değerleri için çözümlerin tamsayı olduğu 

açıktır. Böylece sonsuz sayıda özdeğerlerin varlığı ispatlanmıĢ olur. 

     ġimdi de, yeterince büyük alınan bir N  tamsayısı için (2.15) denkleminin sadece bir 

kökünün, herbir n N  tamsayısına yakın olduğunu gösterelim. Bunun için, (2.15) 

denkleminin sol tarafının s  ye göre türevi alınırsa ki bu (2.9) formülüyle yapılabilir. 

(Teorem 2.1’ den (2.15) in sol tarafındaki (1)O ,  nın bir analitik fonksiyonudur) 

     Dolayısıyla cos (1)s s O    elde edilir. Eğer s , büyük tamsayılara yeterince 

yakınsa, bu ifadenin sıfır olmadığı kolayca görülür. 

     
n
s , (2.15) denkleminin .n  kökü olsun. 

n
s nin Sturm teoremi ve asimtotik 

fomüllerden , sadece n  ye yakınsadığı görülür. 

     Diğer bir ispatı Sturm teorisini kullanmadan aĢağıdaki gibi elde ederiz. Zaten daha 

önce   özdeğerlerinin, 

 ( , ) ( , ) ( ) 0
x

H           

denklemini sağladığını görmüĢtük. Eğer 
2s   alırsak. O halde 

1
( ) ( )s    eĢitliği 

(2.9) denklemine göre s  nin bir tam fonksiyonudur. O aynı zamanda (2.13) ve (2.14) 

asimtotik formüllerinden de bulunur. ( sin 0s  ) 

 
1

1
( ) sin {1 (| | }s H s O s     (2.16) 

     s -uzayında yarıçapı 
1

2
R N   olan bir 

R
D çemberi alalım, öyleki N  bir doğal 

sayı olsun. Rouche teoremi ve asimtotik formül (2.16) dan sins s  fonksiyonundaki 

gibi, 
R
D  çemberinin içinde bir çok 

1
( )s  nin sıfırı vardır. Yani  2( 1)N   

tanedir.
1
( )s  fonksiyonu çift fonksiyondur, o halde sadece pozitif köklere dikkat 

edilmesi gerekir. Herbir pozitif sıfır bir özdeğere karĢılık gelir ve ( 1)N   tane özdeğer 

( )
k
s , 

1

2
N   den daha azdır. Buradan da aĢağıdaki eĢitlik elde edilir. 
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 (1)
n
s n O   (2.17) 

     Gerçekten (1),
n n n
s m O m n    olsun. O halde, bir tarafta 

n
s  den daha küçük 

1n   tane ( 0,1,2,..... )
k
s k n  özdeğeri vardır. Diğer tarafta, 

1

2n
m   yarıçaplı diskte 

2( 1)
n
m   tane 

1
( )s

 
nin sıfırları olmalıdır, yani  , n

S
 

den daha küçük 

1 1
n
M n    

k
S  özdeğeri olmalıdır ki böylelikle (2.17) nin geçerliliği ispatlanmıĢ 

olur. 
n n
s n    alırsak. (2.15) denklemi; 

 ( )sin (1) 0
n n

n O      

formuna dönüĢür. O nedenle 1sin ( )
n

O n    olur. Yani 1( )
n
O n   dir. Böylece, 

yeterince büyük n değeri için (2.15) denkleminin kökleri;  

 
1( )

n
s n O n   (2.18) 

olur. Eğer (2.1) denklemindeki ( )q x  in türevi sınırlı ise (2.18) asimtotik formülü daha 

da keskinleĢtirilebilir. Gerçekten (2.9) denkleminin x  e göre türevi alınıp, ( , )x   ve 

( , )x 
 (2.6) denkleminin ikinci sınır Ģartında uygulanırsa, basit bir dönüĢümden sonra 

aĢağıdaki 

 ( )sin cos 0s B s A s      (2.19) 

bulunur, öyleki 

 0

0

{cos sin } ( ) ( ) ,

{sin } ( ) ( , ) .

H
A h H s s q d

s

hH H
B s q d

s s





     

     

   

  




 

(2.13) ten 

 0 0

0

1 1 1
( ) ( )cos2 ( ),

2 2

1 1
( )sin2 ( ).

2

A h H q d q s d O
s

B q s d O
s

 



    

  

    

 

 


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elde edilir. ( )q x  in sınırlı türeve sahip olduğu varsayıldığından, kısmi integralden, 

 

0 0

1 1
( )cos2 ( ), ( )sin2 ( ),q s d O q s d O

s s

 

       

 ve 

 
1 1

0

1 1 1
( ), ( ) , ( ).

2
A h H h O h q d B O

s s



        

bulunur. Dolayısıyla (2.19) denklemi 

 
1

tan ( (1/ ))/( (1/ )).s h H h O s s O s       

Ģeklinde yazılabilir. Tekrar 
n n
s n   alındığında; 

 1
2

1
tan ( )

n

h H h
O

n n


 
   

olur. Bundan dolayı 

 1
2

1
( )

n

h H h
O

n n




 
   

ve 

 
2

1
( ),

n

c
s n O

n n
    (2.20) 

öyleki  

 

0

1 1
( ( ) )

2
c h H q d



 


     

dir. 2( ) ([0, ])q x C   olduğu farz edilirse, 
1
c  sabit olmak üzere daha keskin bir 

asimtotik formül olan 

  

 1
3 4

1
( )

n

cc
s n O

n n n
     (2.21) 

bulunur.
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BÖLÜM 3 

BİR BOYUTLU DIRAC OPERATÖRLERİN SPEKTRAL TEORİSİ 

     3.1. Operatörlerin Tanım ve Temel Özellikleri 

 
11 12

12 21
21 22

0 1 ( ) ( )
, ( ) , ( ) ( ), ( ), , 1,2

1 0 ( ) ( ) ik

p x p x
B P x p x p x p x i k

p x p x

                   
  

olmak üzere   

                              

1

2

( )
( ) , ( ) .

( )

y xdy
B P x y y y x

y xdx


                                                 

(3.1) 

matris denklemini ele alalım. Burada ( ), , 1,2
ik
p x i k   fonksiyonları [0, ]  aralığında 

reel değerli sürekli fonksiyonlar ve   bir parametredir. (3.1) denklemi aĢağıda verilen 

birinci dereceden adi diferansiyel denklem sistemine denktir. 

 
2 11 1 12 2 1

1 21 1 22 2 2

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

y p x y p x y y

y p x y p x y y





   
   

 (3.2) 

öyleki 
12 21 11 22
( ) ( ) 0, ( ) ( ) , ( ) ( )p x p x p x V x m p x V x m       dir. Burada ( )V x  

potansiyel fonksiyon ve m  de bir parçacığın kütlesidir. (3.2) ye relativistik kuantum 

teorisinde bir boyutlu hareketsiz Dirac sistemi denir. 

     (3.1) sistemine aĢağıdaki matris dönüĢümünü uygulayalım. 

 
cos ( ) sin ( )

( )
sin ( ) cos ( )

x x
H x

x x

 

 

       
 

B  ve H matrislerinin değiĢme özelliği vardır. Yani BH HB  dir. ( )y H x z  alınıp, 

y  (3.1) denkleminde yerine konulup 1H ile çarpıldığında 

 
1 1 1( )
d

H B Hz H PHz H Hz
dx

   
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elde edilir. Ya da 

 1 1dz d
B H B H H PH z z
dx dx

 
       

 (3.3) 

olur. 1 1( ) ( / )Q x H B d dx H H PH    matrisini hesaplamak için 

 1
( ) 0

,
0 ( )

xd
H B H

xdx






       
 

dir ve 

 

2 2

11 12 22 12 22 111

2 2

12 22 11 11 12 22

1
cos sin2 sin cos2 ( )sin2

2
1

cos2 ( )sin2 sin sin2 cos
2

p p p p p p
H PH

p p p p p p

    

    



                  

 

olur. O haldeQ  matrisi aĢağıdaki forma dönüĢür. 

11 12

12 22

2 2

11 12 22 12 22 11

2 2

12 22 11 11 12 22

( ) ( )
( )

( ) ( )

1
cos sin2 sin cos2 ( )sin2

2
1

cos2 ( )sin2 sin sin2 cos
2

q x q x
Q x

q x q x

p p p p p p

p p p p p p

     

     

      
                     

 

 ( )x  fonksiyonunnu 
12
( ) 0q x   olacak Ģekilde seçersek, bu durumda 

 
12 22 11

1
( )cos2 ( ) { ( ) ( )}sin2 ( ) 0

2
p x x p x p x x     

11 22
( ) ( )p x p x  olduğundan 

 1 12

11 22

2 ( )1
( ) tan ,

2 ( ) ( )

p x
x

p x p x
 


 

olur ve ( )Q x  matrisi 

 
11

22

( ) 0 ( ) 0
( )

0 ( ) 0 ( )

q x p x
Q x

q x r x

                 
 

formuna dönüĢür. O halde (3.3) denklemi tekrar aĢağıdaki gibi yazılır 

 
0 1 ( ) 0

1 0 0 ( )

p xdz
z z

r xdx


                 
 (3.4) 
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     ġimdi de ( )x fonksiyonunu öyle seçelim ki 
11 22

( ) ( ) ( ) 0izQ x q x q x    olsun. Bu 

da 
11 22

2 ( ) ( ) ( ) 0x p x p x     demektir. Dolayısıyla 

 
11 22

0

1
( ) { ( ) ( )}

2

x

x p s p s ds    

olur. O halde (3.3) denklemi aĢağıdaki forma dönüĢür. 

 
0 1 ( ) ( )

1 0 ( ) ( )

p x q xdz
z z

q x p xdx


                  
 (3.5) 

     (3.4) ve (3.5) denklemlerine (3.1) denkleminin yada (3.2) denklem sisteminin 

kanonik formları denir. Bu formlar değiĢik spektral teori problemlerinin çözümünde 

kullanılır. Örneğin özdeğerler ve vektör değerli özfonksiyonların asimtotik 

davranıĢlarının belirlenmesinde kullanılır. Bununla beraber keyfi vektör değerli bir 

fonksiyonun (3.1) denkleminin vektör değerli özfonksiyonları cinsinden açılım 

problemlerinde (3.4) kanonik denklemi kullanılır. Ayrıca, sonsuz bir aralıkta (3.1) 

denkleminin özdeğerlerinin asimtotik dağılımıyla ilgili problemlerde ve ters 

problemlerde (3.5) denklemi kullanılır. O halde (3.1) denklemi için sınır değer problemi 

ele alındığında, ikinci denklem aĢağıdaki gibi (3.4) kanonik denklem formuna dönüĢür. 

 
2 1 1 2
{ ( )} 0, { ( )} 0y p x y y r x y         (3.6) 

 
1 2
(0)sin (0)cos 0y y    (3.7) 

 
1 2
( )sin ( )cos 0.y y      (3.8) 

     ( )p x  ve ( )r x  fonksiyonlarının [0, ]  aralığında sürekli olduğu kabul edilir ise bu 

durumda sınır değer probleminin aĢikar olmayan  

 
1 0

0
2 0

( , )
( , )

( , )

y x
y x

y x






      
 

bir çözümü vardır. Burada 
0


 
bir özdeğer ve buna karĢılık gelen 

0
( , )y x   da vektör 

değerli bir özfonksiyon olur. 

     Yardımcı Teorem 3.1: [10], Farklı (
1 2
  ) özdeğerlere karĢılık gelen vektör 

değerli özfonksiyonlar; 
1

( , )y x   ve 
2

( , )y x   ortagonaldir. Yani 
1 2
( )y y y   olmak üzere  
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1 1 1 2 2 1 2 2

0 0

{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )} 0.y zdz y x z x y x z x dx
 

         

     İspat: 
1 2

( , ), ( , )y x y x 
 
(3.6) denklem sisteminin çözümleri olduğundan, 

 
2 1 1 2 2 1

1 1 2 1 2 2

{ ( )} 0, { ( )} 0

{ ( )} 0, { ( )} 0

y p x y z p x z

y r x y z r x z

 

 

      
      

 

olur. Sırasıyla bu denklemler 
1 2 1
, ,z z y   ve 

2
y  ile çarpılıp, toplandığında, 

1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}

( ){ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}

d
y x z x y x z x

dx
y x z x y x z x

   

     



  
  

eĢitliği elde edilir. ġimdi de 0 dan  ye integrali alınırsa, 

 
1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 0

0

( ) ( , ) ( , ) { ( , ) ( , ) ( , ) ( , )} ,y x z x dx y x z x y x z x


           

bulunur. (3.7) ve (3.8) sınır Ģartlarından sağ taraf sıfır olur. Böylece ispat tamamlanmıĢ 

olur. 

     Yardımcı Teorem 3.2: (3.6), (3.7) ve (3.8) sınır değer probleminin özdeğerleri 

reeldir, [10]. 

     İspat: Yardımcı teorem 2.2 nin ispatına benzer biçimde yapılabilir, [10]. 

     3.2 Özdeğerler ve Vektör Değerli Özfonksiyonlar için Asimptotik Formüller 

     A  ve B  iki lineer diferansiyel operatör ve 
1 2
,E E  de iki lineer fonksiyon uzayı 

olsun. 

     Tanım 3.1:
1
E  uzayından 

2
E  uzayına tanımlı, sürekli lineer bir X  operatörü 

aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa bu operatöre bir dönüĢüm operatörü denir. 

     1. ,AX XB  

     12.X  var ve sürekli.      

     [0, ]  aralığında ( ), ( ),( 1,2)
k k
p x r x k   fonksiyonları sürekli ve reel değerli olmak 

üzere A  ve B  yi aĢağıdaki formda alalım. 
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1 2

1 2

( ) ( )
,

( ) ( )

d d
p x p x

dx dxA B
d d
r x r x

dx dx

                           

 (3.9) 

     
1
E  ve 

2
E sürekli türevlenebilir vektör değerli fonksiyonlar kümesi olarak 

alındığında,   ve   herhangi iki reel sayı olmak üzere ( )f x  ve ( )g x  aĢağıdaki sınır 

Ģartlarını sağlar. 

 
1 2

1 2

(0)sin (0)cos 0

(0)sin (0)cos 0

f f

g g

 

 

 

 
 (3.10) 

Bu durumda X  matris operatörü aĢağıdaki forma dönüĢtürülür. 

 

0

{ ( )} ( ) ( ) ( , ) ( ) ,
x

X f x R x f x K x s f s ds    (3.11) 

burada ( )R x  ve ( , )K x s  ikinci mertebeden sürekli ve türevlenebilen iki matristir. 

 
( ) ( )

( ) ,
( ) ( )

x x
R x

x x

 

 

      
 

ve ( ), ( )x x   fonksiyonları aĢağıdaki gibi hesaplanabilir. 

 

1

0

1

0

1 1 1
( ) sin [ ] sin ,

2

1 1 1
( ) cos [ ] sin ,

2

x

x

x iz A B d
k k

x iz A B d
k k

 

 





           
           




 (3.12) 

sec( ).k     

     BaĢlangıç Ģartlarını sağlayan (3.6) denklem sisteminin çözümünü ( , )x   olarak 

gösterirsek; 

 
1 2
(0, ) cos , (0, ) sin        (3.13) 

olur. Buradan da ( , )x  , (3.7) denkleminin sınır Ģartlarını sağladığı açıkça görülür. 

     ( ) ( ) 0p x r x   için (3.6) ve (3.13) problemlerini ele alırsak, çözümü ( , )x   ile 

gösterilen problemin çözümlerinin; 

 
1

2

( , ) cos( )

( , ) sin( )

x x

x x

   

   

 

 
 (3.14) 
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olduğu açıkça görülür. DönüĢüm matris operatörü (3.6), (3.7) problemlerinin 

çözümlerine uygulanırsa, (3.6) sistemi; 

 
1

( )

( )

d
p x

dxAy y y
d

r x
dx



             

 (3.15) 

formuna dönüĢür. Diğer taraftan (3.14) ten tanımlanmıĢ olan vektör değerli fonksiyon 

( , )x   nın çözümü; 

 
1

0

0

d

dxB y y y
d

dx



            

 (3.16) 

olur. ( , )x  , 
1
B    nin çözümü olduğu için, X in tanımından 

 
1 1
{ } { } { } { }AX XB X X        

olur. Yani 
1

{ }, { }X A     ’nin çözümüdür. Buradan, eğer ( , )x  , (3.16)nın 

çözümü ise o halde ( , ) { ( , )}x X x    , (3.15)’in çözümü olur. Bu durumu ele 

aldığımızda 

 
1 1 2 2
( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) 0p x p x r x r x p x r x     

olur. O halde 
1 1
[ ] [ ( ) ( )]iz A B p x r x    olur. Aynı zamanda (3.10), (3.7)’nin sınır 

Ģartlarında yerine konulursa 1K   olur. (  ). (3.12)’dende 

 0

0

1
( ) cos [ ( ) ( )] ,

2

1
( ) sin [ ( ) ( )]

2

x

x

x p r d

x p r d

   

   

          
          




 (3.17) 

elde edilir. (3.6), (3.13) problemlerinin çözümü olan ( , )x   için (3.11)’in türevi 

alınırsa, 

 

0

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
x

x R x x K x s s ds         

olur. Buradan, ( )R x  matrisini ( ), ( )x x   fonksiyonları cinsinde ifade edip, (3.17)’deki 

değerlerinden ve (3.14)’ün ( , )x   kapalı formundan aĢağıdaki formülleri elde ederiz. 
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      1 11 12

0

( , ) cos ( , ) ( , )cos( ) ( , )sin( )
x

x x K x s s K x s s ds              (3.18) 

   2 21 22

0

( , ) sin ( , ) ( , )cos( ) ( , )sin( )
x

x x K x s s K x s s ds               (3.19) 

( , )x   vektör değerli fonksiyonun  bileĢenleri için 

 

0

1
( , ) [ ( ) ( )]

2

x

x x p r d         (3.20) 

ve ( , ), , 1,2
ij
K x s i j  , (3.11)’den ( , )K x s  Kernel matrisinin elemanlarıdır. 

     Yardımcı Teorem 3.3: 0 x    olmak üzere x ’de    giderken aĢağıdaki 

hesaplamalar geçerlidir, [10]. 

 
 
 

1

1
1

2

( , ) cos ( , ) ( )

( , ) sin ( , ) ( )

x x O

x x O

     

     





  

  
 (3.21) 

 
 

 

1

2

( , ) sin ( , ) (1)

( , ) cos ( , ) (1)

x x x O

x x x O

    


    



  




  


 (3.22) 

     İspat: ( , ),( , 1,2)
ij
K x s i j   fonksiyonu türevlenebilir olduğundan, (3.18) ve (3.19) 

un kısmi integrali alındığında (3.21) elde edilir. Eğer (3.18) ve (3.19)’un  ’ya göre 

birinci türevleri alınırsa, (3.22) elde edilir ve böylece yardımcı teorem ispatlanmıĢ olur. 

     Yardımcı Teorem 3.4: (3.6), (3.7) ve (3.8) sınır değer problemlerinin özdeğerleri 

tek katlıdır (basittir), [10]. 

     İspat: ( , )x  , (3.7)’nin sınır Ģartlarını sağladığından, istenen özdeğerleri bulmak 

için 
1 2
( , ), ( , )x x    , (3.8) denkleminin sınır Ģartlarında uygulanır ve kökleri bulunur. 

 
1 2

( ) ( , )sin ( , )cosD            

olur. O halde 

 1 2( )
sin cos

dD

d

 
 

  

 
 

 
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olur.
0

  çift özdeğer ve 
0

0
( , )x   da buna karĢılık gelen vektör değerli 

özfonksiyonlardan biri olsun. O halde 0
0

( )
( ) 0, 0

dD
D

d





   koĢulları aynı anda 

sağlanır. Yani 

 

0 0

1 0 2 0

0 0

1 0 2 0

( , )sin ( , )cos 0

( , )sin ( , )cos 0

       

       
 

 

 
 

 

 

olur. sin  ve cos  aynı anda sıfır olamayacağından yukarıdaki son iki denklemden; 

 

0 0
0 01 0 2 0
2 1

( , ) ( , )
( , ) ( , ) 0

     
     

 

 
 

 
 (3.23) 

elde edilir. ġimdi de (3.6) denklem siteminin  ’ya göre türevi alınırsa; 

 

'

2 1
1

'

1 2
2

{ ( )}

{ ( )}

x

x

y y
p x y

y y
r x y


 


 

           
           

 (3.24) 

elde edilir. (3.6) ve (3.24) denklemleri sırasıyla 1 2
1 2

, , ,
y y

y y
 

 
 

 
 ile çarpılıp, birlikte 

toplanır ve 0 ’dan  ’ye x ’ e göre integrali alınırsa; 

 2 22 1
1 2 1 2

00

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
y y

y x y x y x y x dx

 

   
 

                
  

elde edilir. 
0

   alındığında, 

 

0 0

1 0 2 0
0 0

( , ) ( , )
| | 0
x x

x x   

  

 
 

 
 

eĢitliği dikkate alınırsa, (3.18), (3.19) ve (3.23) eĢitliğinden, 

 

0 0
0 2 0 2 0 02 0 1
1 0 2 0 1 0 2

0

( , ) ( , )
[{ ( , )} { ( , )} ] ( , ) ( , ) 0x x dx

      
         

 

 
   

   

bağıntısı elde edilir. Dolayısıyla 
0 0

1 0 2 0
( , ) ( , ) 0x x      ya da 0( , ) 0x   .dır. Bu da 

mümkün olmadığından, yardımcı teorem ispatlanmıĢ olur.  
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BÖLÜM 4 

SAMPLING TEOREMİ VE STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERİ 

4.1. Whittaker-Shannon-Kotel’nikov Teoremi ve Genelleştirmeleri 

 

     Bu bölümde, tezin de konusu olan Whittaker-Shannon-Kotel’nikov (WSK) sampling 

teoreminden bahsedeceğiz. Eğer bir zaman fonksiyonunun bir saniyedeki devir sayısı 0  

ile W  arasında ise o zaman bu fonksiyon aralık uzunluğu 1/ 2W  olan ayrık 

noktalardaki değerler serisi (ordinat değerlerinin serisi) ile tekrar yazılabilir. BaĢka bir 

ifadeyle ( )f t W  yu aĢmayacak frekansa sahip değil ise o zaman bu fonksiyon aĢağıdaki 

biçimde yazılabilir. 

 
sin ( )

( ) ( )
( )

n Wt n
f t f

W Wt n











  

     Bu sonuç haberleĢme ve elektrik mühendisliğinde Shannon sampling teoremi olarak 

bilinsede bundan bağımsız olarak E. T. Whittaker ve V. Kotelnikov tarafından da 

bulunduğundan (WSK) sampling teoremi olarak adlandırılır. Bu teoremi daha açık ifade 

edip ispatını yapmadan önce bazı tanım ve teoremler verecegiz.

 
     Tanım 4.1 (Ölçülebilir Fonksiyon): X  uzayı   pozitif ölçüsü ile  ,X   ölçüm 

uzayı olsun ve 0 p   sayıları için aĢağıdaki ifade sağlanırsa f  fonksiyonuna X  

üzerinde kompleks değerli ölçülebilir bir fonksiyon denir, [24].  

 

1 p
p

X

f d
     
  

     Tanım 4.2 (Band Limit Sinyal Fonksiyonu): Eğer  , ,f t       aralığında 

 2 ,F L     için Fourier dönüĢümlü bir fonksiyon ise  f t  
fonksiyonuna   bantlı 

bir bant limit sinyal (fonksiyonu) denir. Yani  f t  fonksiyonunun  
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      21
, ,

2

itwf t F w e dw F L




 
 

    (4.1) 

biçiminde yazılmasıdır. 

     Teorem 4.1 (Parseval Eşitliği):   
1n n

x



 ortagonal fonksiyonlar kümesi ve 

 2, ,f g L a b  olsun. ,f g  fonksiyonları sırasıyla  

        
1 1

,
n n n n

n n

f x c x g x d x 
 

 

    

olarak yazılabiliyorsa, aĢağıdaki eĢitlikler doğrudur, [24]. 

 

  

  

   

2
2

1

2
2

1

1

,

,

b

n
na

b

n
na

b

n n
na

f x dx c

g x dx d

f x g x dx c d

























 

     Teorem 4.2 (Hölder Eşitsizliği): p  ve q  negatif olmayan ve 
1 1

1
p q
   koĢulunu 

sağlayan reel sayılar olsun. Eğer ,p qf L g L   ise 1f g L    ve    

 
p q

fg d f g  
 

dir, [24]. 

     Tanım 4.3 (Tam fonksiyon): Kompleks değiĢkenli  f z  fonksiyonu kompleks 

düzlemin tamamında analitik ve bu nedenle her noktasında fourier seri açılımına sahip 

ise  f z  fonksiyonuna tam fonksiyon denir. Sıfırdaki seri açılımı aĢağıdaki gibidir. 

  
1

n

n
n

f z a z




  

Burada  0 !n

n
a f n  katsayılardır, [25].  

     Tanım 4.4 (Üstel Tipten Tam Fonksiyon):    exp mf z z  fonksiyonuna 

.m mertebeden   tipinde üstel tam fonksiyon denir. 1m   alınırsa sadece   tipinde 

üstel tam fonksiyon denir, [11]. 
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     Tanım 4.5: 0   ve 1 p   için 
2




 
kümesi ile   de  2L   ye ait olan, en 

fazla   tipindeki üstel bütün tam fonksiyonların kümesini göstereceğiz. Yani               

       
2

2 sup exp , ,
x

f f z f x z f x dx z





        

     Teorem 4.3 (Hadamard Faktorizasyon Teoremi): Herhangi sonlu, tam ve .
 

mertebeden  f z  fonksiyonu aĢağıdaki formda yazılabilir 

    

1

;
P zm

n n

z
f z z e G p

z





     
  

burada 
n
z

 
değerleri  f z  fonksiyonunun sıfır olmayan kompleks kökleri ve  p p 

 

sayısı, 
1

1

1
p

n
n
z







 

 serisini yakınsak yapan en küçük tam sayı,  P z
 
polinomu derecesi 

 ’yu aĢmayan bir polinom, m  sayısı orijindeki sıfırın katı ve  ;G u p  ise aĢağıdaki 

biçimde tanımlanan bir fonksiyondur.             

                      
2

; 1 exp , ;0 1
2

pu u
G u p u u G u u

p

          
 

Örnek olarak

 

 
2

2
1

sin 1
n

z
z z

n
 





      
  

verilebilir, [25].  

     4.1.1. Whittaker-Shannon-Kotel’nikov Sampling Teoremi 

     Teorem 4.4 (Whittaker-Shannon-Kotel’nikov):  f t  ,      aralığında bir   

bant limit sinyal fonksiyonu ise o zaman / , 0, 1, 2,...,
k
t k k    

 
değerli sampling 

noktalarında  

    
 

 
sin

,k
k

k

t t
f t f t t

t t










 


   (4.2) 
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Ģeklinde yeniden yazılabilir. Bu seri   nin kompakt her alt kümesinde mutlak ve 

düzgün yakınsaktır, [22]. Burada  k k
t




 değerlerine sampling değerleri ve                  

  
 

 
sin

: k

k

k

t t
S t

t t









 (4.3) 

fonksiyonlarına da sampling fonksiyonları denir.  

     (4.2) ifadesinde verilen /   sampling sıklığına Nyquist oranı denir. Bu oran 

fonksiyonun yeniden tam olarak yapılandırılması için gerekli olan minimum orandır.        

     İspat: Bu teoremin ispatında ana fikrimiz, itwe  fonksiyonuna basit notasyonlar 

uygulayarak onu 2  periyotlu fonksiyon yapıp,  F w  fonksiyonunu   reel eksenin 

tamamına 
inw
e

 
 fonksiyonlarının Fourier serisinde yazmak olacaktır. Bu durumda 

F ’nin Fourier açılımı  

     /inwF w c n e  






 
,   

    /1

2
inwc n F w e dw


 






   

biçimindedir. Aynı Ģekilde itwe   nunda Fourier açılımı aĢağıdaki gibidir 

 /sin ( )

( )
itw inwn

n n

t t
e e

t t
 










  

biçiminde hesaplanır. (4.1) ifadesinin sağ tarafına Parseval eĢitliğini uygularsak                   

    
 

 
sin2

2

n

n n

t t
f t c n

t t













  (4.4) 

elde ederiz. Gerçektende 

    2
.

2
n

f t c n



  

olduğundan (4.2) ifadesi elde edilir. Buradan da ispat tamamlanır. (4.4) ifadesi 

   2

n

c n L




   olduğundan yakınsaktır. Bununla birlikte (4.4) deki seriye Cauchy-

Schwarz eĢitsizliğini uygularsak (4.2) ifadesinin   kümesinin kompakt her alt 
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kümesinde mutlak ve düzgün yakınsak olduğu kolaylıkla görülebilir. Dikkat edilirse 

 2 ,F L     olduğundan  
n

c n




  dur.   

     ġimdiye kadar seçilen sampling değerleri olan  nt  
dizisi eĢit aralıklar olarak 

seçilmiĢti. ġimdi ise eĢit olmayan aralıklar için (WSK) sampling teoreminin 

genelleĢtirmesinde büyük rol oynayan Paley ve Wiener’in çalıĢması olan Paley-Wiener 

teoremini verelim.  

     4.1.2. WSK Metodunun Paley-Wiener Genelleştirmesi 

     Düzenli sampling noktalarının seçimiyle oluĢturulan WSK metodunun, Paley-

Wiener genelleĢtirmesi sampling noktalarının düzensiz ve belirli bir Ģartı sağlayacak 

biçimde seçilmesiyle oluĢturulmuĢ daha genel bir metodtur. 

     Teorem 4.5 (Paley-Wiener):  nt  reel sayılar dizisi aĢağıdaki Ģekilde seçilsin 

 : sup
4k

k

k
D t

 
 

  


 (4.5) 

ve  G t  aĢağıdaki biçimde tanımlanmıĢ bir fonksiyon olsun:             

    
1

1 1
k
k k k

t t
G t t t

t t



 

                
  (4.6) 

o halde (4.2) deki seri açılımı 

        **

k k
k

f t f t S t t




    (4.7) 

biçiminde olur. Burada  

  
 

  
**

'
:

k

k k

G t
S t

G t t t



 (4.8) 

dir, [20]. 

     (4.7) serisinin sağ tarafı   kümesinin kompakt her alt kümesinde düzgün 

yakınsaktır. Açıktır ki  /k k
t k t 


   alındığı zaman  G t

 
fonksiyonu sin /t   

ya eĢit olur. Bu da (WSK) sampling teoremindeki (4.2) ve (4.3) ifadelerinin (4.7), (4.8) 

ifadelerine denk olması demektir. 
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     WSK sampling teoreminin baĢka bir genellemesi olan, (4.1) integralindeki ixte  

fonksiyonunun yerine daha genel fonksiyonlar alındığı zaman durumun nasıl olacağını 

açıklayan aĢağıdaki Kramer teoremini verelim. 

     4.1.3. WSK Metodunun Kramer Genelleştirmesi 

     WSK metodunun bir baĢka genelleĢtirmesi olan Kramer sampling metodu bu tezin 

de ana unsuru olacaktır. Çünkü bu teoremle birlikte ilk defa sampling metodu ile sınır-

değer problemleri arasında iliĢki kurulmuĢ ve metot için gerekli olan sampling noktaları 

sınır-değer probleminin özdeğerlerinden ve sampling fonksiyonları da sınır-değer 

probleminin öz fonksiyonlarından elde edilmiĢtir. 

     Teorem 4.6 (Kramer):    2,K x t L I , t    için sürekli bir fonksiyon ve 

 n n
t



  
reel sayılar dizisi için    ,

n
K x t L I

 
ortagonal fonksiyonların ailesi olsun. 

   2F x L I  için              

      ,
I

f t F x K x t dx   (4.9) 

biçiminde ifade edilebilirse o zaman  f t  fonksiyonun sampling serisi                     

      *

n n
n

f t f t S t




   (4.10) 

biçiminde olur. Burada                        

  
   

 
*

2

, ,

,

nI
n

nI

K x t K x t dx
S t

K x t dx




 (4.11) 

dir, [26]. 

 

     İspat:    2F x L I  olduğundan   

      , n
n

F x c n K x t




   

seri açılımına sahiptir. Burada 
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  
   

 
2

,

,

nI

nI

F x K x t dx
c n

K x t dx





 

fonksiyonları katsayılardır. Benzer Ģekilde    2,K x t L I  olduğundan 

      , ,
n

n

K x t d n K x t




 
 

burada 

  
   

 
2

, ,

,

nI

nI

K x t K x t dx
d n

K x t dx





 

katsayılardır. Bunlarla birlikte (4.9) denkleminin sağ tarafına Parseval eĢitliği 

uygulanırsa istenilen sonuç elde edilmiĢ olur. 

      Gerçektende,  , , , ixtI K x t e        ve 
n
t n  alındığında 

  
 

 
*

sin
n

t n
S t

t n









 

olacaktır ve böylece                         

        2, ,ixtf t F x e dx F x L




 


  
 

iken                         

    
 

 
sin

n

t n
f t f n

t n













  

seri açılımı ortaya çıkacaktır. Bu bize Kramer teoreminin (WSK) sampling teoreminin 

bir genellemesi olduğunu söyler. 

    Bu teoremde Ģu ana kadar  ,K x t  fonksiyonları ve  k nE t



  dizisinin nasıl 

bulunacağı konusunda herhangi bir fikir sunulmamıĢtır. Ancak yine Kramer bu 

fonksiyonların ve dizinin belirli bir kendine-eĢ sınır-değer probleminden elde 

edilebileceğini söylemiĢtir.  
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     4.2. Sampling Teoremi ve Sınır Değer Problemleri 

     Teorem 4.7: AĢağıdaki Sturm-Liouville problemini ele alalım.  

 2( ) ,y q x y y t y a x b         (4.12) 

 ( )cos ( )sin 0,y a y a    (4.13) 

 ( )cos ( )sin 0,y b y b    (4.14) 

öyle ki ( )q x , ( , )a b  aralığında sürekli ve x a , x b  iken sonlu limite sahip olsun. 

( , )x   ve ( , )x  , (4.12) problemininin aĢağıdaki Ģartları sağlayan çözümleri olsun. 

 ( , ) sin , ( , ) cosa a        (4.15) 

 ( , ) sin , ( , ) cos .b b        (4.16) 

2( ) ( , )F x L a b  olmak üzere 

 ( ) ( ) ( , )
b

a

f F x x dx     (4.17) 

ve 

 *( ) ( ) ( , )
b

a

f F x x dx     (4.18) 

olur. O halde, ( )f   ve *( )f  , 1/ 2  dereceden   tipinde (0 )b a    tam 

fonksiyonlardır ve aĢağıdaki sampling gösterimlerine sahiptir, [12]. 

 
0

( )
( ) ( ) ,

( ) ( )n
n n n

G
f f

G


 

  






  (4.19) 

 * *

0

( )
( ) ( ) ,

( ) ( )n
n n n

G
f f

G


 

  






  (4.20) 

öyle ki 
0

{ }
n n
 

 , (4.12), (4.13) ve (4.14) problemlerinin özdeğerleridir ve ( )G   da   ve 

  fonksiyonlarının Wronskianıdır. ( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )W x x x x            ). 

Genelliği kaybetmeden ( )G   aĢağıdaki formda yazılabilir. 
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0

0
0

1 , özdegerlerden hiçbiri sifir degil ise,

( )

1 , özdegerlerden biri sifir, yani =0 ise

n n

n n

G







 










                     





 


(4.21) 

(4.19) ve (4.20) serileri kompleks düzlemin herhangi bir kompakt alt kümesi üzerinde 

yakınsaktır ve bu sayede bu seriler arasında her n  için *( ) ( )
n n n

f k f   Ģeklinde ne 

sıfır nede sonsuz olan bir 
n
k  vardır öyle ki ( , )/ ( , )

n n n
k x x     Ģeklindedir. 

     İspat: Öncelikle [12, sayfa 7-11,19] dan ( , )W    Wronskianı x  den bağımsızdır. 

Gerçekten ( , )W    tüm sıfırları reel, basit 
0

{ }
n n
 

 biçimindeki özdeğerlerdir ve; 1/ 2  

dereceli bir tam fonksiyondur. n  iken 
2( )

n
O n   (Daha açık ifadeyle 

n iken  
2 2 2/( )

n
n b a    dir, [21] s.19) olduğundan (4.21) deki çarpım 

yakınsak ve 1/ 2  dereceli bir tam fonksiyon tanımlar ve bu fonksiyon ˆ( )G   Ģeklinde 

gösterilir. Tam fonksiyonlar için Hadamard faktörizasyon teoreminden 

 ˆ( ) ( ) ( )G h G    

olur ve ( )h   sıfır köküne sahip olmayan sıfırıncı dereceden bir tam fonksiyondur. O 

halde 

 
ˆ( ) ( ) ( )
ˆ( ) ( ) ( )n n

G h G

G h G

  
  


 

 

olur ve (4.17), (4.19), ((4.18), (4.20)) istenen *( ( )/ ( ))( ( )/ ( ))f h f h     fonksiyonu 

için geçerlidir. Buradan genelliği kaybetmeksizin, ˆ( ) ( )G G   olarak kabul edilebilir. 

     ( , )
n

x  , herbir 
n
  özdeğerlerine karĢılık gelen bir özfonksiyondur. Buradan  

 ( ) ( , )
n n
x x    

gösterimini kullanalım. ( )F x  ve ( , )x   her ikiside 2( , )L a b  uzayında olduğundan,  

 
2

0

( )ˆ( ) ( ) ,n

n
n

x
F x F n









  (4.22) 

 
2

0

,
( , ) ( ),n

n
n

n

x x
 

  






  (4.23) 
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olur, öyle ki  

 ˆ( ) ( ) ( ) ,
b

n

a

F n F x x dx   (4.24) 

ve 

 , ( , ) ( ) .
b

n n

a

x x dx       (4.25) 

dır. (4.22) ve (4.23) serileri 2( , )L a b  uzayında yakınsaktır. (4.17), (4.22), (4.23) ve 

Parseval eĢitliğinden 

 
2

0

,
( ) ( ) ,n

n
n

n

f f
 

 






  (4.26) 

bulunur. Çünkü 

 ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ).
b b

n n n

a a

f F x x dx F x x dx F n        (4.27) 

dir. ġimdi 

 ( )( ( )) ( )( ( )) ( , ) ( , ),
b b

x b x a

a a

U x LV x dx V x LU x dx W U V W U V
 

     (4.28) 

bağıntısını kullanırsak ki burada 

 
2

2
( )

d
L q x
dx

   (4.29) 

( ) ( , )U x x   ve ( ) ( , )V x x   dür. O zaman 

 ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
b

a

x x dx b b b b                      (4.30) 

elde edilir. 

     ( , )x   ve ( , )x  , x a  noktasında (4.15) teki aynı sınır Ģartlarını sağladığı için 

( ( , ), ( , )) 0
x a
W x x   


   olur.  ve  nin Wronskianı olan ( , )W   , x  den bağımsız 

olduğundan x b  noktasında iĢlem yapılabilir ve 
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( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

cos ( , ) sin ( , )
x b

G W b b b b

b b

          

   


   
 

 (4.31) 

elde edilir. Eğer sin 0   ise o zaman 

 ( ) ( , ) ( ) ( , ) sin [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]G b G b b b b b                       

olur ve (4.30) ile birleĢtirildiğinde 

 ( )sin ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
b

a

x x dx G b G b                   (4.32) 

elde edilir. 
n

    iken (4.32)’in limiti alındığında aĢağıdaki 

 
( ) ( )

, ( , ) ( )
( )sin

b
n

n n
na

G b
x x dx

 
    

  
 

  (4.33) 

elde edilir. Birkez daha 
n

   iken (4.33)’ün limiti alındığında  

 
2 2

( ) ( )
| |

sin

b
n n

n n

a

G b
dx

 
 




   (4.34) 

olur. (4.33) ve (4.34), (4.26) da yerine konduğunda (4.19) elde edilir. Burada ( ) 0
n
b   

dır. Eğer ( ) 0
n
b   olduğu varsayılırsa, o zaman ( )

n
x  bir özfonksiyon olduğundan 

(4.14)’ü sağlar. Buda ( )sin 0
n
b    olması demektir. Fakat sin 0   olduğundan 

( ) 0
n
b   olmak zorundadır. Buda ( ) 0

n
x   demektir ki bu ( )

n
x  in özfonksiyon 

olmasıyla çeliĢir. 

     Benzer Ģekilde eğer sin 0   ise 

 ( )cos ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
b

a

x x dx G b G b                     (4.35) 

olur. 
n

    iken limiti alındığında 

 
( ) ( )

, ( , ) ( )
( )cos

b
n

n n
na

G b
x x dx

 
    

  


 

  (4.36) 

bulunur. Bu da (4.34) gibi yazıldığında 
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2 2

( ) ( )
| |

cos

b
n n

n n

a

G b
dx

 
 



 
   (4.37) 

bulunur. (4.36) ve (4.37), (4.26) da yerine yazıldığında (4.19) elde edilir. 

     O halde, ( )f  ,  aĢağıdaki bağıntıdan 1/ 2  dereceli   (0 )b a    tipinde tam 

fonksiyondur. Çünkü 

 
2

| ( ) | max | ( , ) |
a x b

f F x b a  
 

   

dır ve ( , )x   da bu özelliğe sahiptir, [21]. 

     Benzer analizler ( , )x  ’ya uygulandığında *( )f   içinde benzer sonuçlar 

bulunabilir. (4.19) ve (4.20) serileri arasındaki iliĢki herhangibir 
n
  özdeğeri için 

0
n
k   olmak üzere ( , ) ( , )

n n n
x k x     eĢitliğinden kolayca görülür, [21]. 

     ġimdi (4.19) serisinin düzgün yakınsak olduğunu gösterelim. (4.20) içinde benzer 

ispat yapılabilir. 

 
2

0

( )ˆ( ) ( )
( )

n
N

n
n

x
S x F n

x









  

olsun. O halde (4.26), (4.33), (4.34) ve Cauchy-Schwarz eĢitsizliğinden sin 0   için  

 

2
2

2
0 0

2

2 22

,( ) ˆ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( , ){ ( ) ( )} | ( , ) | ( )

N N
n

n
n nn n

n

b b

N N N

a a

G
f f f F n

G

x F x S x dx x dx F S C K F S

 
  

   

   

 

  


          

 

 

 

elde edilir. Fakat N   iken son terim sıfıra gider, öyle ki 

 2( ) max | ( , ) |
b

K
a

C K x dx


 


      
  

sabittir ve sadece K  kompakt kümesine bağlıdır. sin 0   olduğunda da ispat aynıdır. 

Sadece (4.33) ve (4.34) yerine (4.36) ve (4.37) kullanılır. 

     Yardımcı Teorem 4.1: ( ) ( ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , )G t G x t x x t x            öyle 

ki 2 2,
n n

t t 


  , , 0,1,2,....
n n
t t n


   2( ) ( , )F x L a b  ve 
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*

( ) ( ) ( , ) ,

( ) ( ) ( , ) .

b

a
b

a

f t F x x t dx

f t F x x t dx













 

 

 

olsun. O halde ( )f t  ve *( )f t
 birinci dereceden üstel tipte tam fonksiyonlardır ve 

, (0 )b a     tipindedir. Bu fonksiyonlar aĢağıdaki sampling açılımlarını içerir: 

 

i) Eğer hiçbir özdeğeri sıfır değilse; 

 
2 2

0

( ) ( ) ( )(2 )
.

* ( ) * ( ) ( ) ( )
n n

n n n n

f t f t G t t

f t f t t t G t





               


  

  
 (4.38) 

ii) Eğer özdeğerlerden bir tanesi 
0
0   ise o halde 

 * 2 2 2
1

(0)( ) ( ) ( )(2 )( )
*( ) *( )(0) ( ) ( )

n n

n n n n

ff t f t G t tG t
f t f tf t t t G t





                            


  
  

 (4.39) 

olur. 

     İspat: Açıkça, 2 * * * 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )f t f f t f t f f t       olduğu görülür. Burada 

sadece ( )f t  için ispat yapacağız. Çünkü *( )f t ’nin ispatıda aynıdır. 

i) (4.19) da   yerine 2t  alınırsa ve aĢağıdaki eĢitlik  

 
( )

2 ( )
dG t

tG
dt




 

dikkate alınırsa 

 ( ) 2 ( )
n n

G t t G    

elde edilir. (4.20) denklemi 0, 0,1,2,....
n
t n   için (4.38) denklemini sağlar. 

ii) Eğer 
0
0   ise (4.19) daki birinci terim 

 
2

( ) ( )
(0) (0)

(0)

G G t
f f

G t








  
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olur. (4.21) den (0) 1G   olduğu kolayca görülür. (4.39) u bulmak içinde, (4.19) daki 

kalan terim birinci durumdaki gibi yapılır. 

     Yardımcı Teorem 4.2: Yardımcı teorem 4.1 deki aynı varsayımla 

 
( )

( ) ( )
( )( )n

n n n

G t
f t f t

G t t t






    

elde edilir. Eğer hiçbir özdeğer sıfır değilse 

 
2

0

( ) ( )
( ) (0) ( )

( )( )n
n n n
n

G t G t
f t f f t

G t t tt






 
    . 

Eğer özdeğerlerden bir tanesi 
0
0   ise o halde 

 * * *

2

0

( ) ( )
( ) (0) ( )

( )( )n
n n n
n

G t G t
f t f f t

G t t tt






 
     

olur. 

     İspat: Bu ispat hemen ( ), ( )f t G t , t  de çift fonksiyonlar ve ( )G t  de t  de tek 

fonksiyon olmasından çıkar. Bu durumda ( ) ( ) ( )
n n n

G t G t G t


      olur. 

     Yardımcı Teorem 4.3: 
1 2

( , ) ( , ) ( , )x c x c x        ve 2( ) ( , )F x L a b  olsun. O 

halde, eğer 

 ( ) ( ) ( , ) ,
b

a
f F x x dx     

ise  

 
0

( )
( ) ( )

( ) ( )n
n n n

G
f f

G


 

  






  

dır. 
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BÖLÜM 5 

SAMPLING TEOREMİ VE DIRAC OPERATÖRLER 

     5.1. Probleme Giriş 

     4. bölümde kurulan Sampling teorisi ve sınır-değer problemleri arasındaki iliĢkiyi bu 

bölümde Dirac operatörlerine geniĢleteceğiz. Mühendislik ve fizik alanında önemli bir 

yere sahip olan Dirac operatörlerin spektral özellikleri bir çok matematikçi tarafından 

incelenmiĢ ve incelenmektedir. Bu operatörün Sampling teorisi ile ilk bağıntısını kuran 

A. Zayed’tir, [27]. 4. bölümde olduğu gibi bu bölümde  bu iliĢki Kramer teoremi 

(Teorem 4.6) ile kurulacaktır.  

     Kramer, ( , )K x t  fonksiyonun ve { }
n n
t


 sampling noktalarının belirli sınır değer 

problemleri yardımıyla bulunduğunu söylemiĢtir. Yani 

 
0 1
( ) ... ( ) ( ),

n

n nn

d d
L p x p x p x x I

dxdx 
      

kendine-eĢ bir diferansiyel operatör öyle ki ( )
k
p x  , n k  defa sürekli türevli 

0,1,2,...,k n , kompleks değerli bir fonksiyon ve her x I  için 
0
( ) 0p x   

olsun. ( ) 0, 1,...,
j
U y j n   lineer bağımsız homojen kendine-eĢ sınır koĢulları olsun. 

Eğer sınır değer problemi 

 
,

( ) 0, 1,...,
j

Ly ty x I

U y j n

 

 
 

t  parametresi yerine { }
n
t  özdeğerleri alındığında, { ( )}

n
x  probleminin 

özfonksiyonlarını üreten bir ( , )x t  fonksiyonu vardır, yani ( , ) ( )
n n

x t x   olur. O 

halde sampling noktaları { }
n
t  ve ( , )K x t  fonksiyonuda ( , )x t  olur. 
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     Son yıllarda sampling teoremi ile sınır değer problemleri arasındaki bağıntı bir çok 

çalıĢmaya konu olmuĢtur. [13]’de sampling teoremi ile regüler Sturm-Liouville sınır 

değer problemleri arasında iliĢki kurulmuĢtur. Bu araĢtırmada Kramer’in sampling 

serileri (4.10) ve (4.11) ile Lagrange-tipi interpolasyon formülü  arasında bir fark 

olmadığı gösterilmiĢtir. Daha sonra bu sonuçlar [14] de tekil sınır değer problemlerine 

geniĢletilmiĢtir. Sampling teoremleri, diferansiyel denklemlerle [15-16] da 

iliĢkilendirilmiĢ ve [17,18,19]’da daha genel tipte sınır değer problemleri incelenmiĢtir. 

[20] de interpolasyon fonksiyonunu oluĢturmak için Green fonksiyonu kullanılmıĢtır. 

Ġntegral denklemiyle ilgili sampling teoremide [21] de verilmiĢtir.  

     Bu bölümde bir boyutlu Dirac operatörü kullanarak sampling teoremini inĢa 

edeceğiz. Ayrıca burada elde edilen sonuçların Sturm-Liouville kullanılarak elde edilen 

sonuçlardan farklı olmadığını göstereceğiz. Ancak buradaki farklılık bu çalıĢmanın özel 

bir durumunun Hartley dönüĢümü için sampling serisini meydana getirmesidir. Hartley 

dönüĢümü 

 

0

( ) [cos sin ] ( ) .F x xt xt f t dt


   

biçiminde bir dönüĢümdür ve bir elektrik mühendisi tarafından bulunmuĢtur, [22]. 

Hartley dönüĢümü, Fourier dönüĢümünün dezavantajları dikkate alınarak ortaya 

konmuĢtur ki bu dezavantaj reel değerli bir  ( )f t  fonksiyonunu 

 ( ) [cos sin ] ( ) ,F x xt i xt f t dt




   

formülüyle kompleks değerli bir ( )F x  fonksiyonuna dönüĢtürmesidir, [23]. 

     Ġkinci bölümde detaylıca incelediğimiz aĢağıdaki bir boyutlu Dirac diferansiyel 

denklem sistemlerini ele alalım, 

 2 11 1 12 2 1

1 21 1 22 2 2

( ) ( )

( ) ( )

y p x y p x y y

y p x y p x y y





   
   
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öyleki ( ), , 1,2
ij
p x i j  , [0, ]  aralığında reel değerli fonksiyonlar ve   bir 

parametredir. Bu denklem sistemi matris formu kullanılarak aĢağıdaki Ģekilde 

gösterilebilir. 

 ( ) ,
dy
B P x y y
dx

   

öyle ki 

 11 12 1

21 22 2

0 1 ( ) ( ) ( )
, ( ) , .

1 0 ( ) ( ) ( )

p x p x y x
B P x y

p x p x y x

                                
 

Bu denkleme aĢağıda verilen dönüĢüm uygulanarak 

 
cos ( ) sin ( )

( ) ,
sin ( ) cos ( )

x x
H x

x x

 

 

       
 

1

12 11 22
( ) (1/ 2)tan [2 ( )/( ( ) ( ))]x p x p x p x    ve ( )y H x z  olmak üzere yukarıdaki 

denklem sistemi aĢağıdaki kanonik forma dönüĢür.(Bkz. Bölüm 3) 

 ( ) ,
dz
B Q x z z
dx

   (5.1) 

burada bazı uygun ( )p x  ve ( )r x  fonksiyonları için 

 
( ) 0

( ) ,
0 ( )

p x
Q x

r x

      
 

dir. O halde Ģimdi sadece Dirac sistemlerinin bir kanonik formu olan (5.1) i 

kullanabiliriz. (5.1) denklemi için aĢağıdaki Dirac operatörü ele alalım. 

 
2 1 1 1 2 2
( ) , ( ) ,y p x y y y r x y y       (5.2) 

 
1 2
(0)sin (0)cos 0y y    (5.3) 

 
1 2
( )sin ( )cos 0,y y      (5.4) 

burada ( )p x  ve ( )r x , [0, ]  aralığında süreklidir.  
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     (5.2)-(5.4) probleminin, reel ve tek katlı olan sayılabilir sayıda { }
n n
 

  özdeğerleri 

ve bu özdeğerlere karĢılık gelen vektör değerli 
,1 ,2

( , ) ( ( , ), ( , ))T

n n n n n n
y x y x y x    (Bkz. 

Bölüm 3) özfonksiyonları vardır. Burada T  ile transpozu gösterdik. Üstelik farklı 

özdeğerlere ait olan vectör değerli özfonksiyonlar diktir.(Bkz. yard. teorem 3.1) Yani; 

 0

,1 ,1 ,2 ,2

0

( , ) ( , )

[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )] 0

T
n n m m

n n m m n n m m

y x y x dx

y x y x y x y x dx





 

     




 

dır. ġimdi ( , )y x   ve ( , )z x  , (5.2) denkleminin çözümleri olsun; o halde 

 
2 1 1 1 2 2
( ) , ( )y p x y y y r x y y       (5.5) 

 
2 1 1 1 2 2
( ) , ( ) .z p x z z z r x z z         (5.6) 

olur. (5.5) denklemlerini, 
1
z  ve 

2
z ile (5.6) denklemlerinide, 

1
y  ve 

2
y  ile sırasıyla 

çarpılıp daha sonra birlikte toplanırsa aĢağıdaki denklem elde edilir. 

 1 2 2 1

1 1 2 2

{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}

( ){ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}.

d
z x y x z x y x

dx
y x z x y x z x

   

     

 

    
 (5.7) 

Eğer 
1 2

( ) ( ( ), ( ))Tf x f x f x  sürekli türevli ve (5.3), (5.4) sınır Ģartlarını sağlayan vektör 

değerli bir fonksiyon ise o zaman bu ( )f x  fonksiyonu (5.2)-(5.4) probleminin vektör 

değerli özfonksiyonları cinsinden mutlak yakınsak bir seriye açılabilir. 

Yani 

 
2

( )ˆ( ) n
n

n
n

x
f x f









   (5.8) 

olur. Burada 

 
1 ,1 2 ,2

0 0

ˆ ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]T

n n n n
f f x x dx f x x f x x dx

 

       

dir. 
,1 ,2

( ) ( ( ), ( ))T

n n n
x x x    de 

n
  özdeğerlerine karĢılık gelen vektör değerli 

özfonksiyonlardır ve 
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2 2 2

,1 ,2

0 0

( ) ( ) [ ( ) ( )]T

n n n n n
x x dx x x dx

 

         

olur. Eğer f  sadece karesi integrallenebilen bir fonksiyon ise o zaman (5.8) serisi f  ye 

yakınsar. 

 

     5.2 Sampling Teoremi ve Dirac Operatörler 

     ġimdi (5.2)-(5.4) sınır değer problemiyle ilgili sampling teoremini ana teorem olarak 

verebiliriz. 

     Teorem 5.1. ( )f x  fonksiyonu [0, ]  aralığında karesi integrallenebilen vektör değerli 

bir fonksiyon olsun.  

 

0

( ) ( ) ( , )TF f x x dx


     (5.9) 

öyleki ( , )x  , (5.2) denkleminin bir çözümü ve 
1
(0, ) cos    ve 

2
(0, ) sin    

olsun. O halde, ( )F   derecesi en fazla   olan üstel bir tam fonksiyondur ve { }
n n
 

  

noktalarındaki değerleri kullanılarak aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir. 

 
( )

( ) ( )
( ) ( )n

n n n

G
F F

G


 

  






  (5.10) 

Bu seri   nin kompakt bir alt kümesinde düzgün yakınsaktır ve ( )G  , sıfırları tam 

olarak (5.2)-(5.4) probleminin özdeğerleri olan bir tam fonksiyondur ve bu fonksiyon 

aĢağıdaki formda yazılabilir, [27]. 

 
0

1

( ) ( ) 1 1 .
n n n

G
 

  
 



 

                
  (5.11) 

     İspat: Öncelikle (5.11) de verilen sonsuz çarpım bir tam fonksiyon tanımlar. Çünkü 

| |n   iken (5.2)-(5.4) probleminin özdeğerleri 
2

0 1
/ (1/ )

n
a n a n O n      

asimtotik formülünü sağlar. Bu da aĢağıdaki bağıntıdan ( )F   fonksiyonunun en fazla 

  tipinde üstel bir tam fonksiyon olduğunu gösterir. 

 
1 1 2 2

0 0

| ( ) | | ( ) || ( , ) | | ( ) || ( , ) |F f x x dx f x x dx
 

        
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Ayrıca 
1
( , )x   ve 

2
( , )x  , en fazla   tipinde üstel bir tam fonksiyon olmasından ki bu 

Bölüm. 3 yrd. teorem 3.3 den görülebilir, her   için ( , )x  , 2(0, )L   uzayında 

olduğundan, 

 
2

( )ˆ( , ) ,n
n

n
n

x
x


  







   (5.12) 

elde edilir. Burada  

 0

1 ,1 2 ,2

0

ˆ ( , ) ( )

[ ( , ) ( ) ( , ) ( )] ,

T
n n

n n

x x dx

x x x x dx





   

     



 




 (5.13) 

ve 

 
1 2 ,1 ,2

( , ) ( ( , ), ( , )), ( ) ( ( ), ( ))T T

n n n
x x x x x x            

dir. f , 2(0, )L   uzayında olduğundan (5.8) formunda açılıma sahiptir. Parseval 

bağıntısından ve (5.9) dan 

 
2

ˆ
ˆ( ) n
n

n
n

F f









   

bulunur. Ayrıca 

 

0 0

ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )T T

n n n n
F f x x dx f x x dx f

 

        

dır. Böylece 

 
2

ˆ
( ) ( ) n

n
n

n

F F


 






   (5.14) 

elde edilir. (5.7) deki bağıntıdan  

 0

0

( ) ( , ) ( , ) ( , ) | ( , ) |T

x x
y x z x dx W z y W z y




   

 
     (5.15) 

bulunur. Burada 
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 1 2

1 2

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )

y x y x
W y z

z x z x

 

 


 
 

dır. ( , )x  ; 
1
( , ) cos     ve 

2
( , ) sin     olmak üzere, (5.2) diferansiyel 

denkleminin çözümü olsun. O halde ( )G   yı aĢağıdaki Ģekilde tanımlayalım. 

 
1 2 2 1

1 2

( ) ( ( , ), ( , ))

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

sin ( , ) cos ( , )

G W      

           

     



 

 

 (5.16) 

Benzer Ģekilde  

 
1 2

( ) sin ( , ) cos ( , )G            (5.17) 

bulunur. (5.16)’yı 
1
( , )    ile ve (5.17)’yi 

1
( , )    ile çarpıp, çıkan sonuçlar 

birbirinden çıkarılırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 
1 1

2 1 1 2

( ) ( , ) ( ) ( , )

cos [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]

G G       

            

 
  

 (5.18) 

Eğer ( , ) ( , )y x x    ve ( , ) ( , )z x x    , (5.15)’de yerine konur ve 

( (0, ), (0, )) 0W       olduğu gözönüne alınırsa (çünkü (0, )   ve (0, )   nün her 

ikiside 0  da (5.3) ün sınır Ģartlarını sağlar) aĢağıdaki denklem elde edilir. 

 
1 2 2 1

0

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T x x dx


                       (5.19) 

cos 0  olması koĢuluyla, (5.18) eĢitliği kullanılarak (5.19) eĢitliği aĢağıdaki forma 

dönüĢtürülür. 

 1 1

0

( ) ( , ) ( ) ( , )
( ) ( , ) ( , )

cos
T G G
x x dx

        
     



 
    

Yukarıdaki ifadenin 
n

    iken limiti alınırsa 

 
,1

0

( ) ( )
( ) ( , ) ( )

cos
nT

n n

G
x x dx

   
    




   (5.20) 

elde edilir. Çünkü (5.16) ve (5.4) den ( ) 0
n

G    dır. Benzer Ģekilde 
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,2

0

( ) ( )
( ) ( , ) ( ) nT

n n

G
x x dx

sin

   
    




   (5.21) 

sin 0  olmak koĢuluyla bulunur.  ’ya göre türevi alınıp ve 
n

 
 

iken limit 

alınırsa  

 
2 ,1 ,2

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

cos sin
n n n nT

n n n

G G
x x dx

      
  

 

  
    (5.22) 

   

elde edilir. (5.13), (5.20), (5.22) den / 2   olmak üzere 

 
2

ˆ ( )

( ) ( )
n

n n
n

G

G

 
  




 (5.23) 

bulunur. Eğer / 2   ise aynı sonucu bulmak için (5.13), (5.21) ve (5.22) kullanılır. 

ġimdi (5.23) denklemi (5.14) de yerleĢtirildiğinde (5.10) elde edilir. 

     (5.10) serisinin kompleks düzlemdeki bir K  kompakt kümesinde düzgün yakınsak 

olduğunu göstermek için 

 
2

( )
( ) ( )

N
n

N n
n N

n

x
S x F






   

olsun. / 2   için Cauchy-Schwarz eĢitsizliği ve (5.14), (5.20), (yada / 2   

için (5.21)) ve (5.22) denklemleri kullanılarak 

 

2

2

2

2

0

2

0
2

( )
( ) ( )

( ) ( )

ˆ
( ) ( )

[ ( ) ( )] ( , )

( , ) ( , )

( )

N

n
n N n n

N
n

n
n N

n

T

N

T

N

N

G
F F

G

F F

f x S x x dx

x x dx f S

C K f S






 

  


 



 

   








 

 

      

 








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bulunur. Burada N   iken son terim sıfıra gider ki burada ( )C K  için 

 

0

( ) max ( , ) ( , )T

K
C K x x dx




   



      
  

yazılabilir. Ġspatı tamamlamak için (5.16) daki ( )G   fonksiyonunun aslında (5.11) deki 

sonsuz çarpım olduğunu göstermeliyiz. Elbette (5.16) da tanımlanan fonksiyon sadece 

sıfırları Dirac probleminin özdeğerleri olan bir tam fonksiyondur. Eğer (5.11) deki 

sonsuz çarpım geçici olarak ˆ( )G   Ģeklinde gösterilirse o halde ˆ( ) ( ) ( )G g G    olur. 

Burada ( )g  sıfıra sahip olmayan bir  tam fonksiyondur. Böylelikle 

 
ˆ( ) ( ) ( )
ˆ( ) ( ) ( )n n n

G g G

G g G

  
  


 

 

bulunur ve ( )/ ( )F g   fonksiyonu için teoremin sonucu geçerli olur. 

     5.3 Uygulama 

     ( ) 0 ( )p x r x   için (5.2)-(5.4) sınır değer problemini ele alırsak: 

 
2 1 1 2

, ,y y y y     (5.24) 

 
1 2
(0)sin (0)cos 0y y    (5.25) 

 
1 2
( )sin ( )cos 0y y      (5.26) 

(5.24) ve (5.25) probleminin bir çözümünün ( , ) (cos( ),sin( ))T x x x         

olduğu kolayca görülür. Bu çözümü (5.26) da yerine koyarak 

cos( )sin sin( )cos sin( ) 0                bulunur. Bu nedenle 

/
n
n     özdeğerlerdir öyleki      dır. O halde (5.11) denkleminde 

tanımlanan ( )G  , /    ve 0   olmak üzere aĢağıdaki Ģekilde verilir. 

 
2

2 2
0

sin ( )
( ) 1 1 1

sinn n

G
n n

     


  

 

 

                              
   

Eğer 0   ise o halde 
2 2

1

( ) (1 / ) sin /
n

G n    




    olur. 

     Buradan  Teorem 5.1 aĢağıdaki forma dönüĢür. Eğer bazı 2

1 2
, [0, ]f f L   için 
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1 2

0

( ) { ( )cos( ) ( )sin( )}F f x x f x x dx


         

ise o halde tüm   lar için 

 
sin ( )

( ) ( )
( )n

n
F F n

n

  
 

  





 
 

   

olur.  

     Özel olarak eğer 
1 2
( ) ( ) ( )f x f x f x   alınırsa o zaman ( )f x  bandlimit 

fonksiyonunun ( )F   Hartley dönüĢümünün  aĢağıdaki genellemesi elde edilir. 

 

0

( ) {cos( ) sin( )} ( )F x x f x dx


         

Bu da bazı keyfi c  sabitleri için ve /c     olmak üzere aĢağıdaki Ģekilde 

yeniden yazılabilir. 

 
sin ( )

( ) ( )
( )n

n
F F n

n

  
 

  





 
 

   

0   olduğu zaman aĢağıdaki Hartley dönüĢümü bulunur. 

 

0

( ) {cos sin } ( ) ,F x x f x dx


     

ve 

 
sin ( )

( ) ( )
( )n

n c
F F n c

n c

 


 





 
 

   

Ģeklinde elde edilir. 
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BÖLÜM 6 

SONUÇ 

     Bu çalıĢmada sampling teoreminin Dirac operatörlerle bağlantısı kurulmuĢtur. 

Sampling serisinin oluĢturulmasında ihtiyaç duyulan sampling noktaları ve sampling 

fonksiyonları düzenli Dirac operatörlerin özdeğerlerinden ve özfonksiyonlarından elde 

edilmiĢtir.  

     WSK metodu, belirli Ģartlar altında verilmiĢ bir integral fonksiyonu ile birlikte 

sampling değerlerinin verilmesi durumunda sampling serisinin nasıl olacağı ile ilgili 

bize bilgi vermektedir. Bizde düzenli bir Dirac operatörün ayrık bir spektruma sahip 

olmasından ve özdeğer ve özfonksiyonlarının asimtotik davranıĢlarından yararlanarak 

WSK metodu ile verilen bir Dirac operatör arasında bir köprü kurduk. Bunuda verilen 

bir Dirac operatörün özdeğerlerini sampling değerleri ve özfonksiyonlarınıda sampling 

fonksiyonları seçerek yaptık. Böylece WSK metodunda ki çekirdek fonksiyonlarını 

alıĢılmıĢ üstel fonksiyonlar almak yerine farklı bir yaklaĢımda bulunduk. 
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