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LATIS DEGERLiI EGOROFF TEOREMIi VE LATIiS DEGERLI LUSIN
TEOREMI

KARAKUS, Ali
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoéneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mehmet SAHIN
Aralik 2012
79 sayfa

Bu tezde, klasik analizde fonksiyonlarin yakinsakliklarini belirlemede cok
Oonemli bir yere sahip olan Egoroff ve Lusin teoremlerinin, latis degerli bulanik

Olciim uzayi iizerinde, latis degerli bulanik 6l¢iim fonksiyonlar1 kullanilarak, latis

aileleri ve latis islemleri olan supremum ve infimum (/\,\/) yardimiyla ifadeleri ve

ispatlar1 verilerek, bulanik 6l¢tim uzay1 tizerindeki Egoroff ve Lusin teoremleri latis
degerli bulanik Ol¢clim uzayr ilizerine genellestirilmeye calisilmistir. Ayrica, latis
degerli bulanik Ol¢lim uzayr lizerinde, latis degerli zayif sifir toplamsal bulanik
Olciim tanimi yapilarak, latis degerli Egoroff ve latis degerli Lusin teoremleri i¢in

orneklere yer verilmistir.

Anahtar kelimeler: Latis degerli Egoroff teoremi, Latis degerli Lusin

teoremi, latis degerli bulanik 6l¢iim, latis degerli zayif sifir toplamsal bulanik 6l¢iim.



ABSTRACT

LATTICE VALUED EGOROFF THEOREM AND LATTIiCE VALUED
LUSIN THEOREM

KARAKUS, Ali
M. Sc. in Depertmant of Mathematics
Supervisor: Asst Prof. Dr. Mehmet SAHIN
December 2012
79 pages

In this thesis, we examined, in classical analysis, which has an important role
in determining convergence of functions Egoroff and Lusin Theorems, on lattice

valued fuzzy measure space, using the lattice valued fuzzy measure functions, with

the help of lattice families and lattice operations supremum and infimum (/\,v)

giving statements and proofs, Egoroff and Lusin theorems on fuzzy measure space
generalized to lattice valued fuzzy measure space. In addition, giving the definition
of lattice valued weakly null additive fuzzy measure on lattice valued fuzzy measure
space and the examples of Lattice valued Egoroff and lattice valued Lusin theorems

are presented.

Keyword: Lattice valued Egoroff theorem, Lattice valued Lusin theorem,

lattice valued fuzzy measure, lattice valued weakly null additive fuzzy measure.
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SEMBOLLER LiSTESI

Evrensel kiime

Reel sayilar kiimesi
Bos kiime

A kimesinin kuvvet kiimesi

Latisler kiimesi

Kiime sinifi
A ile B nin kartezyen carpimi
Klasik kiime fonksiyonu

f fonksiyonunun tersi

f fonksiyonunun tanim kiimesi
f fonksiyonunun deger kiimesi

Isaret fonksiyonu
Klasik 6l¢iim fonksiyonu ( veya bulanik 6l¢iim fonksiyonu)

Karakteristik fonksiyon

E kiimesinin tiimleyeni

Kiimeler dizisi

Halka ( ya da cebir)

Yar1 halka

o -halka

Monoton sinif

Bagint1

En kiiciik st sinir



h.h.h
p.h.h.h
h.h.d

p.h.h.d

En biiytik alt sinir

A kiimesinin en kiiciik {ist sinir1
A kiimesinin en biiyiik alt sinir1
Bulanik kiime

a seviyeli elemanlarinin kiimesi

Bulanik evrensel kiime

Dis dlgiim

Olgiilebilir kiimelerin sinifi
A-bulanik olgtimii

Giivenirlik (Belief) ol¢timii
Makul (Plausibilitiy) 6l¢tim
Latis degerli bulanik 6l¢iim
Latis degerli fonksiyon dizisi
Hemen hemen her yerde
Pseudo hemen hemen her yerde

Hemen hemen diizgiin

Pseudo hemen hemen diizgiin
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1. BOLUM

GIRIS

Olgiim, temel olarak bir ipin uzunlugu, bir tarlanin alan1 ve bir evin hacminin
hesaplanmasi ihtiyacindan dogmustur ve insan yasamina kKolayliklar getirmistir. Bu
yiizden &l¢iim kavraminin hayatimiza girisi ¢ok eskilere dayanmaktadir. Olgiim ilk
olarak, insanlar tarafindan kendi sayilarini veya hayvanlarinin sayilarini belirlemek
icin, ardindan bir ¢ubugun veya bir ipin reel diizlemdeki uzunlugunun Sl¢iimiiniin
belirlenmesi i¢in, daha sonralar1 tarimin gelismesi ve yerlesik hayata gegis ile birlikte
bir tarlanin alanini hesaplamak i¢in kullanilmistir. Ancak bu 6l¢iim daha karmasik
dlciimler igin yetersiz kalmistir. Ornegin bir yapragin yiizey alanmnin
hesaplanmasinda bircok problemle karsilasiimustir. Iste bu noktada basit anlamda
dlciimiin yetersizligi ortaya ¢ikmustir. Olgiim, R de uzunluk kavraminin, R? de alan
kavrammin ve R® de hacim kavrammmin genellestirilmesidir. Bu baglamda daha
kompleks sekil, cisim veya kiimelerin Ol¢liimii i¢in bilimin ve Ozellikle de
matematigin gelismesiyle bir ¢cok calisma yapilmistir. Ornegin; A.L. Cauchy (1789-
1857), integrali bir toplamin limiti olarak tanimlayan ilk matematik¢i oldu. Bu ayni
zamanda dl¢iimiin R* ye uyarlanmasi anlamima geliyordu. Daha sonra Riemann
(1826-1865), Cauchy’nin ¢aligmalarint siirdiirmiistiir. Ayrica Riemann, genel olarak
araliklar lizerindeki Ol¢iim hakkinda c¢alismalar yapmistir. Bu g¢alismalar biiyiik
araliklari, daha kii¢iik parcalara ayirarak, hesaplama esasina dayaniyordu. Ayrica G.
Cantor (1845-1918) integral ile Olgiim arasindaki iligkiyi incelemistir. Yapilan
calismalar arasinda 6zellikle de Fransiz matematik¢iler Emile Borel (1871-1956) ve
Henri Lebesque (1875-1941) in yapmis oldugu g¢alismalar bugiinkii klasik 6l¢tiim
teorisinin temelini olusturmaktadir. Klasik o6l¢iim teorisindeki toplamsallik

ozelliginden dolay1 bu 6l¢iime toplamsal 6l¢lim de denilmektedir. [49]

Bilimin hizli ilerleyisine bagli olarak toplamsallik sartinin ¢ogu zaman

kisitlayict oldugu goriilmiistiir. Buna bagli olarak toplamsallik yerine monotonluk,



stireklilik gibi sartlar kullanilarak o6l¢iim kurallari olusturulmustur. Bu konuda

ozellikle Shafer[31,32], Sugeno[33,34] ve Zadeh[54,55] tarafindan Onemli

caligmalar yapilmistir. Bu 6l¢timler genel olarak bulanik 6l¢iim olarak adlandirilir.

Bulanik ol¢timler, klasik oOl¢timlerin daha derinlemesine analiz edilmis,
ayrintilt olarak incelenmis halidir. Bu 6l¢iimiin temelinde 1930’larin sonlarinda,
meshur kuantum fizik¢isi olan Max Blanck’ in “¢cok degerli mantigi” kiimelere

uygulamasi vardir. Bu, bilimin bulanik kiimeler ve {iyelik fonksiyonlari ile tanismasi

demekti. Yaklagik otuz sene sonra Zadeh [54] tarafindan
m:X - [0,1]
taniml1 bir doniisiim olmak tiizere;
p={ (% u(x)): u(x) €[0,1]}

bulanik kiimesinin taniminin verilmesiyle matematikte yeni bir ¢igir agilmis oldu.
Bilinen olgularla ifade edilen klasik kiimeler yerine, dereceli liyelik fonksiyonuyla
ifade edilen bulanik kiimeler tanimlanmis oldu. Bu bulanik kiime teorisiyle birlikte
klasik kiimelerin gergek olaylarla daha ¢ok Ortlisen, bulanik kiimelere

genellestirilmesine  bagli olarak, klasik Ol¢limlerin de bulanik 6lgiimlere

genellestirilmesi 6nemli bir ¢alisma alani olmustur. [1, 2,3, 4,14,17,18]

Klasik ol¢iimlerin bulanik Olgiimlere genellestirilmesinin yan1 sira son

yillarda klasik Ol¢limlerin  ve bulanik Olglimlerin  latis degerli  Slgiimlere
genellestirilmesi ile ilgili ¢aligmalar da yapilmaktadir. [20,21, 22,37,38,39,40]

Yapilan bu calismalara paralel olarak bu tezde klasik dl¢lim, bulanik dl¢iim ve latis

degerli 6l¢lim arasindaki iligkilerden de bahsedilmistir.

Bu tez 8 boliimden olusmaktadir. Giris kisminda O6lgiimiin  hayatimiza
girisinden, Ol¢lim, bulanik Olglim ilizerine yapilmis calismalardan bahsedilmistir.
Tezin ikinci boliimiinde klasik kiimeler, bulanik kiimeler, kiime simiflar1 ve kismi
sirali kiimeler hakkinda genel bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde klasik &lgiimle
alakali temel tanim, teoremler ve oOrneklere yer verilmistir. Dordiinci boliimde

bulanik Olgiimle ilgili temel tanim ve teoremler verilerek Ornekler ¢ozlilmiistiir.

2



Besinci bolimde latislerle ilgili temel tanim ve teoremler verilerek Ornekler
¢cozlilmiistiir. Altinct boliimde latis degerli bulanik 6l¢iim fonksiyonlarindan, sifir
toplamsalliktan, oto-siireklilikten, dilizgiin oto-siireklilikten ve monoton kiime
fonksiyonlarinin yapisal karakteristiklerinden bahsedilmistir. Yedinci bdliimde
bulanik 6l¢lim uzaylarinda Olgiilebilir fonksiyonlardan, hemen hemen her yerde
diizgiin stireklilikten, Pseudo hemen hemen her yerde diizgiin siireklilikten
bahsedilmistir. Sekizinci boliimde ise Egoroff ve Lusin teoremlerinin bulanik 6l¢tim
uzaylar1 tizerinde, latis aileleri yardimiyla, latis islemleri kullanilarak ifadeleri ve
ispatlar1 verilmeye c¢alisilmistir. Burada kullanilan latis ifadesi, herhangi bir kiimenin
veya arali@in karsilastirilabilir herhangi iki elemaninin, infimumlarinin ve
supremumlarinin yine ayni kiimeye veya araliga diistiikleri anlamina gelmektedir.

Elemanlar1 bu sartlar1 saglayan kiimeler latis kiimesi olarak adlandirilmaktadir.



2. BOLUM
KUMELER iLE ILGILIi TEMEL KAVRAMLAR

Klasik 6l¢tim, bulanik 6l¢iim ve latis degerli 6l¢iim kavramlarini incelerken

kullanilan temel tanim, teorem ve 6rneklerin yer aldigi bu boliimde, klasik 6l¢tim

kuramiin tanimlandigi kiime smiflarinin {irettigi halkalar ve cebirler [25,49] ile

bulanik kiimeler ve bulanik kiimeler tizerindeki cebirsel yapilar yer almaktadir

[9,10,11,12,13,48,49,54,55]. Ayrica bu bdliimde, latisleri incelerken kullanilan
kismi siral1 kiime ile ilgili temel tanim ve teoremlere de yer verilmistir [5,15, 45] .Bu

boliim [ 15,45,49,54 | numarali kaynaklardan derlenmistir.

2.1. Kiimeler ve Fonksiyonlar

Belirli bir alandaki tiim elemanlar1 igeren kiimeye evrensel kiime denir. Bu
calismada evrensel kiime X ile gosterilmistir. Higbir elemani olmayan kiimeye bos

kiime denir ve & ile gosterilir. X e ait herhangi bir A alt kiimesinin tiim alt

kiimelerinin ailesine A nin kuvvet kiimesi denir ve P(A) veya 2% ile gosterilir.

A, B e X olsun.

i) Aile B nin arakesiti: AﬂB:{XZXeA ve xeB}
ii) A ile B nin birlesimi: AUB Z{XZXEA veya X € B}

iii) Aile B nin farki: A—B={X:xe A ve x¢ B}
e ADB ise A—B kiimesine 6z kiime denir.

iv) A nin timleyeni: A°=X-A yada A=X-A
V) A ile B nin simetrik farki : AAB=(A-B)uU(B-A)=(AUB)-(ANB)



e AAB=O dir < A =B dir.

vi) A herhangi bir indeks kiimesi olsun.

A, ={x:ixeA, VaeA} , [JA,={x:xeA,  JaecA}

aelA aelA

olmak tizere asagidaki 6zellik De Morgan Kural1 olarak bilinir.

Ua)=nx - (na)-us

ael ael ael ael

ya da

Ua=Na o Na=Ua

teT teT tet teT

vii) AnB=¢ ise A ile B kiimelerine ayrik kiimeler denir. Eger «, 8 € A olmak
lizere,or # B iken A, "B, = ise (Aa )ae , kiime ailesine ikiser ikiser ayriktir denir.

viii) A ile B nin kartezyen ¢arpimi : AxB = {(a, b) raeA,be B} seklindedir.

iX) AxB nin herhangi bir f : A — B alt kiimesi, V(a,b),(a,c)e f ikenb=c
kosulunu saglarsa, f ye fonksiyon denir. f nin tanim kiimesi

D, ={aeA:(a,b)e f be B} ve deger kiimesi R, :{be B:(a,b)e f ,EIaeA}
seklinde tanimlanir. Herhangi bir M — A alt kiimesinin goriintiisii

f(M) :{b eB:b=1f(a),JaeM } ve herhangi bir N = B alt kiimesinin goriintiisii

f‘l(N)={aeA: f(a)e N} seklindedir.

X) Bir A kiimesinin isaret fonksiyonu

1, XeA
L (%)= 0 XeA

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyona ait bazi1 6zellikler asagidaki gibidir.



1AmB :1A '1B

1AuB =lA +1B _1A '1B
1AC =1-1,

xi) E bir kiime olmak iizere VX € X igin X karakteristik fonksiyonu

{1 . XeE ise
Xg =

0, xegE ise

seklinde tanimlanir ve asagidaki durumlari saglar.

e WXeX igin E=F & X¢(X)=X, (x)
e WXeX igin ECF e X (X)X, (x)
e X,=1ve X,=0.[49]

2.2. Kiimelerde Temel islemler

Kiimelerin kiimesine sinif ad1 verilir. I, X in alt kiimelerinin bir sinifi ve T

bir indeks kimesi olsun. Buradan {EI 't GT}, X in alt kiimelerinin ailesi ise

{Et ‘te T} e 3 olur. 3 sinifindaki en az bir kiimeye ait olan X deki tiim noktalarin

kiimesi, 3 nin tiim kiimelerinin birlesimi olarak adlandirilir

ve U3
ile gosterilir. T indeks kiimesindeki her t ye karsilik bir E, kiimesi bulunur &yleki

bu kiimelerin birlesiminin sinifi, {Et te T} seklindedir ve
UE veya [JE

teT

ile gosterilir. Ozel olarak 3 ={E, E,} almir ise

|JS=E,UE,



ile gosterilir. Eger SZ{El,EZ,...,En} (3={E1,E2,...}) alinirsa
|J3=E,UE,U..UE,

veya (U Eij

seklinde ifade edilir. 3 nin her bir kiimesine ait olan X in tiim noktalarinmn

kiimesine 3 nin kesisim kiimesi denir. Ve ﬂS ile gosterilir. [49]

Ornek 2.2.1. X ={a,b,c,d} ve Sz{{a},{b},{b,d},{c,d}} F ={a,c} alirsak

Ornek.2.2.2. X =(-w,0) ve I={[a,b]:~o<a<b<oo}, F=[0,2] olsun.

SﬁFZ{[a,b]:O£a£b£2}

kiimesi, tlim kapal1 araliklarin bir alt sinifidir.

Onerme 2.2.1. E,F c X olmak iizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i) EcF

iy EUF=F

i) ENF=E. [49]

Onerme 2.2.2. X evrensel kiime ve E,F — X olmak iizere kiimelerde birlesim,

kesisim ve tiimleyen islemleri asagidaki 6zelliklere sahiptir.

i) Timleme 6zelligi: Bir kiimenin tiimleyeninin tiimleyeni kendisidir. Yani E =E

dir.
i) Degisme ozelligi. EOF=FUE veya ENF=FnNE

iii) Birlesim 6zelligi: U(U ES] = |J E

teT \s<& sels,



veya ﬂ(ﬂ ES]: N E

teE \ 55 sels,
iv) Dagilma 6zelligi: FN U E |= U( FNE)
teT et
veya FUlNE |=N(FVE)
teT teT
v) Idempotentlik: EUE=E v EnNE=E
vi) ENE=0 v EUE=X

vii) {El, E,, } (yada {En} ) kiimelerin bir dizisi olsun. n nin sonsuz ¢oklukta

degeri igin E ye aitolan X in tiim noktalarmin kiimesine {En} nin {ist limiti denir
ve Iign SUpE veya limE, seklinde gosterilir. N nin sonlu degeri icin E, yeait

n n
olan X in tiim noktalarinin kiimesine {E, } nin alt limiti denir ve liminf E, veya

Iimn E, seklinde gésterilir. [ 49]

Onerme 2.2.3. limsup E_ =MUE ve liminf E =JNE dir. [49]

n=1i=n n=li=n

Onerme 2.2.4. Her {E,} monoton dizisi igin liME mevcuttur ve

UEn ya da ﬂEn

n

dir. Bu esitlik{ E, } nin sirastyla artan ya da azalan olmasina baghdir. Genellikle {E, |
artanve limE _=E ise E_artarak E ye yaklagir, eger {E, | azalan ve limE =E

ise {E, }artan,

n+1

ise E_azalarak E ye yaklagir. Ayricaher n=12... icin E, cE

E, oE,,, ise{E,} ye azalan denir. Azalan ve artan dizilere monoton dizi denir.

n+1

[ 49]



Onerme 2.2.5 ise kiimelerdeki islemler ile karakteristik fonksiyonlardaki

islemler arasindaki iligkiyi gosterir.

Onerme 2.2.5.

1 X = X

@ U =3P X,
ozel olarak Xeoe =max(Xg, Xp)
@ X e, =inf Xe
ve ozel olarak Xe r =min(Xg, X;)
(3) Xo=1-X,

(4 Xep=Xg—min(Xg, X)=min(X;,1-X;)=max(0, X, —X.)

(5) XEAF:|XE_XF|
(6) XIimSuann = IIrI;n Supx E,
(7) Xliminfn E, Iir(ninf XEn

ve lim_ E. mevcutise X”mnEn =Ii£n Xe dir. [49]
Onerme 2.2.6 lIMSUPE, = Iimninf E. dir. [ 49]
n

Onerme 2.2.7 @(EUE}) = EU@ F, dir. [ 49]

2.3. Kiime Siniflar

Tanmm 2.3.1. X in tiim alt kiimelerinin sinifina X in kuvvet kiimesi denir ve
P ( X ) gosterilir. [ 49]

Tamim 2.3.2. Bos olmayan bir $R simifinda her E,F R i¢in



i) EUFeR
i) E-F %R ise R ye bir halka denir. Baska bir deyisle bir halka, birlesme ve

fark islemlerine gore kapali olan bos kiimeden farkli bir siniftir. Kiimedeki birlesme

isleminin tekliginden dolay1 ayn1 zamanda sonlu birlesimler altinda kapalidir. [ 49]

Onerme 2.3.1. J, her halkanmn alt kiimesidir. [ 49]

Teorem 2.3.1. Her halka, simetrik fark ve arakesit islemleri altinda kapalidir ve

tersine simetrik fark ve arakesit islemleri altinda kapali olan bos kiimeden farkli her

sif bir halkadir. [ 49]

Teorem 2.3.2. Arakesit, fark, birlesim islemleri altinda kapali olan bos kiimeden

farkli bir sinif, bir halkadir. [ 49]

Ispat: EAF = ( E-(EnF )) u( F-(En F)) oldugu goz 6niinde bulundurulur ve

Teorem 2.3.1 uygulanirsa istenilen elde edilir. [ 49]

Ornek 2.3.1. X in tiim sonlu alt kiimelerinin sinifi bir halkadir. [ 49]
Ornek 2.3.2. X reel dogru, yani X = (—o0,+00) = {x T—0< X< +oo} olsun. Sinirly,

soldan kapali, sagdan agik araliklarin tiim sonlu birlesimlerinin sinifi, yani

n {x:—0<a < x<b <+ow}
=1

formundaki tiim alt kiimelerin sinifi bir halkadir. [ 49]

Tamm 2.3.3. Bos olmayan bir R sinifi i¢in
i) VE,FeR icin EUFeR

i) VEeR icin EcR

saglaniyorsa, ‘R ye cebir denir. Bagka bir deyisle bir cebir, birlesim ve tiimleyen

islemleri altinda kapali, bos olmayan bir siniftir. A¢ik¢a bu tanimda "U" yerine "m\"

de yazilabiliriz. [ 49]
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Teorem 2.3.3. Bir cebir X i igeren bir halkadir ve tersine X i iceren bir halka bir

cebirdir. [ 49]

Ornek 2.3.3. Tiim sonlu kiimeler ve onlarin tiimleyenlerinden olusan sinif bir cebir-

dir. Bu érnekte bahsi gegen dzellik, Onerme 2.3.2 ile genellestirilebilir. [ 49]

Onerme 2.3.2. R bir halkaise RU{E:E e R} bir cebirdir. [ 49]

Tanim 2.3.4. Bos olmayan bir ¢ simifi asagidaki kosullar1 sagliyorsa ¢ ye bir yari

halka denir.
i) VELFep i¢sin EnFeg

i) ECF yisaglayan VE,F €@ i¢insonlu {C,,C,,...,C,};C; €@ smifi mevcut

olsun dyleki
E=C,cC,c..cC,=F
ve D=Cc-C,eqp; i1=12,..,n.
Her halka bir yar1 halkadir ve bos kiime her yar1 halkaya aittir. [ 49]

Ornek 2.3.4. X in tiim tek elemanl1 kiimelerini ve bos kiimeyi iceren smif bir yari

halkadir. [ 49]

Ornek 2.3.5. X reel dogru olsun. Tiim sinirl, soldan kapali, sagdan acik araliklarin

siifi bir yar1 halkadir. [ 49]

Tamm 2.3.5. Bos olmayan F smifi i¢in

i) EFeF icin E—FeF

i) EeF i=12,..,|JEeF
i=1
saglaniyorsa F ye bir & -halka denir.

Bir o -halka, sayilabilir birlesimler altinda kapali bir halkadir. [ 49]
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Onerme 2.3.3. Bir o -halka, sayilabilir kesisimler altinda kapalidir ve dolayisiyla F
bir o-halka ve {E, } € F bir kiime dizisi ise
limsupE, e F ve liminfE eF dir. [49]
n n
Ornek 2.3.6. Tiim sayilabilir kiimelerin sinifi bir halkadur. [ 49]

Tamm 2.3.6. X * iigeren ¢ - halkaya bir o -cebir (ya da o -cisim) denir. [ 49]

Ornek 2.3.7. Tiim sayilabilir kiimeleri ve onlarin tiimleyenlerini iceren simif bir o -

cebirdir. [ 49]

Onerme 2.3.4. F bir o-halkaise F U{E:E e F} bir o -cebirdir. [ 49]

Tamm 2.3.7. Bos olmayan bir M smifinda, her monoton dizi {En} cM igin
|irm En e M ise M ye bir monoton sinif denir. [ 49]

Onerme 2.3.5. Bir ¢ -halka, bir monoton siniftir. [ 49]
Onerme 2.3.6. Bir halka ayn1 zamanda bir monoton sinif ise bir o - halkadir. [ 49]

Ornek 2.3.8. X reel dogru olsun. Tiim araliklarin smifi ( bos kiime ve tek elemanl

kiimeler araliklar olarak ifade edilebilir) bir monoton siniftir. [ 49]

2.4 Baginti, Siral Kiimeler ve Sayilabilir Kiimeler

Tamim 2.4.1. Ave B bos olmayan kiimeler olsunlar. AxB kartezyen ¢arpiminin

bir 4 alt kiimesine A kiimesinden B kiimesine bir bagint1 denir. Eger (a, b) ep

ise; "a ve b, B ile baghdir" denir ve afb ile gdsterilir. [45]

Ornek 2.4.1. X bos olmayan bir kiime olsun. Bir kiime islemi olan '<" islemi

P(X) de bir bagitidir. [45]

Tanim 2.4.2. B, A kimesinden B kiimesine bir bagint1 olsun. B kiimesinden A

kiimesine B = {(b, a): (ab)ep } bagintisina ters bagint1 ( 4 nin tersi ) denir ve
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afb < bpta

seklinde gosterilir. Ayrica b a < a( B )_1 b oldugundan ( i )_1 = dir. [45]
Tamm 2.4.3. £, A kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun. £ bagmtisina Va,b,c € S i¢in
i) affa ise yansiyan

i) afb iken bpa ise simetrik

iii) afb ve bgc iken afc ise gegisken
sartlarini sagliyorsa denklik bagintisi denir. [45]

Tamm 2.4.4. A kiimesinin ikiser ikiser ayrik olan alt kiimelerinin {Al A, An}

kiime sinifi igin UAi =A ise 0zaman {Al,Az,...,An} kiime sinifina, A nin
i=1

bir parcalanist denir. [45]

Tamm 2.4.5. £, A kiimesinde bir denklik bagintis1 olmak iizere VX e A igin
X= [X] = {y Xp y} sinifina A daki bir denklik smifi denir. Oyleki, £ tarafindan
olusturulan A daki biitiin denklik siniflar1 A/ £ ile gosterilir ve Amn /3 tarafindan
boliimii denir. [45]

Onerme 2.4.1. #, A kiimesinde bir denklik bagintis1 olsun. VX, Y € A igin

[x]=[y]= xpy
dirve A/, Anm bir parcalanisidir. [45]
Tamm 2.4.6. A kiimesindeki bir £ bagmtis1 Va,be A igin affb ve bfa iken
a=b oluyor ise /3 bagmtisina ters simetriktir denir. [45]

Tamm 2.4.7. [, A kiimesinde bir bagint1 olsun. Eger £ bagintis1 yansima, ters
simetri ve gegisme Ozelliklerini sagliyorsa £ bagintisina kismi siralama bagintisi
denir. A kiimesi iizerinde bir £ kismi siralama bagintis1 varsa, bu £ bagintisiyla

beraber A kiimesine ya da (A, f) ikilisine kismi sirali kiime denir. [45]

Ornek 2.4.2. ( P ( X ) , C) bir kismi siralama bagintisidir. Ciinkii VA,B e P ( X ) icin
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1) VAe P(X) icin Ac A
i) AcBve Bc A iken A=B

iii) AcB ve BcC iken AcC.[45]

Tanim 2.4.8. (P, S) bir kismi siralama bagintisi ve A < P olsun. Eger VX € A igin

aeP ve x<a ise a ya A kiimesinin {ist sinir1 denir. Eger A kiimesinin her b st
sinir1 igin a<b ise a ya en kiigiik iist sinir veya A kiimesinin supremumu denir. A

kiimesinin en kiiciik iist sinir1 sup A veya VA ile gosterilir.

Benzer sekilde VX € A i¢in a€ P ve a<x ise a ya A kiimesinin alt siniri

denir. Eger A kiimesinin her b alt sinir1 igin b <a ise a ya en biiyiik alt sinir veya

infumum denir. A kiimesinin en biiyiik alt sinir1, inf A veya AA ile gosterilir. Eger

A sadece x vey gibi iki elemandan olusuyorsa \/{X, Y} yerine xvy ve /\{X, y}
yerine X Ay kullanilir. [15]

Onerme 2.4.2. Eger A — P kiimesinin bir supremumu ve infimumu varsa tektir. [ 2]

Tanim 2.4.9. (P, S) bagintis1 kismi sirali olsun. VX, Yy € P i¢in X<Y veya

Yy <X varise (P, S) ye tam siralama bagmtisi denir. [15]

Ornek 2.4.3. Reel sayilar kiimesinde '<' islemi tam siralama bagimtisidir. [15]

Tanmim 2.4.10. Herhangi bir A kiimesi ile N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi
arasinda birebir bir iliski kurulabiliyor ise A ya sayilabilirdir denir. Boyle bir iligki
kurulamiyor ise kiimeye sayilamaz denir. Sayilabilir kiimelerin sayilabilir

birlesimleri de sayilabilirdir. Dahasi, Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilirdir. Fakat

R—Q sayilamazdir. Bundan dolayr R (reel sayilar kiimesi) de sayilamazdir. [25]

2.5. Bulanik Kiimeler
2.5.1. Bulanik Kiimeler ve Ozellikleri

Onermelerin ikiden fazla degere sahip olabileceklerini kabul eden mantik

sistemine ¢ok degerli mantik denir. 1930’ larin sonlarinda, meshur kuantum fizikgisi
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olan Max Blanck “cok degerli mantig1” kiimelere uyguladi. Bu, bilimin bulanik

kiimeler ve iiyelik fonksiyonlar1 ile tanismasi demekti. Yaklasik otuz sene sonra

Zadeh [54] tarafindan
X —[01]
taniml1 bir doniisiim olmak iizere;
p={ (% u(x)): u(x) €[0,1]}

bulanik kiimesinin taniminin verilmesiyle matematikte yeni bir ¢igir agilmis oldu.
Bilinen olgularla ifade edilen klasik kiimeler yerine, dereceli iiyelik fonksiyonuyla
ifade edilen bulanik kiimelerin tanimlanmasi islemleri klasik kiime kavramindan
oldukca farklidir. Ciinkii bulanik bir kiime, degisik iiyelik yani dahil olma
derecelerine sahip bir kiime tiiriidiir. Boyle bir kiime, elemanlarinin her birine 0 ile 1
arasinda iiyelik degeri atayabilen bir iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilebilir.
Kiimeye dahil olmayan elemanlarin iiyelik degeri 0, kiimeye tam dahil olanlarin
tiyelik degerleri ise 1 olarak atanir. Kiimeye dahil olup olmadigi belli olmayan
elemanlara ise belirsizlik durumlarma gore 0 ile 1 arasinda degerler atanir. Oysa
kesin kiime teorisinde belirsiz eleman diye bir sey s6z konusu degildir. Bir eleman
kiimeye ya dahildir ya da tamami ile kiimenin disindadir. Dolayisiyla kesin
kiimelerde bir elemanin alabilecegi tiyelik degeri ya O dir yada 1 dir. Bu bilgileri
verdikten sonra bulanik kiimenin tanimi1 ve bulanik kiimeler iizerinde tanimlanan

temel islemlere deginebiliriz.

Tanmm 2.5.1. X , klasik anlamda evrensel kiime ve A, X in bir alt kiimesi olsun.

ty: X >{0,1} tanmmli olan 2, karakteristik fonksiyonu

,UA(X):

1 XeA
0 xgA

olarak tanimlanir. Goriildiigii lizere 4, (X) ;XeA iken u,(x)=1,X¢A iken

7N (X) =0 iiyelik degerlerine sahiptir.
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Eger bu tanimda deger kiimesi [O,l] kapali araligi olarak alinirsa, A bir
bulanik kiime olarak adlandirilir. Burada #, (X), X in A da tyelik derecesidir.

Ha (X) , 1’e ne kadar ¢ok yakin ise X de A ’ya o kadar ¢ok aittir. Gortildiigii gibi

X ’in A alt kiimesinin kesin sinir1 yoktur. Bu nedenle A kiimesi
A={(x, 1y (X)) :x € X}
seklinde karakterize edilebilir. [54]

Ornek 2.5.1. A= {(Xl, 0.2),(x,,0.4),(x,,0.6),(x,,0.8), (X5,l)} sirali giftlerinden
olusan bir bulanik kiimedir. A nin tiyelik fonksiyonu £, (X) , [0,1] araliginda degerler
alir. Burada

£, (%) =02, 14, (X,) =0.4, £1,(%) =0.6, £2,(X,) =0.8 ¢, (x5) =1 dir.

Burada X; elemani A bulanik kiimesinin iiyelik derecesi tam olan bir elemani

olurken, X, eleman: A bulanik kiimesinin iiyelik derecesi en fazla olan elemani, X;
elemani ise A bulanik kiimesinin tiyelik derecesi en az olan elemanidir. Eger (Xe : 0)

seklinde bir ikili verilseydi #, (Xe) =0 olacakt: ve bu durumda ise, X, kiimeye

kesin olarak dahil olmayan eleman olarak dikkate alinacakti. [54]

Tanmim 2.5.2. Her X elemani X € X olmak lizere f, (X) =0 ise Aya bos bulamk

kiime denir. A= seklinde gosterilir. [54]

Tamim 2.5.3. A, bir bulanik kiime olsun. Eger 3X € X igin #,(X) =1 oluyorsa A

kiimesine normal bulanik kiime denir. Eger A bulanik kiimesi normal bulanik kiime

degilse normallestirmek igin islemi uygulanir. Oyleki burada

max { s, (x)} <1 dir. [55]

Ornek 2.5.2. X ={X,%,,X;} olmak iizere
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A ={(x,0.1),(x,,0.4),(x;,0.9)}

bulanik kiimesini normallestirelim:
M= 00 g0 S0 00 0
Ay ={(x,0.12),(x,,0.44), (x;,1)}
seklinde olup i=1,2,3 igin I € X , 4, (%) =1 olur. [54]
Tamm 2.5.4. G, bir bulanik kiime olsun.  €[0,1] igin
G, ={xeX:u;(x)=a}

kiimesine G nin gii¢lii « seviyeli elemanlarinin kiimesi denir. G nin giigli «

seviyeli elemanlarinin kiimesi ise Ga = {X eX: He (X) >a } seklinde tanimlanir.

[54]
2.6. Bulanik Kiimelerde Temel Islemler

Ave B bulanik kiimeler g, ve yg sirasiyla A ve B bulanik kiimelerinin tiyelik

fonksiyonlar1 olmak {izere

A= {(X’ Ha (X)) 1 14 (X) € [0’1]}

B = {(X, 415 (X)) : 15 () € [0,1]}

seklinde tanimlanir. [54]

Tamim 2.6.1. Eger VX e X igin £, (X) = Uy (X) ise A ve B ye esit bulanik kiime

denir. A=B seklinde gosterilir. [54]

Ornek 2.6.1. X = {Xl, X5, Xg} olmak iizere
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A ={(x,0.3),(x,,0.4),(x;,0.6)}

i Sy 2y 3
- {(xl, 02, 05 5)}

seklindeki bulanik kiimeleri i¢in

3
ua(x)=03 ,  wg(x) "1
2
1y (%,)=04 g (X,) = g
3
1y (%)=06 g (%) :g

olup VX e X igin g, (X) = t£5(X) oldugundan A ve B esit bulanik kiimelerdir
ve bu durum A = B bigiminde gdsterilir. [54]
Tamim 2.6.2. A ve B, X de iki bulanik kiime olsun. Eger VX € X igin
s (X) < 115 (X)
oluyorsa B, Avyi kapsar denirve A < B seklinde gésterilir. [54]

Tamm 2.6.3. A, B ’nin alt kiimesi ve A # B oldugu zaman A bulanik kiimesi B

bulanik kiimesinin 6z altkiimesi olarak adlandirilir. VX € X , £, (X) < ££5(X) ise

A, B nin 6z alt kiimesidir ve. A < B seklinde gbsterilir. [54]

Tamm 2.6.4. A bulanik kiimesinin A tiimleyeni £4; (X) =1— 1, (X) ile tanimlanur.

Ayrica
i (X) + Hx (x)=1

dir. Buna gore
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A= {0, 00) 10 =1- 1, ()
seklindedir. [54]

Tanmm 2.6.5. A ve B iki bulanik kiimesi olsun. A ile B ’nin kesisim kiimesi

Vxe X, g (X)=min(u, (X), 15 (X)) = 2, (X)/\,uB (X) olmak iizere

ANB ={(X, 5 (X)) 1 X € X, 11,5(x) €[0,1]}

seklindedir. [54]

Tanmm 2.6.6. A ve B iki bulanik kiime olsun. A ile B ’nin birlesim kiimesi

VXe X, thy g (X) =max(e, (X), 445 (X)) = £, (X) v 145 (X)

olmak tizere
AUB={(X, 1, 5(X) 1 x € X, 11,5 (X) €[0,1]}
seklindedir. [54]

Tamm 2.6.7. A ve B iki bulanik kiime olsun. A ve B bulanik kiimelerinin farkinin

tiyelik fonksiyonu
vxe X, py g(X)= H, B (x) = min(z, (X), Hg (x))
olmak iizere fark kiimesi

A=B={(X u, (X)) :xe X, 1, 5(x) €[0,1]}

seklinde tanimlanir. [54]
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2.7. Bulanik Kiimelerin Ozellikleri

G, T ve K bulanik kiimeler , U evrensel kiime olmak lizere

1) ldempotent :

ii) Ozdeslik :

iii) Degisme Ozelligi :

iv) Birlesme Ozelligi:

v) Dagilma Ozelligi:

vi) Kuvvet Alma:

GUG=G, GNG=G

GNAUx[01])=G , GUD=G
GuUx[01)=Ux[01] , GNT=0

GAT=TNG , GUT=TUG
GAT)AK =GN (T NK), (GUT)UK =GU(T UK)
GA(T UK)=(GAT)U(GAK)

GU(T NK)=(GUT)N(GUK)

G=G

vii) De Morgan Kurali : GNT =GuUT, GuUT =GNT

Burada klasik kiimelerden farkli olarak bazi ozelliklerde U yerine

U ><[0,1] kullanilmastir. (1)-(vii) 6zellikleri klasik kiimelerde oldugu gibidir. Ancak

GNG=Q ve GUG=U Klasik kiimeler icin gecerli oldugu halde, bulanik

kiimelerde gegerli degildir. [49]
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3.BOLUM
KLASIK OLCUM

Klasik anlamdaki Olgiimler toplamsal oOl¢iimler olarak adlandirilirlar. Bu

konuda Emile Borel (1871-1956) ve Henri Lebesque (1875-1941)’nin ¢alismalari

temel kaynaklar olmustur. Daha sonra Caratheodory [6] bu calismalar1 cebirsel

yapida incelemis, Olgiilebilirlik ve genisleme teoremlerini yazmigtir. Klasik

Olgtimlerle ilgili olarak [16],[25]Ve[ 26]6nemli kaynaklardir. Bu boliim [25] ve
[ 26] numarali1 referanslardan derlenmistir.
3.1. Klasik Olgiim

Tamm 3.1.1. A, X kiimesinin alt kiimeleri tizerinde tanimli bir cebir ve u de, A

lizerinde tanimlanan genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olmak iizere;

i) 4()=0
ii)VAe A icin u(A)=0

iii) A nin ikiser ikiser ayrik her {An} dizisi i¢in

n=1 n=1

CJ A, € Aolacak sekilde ;{0 Anj = iy(An) oluyorsa o zaman u ye, A
]
tizerinde bir 6l¢iim (klasik 6l¢iim) denir.
(iii). ozellik z niin sayilabilir toplamsalligi olarak bilinir. Ayrica A nin ikiser
ikiser ayrik her { A, } dizisini ,u(LkJ An] = Zk: 1(A,) seklinde ifade edersek 4 dlgiimii
n-1 a1

sonlu toplamsal 6l¢iim olarak tanimlanir. [26]
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Ornek 3.1.1. A= P(X ) = 2% olsun.

A daki nokta sayus: Eger A sonlu ise
u(A)=

00 , Eger A sonsuz ise
tarafindan tanimlanan £ bir 6lglimdiir. Gergekten

i) AeA olmak lizere A= ise ,u(A)=,u(@)=0d1r.

i) Ae A olmak iizere A =2 oldugundan A €2* dir. O halde eger A= ise A
sayilabilir oldugundan /J(A) =0 dir. Eger A= ise

Asonluise s(A)>0 oldugundan #(A)>0 dir.
Asonsuz ise S(A)=o oldugundan x(A)=c0>0 dir.

i) (Ak )E:l = A, A kiimesi iizerinde ikiser ikiser ayrik olan sonlu bir dizi olsun. Bu

durumda Vk =1,2,...,n-1 i¢in A, NA, , = dir.

S(A UA)=5(A)+S(An1)—S(AN AL ) =5(A,)+5(A,,) olur.

Daha genel olarak

=1

S[QAKJ=§;S( )olmakuzere,u(UAj Zy ) dr.

(A )n _, » A kiimesi iizerinde ikiser ikiser ayrik olsun. A NA, , =& olmak iizere

s[UlAnj: -1S ») oldugundan ﬂ(UA j Z,u ) olur ki bu durumda 2 bir

n =1 n=:

Sl¢iimdiir. [ 26 |

Ornek 3.1.2. X sayilamayan bir kiime ve

A= {A c X:ya A yada X -A Sayllabilirdir} bi¢iminde tanimlanan bir sinif

olsun. O zaman A bir cebirdir. Ve ayrica

u(A)=

0 , Eger A sayilabilirse
1 , Eger X —A saylabilirse

tarafindan tanimlanan 4 bir 6l¢limdiir.
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Bunun igin 6ncelikle A nin bir cebir oldugunu gosterelim. E, F € A olmak {izere
EecAiginya E yada E =X —E sayilabilirdir.
FeAiginya F yada F=X —F sayilabilirdir.

Eger E ve F (yada E,F ) sayilabilirse, sayilabilir kiimelerin birlesimleri de

sayilabilir oldugundan EUF € A (yada EUF e A) olur.

Simdi g nun bir 6l¢iim oldugunu gdsterelim:

i) AeA A=D i¢in u(A)=0 dir.

i) Ayada A=X—A sayilabilir oldugundan. Eger A sayilabilirse #(A)=0 ve
p(X —A)=Lolur. Eger A= X —Asayilabilirse z(X —A)=0 ve u(A)=1 olur ki
her iki durumda da (A)>0 olur.

iii) (A, )::11 A nm ikiser ikiser ayrik bir dizisi olsun. n=1,2,... olmak lizere A

ler sayilabilir olsun. Bu durumda Cantor’a goére sayilabilir kiimelerin birlesimi de

sayilabilir oldugundan ,u(UAnj=0 dir. Oyleki A, ler sayilabilir oldugundan

n=1

,u(O A”j = i,u(An) =0 dir. Eger A, ler sayillamaz ise bu durumda X — A ler
n=1 n=1

sayilabilirdir. (X — A, ):O:l dizisiX -A, c X -A,c..c X—-A, i¢in ,u(X —An)=1

oldugu aciktir. [ 26 ]

Ornek 3.1.3. X =Z" olsun. 4=2" ve Zan pozitif reel sayilarin yakinsak bir

n=1

serisi olsun.

>a, ,A=Qvesonlu ise

neA
p(A)=qo , A sonsuz ise
0 , A= ise

A tizerinde tanimlanan g bir 6l¢iim degildir. Fakat sonlu toplamsal bir 6l¢timdiir.
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Gergekten
) A=, (AeA) icin u(A)=0
i) A= ise u(d)=0

A+D ise u(A)= Z a,>0 ,Z a, yakinsak seri oldugu igin;

neA neA
A =o0 ise u(A) =00 olur ki her {i¢ durumda da x>0 oldugundan (i1) kosulumuz

saglanmis olur.

i) X= U icin ,u ) o oldugu aciktir. Ancak Zan yakinsak bir seri

n=1

oldugundan z ,u{n} = Zan < oo oldugundan x bir dlgiim degildir. Fakat 4 sonlu
n=1 n=1

k
toplamsal bir 6l¢gtimdiir. Cilinkii X = U {n} olacak sekilde sonlu segersek ,u( X ) <o

n=1

k Kk
olacagindan /1 (U J Z/,t Olur Ki u sonlu toplamsal bir 6l¢tim olur.

1 n=1

[26]

Onerme 3.1.1. A cebiri iizerinde bir 6lgiim 2 olsun. O zaman

(@ AcB,AeA,BeAigin u(A)<u(B) dir.

(b) A,eA, 1<n<o ve OAH e A i¢in ,u(OAnj < i,u ) olur. [26]
n=1

n=1 n=1
Onerme 3.1.2. M, A cebiri lizerinde bir 6l¢tim olsun.

(@) Eger A, c A

n+l !

n=1 n—o

1<n<oo igin A, €.A ise 0 zaman N(UA ]—llm,u( ,) dir.

(b) Eger A, DA, 1<n<w igin A e A, u(A;)<o ve (A, A ise0zaman

n=1

o (1 Jima(a,),

n—owo

Ustelik z sonlu toplamsal 6l¢iimii, (a) araciligiyla sayilabilir toplamsaldir.
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Eger u(X)<oo ise X in alt kiimelerinin olusturdugu A cebiri tizerindeki g

Ol¢limii sonludur.

Eger u(X,)<® ve X :UXn ile A daki kiimelerin bir (X,) dizisi var ise

n=1
4 Olglimii o —sonlu olarak adlandirilir. Onerme 3.1.1 deki (b) ifadesinden ayrik

kiimeler olarak ( X, )::1 daima elde edilebilir. Bu sonsuzluk sartina bir 6l¢iim

tizerinde sikga rastlanir. Genel teoremlerin ¢ogu kismi i¢in bu duruma ihtiyag

duyulur. Bunun en 6nemli 6rnegi R nin alt kiimelerinin bir cebiri lizerindeki o —

sonlu dl¢iimiidiir ki buna araliklar iizerindeki Lebesque 8l¢iimii denir. [ 26 |
Ornek 3.1.4. A cebiri {izerinde sonlu toplamsal bir 6l¢iim 2 olsun. A,B e A igin

i) AcB ise u(A)<u(B)
i) ,u(Au B) + ,u(Am B)=,u(A) + ,u(B)

iii) Eger AcB ve u(A)<o ise #(B—A)=p(B)-u(A) dur.

Gergekten
i) A,Be.Ave AcB olmakiizere B=AU(B-A) olarak yazabiliriz A, =A,

A,=B—-A, n>2 icin A, = ise 0zaman g sayilabilir toplamsal olur ki bu

durumda x(B)=u(A)+ u(B—A) ifadesinden u(A) <u(B) elde edilir.

i) Olgiimiin (iii). Ozelligi geregince (An)::l dizisi ikiser ikiger ayrik olacagindan
toplamsal olarak yazabilirizve k=12,..,n-1 igin A, NA, =D dir. A=A

, A, =Bolmak iizere u(A, UA,) ZA =u(A,) + u(A,) olur. Yani

,u(Au B)=,u(A)+,u(B) dir.
iii) AcB ise B=AU(B-A) ve u(A)<o olmak iizere

u(B)=p(A)+ u(B-A) ifadesinden u(B)—u(A)=pu(B—-A) elde edilir. [ 26 ]
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Ornek 3.1.5 1, A cebiri iizerinde sonlu bir lgiim olsun. A, A,

lizere;

-

=

Il MS

1 ip<i,

b) ,u(OAkj Zi,u(Ak)— > u(A 0

k=1 k=1 i1<i,

Gergekten

a) Tiimevarim metodunu uygularsak

n=1 i¢in H(A)=u(A,)

n=2 icin (A VA)=pu(A)+ u(A)-u(ANA,)

=ﬂ(CJAk] Ar)

=S u(A,)- Zlu(AilmAi )+,u

n=1 ip<i,

k+1

=Y #(As)=Yu(C,nC, )+ &

k=1

,U Z,u( i

1

ig<i,

- > u(A

ip<i,

A+

A,).

mAkJrl

0 A, €A olmak

- z ,u(Ail ﬁAiz) oldugunu kabul edelim.

Zﬂ(A NA; ) Zﬂ(AkmAkﬂ)

I1<I2

b) (*) esitliginde & kismini atarsak;

26

iy<i,

z )u A mAk+l)

ip<i,

., >0

(*) olur. [26]



,u(tjAkakZﬂ:y e1)= 2 4(C, NC,,) elde edilir. [ 26]

k=1 ip<i,

3.2 D1s Olciim ve Olgiilebilir Kiimeler

Tamim 3.2.1. 2° de tanimlanan genisletilmis reel degerli x* fonksiyonu asagidaki

ozellikleri sagliyorsa, 1 ye 2* iizerinde bir dis 6lgiim denir.
i) 4 (D)=0
i) AcB igin u (A)<u"(B)
iii) y*(UEn) Z,u [26
n=1
Ornek 3.2.1. X bos kiimeden farkl1 bir kiime ve

*(E)— 1, E£OJ ise
H |0, E=O ise

olmak iizere; eger X en az iki noktaya sahipse o zaman 2" iizerinde 1, bir 6lgiim

degildir fakat bir dis 6l¢timdiir. [ 26]
Ornek 3.2.2. X sayilamayan bir kiime olsun. 4*,

1, E sayiamaz ise
0, E sayilabilir ise

(8]
seklinde tanimlanmig olsun. Bu durumda g bir dis 6l¢timdiir. [ 26]

Onerme 3.2.1. Bos kiimeyi de iceren X in alt kiimelerinin bir sinifi F olsun. Her

AcX igin F debir (B,),, dizisi vardir yleki, Ac| JB, dir. F iizerinde
n=1

genisletilmis reel degerli bir fonksiyon 7 olsun. Oyleki A € Figin 7 (@) =0 ve

0<7 (A) dir. Bu durumda
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(A = inf{gT(Bn): B eF, AcOBn}

n=1

tarafindan 2” {izerinde tanimlanan z" , bir dis 8l¢iimdiir. [26]
Ornek 323 X =Z", F={{x}: xeX}u{@} icin

-l B

oldugunu varsayalim. O zaman

“(A)= 0 , A sonsuz ise
H A daki noktalarin sayisi , A sonlu ise

Ornek 3.2.4. F ={X, &}, T (X)=1ve T ()=0 olsun. O zaman

. 1, AU ise
U (A):{O Ao ise olur. [ 26]

Ornek 3.2.5. (Lebesque Dis Ol¢iim) X =R ve F de sagdan kapali soldan agik

olan tim araliklarin kiimesi olsun.

{(=,a], (a,b] yada (a,)... gibi sonlu yada sonsuz araliklar}. Ayrica F bos
kiimeyi de igersin. Her I € F arahgiicin 7 (&)=0 ve 7 (I)=((I) olsun. O

zaman 28 de, 7 tarafindan elde edilen " dis dlgiimii, R iizerinde Lebesque dis

Ol¢iimii olarak adlandirilir. Ve

0

,u*(A):inf{ZE(In): ACEOJIn , Inef}

n=1 i=1
seklinde ifade edilir.

Bu bélimde VieF igin " (I)=((I) olarak diisiinecegiz. R nin alt

kiimelerinin 6zel bir smifi olarak simirlandirilmis olan 4, araliklar tizerindeki

Lebesque Ol¢limiiniin genislemesi olacak sekilde, R tizerindeki Lebesque Olclimii

olarak bilinir.
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Dis 6l¢limiin baslangigtaki en dnemli amaci bir o — cebir {izerinde bir 6l¢lim

olusturmakti. Dis dl¢iim genel anlamda 2 iizerinde bir &l¢iim degildir. Ornek olarak
Ornek 3.2.1 ve Ornek 3.2.2 gosterilebilir. Ancak o — cebir iizerindeki bir dl¢iimiin alt

kiimelerinin uygun bir sinifi (yani, olgiilebilir kiimeler) sinirlandirildigi zaman, bir

dis 6l¢iim ortaya ¢ikar. [ 26]

Tamim 3.2.2. (Lebesque Anlaminda Olgiilebilir Kiimeler) E = X olsun. Eger her
AcX igin g (A)=pu (ANE)+u’ (A N EC) ise E kiimesine 6lgiilebilir denir.

Ve E € M seklinde yazilir. Burada M 6l¢iilebilir kiimelerin bir sinifidir.

Herhangi A ve E kiimeleri i¢in daima A=(AnN E)U(Am EC) dir. Su
halde dis 6l¢iimiin alt toplamsallik 6zelliginden z* (A) < u" (ANE)+u’ (A NE° )

esitsizligi mevcuttur. Dolayisiyla bir kiimenin 6lgiilebilir oldugunu asagidaki sekilde

test etmek yeterlidir.

EeM < VACX igin 4" (A) 2 4" (ANE)+u" (ANE®) [26].
Onerme 3.2.2. N=12,..., igin E,eM ise E=E, eM di. [25]
n=1

Tamm 3.2.3. Herhangi bir Ee M igin #"(E) yerine bunun genislemesi olan ;:(E)

yazacaglz ve /_1( E) ye Lebesque 8lgiisii diyecegiz.

Sonug olarak ZI(E):M —>[O, oo] Lebesque olgiisii, olgiilebilir M, o — cebiri

tizerinde tanimli sayilabilir toplamsal kiime fonksiyonudur. [26]

Onerme 3.2.3. A,BeM olsun.

i) AcB ise  u(A)<u(B)

i) AcB ve u(A) sonlu ise u(B—A)=pu(B)-u(A)

iii) Vte X igin  u(A+t)=p(A) dir.

Ayrica @eM oldugundan ve Tamim 3.2.3 den Vi>n icin E =@ olacagindan

Lebesque dlgiisiiniin toplamsal oldugu sonucunu ¢ikartabiliriz. Oyleki E, € M ler

ikiser ikiser ayrik kiimeler ise ;(U Eij Z dlr ]

i=1 i=1
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Teorem 3.2.1. u"-6lgiilebilir kiimelerinin bir M smifi, bir o — cebirdir. Ustelik, z*

dan tiretilen 2, M igin bir Slgiimdiir. [25]

Uyar1 3.2.1. #" (A)=0 olmak iizere A, " dlgiilebilirdir. Sonug olarak 4 dlgiimii

(M tizerinde " dan iiretilen ) agagidaki 6zellikleri saglarsa o zaman ; Olclimiine

tam Ol¢lim denir.

i) EcM igin, x(E)=0
i) FeM igin, FcE
o — cebir lizerinde her 6lgiim tam degildir. Fakat o — cebir tizerinde her 6l¢iim

Onerme 3.2.4 ile tamlastirilabilir. [25]
Onerme 3.2.4. Bir A, o — cebir iizerinde 4 bir dlgiim olsun.

Ay ={AUB: AeA, BcC, CeAve u(C)=0}
ve AUBe A, icin 4, (AUB)=pu(A)
dir. Bu durumda A, bir o —cebirdir. Oyleki z,, A, iizerinde bir tam &lgiimdiir.
(44 : 4 nin bir genislemesidir.) [25]
Ornek 3.2.6. Ornek 3.2.4 deki 4 dig 6l¢iimiinii diigiinelim. Eger X in uygun bir bos
olmayan alt kiimesi E ve A=X ise 0 zaman
w(A)=122=uy" (AN E)+,u*(Am EC) dir.

Sonug olarak X in 6l¢iilebilir alt kiimelerinin tiim sinifi {@, X} dir. [25]

Tanim 3.2.4 B= ﬂ{ F: F,tumaraliklar: iceren bir o — cebir} seklinde tanimlansin.

Bu durumda o -cebirlerden olusan bir ailenin elemanlarinin arakesiti de bir o -cebir

oldugundan, B de bir o -cebirdir. B ailesinin elemanlarina Borel kiimeleri denir. B

ailesi tiim araliklar1 igeren en kii¢iik o -cebirdir. [25]
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Teorem 3.2.2. (X ,d) metrik uzayinda her Borel kiimesi 2" iizerindeki bir dis
oOlglim ile baglantili olarak x" — 6lgiilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart £° nin bir

dis metrik 6l¢lim olmasidir. [ 26]

Teorem 3.2.3. (Carathedory Genisleme Teoremi) 1, A c2* cebiri iizerinde bir

Olctim olsun. E = X i¢in,

y*(E):inf{i,u(Ei) - eclE . E EA}

— \

olsun. O zaman asagidaki ozellikler saglanir.

i) 4 bir dis 5l¢imdiir.

ii) Ec.A igin, u(E)=x"(E) dir.

iii) Ee€ A igin, E , u"-6lgtilebilirdir.

iv) " -6lgiilebilir kiimeleri i¢in z* dan iretilen z olgiimii, A ya dahil olan bir
o -cebiri tizerindeki 4 niin bir genislemesidir.

v) Eger u bir o-sonluise 0 zaman u oletimi, 4 nun tek geniglemesidir (.4 ya

dahil olan en kiigiik o -cebiri tizerinde). [26]
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4. BOLUM
BULANIK OLCUM

Bulanik olgiimlerle ilgili simdiye kadar birgok calisma yapilmistir. Bu

caligmalarin 15181nda bircok tanim ve kavram gelistirilmistir. Bulanik 6l¢iimle ilgili

ilk calismalar Sugeno [33,34] tarafindan yapilmistir. Sugeno ayni zamanda A -
bulanik 8lgiimiinii de tanimlamistir. Daha sonra Z. Wang [50] tarafindan benzerlik
Ol¢imii tanimlanmustir. Shafer [32] tarafindan plausibility ve belief ol¢timleri
gelistirilmis ve Dempstar [8] bu Olgiimleri alt ve iist olasiliklar olarak diizenlemistir.
Bu teorinin bulanik Ol¢limlere genellestirilmesi ile ilgili daha sonra Hohle [17],
Dubois ve Prade [10], Wang ve Klir[49], Yen[52] bir¢ok calisma yapmustir. Ayrica
Shafer [31,32] plausibility ve belief dlgiimlerin &zel bir hali olan possibility ve

necessity  olglimlerini tanimlamistir ve Zadeh [54] de bulanik kiime baglaminda bu

Olclimii diizenlemistir. Ayrica bu Ol¢limler olanak teorisi ad1 altinda Dubois ve Prade

[11,12,13] de kapsamli olarak incelenmistir. Bu bdliim [49] numarali referanstan

derlenmistir.

4.1. Bulanik Ol¢iim ve Yar Siirekli Bulamik Ol¢iim

X', bos olmayan bir kiime 3, X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan
bir sinift; g3 — [0, 0], I de tanimli, negatif olmayan, genisletilmis reel degerli

kiime fonksiyonu olsun.

Tanmim 4.1.1. Asagidaki dort sart1 saglayan, ( X , 3 ) iizerindeki z kiime

fonksiyonuna bulanik 6l¢iim denir.
i) PeJ iken u(D)=0
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i) E,Fe3 ve EcFise u(E)<u(F) (monotonluk)

0

i) {E}c 3, EcE .. ve |JE € 3 ise lim u(E,) =p(JE,)

n=1 n=1

(alttan siireklilik)

iv) {E,}= 3, EDE, 5. ,u(E) < ve [)E, e I ise lim w(E)=pn(E,)

n=1 n=1

(tstten stireklilik).

(i), (ii) ve (iii) veya (i), (ii) ve (iv) dzelliklerini saglayan, ( X ,J) iizerindeki
1 kiime fonksiyonuna sirastyla, alttan yari silirekli bulanik 6l¢iim ve iistten yari
stirekli bulanik 6l¢tim denir. Bunlarin her ikisine de kisaca yar1 siirekli bulanik 6l¢iim

denir. Ayrica bir x bulanik 6lgiimii veya yari siirekli bulanik dlgiimiinde X € 3

igin; u( X ) =1 oluyorsa x ye diizgiin bulank 6l¢iim denir.

~

Genellikle, 4 niin tanimlandigi 3 siniflari i¢in monoton sinif, yart halka,
halka, cebir, o-halkasi ve o-cebiri veya kuvvet kiimesi lizerinde duracagiz. F

Olgiilebilir kiimelerin bir simifi olmak {izere, (X,J: , ,u) tigliisiine, bulanik Sl¢iim
uzayi ( veya yari siirekli bulanik dl¢lim uzay1 ) denir. Eger x bir bulanik dl¢limse

( veya yari siirekli bulanik 6lgiimse), ( X , F ) dl¢iilebilir bir uzaydir. Burada X € F

olarak dikkate alinacaktir.

Klasik 6l¢iimde bazi sonlu, o-sonlu gibi, adlandirmalar bulanik 6l¢iimler ve

yari siirekli bulanik 6l¢limler i¢in de uyarlanabilir. [49]

Ornek4.1.1 X ={1,2,3,...,n}, 3 = P(X)olsun.

(E) = (Ej

n

igin | E | , E kiimesine ait noktalarin sayisin1 gdsteriyorsa, u bir diizenli dl¢timdiir.

Ayrica X uzay: sonluyken, siireklilik ( alttan ve iistten ), kendiliginden saglanir.

Gergekten;
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1) Je3 igin ﬂ(@):(@] =0

i) E,F €3 ve E < F olmak iizere |E| =a, |F| =Db secersek a<b olacag agiktur.

2 2 2 2

Oyle ki y(E)z(%j =a—2 ve ,u(F)=£E) =— i¢in a’ < b* olacagindan dolay
n n n

1(E)< u(F) elde edilir.

i) {E,} c3,E,cE,c..cE, ve E, :UEi €3 i¢in |E|=1,|E,|=2,...|E,|=n
i=1

n 2
kiimeleri olusturulabileceginden dolayr lim u(E, )= ,u(U Eij = (E) =1 dir.
" i1 n
iv) {E,}c3, EoE,>..0F, i¢inenazbir u(E )< vardir. Oyleki

lim u(E,)= ,u(ﬂ E, j = [%j =0 oldugundan x bir bulanik 8l¢iimdiir.
i=1

2
Ayrica ,u(X):(Dj =1 oldugundan 4 diizgiin bir bulanik 8l¢iimdiir. [49]
n
Ornek 4.1.2. X, ={1,2,...}, X = X,xX, ve I = P(X) olsun. Herhangi bir
Ee P(X) i¢in,
 (E) = |Proj E|

Proj E = {x: (X, y) € E}

olarak tanimlanan g fonksiyonu yari siirekli (alt yari stirekli) bulanik 6l¢timdiir.

Oyleki x; (i), (ii) ve (iii) sartlarini saglar.

Gergekten;
i) JeJ igin ,u(@) = | proj ®| =0 dir.

i) E,Fe3 ve EcF olmak iizere

#(E) =|projE| =‘{xi (%, Y;) e E}‘ =1, % X J|  (i=22,..,0-1)



(i=1,2,...n)

u(F)=|proj F| =‘{xi (X, Vi) e F}‘ = [{% X1 X, }
olacaginda dolay1 (E)< u(F) elde edilir.

iii) E,Fe3, E cE,c..i¢in E ={Ix{l}}, E, ={1x{1,2}},E, = {1x{1,2,3}} ...

=E

n

kiimelerini dikkate alirsak lim z(E, ) = ;{U Enj =|projE, | =[1x{X,, X,..... %, }
n=1

elde edilir.

iv) u, stten siirekli degildir. Ciinkii E, ={1 X {n, n+1,n+2, ... }} i¢cinE D E, D...

ve herhangi bir ne N i¢in pu( E,) = 1 olacaktir. Fakat ﬁ E =0 Ve,u(ﬂ E = @] =0
n=1 n=1

olacaktir. Bu yiizden p kiime fonksiyonu, alt yar1 siirekli bulanik 6l¢timdiir. [49]

X’ in alt kiimelerinde bir cebir R ve £, ( X ,R) iizerinde diizenli bulanik

Olciim ( veya diizenli iist yar1 siirekli bulanik 6l¢iim veya diizenli alt yar siirekli
bulanik élgiim) olsun. ( X ,$R ) iizerinde tanimli V kiime fonksiyonu
V(E)=1- u(E)

olarak verilsin. v, ayn1 zamanda, diizenli bulanik 6l¢timdiir (sirasiyla, diizenli alt

yart siirekli bulanik 6l¢lim veya diizenli {ist yar1 siirekli bulanik 6lgtim). v’ ye i
’de ikili bulanik 6l¢iim (sirastyla, ikili iist yart siirekli bulanik 6l¢iim veya ikili alt

yart siirekli bulanik 6l¢tim) denir. [49]

4.2. % — Bulanik Olciimler

Tanim 4.2.1. (A —kurah ) supz=sup u(E), E€ 3 ve A€ [— ,oojU{O}

Sup 4

olmak iizere VE,Fe3J, EUFeJ ve ENnF=Ui¢in

u(EUF)=pu(E)+u(F)+Au(E)- u(F) esitligine A-kural denir ve z, 3

iizerinde A — kuralini saglar. [49]
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Tamim 4.2.2. ( sonlu A —kurali ) A€ [—L , oojU{O} olacak sekilde eger
sup u

i=1

[n /1{1_[[1+/1,u(E)] 1} A#0
UE |-
Zﬂ(E) ,  A=0

ifadesinde I nin her sonlu ayrik kiime sinifinda olan {El, E,... En} kiime siniflar

ve U Ei € 3 i¢in bir A degeri varsa A, 3 lzerinde sonlu A — kuralini saglar.
i-1

[49]

Tanim 4.2.3. (6 - L —kuralh ) A€ (—L : oo] U{0} olacak sekilde eger
sup u

j i{H[l+ﬂy(E)] 1}/1;&0

(o
Z,u(E)/t 0

i=1

ifadesinde 3 nin her sonlu ayrik kiime sinifinda olan {En }::1 kiime smifi i¢in ve

0

U E, €3 icinbir A degeri bulunabiliyorsa x , J lizerinde o - A —kuralini saglar.

A = 0 iken: A — kurali toplamsal, sonlu A - kural1 sonlu toplamsal ve ¢ - A -

kurali o - toplamsaldir. [49]

Teorem 4.2.1. Eger 3 =R bir halkaysa ve #, A - kuralin1 saglarsa, sonlu A- kuralini

da saglar. ( Bu durum 3 yar1 halka oldugu zaman da gecerlidir.) [ ]

Ornek 4.2.1. X ={a,b} ve I = P(X) olsun.
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0 , EE=0 ise
(E)— , E,={a} ise
HEE , E,={b} ise

1 , E=X ise

oldugunda A = 5 iken g, A - kuralin1 saglar. Ayrica 3 sonlu halka oldugundan, u

sonlu A - kuralini ve © - A - kuralin1 da saglar. Gergekten
wlfajoib})=u({ah)+u({b})+2u({a}) u({b})

1=02+0.4+2(0.2x0.4)

1:0.6+ii
100

esitliginden A = 5 olur ki, A - kural1 saglanir. Ayrica Teorem 4.2.1 geregi u, A -

kuralin1 sagliyorsa sonlu A- kuralin1 da saglar ve ayn1 zamanda o — A- kuralin1 da

saglar oyleki A =5 ve ,u( ) 0, u( ) 0.2, ,u( ) 0.4 igin
)4 e

:%{(1+5,u(E1))~(1+5,u(EZ))-(1+5y(E3))—1}

1
=2[1.2.3-1]=1

oldugundan hem sonlu A-kuralini hem de o — A~ kuralini saglar. [49]

Tanmm 4.2.4. u, o-A- kuralmi saghiyor ve ayni zamanda en az bir E€J icin
W(E) < o oluyor ise g’ ye A-bulanik 6l¢iim denir. Genellikle A-bulanik dlgiim g,
ile gosterilir. I bir o-cebir ise g, (X) = 1 iken g, A-bulanik 6l¢limii, ayn1 zamanda

Sugeno 6l¢iimii olarak da adlandirilir.

Ornek 4.2.1. deki kiime fonksiyonu Sugeno &lgiimiidiir. [49]

37



Teorem 4.2.2.9,, bir 3 smifi lizerinde bos kiimeyi de i¢eren A - bulanik dl¢iimse
9(&) =0 dir ve g, sonlu A —kuralini saglar. [49]

Teorem 4.2.3. g,, bir S yari halkasi {izerinde A - bulanik 6l¢iimse g, monotondur.
[49]

Teorem4.2.4. E,E, e 3 ve E=E UE, €3 iken u(E) < u(E,) + 1(E,) mevcutsa
i, alt toplamsaldir. E,E, € 3 ve E=E UE, €3 iken u(E) > 1(E)) + u(E,) ise
w st toplamsaldir denir. [49]

Teorem 4.2.5. g,, S yar1 halkasi lizerinde bir A-bulanik 6l¢tim olsun. O halde

i) A<O0iken g, alttoplamsal
i) A>0iken g, Usttoplamsal
iii) A=0iken ¢, toplamsaldir. [49]

Teorem 4.2.6. g, bir R halkast iizerinde, X - bulanik $l¢iim olsun. Her E € R ve

F eR igin;
. 9, E)-0, EnF)
) g,(E-F)=
1+4.9, (ENF)
. 0,.®+0,M+0,EnMH+A.Q,EJ, (A
i) g, (EUF) = 2 2 2 yl 2

1+24.4, (EnF)

ayrica, eger ‘R bir cebir ve g, diizenliyse

1-0, &

1+1.9, (F)

i) g,(E)= dir.[49]

Teorem 4.2.7. Yukarida bahsedilen sartlar altinda 1+ A4.4(X) = H [+ A.u({x})]
i=1

esitligindeki A parametrelerine gore asagidaki ifadeler gegerlidir:

(1) A >0 iken iy({xi})<,u(X)

i=1
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(2) A= 0 iken Zn:,u({xi}):,u(X)

i=1

(3) —ﬂ(lx)<k<0iken iZ::,u({xi})>,u(X). [49]

4.3. Benzerlik (Quasi) Ol¢iimii

Tamim 4.3.1. a [0, 00) olsun. Genisletilmis bir 8:[0,a] T [0, o] fonksiyonu siirekli,

kesin artan ve 6(0) = 0, sonlu ya da sonsuz olma durumuna gére 6™ ({x})=@ yada

{oo} ise © fonksiyonuna T-fonksiyonu denir. [49]

Tamim 4.3.2.Tanim aralig1 0 T-fonsiyonu ile ayn1 olan g fonksiyonu ig¢in J
tizerinde her bir E €3 i¢in (B o) (E) =0 (2 (E)) olacak sekilde bir 6 o u

toplamsal kiime fonksiyonu tanimlanabiliyorsa z’ ye bir quasi — toplamsal denir.

J tlizerinde 0 o y bir klasik dl¢lim olacak sekilde bir 6 T-fonsiyonu varsa u

bir quasi-ol¢timidiir. 6 T-fonksiyonu, z ’ niin uygun fonksiyonudur.

Diizgiin bir quasi-Ol¢limiine quasi-olasilig1 denir. Acik¢asi, her bir klasik

8l¢iim uygun T-fonksiyonu olarak zdeslik fonksiyonuyla bir quasi-8lgiimiidiir. [49]

Ornek 4.3.1. Ornek 4.1.2. ile verilen bulanik 6lgiim bir quasi-l¢iimiidiir. Uygun T-
fonksiyonu ise 6(y)=+[y, y €[0,1] dir. [49]

Teorem 4.3.1. Bir yar1 halka tizerindeki her bir quasi-l¢timii bir quasi toplamsal
bulanik 6l¢timdiir. [49]

Teorem 4.3.2. u bir klasik 6l¢iim ise her bir 6 T-fonksiyonu dizisi x dizisini igerir

ve 070 g, 6’nin uygun T-fonksiyonu ile quasi-6l¢iimiidiir. [49]

Teorem 4.3.3. 1 bir R halkas: iizerinde 1 (@) = 0 olacak sekilde bir quasi toplamsal
olsun. z hem R halkasi iizerinde alttan siirekli hem de @’ de iistten siirekli ve sonlu
ise; 1, R halkast iizerinde quasi-dl¢iimii olur. [49]
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Sonugc 4.3.1. Bir halka iizerinde quasi toplamsal bulanik 6l¢iim, bir quasi-
Sleiimiidiir. [49]

Teorem 4.3.4. A # 0 olsun. Her bir A - bulanik 6l¢timi g, , uygun T-fonksiyonu

In(L+ Ay)

o, Yelosupg]

0,(y)=

k keyfi bir sonlu pozitif gercel say1 olmak iizere

ekﬂx _l

k.A

0,1 (x) = x €[0,00]
ile @,'0 u bir bulanik &lgiimdiir. [49]

Ornek 4.3.2. X ={a,b}, F=P(X) olsunve g,

0 , EE=0 ise

(£) 02 , E,={a} ise
504 E,={b} ise
1 , E=X ise

Ohalde g, bir A=5  parametresiyle A - bulanik dl¢iimdiir. Eger

_In@L+2y) _ InL+5y)

0 (v) =
() In@+A) In6
alirsak, o zaman
0 , E=0 ise
) () 0387 , E={a} ise
o9 0613 , E={b} ise
1 , E=X se

olur. 8, o g, bir olasilik dl¢iimiidiir. [49]

Sonug 4 3.2. Bir yari halka iizerinde X - kurali, sonlu X - kuralina esittir. [49]
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Sonuc 4.3.3. Bir yar1 halka {izerinde her bir A - bulanik 6l¢iim, siireklidir. [49]

Sonuc 4.3.4. Bir yar1 halka tizerinde siireklilik ile A - kurali ayn1 zamanda o - A -

kuralina esittir. Boylece bir halka {izerinde A — kuralini saglayan bulanik 6l¢tim bir A

- bulanik 6l¢timdiir. [49]
Sonug¢ 4.3.5. Bir R cebiri lizerinde diizgiin bir A - bulanik dl¢iim, g, ise 0 zaman

her birE€N i¢in wWE)=1- g,(E), N’ de diizgiin bir A - bulanik dl¢iimdiir ve

.o A
arametresi 4 =— > e goredir. |49
P A+1 5 [ ]

4.4, Belief Olgiimleri ve Plausibility Ol¢iimler
Tanim 4.4.1.P(P(X)), P(X)’in kuvvet kiimesi olsun. Eger p, (P (X),P ( P(X )))

tizerinde bir ayrik olasilik dl¢ctimii ve p ({@}) =0 ise 0ozaman u:P ( X ) — [0,1]
kiime fonksiyonu, VE € P(X) i¢in u(E)=p ({ E}) olarak tanimlidir ve P(X)

tizerinde bir basit olasilik atamasi1 diye adlandirilir. [49]

Teorem 4.4.1. Bir kiime fonksiyonu olan x: P(X ) —[0,1] bir basit olasilik

atamasidir ancak ve ancak 4(&J)=0 ve Z #(E) =1 dir. [49]
EcP(X)

Tanim 4.4.2. Eger u, P ( X )ﬁzerinde bir basit olasilik atamasi ise o zaman

Bel: P(X ) — [0, 1] kiime fonksiyonu kesindir, her E < P ( X ) icin
Bel(E)= Y u(F)
FcE
ve (X P(X )) iizerinde bir giivenirlik (belief) l¢limiidiir. [49]

Not 4.4.1. Sayilabilir bir E kiimesinin kardinali |E| ile gosterilir. [49]

Teorem 4.4.2. Eger Bel, (X ,P(X )) lizerinde bir giivenirlik 6l¢iimii ise 0 zaman
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i) Bel(®)=0
i) Bel(X)=1

i) {El, E,,...E, }, P ( X ) > in sonlu alt siniflar1 olmak iizere

Bel (Ul Eij > > (-1)"™Bel [ﬂ EJ

I {L,...n}H 1 =D el

iv) Bel, iistten siireklidir. [49]

Teorem 4.4.3. Her giivenirlik (belief) 6l¢limii, monotondur ve iist toplamsaldir. [49]

Teorem 4.4.4. X , smirl olsun. Eger m:P(X)T [0, 1] kiime fonksiyonu asagidaki

sartlar1 saglarsa;

i) m@)=0
i) m(X)=1

iii) m(LnJEi )> Z (=)' (HEJ burada {E,,E,,...E,}, P(X) in smirl

Ic{l,...,n} 1 2D iel

alt siniflaridir. O zaman, g kiime fonksiyonu

p(E)= > (-1 FIm(F), (her E € P(X)igin)

FcE

icin kesindir ve bir basit olasilik atamasidir. m, g’ den ¢ikarilmig gilivenirlik 6l¢limi
olmak zorundadir:

m(E) =Bel(E) = Y, u(F)’ dir. [49]

FcE

Tamm 4.4.3. Eger m, P(X) iizerinde, bir basit olasilik atamasi ise o zaman

Pl: P ( X ) — [0, 1] olarak tanimli kiime fonksiyonu, her E € P ( X ) icin

PIE)= D, w(F)

FNE#J

(X , P ( X )) lizerinde makul (plausibility) 6l¢tim olarak adlandirilir. [49]

Teorem 4.4.5. Eger Bel ve PI basit olasilik atamalarinda taniml giivenirlik ve

makul Olgtimleri ise o zaman,
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i) Bel(E) =1-PIE)
ii) Her E < X i¢in Bel(E) < PI(E)’ dir. [49]

Teorem 4.4.6. Eger PI, (X P(X ))ﬁzerinde bir makul 6l¢iim ise 0 zaman

i) PI(@)=0

i) PI(X)=1

iii) PI(ﬁEi)ﬁ D G o] (UEij, burada {E, E,....,E,}, P(X)’in
i=1 1c{1,2,...,n}1 22 icl

sinirl, alt siniflaridir.

iv) PI alttan siireklidir. [49]

Teorem 4.4.7. Her makul 8l¢iim monoton ve alt toplamsaldir. [49]

4.5. Possibility Olciimleri ve Necessity Olgiimleri

Tamm 4.5.1. 1, 3 lizerinde bulanik toplamsaldir (veya f -toplamsaldir ) ancak
ve ancak T keyfi bir indeks kiimesi ve { E, |t € T}, J {izerinde bir alt sini1f olmak

uzere,

ﬂ[UEt}Supﬂ(Ei).

ieT ieT
Eger 3 bir sonlusmifsa, g’ niin 3 {izerindeki f -toplamsalligi, E €T,

E,€J, E,UE, €3 olmak lizere asagidakine esdegerdir:

1(E, UE, ) =max{u(E,), u(E,)} .[49]

~

Tamim 4.5.2. 4’ ye J lzerinde genellestirilmis olasilik (possibility) dl¢limii denir

(X3 (a3

ancak ve ancak ‘‘o’’(birlesim) islemi 3 tlizerinde f - toplamsaldir ve w(E) < o

olacak sekilde E € 3 vardir.

Genellikle bir genellestirilmis olasilik 6l¢iimii 7 olarak belirtilir. [49]
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Tamim 4.5.3. Eger =, P ( X ) tizerinde bir genellestirilmis olasilik 6l¢iimii olarak

tanimlanmigsa, f fonksiyonu X iizerinde her X € X i¢in su sekilde tanimlanir:

f (x)=n({x})
bu fonksiyona ise yogunluk ( olasilik) fonksiyonu denir. [49]

Teorem 4.5.1. 3 ilizerindeki herhangi bir genellestirilmis olasilik 6l¢iimii olan w, 3

tizerinde bir alt yar1 siirekli bulanik 6l¢limdiir. [49]
Tamm 4.5.4. P ( X )iizerindeki diizgiin bir genellestirilmis olasilik 6l¢limii olan 7w’ye

olasilik dl¢iimii denir[49].

Teorem 4.5.2. Eger f, bir olasilik 6l¢iimii olan n° de yogunluk fonksiyonu ise

sup f(x)=1" dir. (*)

xeX

Tersine, eger bir f: X — [0, 1] fonksiyonu (*)’1isaglarsa f, bir n olasilik
Ol¢timii lizerinde tek olarak tanimlanabilir ve f , m lizerinde yogunluk fonksiyonudur
[49] .

Tamim 4.5.5. Bir basit olasilik ayrisimima uyumludur denir ancak ve ancak ‘¢’

islemi, bir kiime {lizerinde yogunlasir. ( Buradaki bir sinif, tamamen kiimelerin
birlesim bagintisi tarafindan diizenlenmistir.) [49]

Teorem 4.5.3. X , sonlu olsun. O zaman herhangi bir olasilik 6l¢iimii bir makul

Olctimdiir ve yondes basit olasilik ayrisimi uyumludur. Diger taraftan, makul 6l¢timii

uyumludur ve basit olasilik ayrigimi bir olasilik 6l¢timiidiir. [49]

Tamim 4.5.6. Eger n, P ( X ) tizerinde bir olasilik 6l¢iimii ise onun ¢ift kiime

fonksiyonu olan v her E € P(X) icin s0yle tanimlanir
V(E) =1 - n(E)

ve buna P(X) iizerinde necessity &lgiimii denir. [49]
Teorem 4.5.4. Bir kiime fonksiyonu olan v: P (X )— [0, 1] bir necessity dl¢iimiidiir

ancak ve ancak T bir indeks kiimesi, {E;|t € T} P(X)’ in bir alt smfi ve v(@) =0
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olmak iizere; V(ﬂ Etj = itnI V(E,) sarti saglanir. [49]

teT

Teorem 4.5.5. Herhangi bir necessity 6l¢iimii, bir iist yari siirekli bulanik 6l¢timdiir.

Bundan bagka, eger X sonlu ise o zaman herhangi bir necessity 6l¢iimii belief

Ol¢limiiniin 6zel bir 6rnegidir ve yondes basit olasilik ayrisimi1 uyumludur. [49]

4.6. Sonlu Bulanik Olciimlerin Ozellikleri

Bu boliimde, bir 3 sinifi olarak F , o - halkas1 alinacaktir.

Teorem 4.6.1. Eger p bir sonlu bulanik 6l¢iim ise o zaman, limiti olan herhangi bir
{E,} dizisi ve {E,} = Fi¢in lim 4(E,) = p(limE,)* dir. [49]

Tamim 4.6.1. x, ayrintilidir ancak ve ancak F ° deki kiimelerin herhangi bir ayrik
dizisi olan {En} icin; Iirm u(E,)=0 dir. [49]

Teorem 4.6.2. Eger u, bir sonlu iist yar1 siirekli bulanik 6l¢iim ise o zaman g,
ayrintilidir. [49]

Sonug 4.6.1. Olgiilebilir uzay iizerindeki herhangi bir sonlu bulanik 8l¢iim ayrin-

tilidr. [49]
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5. BOLUM
LATISLER

Bu boéliimde 6zel tiirde kismi siralama bagintisiyla elde edilmis olan latisler

hakkinda temel tamim, teorem ve orneklere yer verilmistir [5,10,15,34,35,53]. Bu

boliim [15],[28],[45] ve [53] numarali referanslardan derlenmistir.

Tamm 5.1. Bir £ kismi sirali kiimesinde VX, Y € £ igin {X, y} kiimesinin ekiis’li

ve ebas’1 varsa L ye bir latis denir. Yani (E,S) kismi sirali kiimesi verildiginde

VX, Yy € L igin;

ekis{x, y} =sup{x,y}=xvyeLl
ve ebas{x, y}=inf{x,y}=xAyeL
oluyor ise £ ye latis denir. [15]

Genellikle bir latisde Xvy=ekis{x,y} ve xnay=ebas{x,y}

kisaltmalar1 kullanilir.
Bir L latisinde VX, Y,z € £ noktalari igin

) X<XVY, Yy<XVvYy
i) X<YveZ<Yise XVZIY
i) XAYSX, XAY<Yy
iv) X<y ve X<Zise XS YAZ

dzelliklerinin dogrulugu tanimdan agiktir. [15]
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Ornek 5.1. (Z,S), < siralama bagintistyla 7Z tamsayilar kiimesi bir latistir. [34]

Ornek 5.2. Bir X =@ kiimesi igin (P(X),<) kiimesi bir latistir. Gergekten

B,CeP(X) i¢in BvC=BUC ve BAC=BNC oldugu agiktir. [15]

Teorem 5.1. Bir £ (£,<)Ru:F —[-o,0] latisinde VX, Y,z € £ noktalari i¢gin
) XvX=X

i) XAX=X

i) Xvy=YyvX

IV) XAY=YAX

v) (xvy)vz=xv(yvz)

vi) (XAY)AzZ=xA(yAZ)

vii) (Xv y)Ax=x

viii) (XA y) v x=x dir. [15]

Teorem 5.2. Bir A #J kiimesi tizerinde Teorem 5.1 deki 6zellikleri gergeklestiren

ve A,V ile gosterilen ikili islemi verilmis olsun.

Bu durumda VX,yeA icin XSY<S XV Y=Y olarak tammmlanan <
bagintis1 A kiimesi iizerinde bir kismi siralama bagintisi olusturur ve ayrica (A,S)

bir latistir.

Teorem 5.2 bir latisin gergekte bir cebirsel yap1 oldugunu gostermektedir. Bu

sekilde verilen tanimlama sekline latisin cebirsel tanimi adi verililir. [15]

Ornek 5.3. Bir kiimenin alt kiimelerinden olusan ve A Bef i¢cin AnBeL ve
AUB e L kosullarii gergekleyen bir L£#& kiime takimina kiimeler latisi adi

verilir. [15]

Bir £ kiimeler latisinde A Be/f icin AvVB=AUB ve AAB=ANB

olarak tanimlanan v, A ikili bagmtilar1 Teorem 5.2 nin kosullarini saglar. O halde
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L iizerinde A<B<>AUB =B olarak tamimlanan < bagintis1 bir kismen siralama

bagmtisidir ve bu islemle birlikte £ kiime takimu bir latis olur. Buradaki <

bagintisinin gercekte kapsama bagintisi oldugu agiktir. [15]

Tamm 5.2. A bir latis ve @#Bc A olsun. Egerher X,ye B i¢in; XvyeB

ve XAy € Boluyorsa B’ ye A ’nim bir alt latisi denir. [15]
Ornek 5.4. (R, <) kismen sirali bagntist bir latistir. R nin herhangi bir B =& alt

kiimesi de R nin bir alt latisidir. [15]
Ornek 5.5. Bir X #&  kiimesi i¢cin (P ( X ) , g) latisini ele alalim. Bu durumda

X ’in alt kiimelerinden olusan herhangi bir kiimeler ailesi latisinin, P ( X ) ’in bir alt
latisi oldugunu gostermemiz kolaydr. [15]

Tamm 5.3. (E, S) bir kismi sirali kiime olsun. VA < £ igin
SUpA=vAel
ve infA=nAAecl

oluyorsa £ ye bir tam latis denir. [15]

Teorem 5.3. (A,S) bir kismi sirali kime ve B< C < A olsun. B ve C ’nin en

biiyiik dgeleri var ve bunlar sirastyla b ve ¢ ise b<colur. [45]

Teorem 5.4. (A : S) kismi sirali kiimesinin B < C olacak sekilde iki alt kiimesi
verilsin. C ’nin her bir @ist sir1 B "nin de bir tist siiridir. Ayricaekiis(B) ile
ekis(C) varsa ekiis(B)<ekiis(C)dir. [45]

Teorem 5.5. Kismi sirali bir A kiimesi i¢in asagidaki kosullar birbirine denktir.

i) A ’nin bos olmayan ve Gstten sinirli olan her B alt kiimesinin ekiis’ii vardir.

ii) A ’nin bos olmayan ve alttan sinirl olan her B alt kiimesinin ebas’1 vardir. [45]

Teorem 5.6. Bir A kismi siral1 kiimesi en kii¢iik ve en biiylik elemanlara sahip olsun.

Oyleki asagidaki iki kosul birbirine denktir.
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i) A nin her alt kiimesinin ekiis’ii vardir.

ii) Anmn her alt kiimesinin ebas’1 vardir. [45]

Ornek 5.6. X =  kiimesiigin P(X) iizerinde < bagmtisina gore bir latis
olusturdugumuzu Ornek 5.1 den hatirlayalim. B kiimesi P ( X ) in bir alt kiimesi ise
bu durumda ﬂ BeP ( X ) eleman1 B’ nin en kiiciik iist sinir1 olur. Dolayisiyla
(P ( X ),g) bir tam latis olmaktadir. [34]

Tamm 5.4. (£,<) bir latis olsun. ¥x,y € £ i¢in Xv(yAXx)=(xvy)A(xvz)
oluyorsa £ ye dagilimli latis denir. [15]

Tamm 5.5. (£,<) bir latis olsun. £ nin bir en kiigiik ve bir de en biiyiik elemant
varsa, bu durumda £ ye sinirh latis denir. Bu en kiigiik ve en biiyiik elemanlar
sirastyla O ve 1 ile gosterilecektir. Bu durumda smirli £ latisi (E ,<,0, I) ile
gosterilir. [15]

Tanmm 5.6. £ bir latis ve ¢:£ — £ bir doniisiim olsun. Va,be £ icin

) a®Aa=0vea’va=I

i) a<bise a°>b°

i) (a°) =a

kosullar1 saglaniyor ise ¢ doniisiimiine £’ de tiimleyen déniisiim denir [53] .

Tanm 5.7. (£,<,0,1) simrli latis olsun. VX € £ ve Jy € £ igin
Xvy=I ve xAny=0

oluyor ise L ’ye tiimlenebilir (komplementlenebilir) latis ve X ’e de tiimlenebilir

(komplementlenebilir) eleman denir. [15]

Tamim 5.8. L, tiimlenebilir (komplementlenebilir) dagiliml bir latis ise £ latisine

Boole latisi ya da Boole Cebiri denir.
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Verilen bir £ Boole cebirinde 0 £ ve I € £ elemanlar tektir. Burada

y €L’ ye, X’ in timleyeni denilecektir [53].
Tanm 5.9. (£,<,0,1) sirli latis ve ¢:£— £, ¢(a)=a° fonksiyonu verilsin,

va,be L icin
c C
(ac) =dad ve (a/\b) =a‘vhb°

oluyorsa £ ye De Morgan Cebiri denir. [15]

Tamim 5.10. (ﬁ,g) bir tam latis olsun. ‘V’{Xi : ieI} c L ve Ye £ igin

i\e/I(Xi N y) z(i\e/l X‘)/\ y

oluyorsa £ dagilimli tam latisine, Tam Heyting Cebir denir [28].
Tamim 5.11. (£,<) bir latis olsun. Bu durumda £ kiimesindeki a,be L ve

a<b i¢in {xeLl:x<bvea<x} kiimesine £ deki bir aralik denir ve [a,b]

seklinde gosterilir. [35]
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6.BOLUM
6.1 LATIS DEGERLI BULANIK OLCUM FONKSiYONLARI

Bu boliimde, latis teorisi, latis genislemeleri ve 6zellikleri incelenecektir.
[5,15,41, 42,43, 44,49]. (E,/\,v) sistemi ya da daha basit bir gosterimle L ; e8er
A,V islemleri altinda kapali ise bir latis olarak adlandirilir. Iki tane latis ailesi £ ve
L olsun. Eger £ den £ ne tanmimlanan dontisiim birebir ise latis islemleri altinda
izomorfizmlikten bahsedebiliriz. Eger £den £ ne bir izomorfiklik varsa £ ye, £
ile latis-izomorftur denir ve £= /" yazilir. Eger XAy=X ise X<y yazariz veya
buna benzer olarak eger XAy=Yy ise y <X yazariz. Eger £ nin her A alt kiimesi

supremum VA ve infimum AA y1igeriyorsa, £ Yye bir tam latis denir. Bir £ tam

latisi maksimum ve minimum elemanlar i¢eren bir latis ailesidir. Ve bu bolimde

maksimum ve minimum elemanlar, sirastyla L, ve L, ile gosterilecektir.

Bu kisimda kullanilacak X kiimesi, aksi belirtilmedikge bir tam kiime olarak
alinacaktir ve £ de, X in alt kiimelerinin olusturdugu bir latisler ailesi olarak kabul

edilecektir. Bu bolim [26],[35],[41] ve [49] numarali referanslardan derlenmistir.

Tanmm 6.1.1 Eger bir £ latisler ailesi asagidaki kosullar1 sagliyorsa bir latis

o — cebiri olarak adlandirilir:

i) Vf el icin feLl
ii-) Eger n=1,2,3,...i¢in f €L ise 0 zaman 2 f, e L dir. [35]

L tarafindan iiretilen latis o —cebiri o(L£) seklinde gosterilir.

Bu kisim boyunca kullanacagimiz latisler, tam latisler olacaktir ve x4 de, X

in bulanik kiimelerinin {iyelik fonksiyonu olarak kabul edilecektir.
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Tammm 6.1.2 Eger mZO'(C)—>Ru{oo} fonksiyonu asagidaki kosullari

saghyorsa, m ye ,o(£L) latis o — cebiri iizerinde bir latis degerli l¢iim ad1 verilir,
i) m(2) =L,

ii-) Vf,geo(L)i¢in m(f),m(g)=L,:f<g=m(f)<m(g).

iii-) vf,geo(L):m(fvg)+m(fag)=m(f)+m(g).

iv-) Eger f,co(L£),neN ve f,<f,<..<f <..iseozaman

m(nz fn)=li£n m(f,) dir. [41]

Uyar1 6.1.1 m, ve m, ayni latis o — cebiri tizerinde taniml latis degerli

Olgtimler olsunlar. Eger bunlardan birisi sonlu ise;
m(E)=m,(E)-m,(E), Eco (L)
fonksiyonu iyi tanimlidir ve O'(E) iizerinde sayilabilir toplamsaldir. [41]

Tamm 6.1.3 Eger X iizerindeki tiyelik fonksiyonlarimin o (L) latisler ailesi

asagidaki kosullar1 sagliyorsa latis degerli fuzzy (bulanik) o —cebir olarak

adlandirilir.

i-) Va € £ igin « sabit olmak iizere; a € o (L)
ii-) Vueo(L) igin 1-pueo (L) dir.
iii-) Eger (u,)eo (L) ise sup(u,)eo(L),neN dir. [41]

Tammm 6.1.4 Eger m: O'(E) —-> Ry {oo} fonksiyonu asagidaki ozellikleri

sagliyorsa, m ye latis degerli bulanik 6l¢lim denir.

i-) m(J) =L,
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i) Vi, g, €0 (L),m (1), M(11,) 2 Loy gy <ty = M (1) <M (p1,).
ii-) Vg, 1, €0 (L), Mg v 1) +m (g A gy ) =m () +m( ).
iv-) (yn)ea(ﬁ),neN, S S < Sup(,un):,u:>m(,u):|i£nm(yn). [41]

Tanmm 6.1.5 m" ile gosterilen bir latis degerli bulanik dis 6lgiim, £f
tizerinde tanimli latis degerli kiime fonksiyonlarinin bir genislemesidir ve asagidaki

Ozellikleri saglar.

i-ym (D)=L,
)M () <m (u,) icin g4 < g, .

ii-) m*(izﬂajs vm’ (e )- [41]

Ornek 6.1.1 Asagidaki 6rnegdi inceleyelim:

m =

* Lo’:uEZQ
Ly, g #

(Burada L,latis kiimelerinden olusan ailelerin minimum elemani ve L, ise

maksimum elemanidir.)

Eger X en az iki eleman icerirse m’ latis degerli bulanik dis dl¢iim olur fakat
aksi halde £ iizerinde bir latis degerli bulanik dl¢iim olmaz. [41]

Onerme 6.1.1 F, X in L, 1 igeren bulanik alt latis kiimelerinin bir sinifi
oyleki her u, <pu, igin F de (an ): dizisi mevcuttur ve g, S(uBn )wl dir. v, F

n=

tizerindeki latis degerli fonksiyonlarin bir genislemesi olsun &yleki p, e F igin

v (D)=L, ve w(u,)=L, dir. O zaman m", £* iizerinde

m’ (,UA) =inf {l//(,usn ):;1 iy €F p, < ﬂBn}
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ile taniml1 bir bulanik dis 61¢tim olur. [41]

Teorem 6.1.1 m" bulanik olgiilebilir kiimelerin sinifi olan B, bir o—

cebirdir. Ayn1 zamanda m" niin B ye kisitlanis1 olan m , bir latis degerli bulanik

Olgtimdiir. [41]

Teorem 6.1.2 (Genellestirilmis Carathedory Genisleme Teoremi) m ,
O'(E) <L o—cebiri iizerinde bir latis degerli bulanik dl¢iim olsun. Ve gz < g,

[e]

igin m" (4 )=inf {m (nZ'uEn j e €0 (L), pe < v He, } olsun. O zaman asagidaki
ozellikler gegerlidir:

i-) m", bir latis degerli bulanik dis 6l¢iimdiir.

ii-) e eo(L) iken m(ze)=m" () dir.

iii-) e €eo(L) iken g, m" latis degerli bulanik 8lgiilebilirdir.

iv-) m , m" nin m"- latis degerli bulanik lgiilebilir kiimelere daraltilmisi, o (£) i

iceren bir bulanik & —cebiri lizerinde bir latis degerli bulanik 6l¢iime, m nin bir

genislemesidir.

v-) Eger m latis degerli bulanik dlgiimii o —sonlu ise, m latis degerli bulanik

olgtimii (O'(E) yi iceren en kiigiik bulanik o —cebiri {lizerinde) m nin bir

genislemesidir ve tektir. [41]
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6.2. Sifir — Toplamsallhik

Bukisimda F, P(X) in alt kiimelerinin bir o —cebiri ve u:F — [-o,0]

ise genisletilmis reel degerli bir 6l¢iim fonksiyonu olarak alinacaktir.

Tamm 6.2.1.  p:F —[-wo,0] fonksiyonu E,FeF ,EnF=Cve

#(F)=0 igin;
#(EVF)=u(E)
kosulunu sagliyorsa g Ye sifir-toplamsaldir denir. [49]

Teorem 6.2.1. Bos olmayan herhangi bir F € F ig¢in ,u(F) =0 ise u sifir-

toplamsaldir. [49]

Teorem 6.2.2 Eger u:F —)[0,00] azalmayan bir kiime fonksiyonu ise

asagidaki ifadeler denktir.

(1) u sifir toplamsaldir.

(2) E;,Fe F ve u(F)=0i¢in u(EUF)=px(E) dir.

() E,FeF , FcE ve u(F)=0i¢in u(E-F)=u(E)dir.
@) E,FeF ve u(F)=0igin u(E-F)=u(E)dir.

(5) E,FeF ve u(F)=0ic¢in p(EaF)=pu(E)dir. [49]

Ornek 6.2.1 X ={a,b}, F =P(X) ve

y(E):{](')” E:;( ise [49]

Teorem 6.2.3. u sifir-toplamsal bir fuzzy-6l¢iimii ve E —F olsun. F de

lim z2(F,) =0 olacak sekilde herhangi bir azalan kiime dizisi i¢in,
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Iirmy(E ) Fn) = ,u(E) ve diger yandan

#(E) <o iken w(EUF, ) <ookosulunu saglayan en kiigik bir pozitif N_sayisi

vardir. [49]

Teorem 6.2.4. EeF ve u sifir-toplamsal bir bulanik 6l¢im olsun. F

deki IirEny(Fn)zo olan herhangi bir azalan {F,} dizisi i¢in limu(E-F,)=u(E)

dir. [49]
6.3 Oto-Siireklilik (Auto-continuity)

Tamm 6.3.1 u:F —[-o,0] fonksiyonu n=123.,EcF ,F,eF ,
ENF, #J (yada F,cE) ve limu(F,)=0 iken
lim u(E UF,) = u(E) [lim u(E~F, )= u(E) |

kosulu saglaniyorsa g ’ ye lstten (ya da alttan) oto-siireklidir denir. Eger z hem

istten hem de alttan oto-siirekli ise  ° ye oto-siireklidir denir. [49]

Teorem 6.3.1 u:F —>[—OO,OO] genisletilmis reel degerli kiime fonksiyonu

olsun. Herhangi bir Ee Fve E#J i¢in
u(E)|=2
kosulunu saglayan bir ¢ >0 sayis1 bulunabiliyorsa g oto-siireklidir. [49]

Teorem 6.3.2 p: F —[—o,00 | fonksiyonu iistten ya da alttan oto-siirekli ise

u sifir-toplamsaldir. [49]

Siradaki iki teoremde negatif olmayan kiime fonksiyonlarimin siirekliligi ile

oto-siireklilik arasindaki iligki incelenecektir.
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Teorem 6.3.3 u:F —[0,0], & iizerinde iistten siirekli ve iistten (ya da

alttan) oto-siirekli ise 4 iistten (ya da alttan) siireklidir. [49]

Teorem 6.34 u:F —[0,0], & iizerinde azalmayan iistten siirekli bir

fonksiyon ve listten oto-stirekli ise o zaman x Ustten stireklidir. [49]

Teorem 6.35 u:F —>[0,OO] asagl yari-siirekli fuzzy ol¢iisii olsun. u

iistten oto-siirekli ise , lim z(E, ) =0 kosulunu saglayan F * nin bir {E, } dizisinin,
,u(ﬁEni ) =0
olacak sekilde bir {Enl } alt dizisi bulunabilir.

Bu durumun tersi , & sonlu sifir-toplamsal oldugu zaman yine dogrudur.

[49]
Teorem 6.3.6 u:F —> [0,00] sinirl bir fuzzy 6l¢iisii olsun.

u alttan oto-siireklidir & 4 sifir-toplamsaldir ve herhangi bir AeF , {E,} alt

dizisi vardir 6yleki,
u(A=TimE, )= u(A) dir. [49]

Teorem 6.3.7 u:F —[0,0] fuzzy dlgiisii olsun. Eger u {istten oto-siirekli

ise alttan oto-siireklidir. Dahas1 , & sonlu ise alttan oto-siireklilik {istten oto-

stirekliligi verir ve boylece oto-siireklilik, iistten oto-siireklilik ve alttan oto-siireklilik

denktir. [49]

Tanim 6.3.2 u:F — [—00, oo] tistten (alttan) diizgiin oto-siireklidir & & >0

i¢in Oyle bir 6 = 5(8) >0 vardir ki ;

H(E)—e<pu(EUF)<u(E)+e [g(E)—gSy(E—F)S,u(E)+g]
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EcF,FeF ,EnF=0 (yada EcF) ve |u(F) <& dr.

4 hem alttan hem de istten diizgiin oto-siirekli ise x ye diizgiin oto-

siireklidir denir. [49]

Teorem 6.3.8 Eger u:F —>[—00,00] fonksiyonu {istten diizgiin oto-siirekli

ise (alttan) o zaman {istten oto-siireklidir (alttan). Boylece diizgiin oto-siireklilik oto-

stirekliligi verir. [49]

Teorem 6.39 u:F —>[0, 00] fonksiyonu azalmayan ise asagidaki ifadeler

denktir.
(1) u , diizgiin oto-siireklidir.
(2) u, ustten diizgiin oto-siireklidir.

(3) u , alttan diizgiin oto-siireklidir.

(4) E€F, FeFve u(F)<ow olsun. Herhangi bir &> 0 igin dyle bir
5=56(e)>0 sayist vardir ki ;
u(E)—e<pu(EaF)<u(E)+e dir. [49]

Buraya kadar verilen oto-siireklilik, diizgiin oto-stireklilik, istten diizgiin oto-
sireklilik ve alttan diizgiin oto-siireklilik kavramlar1 klasik analizde ve klasik
Olciimde olcilebilir fonksiyonlarin yakinsakliklarinin belirlenmesinde 6nemli bir
yere sahiptir. Asagida ispatiyla verilen Egoroff teoremi ile ispatsiz verilen Lusin
Teoremi yardimiyla, oOlciilebilir kiimeler iizerindeki dlgiilebilir fonksiyonlar
dizilerinin, olgiilebilir fonksiyonlara hangi sartlar altinda diizgiin yakinsak, hangi

sartlar altinda hemen hemen diizgiin yakinsak oldugu ifade edilmeye calisilmistir.

[26]

Teorem 6.3.10 (Egoroff Teorem) u(X)<oo ve (f,), hemen hemen her
yerde reel degerli olgiilebilir fonksiyonlari, hemen hemen her yerde diizgiin yakinsak

58



olan f, reel degerli dlgiilebilir fonksiyona doniistiiren, hemen hemen her yerde reel

degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. O zaman f_, f ye hemen hemen

diizgiin yakinsaktir. [26]

Ispat: Genelligi bozmaksizn f ve f nin hemen hemen her yerde reel

n

degerli olduklarini varsayalim. Her K pozitif tamsayisi igin,

Hfa(x)—f(x)< H} olsun.

Hemen hemen her yerde lim f, (x)= f (x) oldugundan,

y(o Ajyk] =u(X) vyazabiliriz.
n=1

A © Ay oldugundan, limu(A, )=u(X) olur. &>0 verilsin. Her k

pozitif tamsayisi i¢in n, vardir 6yleki, n>n, i¢in,

,u(X—ALk)<2ik dir.

A:ﬁAqk,k olsun. O zaman (X —A)siy(x _Awk,k)<8 olur. Buradan
k=1

k=1

da f, nin f ye hemen hemen diizgiin yakinsak oldugu kolayca gbriiliir. [26]

Teorem 6.3.10 (Lusin’s Teorem) f, R iizerinde, bir reel degerli 6lgiilebilir
fonksiyon olsun. & >0 verilsin. O halde, R {iizerinde siirekli bir g fonksiyonu

vardir oyleki;
m{xeR:f(x)=g(x)}<e dir. [26]

Ispat: (Gi ) , R deki agik kiimelerin bir sayilabilir tabani olsun. & >0 verilsin.

Ayrica GV, (G;) i igeren agik bir kiime olsun dyleki, m(G(i) - (G )) < g
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olsun. Ayrica;
| I” g _f1 _
F.={J_ G"-17(G)veg=fR-F,
(G)=G" ~[R-F
olarak alirsak buradan 9 (G;) N[R—F,] olarak bulunur. [26]

Ornek 6.3.1 f, R iizerinde, reel degerli bir fonksiyon ve her a,beR icin

f(a+b)=f(a)+f(b) olsun. O zaman f siirekliyse sadece bir noktada

siireklidir. [26]
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7.BOLUM

BULANIK OLCUM UZAYLARINDA OLCULEBILIR FONKSIYONLAR

Bu bdliimde, (X, F) &lgiilebilir uzay £ : F —[0,0] fuzzy 8l¢iimii (veya yar
siirekli fuzzy dlglimii) ve B < (—o0,)iizerinde Borel cisim olarak almacaktir. Bu

kisim [49] numaral referanstan derlenmistir.

7.1. Olciilebilir Fonksiyonlar

Tamm 7.1.1 Herhangi bir B € B Borel kiimesi i¢in
f*(B)={x:f(x)eB}le F

ise X iizerinde bir gergel degerli f:X —(—o0,00) fonksiyonu F -6lgiilebilirdir

denir (ya da kisaca 0lciilebilir). [49]

Teorem 7.1.1 Eger f: X — (—oo,oo) fonksiyonu gercel degerli bir fonksiyon

ise asagidaki ifadeler denktir.

(1)  f olgiilebilirdir.

(2)  Herhangi bir @ &(-w,) igin; {x:f(X)2aje F

(3)  Herhangi bir @ &(-w»,) i¢in; {x:f(X)>a}e F

(4)  Herhangi bir @ €(-w»,) i¢in; {x:f(X)<a}e F

(5)  Herhangi bir @ &(-»,) igin {x:f(X)<a}eF [49]
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Sonu¢ 7.1.1 f olgiilebilir bir fonksiyon ise herhangi bir « e(—oo,oo) i¢in

{x:f(x)=a}e F dir [49]

Tamm 7.1.2 R=(-%,0), R"=RxRxRx...xR n-boyutlu ¢arpim uzay1

olsun. Simdi;

L") ={1l[[ai,bi):—oo<ai <h <oo,i :1,2,...,n} alalm. B™ :j-"(L(”))
i=1

o— cebirine  R" iizerinde Borel cisim denir ve B icindeki kiimeler (N -
boyutlu) Borel kiimeleri olarak adlandirilirlar. f :R" — R fonksiyonu (R(”), B(n))

Olgiilebilir uzaymda Olgiilebilir bir fonksiyonsa bu fonksiyona (n-ary) Borel

fonksiyonu denir. [49]

Teorem 7.1.2 f,f,,.., f, fonksiyonlar1 oOlgiilebilir fonksiyonlar olsunlar.

n

Eger g:R"—>R  bir Borel fonksiyon ise g(f,f,.. f)  olgilebilir bir

fonksiyondur. [49]

Teorem 7.1.3 Herhangi bir xe X igin, {f,} dlgiilebilir fonksiyonlarin bir
dizisi ve
h(x)=sup{f,(x)} ve g(x):irrllf{fn(x)} ise h ve g olgiilebilirdir. [49]

Sonug 7.1.2 { fn} olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve

f(x)=limf,(x) ve f(x)=limf (x)ise, T ve f olcilebilirdir.

Ayrica lim f, varsa o da dlgiilebilirdir. [49]
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Bundan sonra sadece negatif olmayan dlgiilebilir fonksiyonlar incelenecek ve

f, f, f,,..., f, sembolleri negatif olmayan &l¢iilebilir fonksiyonlar1 géstermek igin

kullanacaktir. Biitiin negatif olmayan Olgiilebilir fonksiyonlar sinifi F ile gosterildi.

Bundan sonraki birgok sonu¢ icin genelleme yapilirsa, herhangi bir giiclik

olmaksizin, dlgiilebilir fonksiyonlar, gercel degerli olarak genisletilebilir. [49]

7.2 Hemen Hemen ve Pseudo-Hemen Hemen

(X,J: , y) fuzzy Ol¢iim (veya yari-siirekli fuzzy Ol¢lim) uzayr iizerinde
oOlgtilebilir fonksiyon tanimi, klasik Ol¢lim teorisiyle Ozdestir, sonug olarak bu u

kiime fonksiyonuyla baglantili degildir, fakat ol¢iilebilir fonksiyonlarin 6zellikleri

s6z konusu oldugunda kiime fonksiyonu goriisleri incelenmelidir. Ornegin, eger f

fonksiyonu sonlu fuzzy ol¢lim uzayinda Olgiilebilir bir fonksiyon ise, “ f hemen

hemen her yerde sifira esittir” ifadesinin anlami nedir? [49]

Olasilik teoreminde “rasgele bir degisken £ ,1 olasilik ile 0’a esittir” ifadesi
“rasgele bir degisken ¢ ,0 olasilikla 0’a esit degildir” ifadesine denktir, ¢linkil
olasilik olctimleri toplanabilirlik 6zelligine sahiptir. SOyleki, eger p olasilik dlglimii

ise herhangi bir E olayi igin,
p(E)+p(E)=p(EuE)=l

dir. Fuzzy dlgtimlerinde genellikle toplanabilirlik 6zelligi kayboldugu icin, asagidaki
tanimda belirtildigi gibi “hemen hemen her yerde” ifadesi, “hemen hemen her yerde”

ve “pseudo hemen hemen her yerde” diye ikiye ayrilmaktadir. [49]

Tammm 7.2.1 AeF olsun ve P, A nin igindeki noktalara gore bir onerme
olsun. P, A—E fiizerinde dogru olacak sekilde Ee F ve ,u(E)=0 varsa, “P,
hemen hemen her yerde A iizerinde dogrudur” deriz. P, A—F iizerinde dogru

olacak sekilde F e F ve pu(A-F)=u(A) varsa, “P, pseudo hemen hemen her

yerde A iizerinde dogrudur” deriz. [49]
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“Hemen hemen her yerde” ve “pseudo-hemen hemen her yerde” ifadelerini
strastyla “h.h.h.” ve “p.h.h.h.” ile gdsterecegiz ve “{ f,} h.h.h. e yakimsar (veya “

(13

{fn} p.h.h.h. > e yakinsar”) ifadelerini de sirasiyla “f —"M 5§ (veya

f, —200 s f ) jle gdsterecegiz. [49]

Ornek 7.2.1 Herhangi bir Ee F i¢in, X ={0,1}, F=P(X) ve

1, E=X
u(E)=<" olsun.
0; E-#X

Verilen bu dlgiilebilir fonksiyon dizisi igin f —™" 50 ve f —"" 51 olur, fakat

asla f,—2M 50 veya f —2M0 57 olamaz.

Ornekten de anlasilacag: gibi, bu durumun klasik 8l¢iim teorisinden ¢ok farkli

oldugunu goriiyoruz. Eger f —"" 5 f ve f —" 5§ kosullarmin her ikisi de

gerceklesiyorsa, h.h.h. f = f  diir. [49]

Sunu da belirtelim ki, “h.h.h.” ve “p.h.h.h.” durumlar1 tamamen birbirine
simetrik durumlar degildir. Gergekte, eger P Onermesi Ae JF Tizerinde h.h.h.
dogru ise o zaman bu dnerme A nin F ’ye bagl herhangi bir alt kiimesi i¢inde

dogrudur; fakat burada “h.h.h.” yerine “p.h.h.h.” olsaydi bu ifademiz dogru

olmayacakti. Bu durum asagidaki Srnekte agiklanmistir. [49]

Ornek 7.2.2 Herhangi bir E e F igin, X ={a,b,c}, F =P(X) olsun. u ise

asagidaki gibi tanimlansin.
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,u({x: f(x)=0,xe X})=,u({a,b})=3=,u(X) oldugu kolayca

ispatlanabilir.

Boylece, X iizerinde p.h.h.h f =0 dir. Fakat;

y({x: f(x)=0,xe {a,c}}) = u({a})=1# u({a,c})=2dir. Sonug olarak
“{a,c} iizerinde “p.h.h.h. f =07 ifadesi dogru degildir. [49]

Bu konuyla ilgili “hemen hemen diizglin yakinsama” ve “dl¢limde yakinsama”

kavramlar1 Ol¢iilebilir fonksiyon dizileri i¢indir ve fuzzy 6l¢lim uzay1 (ya da yari-

stirekli fuzzy 6l¢lim uzayi) iizerine dagilirlar. [49]

Tamm 7.22 AeF,feF {f }cFolsun. Herhangi bir k=12,...sabiti
icin{ f,}, A—E, iizerinde f e diizgiin yakinsayacak sekilde lim 1(E)=0 ile
{Ek} cF varsa,{ fn}, A lizerinde f ye hemen hemen diizgiin yakinsar denir ve

f —2 5 f ile gosterilir.

Herhangi k=12,..sabiti i¢in,{f,}, A-F  izerinde f e dizgin

yakinsayacak sekilde lim u(A-F)=u(A) ile {F}cF varsa, {f,}, A iizerinde

f e pseudo-hemen hemen diizgiin yakinsar denir ve f —2M9 5§ jle gosterilir.
[49]

Tamm 7.2.3 AeF, feF ve {f }cF olsun. Verilen herhangi bir & >0
i¢in,

Iirr]ny({x: f.(x)—f (x)‘Zg}mA)zo

ise {f,}, u iginde, A iizerinde f e yakinsar (veya dlgiim iginde yakmsar, eger bir
karisiklik yoksa) denir ve A iizerinde f,—*— f ile gosterilir. Verilen herhangi bir

£>0 igin,
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lim zo({x:] £, ()= F (x)| < £} " A) = (A

ise {f,}, u icinde, A iizerinde f e pseudo-yakinsar (veya dlgiim iginde pseudo-

yakinsar) denir ve A iizerinde f —2“— f ile gosterilir. [49]

Ornek 7.2.3 X =[0,0), F=B ve u Lebesgue lgiimii olsun, dyleki,
BH[O,OO) igindeki biitiin Borel kiimelerinden olusan smifi temsil etsin. Herhangi bir

Xxe X i¢in fn(x):%,nzl,Z,....ve f (x)=0 alirsak,

f p.h.h.d f
elde ederiz. Fakat { f,}, X iizerinde f ehemen hemen diizgiin yakinsamaz. Hatta,

f —2£ 5 f olur, fakat {fn}, u iginde X dizerinde f e

n

yakinsamaz. [49]

7.3 Olgiilebilir Fonksiyon Dizisilerinin Yakinsamalar1 Arasindaki Tliski

Bu kisimda klasik analizde onemli bir yere sahip olan fonksiyon yakinsamalarinin,

bulanik 6l¢iim uzay1 lizerinde ne anlama geldigi hakkinda bilgi verilecektir. Bu kisim

[21] ve [49] numaral referanstan derlenmistir.

Teorem 7.3.1 Herhangi bir Ae F ve A igindeki noktalara gore herhangi bir

P oOnermesi i¢cin P, A {lizerinde hemen hemen dogruysa P, A iizerinde p.h.h.h.

dogrudur < usifir-toplamsaldir. [49]

Sonu¢ 7.3.1 AcF, f eF ve {f,} cF ve u sifir toplamsal olsun. Eger A

iizerinde f,—"" f ise, A iizerinde f,—2"""f olur. [49]

Teorem 7.3.2 AeF, feF ve {f,}cF ve u alttan otosiirekli olsun.

Eger Aiizerinde f,—""—f ise, A iizerinde f,—2""—f olur. [49]
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Teorem 7.3.3 Herhangi bir Ae F ve herhangi bir f € F ve {fn} c F igin,

A zerinde f,—*—>f oldugunda, A iizerinde f —24>f << u  alttan

n

otosiireklidir. [49]

Asagidaki teorem, Egoroff’un klasik ol¢liim uzayindan fuzzy dl¢lim uzayina

yaptig1 genellemedir.

Teorem 7.3.4 (Egoroff teoremi) u fuzzy olgim, AeF ve ,u(A)<oo

olsun. Eger A min her yerinde f —f ise, A iizerinde f —""95f ve

f,—emnd s ¢ dir, [21]

Ispat: A=X ve 4y sonlu olsun demekle herhangi bir kaybimiz

olmayacaktir. Eger herhangi bir m=1,2,... igin

El = ﬁ{x : | f.(x)— f (X)| < %} seklinde tanimlarsak,

ﬂUE:] dir. Eger her yerde f — f ise, herhangi bir m=12,... icin

m=1n=1

00

JE, =X dir. Yani, n—oo iken E"." X ve bu nedenle herhangi bir sabit
n=1

m=12,... icin n—oo iken Enm N @ . Keyfi verilen herhangi bir >0 igin,
ustten siireklilik ve g niin sonlulugu kullanilarak, ,u( E;) < % olacak sekilde

-1 2 3
n, bulunur; bu n, igin, ,u(E;u Ei)<§+§:zg olacak sekilde n,

bulunur.

k —
Genel olarak, y(U E I”j < 2:11? = (1—%}5 < ¢ olacak sekilde n,n,,...n,
-1 h

vardir. Buradan {n,} say1 dizisini ve {E'n} kiime dizisini elde ederiz. 4 niin alttan

stirekliligini kullanarak,
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;{0 E'nij <& buluruz.

i=1
Simdi ﬂ E 'n izerinde { fn} nin f ye diizgiin yakinsadigini gostermeliyiz. Verilen
i=1 1

herhangi bir 6 >0 igin, i, >% alalim. Eger x e ﬂ E'n ise xe E: oldugundan,
i1 i o

i >n, oldugunda

5,(x)-f(x)|<=<5 olur.

o

Buradan f —"" 5 f oldugunu ispatlamis oluruz. Benzer yolla, A iizerinde

f —2Md 5 £ oldugunu da ispatlayabiliriz. [21]

Teorem 7.3.5 (Lusin Teoremi) u,F ftzerinde zayif sifir toplamsal bulanik
Olgtim olsun. Eger f,X fizerinde reel degerli dlgiilebilir fonksiyon ise, her &>0

i¢in, bir F, e F kapali alt kiimesi vardir, dyleki f,F, izerinde siireklidir ve

u(X—F.)<e dir. [20]

Sonu¢ 7.3.2 u, fuzzy 6l¢tim olsun, Ae F, ,u(A) <oo ve u sifir toplamsal
olsun. Eger A iizerinde f —"™ 5 f ise, buradan A iizerinde, hem f —2¢ 5 f

hemde f,—2M9 s f dir. [49]
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8.BOLUM

EGOROFF VE LUSIN TEOREMLERININ BULANIK OLCUM UZAYI
UZERINDE LATISLERLE iFADESI

Klasik 6lgtim uzay1 tizerindeki Lusin ve Egoroff teoremleri bulanik 6l¢iim
uzayi lizerine, sirastyla [20] ve [21] deki caligmalarla genellestirilmistir. [22] de ise

Lusin ve Egoroff teoremleri latis degerli bulanik 6lgiim uzay1 lizerine, kiime islemleri

(u,ﬁ) kullanilarak genellestirilmistir. Bu kisimda [22] den farkli olarak, bulanik

Ol¢lim uzayi tizerindeki Lusin ve Egoroff teoremleri latis degerli bulanik 6l¢iim uzay1

lizerine, latis opeatdrleri (A,V) kullanilarak genisletilecektir.

Bu kisimda bulanik dl¢iim uzayi lizerindeki Egoroff ve Lusin teoremlerini,

latis aileleri ve latis opeatdrleri (/\,v) yardimiyla ifade ve ispat etmeye ¢alisacagiz

ve aksi belirtilmedigi miiddetce, kullanacagimiz fonksiyonlar latis degerli bulanik

6l¢iim fonksiyonlari olarak alinacaktir.

Teorem 8.1 (Genellestirilmis Egoroff Teoremi ): m latis degerli bulanik 6l¢iim,

tp €L, m(u,)<oo olsun. O zaman y, iizerinde
0, — 0 = 0, — ¢ dir.

Ispat: 4, u, latis kiimesi igerisindeki x noktalarini igeren bir latis olsun ve

{En (X)} ,Q(X) e yakinsak olmasin. O zaman;

m=ln=li=n

K=v Av {X € sty 1[4, () = L(X)| > 1} yazilir ve buradan da
r

u, tizerinde m(u, )=L, iken ¢, —"" ¢ olur. Dolayisiyla buradan her

r=12,..., icin;
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m( 213 {X € pty 14,00 = 0(x)| > %}j =L, yazabiliriz.

Eger her r=1,2,...., i¢in;

" = v {x € 1|4 (X) = (x)|> %} ve ") = A Hy (' yazarsak 0 zaman her
n i=n n= n

r=12,..., igin; z" c,uK,m(,uBn(r)): L, ve n—ooigin g5 " g olur.

Dolayisiyla her r=1,2,.... ve N — 0 igin;
/‘Bn(r) vV Hy N :UB(r) V e = gy olur.

& >0 verilsin. Latis degerli bulanik 6lglimlerin iistten siirekliligini kullanarak;

lim m(,uBn(l) VL ) =m( ) =L,, buradan her n>n, igin bir n, vardir Gyleki

N—-+o0

m( Hs, S ) < g dir. Bu sekildeki n, i¢in; n— oo iken

) @)

V/UBH(Z))V/UK N (:UB,H V,UB(Z))V,UK = luBnl(l) V 4, yazilir. Dolayisiyla m nin

( ﬂB”l

iistten siirekliliginden

N—+o0

lim m{{ 2, @y an(z) Ve |=mi g @y My | yazilir.
m m

Dolayisiyla her n>n, i¢in n, (> nl) vardir dyleki;

W, @ € i
m((,ugn1 V g )v,uK)< > dir.
Benzer olarak; n,n, i¢in ve N —co iken

€ (2)

(,Usn1 Vil TV ,UBH(3))\/ Uy N (:usm(l) v luan(Z) v ,LIB(S))V L = ,uBm(l) v 'uan(z) v i

yazilir ve buradan da her n>n, i¢in ny(>n,), vardir dyleki

£
m ((ﬂam(” vty D a1 O )V ) < dr.
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Genelligi bozmaksizin her n>n, i¢in n;,n,,....,N, (nr > nr_l), vardir dyleki

n2

r g -
m((,uBnl(l)v,uB @y... van( ))V'UK)<E dir.

Bunun bir sonucu olarak, bir {nr}“’

r=1

say1 dizisi ve bir {ﬂB (r)} latis dizisini
n
r

alalim. M nin monotonlugunu ve alttan siirekliligini kullanarak;

e[ e e
r=1 r=1

+00

te, =ty —~ytt, ") Olsun. O zaman p. € £ ve m(u,—pre, )= m(\/ys (r)j<5 dir.
: _ ne £ £ ) nr

Simdi g tzerinde {fén} nin { ye diizgiin yakinsak oldugunu géstermeye ihtiyacimiz

vardir. Dolayisiyla

+00 400

He, = AN {X € 1, 1|4 (x) = 0(x)| <%} oldugundan her r=1,2,...., icin

r=li=n,

0 1 .
He, © A {X € 1, :|féi (x) —Q(X)| < F} olur. Bu yiizden her X € s igin

i=n,

i >n, olmak lizere;

€, () —£(¥)| <1 yazilir. Bu ise g iizerinde {{,} nin ¢ ye diizgiin
r &
yakinsak oldugunu gosterir. Ve bu sekilde teorem ispatlanmis olur.

Benzer yolla asagidaki teoremi de ispatlayabiliriz:

Teorem 8.2 m latis degerli bulanik dlgiim ve g, € £, M(x,) <o olsun. O zaman

U, Uzerinde;
p.h.hh p.h.h.d

Q,—BMhh sy — g RN L dip,

Tamm 8.1 Eger her g € £, y € L igin

71



m(pe)=m(pe)=Lo=>m(ue v )=L,
iIse m ye latis degerli zayif sifir toplamsaldir denir.

Buradan acikga goriiliiyor ki m latis degerli sifir toplamsal iken; ayni zamanda latis
degerli zay1f sifir toplamsaldir. Eger m latis degerli listten oto-siirekli bulanik 6l¢tiim
Ise ayn1 zamanda m latis degerli sifir toplamsaldir ve dolayisiyla m, latis degerli

zay1f sifir toplamsaldir.

Teorem 8.3 (Genellestirilmis Lusin Teoremi) m latis degerli zayif sifir toplamsal
bulanik 6l¢timdiir ancak ve ancak her £ >0 ve ,uAn(k) N Hp, (k - oo) kosulunu
saglayan her { 1 k=10 1} C £ latis dizisi igin - m (4, )=Ly,n=12,..

olacak sekilde {y%(k) ‘k>1n 21} nin bir {yph(k")} latis alt dizisi vardir dyleki;

Ispat: (Gereklilik): Kabul edelim ki m latis degerli zayif sifir toplamsal bulanik

olgum olsun. Ve 14, =\/4, olarak alalim. O zaman m nin Ustten stirekliligini
n=1

kullanarak, m(u, ) =L, ve py < sty (N=12,...) yazariz. Her n=12,.... ve

k — oo iken ,uAn(k) \;,an oldugundan, her n=12,.... igin

,u,%(k) VYT Hp, NV Hpy = Hp (k > ) yazariz.

& >0 verilsin. Latis degerli bulanik dl¢iimlerin tstten siirekliligini kullanarak;

limm ,upl(k) Vv iy )=m(up ) =L, yazanz. Ayrica m ,uAl(kl) VU | < ¢ olacak sekilde
2

k—o0

k, vardir dyleki bu k; ve kK — o0 igin

(,uAi(kl) v,qu(k))v JTRN (,uAi(kl) Vv Hp, )v,uD = ,uAl(kl) V iy olur. Dolayisiyla m nin

iistten stirekliliginden;
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lim m((yAi(kl) vyAz(k))v ,uD)z m(/,tAl("l) v,uD) olarak bulunur.

k—»0

Buradanda k,(>k;) vardir dyleki;

£ .
m((ﬂ/&(m VﬂAz(k”)VﬂD)<§ dir.

Genelligi bozmaksizin Kk, K,,...... vardir yleki;

©

Bunun bir sonucu olarak bir {kn }w say1 dizisi ve bir {ﬂ%(kn)} latis dizisi

n=1
n=1

alalim. m nin monotonlugunu ve alttan siirekliligini kullanarak;

m(vl,uph(k”)} < m((vl,uph(k")} V iy j < g <& yazariz.

(Yeterlilik): g4 €L, €L ve m(ue)=m(p:)=L, olsun. Ve asagidaki

kosullar1 saglayan latislerin bir { ,uph(k) k>Ln> 1} dizisini tanimlayalim:

lLlAi(k) :‘LlE’ lLlAz(k) :lLlF’ /,[As(k) :,L[A‘l(k) = cieeens :®, VK 23 ve

Mo, = Hey Mo, = M, iy =D, ¥n=3 olsun.

k
O zaman her £> 0 igin ve hipotezimizi kullanirsak, bir ,Ll( n) alt dizisi vardir

Al

oyleki, m(,uph(k”)) <& veburadan da m( g v e ) <& olur. Dolayisiyla da

m( He v pe ) =L, olur. Buise m nin latis degerli zayif sifir toplamsal oldugunu

gosterir.

Hatirlatma 8.1 Bir latis degerli zayif sifir toplamsal bulanik 6l¢tim, latis degerli sifir

toplamsal bulanik 6l¢clim olmayabilir. Asagidaki 6rnek, latis degerli zayif sifir
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toplamsal bulanik 6l¢iimiin, gergekten de iistten otosiireklilik ve sifir toplamsalliktan

daha zayif oldugunu gostermektedir.

Ornek 8.1 X ={L,,L,} ve L=P(X). Ve

L, eger u. =X
olsun.

()|

Lo, eger pe ={L,} yada pg =&

Buradan goriiliiyor ki m latis degerli zayif sifir toplamsal bulanik 6lgiimdiir. Fakat
m latis degerli sifir toplamsal degildir. Bu yilizden de tistten oto siirekli degildir.

Gergekten de

m({L,})=L, fakat m({L,}v{L,})=L,=m({L,}) dir.
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SONUCLAR

Bu calismada, klasik 6l¢iim, bulanik 6l¢tim ve latis degerli 6l¢lim arasindaki
iligki ayrintili olarak ortaya konmus ve klasik 6l¢iimde yapilmis olan bir¢ok tanim ve
teorem, bulanik kiimeler, latis kiimeleri, latis aileleri ve latis islemleri yardimiyla

bulanik 6lgiim ve latis-degerli 6l¢lime taginabildigine yer verilmistir.

Ayrica bu calismada, klasik analizde 6nemli bir yere sahip olan yakinsaklik,
stireklilik, diizgiin yakimsaklik gibi kavramlar, bulanik 6l¢iim uzayi iizerine, latis
aileleri ve latis islemleri yardimiyla, latis degerli Egoroff ve latis degerli Lusin

teoremleri kullanilarak genellestirilebilmistir.

Bu calismayla, klasik analizdeki bazi kavramlarin (6zellikle siireklilik ve
yakinsaklik) ve uygulamalarin, bulanik 6l¢iim uzayi iizerine tasinabildigine ve

burada da kendine uygulama alani bulabildigine dair kaynaklar incelenmistir.
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