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OZET
KUANTUM TOPOLOJI
KARA, Bahar
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danismam
Yrd. Dog. Dr. Sabri Birlik
Eyliil - 2013

68 sayfa

Bu tezde Kuantum topolojisine ve topolojiksel kuantum alan teorisine kisa bir girig
yapilmistir. Burada kuantum ile topoloji arasindaki bazi iliskiler ele alinmistir.

Ikinci bolimde Once Kuantum mekaniginin bazi temel prensiplerinden hareketle
topoloji ile kuantum mekaniginin en kolay iliskisi olan Dirac’in ip hilesi ve kiiresel
ayristmi verildi. Yine kuantum mekaniginin temel prensiplerinden olan genlik
kavrami Dirac parantezleri yolu ile agiklandi ve ¢emberin genligi verildi. Jordan egri
teoremine gore diizlemde her basit kapali egri bir ¢embere izotop oldugundan
cemberin genligi genellestirilerek topolojik genligin varligi gosterildi. Bu topolojik
genlik daha ileriye diiglim teorisine tagindi.

Son olarak, Topolojiksel Kuantum alan teorisinin bilinen iki tipinden kisaca
bahsedildi. Atiyah-Segal aksiyomlar1 verildi. Atiyah’m TQFT i¢in farkli boyutlarda
inceledigi ornekler verildi. Boylece fizigin topoloji ile detayli bir iliskisi oldugu
ortaya cikt1.

Anahtar Sozciikler: Topolojik Genlik, Diigiim Genlikleri, Diiglimlerin Parantez
Polinomlari, Topolojiksel Kuantum Alan Teorisine Kisa Bir Genel Bakis (TQFT),
Kategori Teorisi, Atiyah-Segal Aksiyomlari.
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68 pages

The study is short introduction to Quantum Topology and a brief overview of
Topological Qunatom field theory(TQFT). Here, some relations between quantum
mechanics and topology have been examined.

Firsty, by some of the fundamental principals of quantum mechanics, has been
explained by Dirac brackets, and the amplitude of a circle has been given. As every
simple closed curve in the plane is isotop to circle according to Jordan’s curve
theorem, the existence of the topological amplitude has been shown by generalizing
the amplitude of circle. This topological amplitude has been carried to forward, tok
not theory.

Finally, Topological Quantum Field Theory of the two known type of briefly
mentioned. Atiyah-Segal’s axioms was given. Atiyah’s of the examined TQFT of
the different dimensions of examples were given.

Thus, it came out that there is a relation between topology and physics.

Key Words: Topological Amplitude, Knot Amplitudes, Bracket Polinomal of Knot,
A Brief Overview of Topological Quantum Field Theory, Category Theory, The
Atiyah-Segal Axioms.
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BOLUM |

KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tezde gerekli bazi tanimlar ve teoriler verilecektir.

1.1. Diigiimler ve Halkalar.

1.1.1. Yerlestirme(Gomiilme).

X ve Y iki Hausdorff uzay1 olsun. Eger f : X — f(X) bir homeomorfizm ise
: X — Y dontisiimiine bir yerlestirme (gomiilme) denir. [1
8

1.1.2. Diigiim ve Halka.

Ug boyutlu olan bir kiireyi S® = R3 U {0} ile gdsterelim. Bu durumda
St ={(x,y,2):x> +y? =1,z=0} c¢emberinin §3 icine yerlestirilmesine
(gomiilmesine) diigiim denir. S3 lizerinde n € N i¢in n tane ayrik diigiimiin
birlesimine de bir halka denir[2,3,4].

O o0 @

(a) (

Sekil 1.1:Normal Diizlemsel Izdiisiimleri ile Bazi Diigiimler

1.1.3. Poligonal Diigiim.

K, S3 i¢inde bir diigiim olsun. Eger K sonlu sayida kenarlarin birlesiminden
ibaret ise, K ya poligonal diigiim denir[2].



1.1.4. Denk Diigiimler.

K ve L, S3 icinde yonlendirilmis iki diigiim olsun. Eger h(K) = L olacak
sekilde yonlendirmeyi koruyan bir h: §3 — §3 homeomorfizmi varsa K diigiimii L
diigimiine denktir denir[2,5,6].

1.1.5. Diigiim Tipi.

Iki diigiimiin denklik tanimi; S3 iin basit kapal1 egrileri kiimesi {izerinde bir
denklik bagmtis1 verir. Bu baginti, s6z konusu kiimeyi ayrik denklik siniflarina
ayrir. Her denklik sinifina diigiim tipi denir. Denk iki diigiim, ayni1 diigiim tipindedir.
Yonlendirilmis bir c¢ember ile ayni tipte olan diglimler diigiimlenmemis
diigiimlerdir[6].

1.1.6. Diigiim Diyagramu.

Bir diigiim sematik olarak 2 — boyutlu bir sekilde yani diizlemsel bir egriyle
temsil edildigi sekle diigiimiin diyagram: denir.

1.1.7. izdiisiim Fonksiyonu.

p:S3-S53 p(xy,2) =(xy0) ile tammlanan fonksiyona izdiisiim
fonksiyonu denir.

Eger K, S® icinde bir diigiim ise, K nin p izdiisiim fonksiyonu altindaki
goriintiisit p(K); K nin xoy —diizlemindeki izdiisimiidiir. Burada K poligonal bir
diigiim ise p(K) diizlemde bir poligondur.

1.1.8. Gegit Noktasi.

K , S3 iginde bir diigiim ve p izdiisiim fonksiyonu olsun. a € p(K) igin
p~1(a) N K, n tane (n > 1) noktadan ibaret ise, a ya p(K) nin bir n- katli noktas:
denir.

Eger n = 2 ise, a noktasina gecit noktast (¢ift katli nokta) denir[3].

1.1.9. Alt ve Ust Gecit Noktalar.

Yukaridaki tanim uyarinca bir ¢ift nokta K’ya ait tam iki noktanin resmi olup
bu iki noktadan z koordinati daha biiyiik olana st gegit noktas: ve digerine alt gegit
noktast denir[3].



1.1.10. Regiiler Pozisyon.

K bir diigiim ve p izdiisiim fonksiyonu olsun. Eger,

(1) p(K) nin katli noktalar1 sadece sonlu sayida gegit noktasi ise,
(i)  Higbir gecit noktas1 K ya ait bir kose noktasinin p altindaki goriintiisii
degilse,

p(K) ya K nin regiiler izdiisiimii denir. Eger p(K) izdiistimii regiiler ise K diiglimiine
uzayda regiiler pozisyondadur denir[3].

Bir diigiimiin regiiler izdiisiimiine, o digiimiin regiiler diyagram: da denir.
Regiiler diyagram; diigiimiin, uzaymn yeteri kadar uzak ve uygun bir noktasindan
cizilen resmi gibidir[3].

1.1.11. Normal Diyagram.

Regiiler pozisyonda bulunan bir K diigimii ile bir € > 0 sayis1 verilsin. K nin
her alt gecit noktasindan uzakligi e’dan kiigiik olan noktalarin kiimesi A ise
p(K — A) kiimesine Kdiigiimiiniin normal diyagrami denir[3,2].

Boylece Kdiiglimiiniin normal diyagrami ayrik yay parcalarindan veya dogru
parcalarindan olusur. Sekil(a) yonca yapragi diigiimiiniin, Sekil(b) (3,2) —Tirk
diigiimiinin normal diyagramlarini gostermektedir. Diyagramdaki ok isareti
diigiimiin yoniinii belirtir.

& @

(a) (b}
Sekil 1.2: Bazi Diigiimlerin Normal Diyagramlar

1.1.12. Yonlendirilmis Diigiim.

Bir diiglim diyagrami {izerinde hareket yonii belirtilirse, o diigiim
yonlendirilmis diigiim olur. Boylece bir diigiim diyagramindan yonlendirilmis iki
diigim diyagrami elde edilir. Yonlendirilmis kavsaklar asagidaki Sekil 1.3 de
goriildiigi gibi +1 ya da —1 degeri alir.




Sekil 1.3:Kavsak Isaretleri
1.1.13. Ayna Goriintiisii.

Bir K diigiimiinin s:53—>5% | r(x,y,2z) = (x,y,—2z) ile tanimlanan
yansima fonksiyonu altindaki goriintiisiine K nin ayna goériintiisii denir. Yansima
fonksiyonu, uzaym yonlendirmesini terse ¢eviren bir homeomorfizmdir[7].

Sekil 1.4: xyz —Diizleminde Bir Diigiimiin Ayna Goriintiisii

1.1.14. Reidemeister Hareketleri.

B
|

DC

[ o~ /
/ /X

Sekil 1.5: Reidemeister Hareketleri

=
!

X

Sonlu sayida Reidemeister hareketinin uygulanmas: ile diyagramlari
birbirlerine doniigsebilen diiglimler ayni tiptendir. Yani birbirlerine denktirler.

O halde, Reidemeister hareketleri ile degismeyen oOzellikler, diiglim tipinin
ozellikleridir[8].



1.1.15. Ornek.
Sekiz sekilli diiglim ayna goriintiisii ile denktir[fox 1963].

{1) (2) 3
‘ll Q
1

\‘ "

. #

M e® o4

(4) (5) (8)

Sekil 1.6: Sekiz Sekilli Diigiim

1.1.16. Regiiler izotopi.

I1.ve lll. Reidemeister hareketleri ile dogurulan denklik bagmntisina
regiiler izotopi denir[8,9].

1.1.17. Kusatan izotopi.
Reidemeister hareketlerinin hepsini kullanarak dogurulan diyagramlar
tizerindeki denklik bagintisina kusatan izotopi denir[8,9].

Burada |l . ve lll. hareketler regiiler izotopi invaryanti; tim hareketler kusatan
izotopi invaryantidir.

1.1.18. Halkalanma sayisi.

« ve B bir halkanin iki bileseni olsun. a N f , a ile f gegitlerinin(kendi
kendilerini kesme hari¢) kiimesini ve €(p) gegcitin isaretini gdstermek tlizere, [k(a, )
halkalanma sayis1

Ik(a, ) = 2%y e anp £P)

formiilii ile tanimlanir. [8]



1.1.19. Ornek.

22’
I Ik(a,B) = %(1 +1)=1.

Bl

N.Ik(a',B') = %(—1 ~1D=-1 [8].

1.1.20. Burulma Sayisi.

K herhangi bir yonlendirilmis halka diyagrami olsun.C (K), K diyagramindaki
gegitlerin kiimesi olmak {izere K nin burulma sayisi

w(K) = Ypecw) (D)

ile tanimlanir.Burada toplam, K nin biitiin gegitleri tizerindedir ve &(p) ise p
gecitinin isaretidir[8].

Dikkat edilirse, w(K)nin bir regiiler izotopi invaryanti oldugu goriiliir ve

we S y=14w( )
W ) =1+w(¥ )

WS ) = -1+ w(™M)
w( B4 =1+ w(E)

olur.



1.1.21. Ornek.

K yonca yaprag diigiimiinii gostersin. K nin burulma sayisi

+
t Ik(a, B) = w(K) = 3

bulunur [8].

1.1.22. Diigiim Grubu.

X bir topolojik uzay, x, € X bir sabit nokta olsun. Taban noktas1 x, olan X
icindeki tiim kapali egrilerin homotopi sinifi, carpma islemi altinda gruptur. Bu gruba
esas grup denir ve (X, x,) ile gosterilir.

§3 icinde bir K diigiimiiniin tiimleyeninin esas grubu (birinci homotopi grubu) ve ya
diger bir ad1 diigiim grubu

G = 7T1(S3 - K'p)
ile gosterilir.

Diigiim grubun hesaplanmasi i¢cin Dehn ve Wirtinger’e ait iki yontem vardir.
Burada Wirtinger yontemi kullanilacaktir. Normal izdiisiimii z = 0 diizlemi iizerinde
regiiler olacak sekilde K diigiimii R3® uzay: icine yerlestirilsin. K nmn diigiim
grubunun doguray ve bagmtilar sirasiyla s; ve 7;(i = 1,2, ..., n) ile gosterilsin.

o;, (i=1,2,..,n) bir K digiimiiniin (veya halkanin) normal izdiistimiiniin
iistten gegen yaylar1 olsun. Bu durumda K nin diigiim grubu,

G = m,(S3—K) =51,52,53, e, SpiT1, eoer Ty

seklinde temsil edilir. Burada o; yaylar s; dogurayina karsilik gelir[1,2].



1.1.23. Ornek.

Yonca yapragi diiglimiiniin Wirtinger yontemi ile grubunun bulunmasi:

C3

Sekil 1.7: Yonca Yapragi Diigiimiiniin Doguraylari

Bu diigtimiin normal diyagramda gosterilen doguraylar1 a, b, ¢ olsun. Buradan c;, c,,
c3 kavsak noktalarina ait bagintilar sira ile

r, = aché
r3 = acab

dir(@ = a™1). O halde bu diigiimiin grubu
n(S® —K) =|ab,c: cbhab,achc,acab |

olur. 1.1.23. Lemmaya gore ikinci bagint1 diger iki bagintinin sonucu oldugundan

n(S® —K) =|a,b,c: chab,acab |
Bulunur[8].

1.1.25. Alexander-Conway Polinomu.

Vi (z) Alexander-Conway polinomu, Vi (z) € Z,, katsayilar1 tamsay1 olan bir
Laurent polinomudur. Diiglimiin (veya halkanin) Alexander polinomu asagidaki
bagintilar1 saglar.

) v vl =y

iy v(O=1

iii) K diigiimii K’ diigiimiine kusatan izotopi ise Vg (2) = Vi (2)

dir[8,10].



1.2. Orgiiler.

1.2.1. Orgii.

R3® uzayinda bir D dikdortgeninin karsilikli kenarlari {izerine P;, Q;
(i =1, ...,n) noktalar esit uzaklikta yerlestirilsin (Sekil 1.8). f; , P; de baslayan ve
Q. (i) de son bulan R3 i¢inde n tane ayrik basit poligonal yay olsun. Burada
i > p(), {1,2,..,n} lizerinde bir permiitasyondur. f; lerin tam olarak asagiya
gitmesi istenir. Yani her bir f; ; dikdortgenin yan kenarina dik herhangi bir diizlemi
en ¢ok bir defa keser. f; yaylarinin hepsine birden n —drgii denir ve b ile gosterilir.
Dikdortgene b nin iskeleti ve i — p(i) ye orgii permiitasyonu denir[1,4].

Sekil 1.8: Bir Orgii Temsili

Asagidaki diyagramda gorildiigii gibi 3 — ipli bir orgiiniin kapanisi(kapali orgii),
baslangic noktalarinin paralel iplerinin bir koleksiyonu ile bitis noktalarini
birlestirerek elde edilir[9].

\>/ />
X

b b
Sekil 1.9: Orgii ve Kapamsi



1.2.2. Teorem.
Her K halkasi bir kapali 6rgii ile temsil edilir[2].

1.2.3.0rgii Grubu.

n — Orgiilerin izotopi siniflar1 bir grup teskil eder. Bu gruba érgii grubu denir
ve B, ile gosterilir.

B,, grubu n — 1 tane o; doguray ile dogrulabilir (Sekil 1.10) . b orgiisii, o; , 0yt
oOrgii elemanlarinin bir ¢arpimi olarak ortaya ¢ikar. Boylece B, 6rgii grubu
By =04, ) On1: 0301410563467 ‘041, 1 i <n-2,[0;, 0], 1 < i < k-1 < n-2|

seklinde temsil edilir[2].

Pr Py .. K Pt . Py

QI QZ---Qk Qk+| Qn

P Py Py [ TE R

Ql Qz---Qk Qk+i Qn

Sekil 1.10:Orgii Grubunun Doguraylar

10



b ve b’ iki o6rgili olsun. Bu iki 6rgiiniin birlesimi b nin Q; bitis noktalari ile b’ niin P;
baslangi¢ noktalarini birlestirerek elde edilir (Sekil 1.11).

Qv Q2 Q)
Sekil 1.11: Iki Orgiiniin Carpim

1.2.4. Teorem.

B, orgii grubundan, {1,2,...,n} kiimesi iizerinden S,, permiitasyon grubuna
bir homeomorfizm vardir[2, 21].

m: B, = S, doniisiimii, orgii ile ortaya ¢ikan iist siradaki noktalar ile alt siradaki
noktalarin bir permiitasyonu olarak tanimlanir.

Mesela, { 2 3
r ~
(/
\ n=(3 1 5)

~1 02 37

dir. p: {1,2,3} = {1,2,3} permiitasyonunu gosterir[8].
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Eger bir B orgiisii i¢in p = m(f) ise, j , i noktasinda baslayan orgii ipinin alt
noktas1 olmak tizere p(i) = j dir. Sekil 1.10 da Ty:{1,2,...,n} - {1,2, ...,n} kabul
edilirse, k ve k + 1 sOyle tanimlanir.

TW(@)=i,i+k,k+1
Te(k) =k +1
Te(k+1)=k
Buna gore
Sn = (T oo, TpeaITi? = L, TiTiiq Ty = Ty TiTir)
gecisler anlaminda teslim edilir.

Permiitasyon grubu, B,, orgii grubunun, birime esit biitiin doguraylarinin karelerinin
alinmasiyla elde edilen boliim grubudur[8].

Orgiilerin kapamislari,halkalara kusatan izotop olacak sekilde degistirmenin bazi
kolay yollar1 vardir. Bunlardan biri Markow hareketidir.

1.2.5. Markov Hareketi.

BBy, i¢inde bir orgii grubu (04,0, ..., 0,_1 ve bunlarin terslerinden olusan bir
grup) olsun. Oy!_eyse B, Ba, ve Bo,_, orgilerinin iigli de kusatan izotop kapanisina
sahip olmalidir. Ornegin;

Sekil 1.12: Geometrik Markov Hareketi

Burada f = 0,0, 10,0, € B;ve Bo; € B, diir.
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Boylelikle g3, bir I. Tip Reidemeister ile Bo,fl den elde edilir.

Bir orgiiyli ayn1 kapanigla yapmanin diger bir yolu B, den herhangi bir g orgiisii

secmek ve gfg~

1 Srgiisiiniin kapanisi alinirsa g orgiisii ve onun tersi olan g1,

kapanis ipleri boyunca yer degistirerek birbirlerini yok ederler.

1.2.6. Markov Teoremi.

Pn € B, ve Bm € B, sirasiyla B, ve B,, orgii gruplarinda iki 6rgii olsun. O
zaman L = 8, ve L' = B), halkalarinin (f ve B’ orgiilerinin kapaniglari) kusatan
izotop olmalari igin gerek ve yeter sart ,,nin 5, den

(N
(1

(1)

Verilen bir 6rgii grubundan denkliklerle

Verilen bir 6rgii grubundan eslenik alinarak(yani bir 6rgiiniin eslenigi
ile yer degistirerek)

Markov hareketleriyle (bir Markov hareketi 8 € B, ile Bo,,** € B,.q
i yer degistirir veya bu islemin tersi, Bo, " € B, ile B € B, i yer
degistirir; eger 3, g, de yer almiyorsa )

elde edilmesidir.

Bu teorem diigiim teorisi ile Orgli teorisini birbirine baglayan temel

teoremdir[8].

1.3. Durumlar ve Parantez Polinomlari.

Bir halka diyagraminda asagidaki gibi bir kavsak g6z oniine alinsin:

/
/

Asagidaki diyagramda goriildiigii gibi bu kavsak iki duruma ayrilabilir.
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Mesela, yonca yapragi diiglimiinii bir kavsaginda ayirma islemi su sekilde yapilir:

/

=

TN

Sekil 1.13:Kavsagin Durumlari

Yapilan bu islem tekrarlanarak, bir diyagramlar ailesi elde edilebilir.

Durumlara ayirma islemi asagidaki yontemle yapilacaktir:

/ N\
g

Sekil:1.14: Durumlara Ayirma Islemi

Yani, bir durumun A veya B tipinde olmas1 diizenlemeye baglidir. Bir A ayrimu,
kavsakta A ile gosterilen bolgeleri birlestirir. A ile gosterilen bolgeler, kavsakta
yiiriiyen bir gézlemcinin alt gegitten gecerken solunda kalan boélgedir. B bolgesi bu
gozlemciye gore sagda kalir.

A Dbolgelerini belirlemenin bir baska yolu da, kavsak saatin tersi yoniinde
dondiiriildiiglinde A bdlgelerinin taranmasidir.

( T=<x)

Sekil.1.15: Bolgelerin Belirlenmesi
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Her durumda, A veya B ile belirtilen bir birlestirme, eski kavsak haline dondiiriilmek
izere yeniden yapilandirilabilir.

Dolayisiyla, bu A ve B ’leri izleyerek esas kavsak, herhangi bir durumundan yeniden
yapilandirilabilir.

i > >

T >X

Sekil.1.16: Yeniden Yapilandirma

1.3.1. Ornek.

Yonca yapragi diigiimiiniin durumlari:

Sekil 1.17.Yonca Yapraginin Durumlar:
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1.3.2. Tamm.

1.3.1. Ornekteki en son ayirmalara, K diigiimiiniin durumlar1 ad1 verilir. Genel olarak
bir K diigiimiiniin C(K) kavsaklarinin kiimesinin n tane eleman1 varsa, K nin 2™ tane
durumu vardir.

Bu durumlarin her birinden, yeniden yapilandirma ile K diigiimii elde edilir.

1.3.3. Ornek.

Yonca yapragi diiglimiiniin

BOB

g0z Online alinsin. Burada

i > >

T >%

OB ,f-""#,«"'“\ -
B —> X y\ ~ C@)
\"nnxfﬂ,”

Sekil 1.18. Bir Duruma Goére Yeniden Yapilandirma

seklinde olur.
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1.3.4. Diigiim ve Halka invaryantlarinin Bulunmasi.

Bir K diigiimiiniin veya halkasinin biitiin durumlar1 iizerinden ortalama alinarak
diigiimiin invaryantlar1 bulunacaktir. Ortalamanin 6zel formu soyledir: o, K nin bir
durumu olsun. < K |6 >, o ya bagl olan etiketlerin(komutatif etiketler) ¢arpimini
gostersin[10].

durumu i¢in

(T |©@)-+

yani < K |0 > = A3 olur. (Dikkat edilirse, etiketler K’min durumlarinm yapisindan
elde edilmektedir.)

llal], o daki ilmek sayisinin bir eksigini gostersin. Boylece

olur.

1.3.5. Tanim.

Bir K diigiimiiniin veya halkasinin parantez polinomu

<K>=<K>(AB,d) = Z<K|a>d”"”

o

formiiliiyle tanimlanir. BuradaA, B ve d komutatif cebirsel degiskendir, o ise K nin
biitiin durumlari iizerindendir.
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1.3.6. Uyar.

Parantez durum toplami, discrete istatistiksel mekanikte bir bolinme fonksiyonuna
benzer[11]. Aslinda A, B ve d nin uygun secimleri i¢in; parantez polinomu, Potts
modeli i¢gin boliinme fonksiyonunu ifade etmede kullanilabilir[8].

1.3.7. Ornek.

Sekil 1.17.den goriilebilecegi gibi, yonca yapragi diiglimii i¢in parantez polinomu
asagidaki sekilde yazilabilir:

<K >= A3d* ' + A?Bd*' + A*Bd*™' + AB*d* ' + A*Bd*™! + AB?*d*!
+AB?d*~! + B3d31

< K >= A%d' + 34%Bd° + 3AB%d* + B3d*

Bu parantez polinomu, bu haliyle bir topolojik invaryant degildir. Bunun bir
topolojik invaryant olmasi ig¢in Reidemeister hareketleri altinda nasil davrandigi
incelenmelidir.

1.3.8. Onerme.

Bir kavsagin parantez polinomu asagidaki esitlikle verilir:
4 =A<><>+B )0

Verilen bir kavsak iki sekilde ayrilabildiginden, bir K diyagraminin durumlar1 olan
K’ ve K" , K diyagraminin bir kavsakta A ve B ayrilmalarinin yapilmasiyla K dan
elde edilmistir. Dolayisiyla < K > nin tanimmdan < K >=A <K' > +B <K" >
yazilir. Bu 6nermenin ispatin1 tamamlar.

Ispat.

1.3.9. Uyar.

1.3.8. Onermesindeki ifadede her bir kii¢iik diyagrama bir bilyiik diyagramin bir
parcasi olarak bakilabilir. Boylece ii¢ biiyiik diyagram, 6nermedeki esitlik anlaminda
kiigiik diyagramlarla gosterilen lokal bolgeler hari¢ Ozdestir. Mesela 1.3.8
Onermesinin bir 6zel durumu
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( >=A<@>+B< )

dir. A ve B ifadeleri sirasiyla A ve B ayrilmalarini ifade ederler.

1.3.10. Uyar.
Yukaridaki ispat

<K>=Z<K|0><0>

g

formundaki daha genel bir paranteze uygulanabilir, burada < o > herhangi bir iyi
tanimlanmus durum degerlendirmesidir. < ¢ >= d!l°ll olarak alinacaktir.

1.3.11. Uyar.

Onerme 1.3.8. parantez polinomu hesaplamak i¢in kullanilir. Mesela iki bilesenli

{CO) -A(C O3 ®3>

= A{A( QO ) +B{C:—_':j}}+B{A(C_?:O )+ B( Q}j )

halka i¢in parantez polinomu

= A%d* '+ ABd'"! + BAd'"! + B%2d?*™!
= A*d" + 2ABd° + B*d*
seklinde yazilir.

1.3.12. Onerme.

a) ( )f ) =AB ( )K y+AB{ @ )+@A+BY( —T )
~ -~

O ) )=@d+B( ~—)
(% )=@By( o~ )

19



Ispat.(a)

S ORISR

“Ala{ AL )+8( T emial 25 yen( V)

’,d-l—hq,‘

an () ( yeam( g7 yrwemd( =)

S
(b) sikki da benzer sekilde ispatlanir. Dikkat edilirse, ( O y=d{ ) ve genel
olarak, < OK >=d < K > dir. Burada OK , K diyagramina ayri bir ¢ember
eklenmesini ifade eder. Boylece

<@O>=d<@0>

yazilir.

1.4. Manifoldlar.

Manifoldlar1 inceleyen matematik bilim dali topolojidir. Poincare, topolojinin
kurucusudur. Topolojide bir nesnenin sekli onemli degildir. Sanki her sey oyun
hamurundan ya da lastikten yapilmis gibi kesme ve yapistirma yapmadan germe,
biikme sikistirma yoluyla sekillendirilebilir. Topoloji ile ugrasan biri agisindan, bir
simit ile sapt olan bir kahve fincanimnin arasinda fark yoktur. Poincare, bu cesit
nesnelere ‘manifold’ adin verir[12,13].

1.4.1. Tamum.

M herhangi bir topolojik uzay ve U € M agik olsun. ¥: U € M — R™ fonksiyonu
bir homeomorfizma ise ¥ ye M de m-boyutlu koordinat sistemi denir. M deki
m — boyutlu koordinat sistemlerinin bir ailesi A olsun. Asagidaki sartlar saglantyor
ise A ya M lizerinde C* — atlas denir.
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) A daki koordinat sistemi fonksiyonlarin tanim kiimelerinin birlesimi M
ye esit olmal

i) Y:U->R™ ve ¢p:V->R™, M iizerinde, UNn V # @ olan A’nin iki
eleman1 i¢in Kkoordinat degisimi (change of coordinats) olarak
isimlendirilen; ¢ 0p~1: R™ - R™ fonksiyonu bir C* difeomorfizma
olmalidir.

Af

Rm
Sekil 1.19. Koordinat Degisim Fonksiyonu

Eger bu tanimda sadece (i) sart1 saglaniyorsa yani Vx € M i¢in bu noktanin R™ ye
homeomorfik olan bir a¢ik komsulugu bulunabiliyorsa; bu manifolda topolojik
manifold denir[12].

M Hausdorff topolojik uzay: iizerinde bir A, C*- tam atlas1 bulunabiliyorsa; M
kiimesine m — boyutlu tiirevlenebilir manifold veya diizgiin manifold denir ve
(M™, A ) veya kisaca M™ ile gosterilir.
Acikea her tiirevlenebilir manifold bir topolojik manifolddur[17].
1.4.2. Ornek.
Her m > 1 dogal sayisi i¢in;

R™ ={(x1,%3, ., X)) | V1 <i <micginx; € R}

m - boyutlu Oklid uzay: diizgiin bir manifolddur. Ayrica;

Bm :{(xlleJ---;xm)ER: x12+ x22+ _"+me < 1}

acik birim dairesi de m — boyutlu diizgilin bir manifolddur.

1.4.3. Tamm.
f fonksiyonu p noktasinda diferansiyellenebilir ise, p noktasindaki her

n:Vn (V) koordinat sistemi igin, fon™t:n (V) — R koordinat gosterimi,n (p)
noktasinda diferansiyellenebilirdir.
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1.4.4. Tanim.

f:M — R fonksiyonu M manifoldunun her p noktasinda diizgiin ise; f fonksiyonu
M istiinde diizgiindiir (diferansiyellenebilirdir) denir[13].

1.4.5. Tanim.

@: M™ — N™ bir fonksiyon olsun. p noktasinda en az bir £ : U— & (U) ve ¢(p)
noktasmda en az bir y : V - u (V) koordinat sistemi u o ¢ 0 £~ déniisiimii, € (p)
noktasinda diizgiin  (diferansiyellenebilir) olacak bi¢imde bulunabiliyorsa;
¢ doniisiimil, p noktasinda diizgiindiir (diferansiyellenebilirdir) denir. ¢: M™ — R"
fonksiyonlari i¢in ¢: R™ — R" koordinat sistemleri birim doniisiim alinir.

1.4.6. Tanim.
@ : M™ — N™ fonksiyonu diizgiin dontisiim ise siireklidir.
1.4.7. Tamm.

@: M™—> N"dizgin donlisimiiniin tersi varsa ve tersi de diizglin ise; ¢
doniisiimiine bir difeomorfizma adi verilir. M ve N manifoldlart verildiginde, M’den
N’ye giden bir difeomorfizma varsa, M manifoldu, N manifolduna difeomorfiktir
denir.

1.4.8. Tamm.

(X,3 ) ve (Y,3%) iki topolojik uzay olsun. Eger bir f: X > f(X) c Y
fonksiyonu bire-bir, siirekli ve f~!: f (X ) — X ters fonksiyonu da siirekli ise, diger
bir ifade ile f, X ile f (X ) gorlintisii arasinda bir homeomorfizma ise; bu f
fonksiyonuna, (X ,3) dan (Y,3) igine bir gémme fonksiyonu denir. Burada f (X )
alt uzay topolojisi ile goz oniine alinmaktadir.

Boyle bir f fonksiyonu varsa X, f ile Y igine gomiilmiistiir denir. Buna gore, eger
(X,3), (Y,3") n bir alt uzayina homeomorf'ise; X, Y i¢ine gomiilmiis olur.

1.4.9. Tanim.

f € 3(p) ye asagidaki sartlar1 saglayan v(f) € R sayis1 Kkarsilik gelirse
v: 3(p) = R gosterimine M nin p deki tanjant vektorii denir.

f,9 € 3(p); A,u € Rigin
v(Af + ug) = 2v(f) + uv(g)
v(fg) =v(Hg) + f(pIv(g)

vve', M nin p noktasinda tanimlanmis tanjant vektorii olsunlar. 1 € R igin

w+v)H =v(H)+v'(H) . Av)(H) = 1@({) (f € 3()

vektor uzay1 yapisina sagliyorsa buna manifoldun p noktasindaki tanjant uzay: denir.
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1.5. Kategori Teorisi.

Kisaca alan teorisi i¢in gerekli kategori teorisinin temel Ozellikleri verilecektir
(kapsamli bilgi i¢in [14] ¢ bakin). Alan teorisi i¢in kullanilacak olan cebirsel
topolojide gegerli olan kategori teorisinin iyi bir tanimi sdyledir:

1.5.1. Kategori.

€ bir smif olsun. € nun kategori olmasi i¢in & daki tiim nesnelerin (objeler)
smifinin bu sinif tizerinde tanimlanan ve birim eleman 6zelligi ile birlesme 6zelligini
saglayan kismi bir islemden olusmalidir. Daha ayrintili bir sekilde ifade edilecek
olursa; € daki tiim objelerin sinifi obj (¢) ve V A, B € obj (¢) ayrik ¢ifti i¢in A dan
B ye tim morfizmalarin smifi €(A,B) = Hom(A,B) ={f | f : A - B} seklinde
tanimlansin. Her A, B, C € obje igin iki morfizmin bileskesi seklinde gosterilen

o: Hom(A,B) X Hom(B,C) - Hom(A4,C)
f,.g9)>gef

asagidaki aksiyomlari da saglamalidir[15].

i) ftA->B, g:B—-C, h:C— D olmak iizere bileske islemi birlesme
ozelligine sahiptir. Yani

h(geof) = (heg)f
h(gf) = (hg)f

saglanmalidir. Bunu diyagram ile gosterelim:

o=ty

fl g £ Tf
B —g> C

ii) & daki her A nesnesii¢in 1, € Hom(A,A) = {1, : A = A} seklinde verilen
bir 6zdeslik dontigtimii vardir 6yle ki her f € Hom(B,A) i¢in 140 f = f ve
her g € Hom(A4,C) igin g o 1, = g olmalidir. Bunu diyagram ile gosterelim:

%B

A f
14 l J 1p
RN
A

5 B



1.5.1.2. Ornek.

Objeleri ciimleler, morfizmleri fonksiyonlar olan sinif bir kategoridir ve bu
kategoriye ciimlelerin kategorisi denir ve kisaca SET ile gosterilir [15].

1.5.1.3. Ornek.

Objeleri tiim topolojik uzaylar, morfizmleri topolojik uzaylar arasindaki
stirekli fonksiyonlar ve kismi islem ise siirekli fonksiyonlarin bileskesi alinarak elde
edilen smif bir kategoridir ve bu kategoriye topolojik uzaylarin kategorisi denir ve
kisaca TOP ile gosterilir [15].

1.5.1.4. Fanktor.

C ve D iki kategori olsun. Bu kategorilerdeki nesneleri nesnelere, oklari oklara
tastyan F doniigiimiine bir fanktor denir (F(fog) = F(f) o F(g)).

Fanktorun bir baska tanimi ise;

C;, C, kategoriler olmak iizere F: C; — C, doniisiimii,

() F(14) = 1,
(i)  F(gf) =F@F{)

Ozelliklerini sagliyan F doniisiimiine bir fanktor denir.

1.5.1.5.0rnek.
F:C - Colsun. A € Ob(C) ise FA= A € Ob(C) ve
f:A->B
C de bir morfizm ise
Ff=f:FA=A—-FB=B
C de bir morfizmdir.
i) f:A—- B, g:B— C,Cdemorfizmlerise, F(gf) = gf = FgFf ;

olur. O halde f: € — € fanktoriine birim fanktor denir.
1.5.1.6. Tanim.

Bir C uzayinda @: C X C — C Kkategorisi fanktor belirtiyor ise bu
kategoriye monoidal ya da tensor kategori denir.
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1.5.2.Kobordizm(Cobordism).

M , N d — boyutlu bir odakli manifold olsun. N*, N nin tersi olmak {izere
(d + 1) — boyutlu bir B uzay1 d B = M U N* esitligini sagliyorsa B ye kobordizm
(cobordism) , M, N ye ise kobordant (cobordant) denir[16].

Kobordizm bir denlik sinifi olup genellestirilerek hem homeomorfizm hem de
difeomorfizm oldugu soOylenebilir. Kobordizmler tarafindan bir  zincir
olusturuldugunda bir grupoid (monoid grup) elde edilir.

Kobordizm teorisi RenéThom’s tarafindan ortaya atilmis ve kobordizm
grubunu insa etmistir. Bu gruplar boyut > 4 oldugu yerlerde hesaplanamazlar. Buna
ragmen Louis Clane topolojik kuantum alan teorisinde kullanilacak kobordizmler
icin boyut = 1 oldugu yerlere boyutu 6nemsemeden c¢aligmalar yapmustir.

1.6. Lie Gruplari.

TQFT igin Lie gruplarinin bilinmesi gerekmektedir. Bu boliimde kisaca kompakt
Lie gruplari iizerinde odaklanarak temel sonucu kapsayacak tanimlar verilecektir.

1.5.1. Tamim.

G diferansiyellenebilir bir manifold ve grup yapisina sahip olmak iizere G X G — G
tasfiri (o,7) » ot~ € C* ise G ye bir Lie grubu denir[17].

Genel lineer grup G = GL(n,R) reel nxn lik tersinir matrislerin olusturdugu
gruptur[18].

1.5.2. Ornek.

Lie grubunun bir 6rnegi SU(2,C) dir. Bu 2x2 lik kompleks matrislerin bir diizeni
olan matris grubudur.
SU2) = {A: A' = A Y ve detA = 1}

1.5.3. Tanmim.

g , bir K cismi iizerinde bir vektor uzay: olmak tizere
gxg-—g
X,Y) > [X, Y]
tasfiri asagidaki sartlar1 sagliyor ise g ye Lie cebiri denir[17].

i. K tzerinde bilineer( [a X, + a,X,, Y] = a,[X1, Y] + a,[X5,Y])

i. Ters simetrik ([X,Y] = —[Y, X])
iii.  Jacobi ézelligine [X,[Y,Z]] + [V, [Z, X] + [Z,[X,Y]] = 0.
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1.5.4. Tanmim.

G kompakt diferansiyellenebilir manifold ve grup yapisina sahip olmak iizere
G X G den G ye gosterimi (g, h) - gh™! € C* ise G ye kompakt Lie grubu denir.

Buna gore herhangi bir Lie grubu GL(n, C) i¢in n X n kompleks matrislerin bazi alt
gruplari tarafindan gosterilebilir(tanjant uzayr n X n matrisi olarak tarif edilebilir. Bu
nedenle kendi basina bir grup yapisina sahiptir.).

1.5.5. Teorem.

V' herhangi bir vektor uzay1r ve bir Lie grubunun temsili olan G igin
Aut(V) = GL(V) gosterimi homeomorfiktir ([X,Y] = XY — YXdestegi ile).

Lie cebirinde tiim n X n boyutundaki matrisler kiimesi gl(n) de, tipki GL(n)
gibi Lie cebiridir.GL(n) ye gomiilii bir kompakt Lie cebiri diistinilsiin (gl(n)
gOomiilii cebiri gibi). Bu standart bir temsildir.

Standart temsilden bahsedilirken gdmiilme alan1 unutulacak ve sadece GL(n)

nin bir altgrubu olan G islenecektir.
g — d(ghg™1) Lie cebiri iizerindeki bir Lie grubunun G — g ye ek temsili olarak
verilir. Burada diferansiyel eslestirmedeki her grup elemani otomorfizm ig¢indedir.
Tanimlara bakildiginda goriiliir ki X tanjant vektorii iizerindeki Ad(g):X — gxg~?!
eylemi diferansiyellenebilirdir.

Lie cebiri iizerindeki bir ek temsilin diferansiyeli yine kendi ek temsilini
verir. GL(n, C) kompakt Lie grubu i¢in X tanjant vektoriine

ad(X):Y - %(Ad(eXp(tX))Y)lmo

temsili altinda islem yapilir.

X € g elemanmm diisiiniin. Orada Y, (0) esit kimligi ile benzersiz bir jeodezik

¥ : R - G ye vardir ve ¥,.(0) = X oldugu bilinmektedir. Bug » G ye haritalama
X - y(1) tizeride iistel haritalamadir. Bu difeomorfik ve onun bir cebir tizerindeki
Lie grubu ile iliskilendirmek igin bir kural verir[16].
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BOLUM II
KUANTUM MEKANIGININ BAZI TEMEL PRENSIiPLERI

Kuantum mekaniginin bazi prensiplerinden kisaca bahsedilecektir.

2.1.De Broglie Denklemleri.

h= h/ZnVe h ( h=6,625x10"27 erg.sn veya h = 6,626x1073% joul.sn ise

Plancet Sabiti olmak tizere
E=bhbw ve P=Dhk
De Broglie’nin temel denklemidir.

Bu denklemlerde w ve k sirasiyla pargaciga ilistirilen bir diizlem dalgasinin
frekansin1 ve dalga sayisini gostermek iizere E, bir elektronun enerjisini gosterir ve P
de momentumudur.

De Broglie’ nin iddiasina gore, bir hidrojen atomundaki elektronlarin ydriingelerinin
discrete enerji seviyeleri, elektronun hareketine ilistirilen dalgalarin titresim metotlar
tizerindeki kisitlamalar ile agiklanabilir. De Broglie, dalga ile iligkili enerji ve
momentum sec¢imlerini keyfi yapmaz. Bunlar, ‘‘dalga veya dalga paketinin elektron
boyunca hareket ettigi’’ fikrine uygun olacak sekilde diizenlenmistir. Bunun nasil
oldugunu gostermek igin bir dalga paketi kavrami izah edilecektir[8,19].

2.2. Dalga Paketleri.

w Ve k yukaridaki gibi tanimlanmak, A dalga boyunu ve ¢ de dalganin hizini
gostermek lizere

f(x,t) = sin(kx — wt) = sin((2n/1)(x — ct))
bir boyutta bir diizlem dalgasi denklemidir.

Frekans farklar1 az olan olan iki veya daha ¢ok dalganin lineer kombinasyonu, kendi
hiziyla hareket eden bir dalga paketi olusturur. Bu olaym aslin1 gérmek i¢in,
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g(x,t) = sin(kx —wt) =sin(k’'x —w't)
denklemi g6z oniine alinsin.
sin(X +Y) + sin(X —Y) = 2sin(X) cos(Y)

esitliginden

s o) (5 o (1) (22

oldugu sonucuna varilir.

Boylece k , k' ne ;w , w' ne ¢ok yakin ise (k+k')/2 , kyave (w+w')/2,wya
yaklastirilabilir ve

Sk =(k—k" , Sw=w-w"
yazilabilir.

Sonucta;
9, 1) = (cos(F¥/) )x — (OW/)1) sinClex — w)
ile gosterilir.
(cos(Ok/) x — (Bw/2)0)

seklindeki dalga denklemi, kendi hiz1 ve frekansi ile hareket eden bir paketidir. Bu
nedenle dalga paketinin hiz1 (grup hiz1 diye de adlandirilir)

V; =dw/dk
formiila elde edilir.

Simdi, momentumu p ve hiz1 v olan klasik bir parcacikdan bahsedildigi farz edilsin. m
pargacigmin kiitlesi olmak iizere p = mv ve E = (1/2)mwv? dir. Bu durumda

_dE _
Vg_ /dp_V
dir.

Yani grup hiz1 klasik hiza esittir. E = bw , p = bk De Broglie esitliklerinin 15131nda
verilen bu dalga paketi hiz1 ile modellenebildigi fikri ile uyusmaktadir[8].
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2.3. Schrodinger Denklemi.

Y=Y (x,t) =exp(i(kx —wt))

Dalga yukardaki gibi kompleks formunda yazilirsa De Broglie’nin enerji ve
momentumunun diferansiyelleme ile ¢ikarilabilecegi goriiliir:

iboy/ot=Ey ve —ihoy/ox=py

Bu Schrodinger’in ‘‘dinamik degiskenlerin operatorler ile 6zdeslenmesi *” postiilatina
dayanmaktadir. SOyle ki, ikinci esitlik bir operator olarak momentumun geldiginde:

p<————>ihd/ox
ilk denklem,

ihay/ax = Ep

bir hareket denklemi statiisiinii alir. Bu formiilde konum operatorii x in kendisidir. Bu
yontemle, klasik formiilde momentum operatdriiniin enerjinin yerine gegmesi gibi
burada da enerji bir operator halini almaktadir.

E=1/)mvzi+v

2 2 2
E=P[ym+V<————>E=—{B"/2m) /s ,+V

E igin bu operator tanimi ile Schrodinger denklemi, zamanin birinci tiirevi ve yolun
ikinci tiirevine bagli bir denklemdir (V' potansiyel enerjidir ve ona karsilik gelen
operatdor uygulamanin detaylarina baglhdir.). Bu formdaki teoride diferansiyel
denklemin genel ¢o6ziimleri gbz Onilinde bulundurulur ve buna karsilik binlerce
uygulamada miikemmel sonuglar elde edilir.

Gozlem, karsilik gelen operatorlerin 6zdegerleri (eigenvalue) kavrami ile modellesir.
Bir gdozlemin matematiksel modeli; dalga fonksiyonunun 6zkonuma izdiistimiidiir. Bir
{Ex} enerji spektrumu, Schrodinger denklemini saglayan i dalga fonksiyonuna
karsihk gelir. Oyle ki, EyY = Ex ile Ej sabitleri vardir. Bir E gozleniri, dalga
denkleminin Hilbert uzayi tizerindeki bir Hermityen operatorleri reel 6zdegerlere sahip
oldugundan, bu sabitler kuantum teorisi i¢in 6l¢timlii halkay1 gosterir.

Dikkat edilirse, momentum ve konum operatérii xp — px = hi denklemini saglarlar.

Bu direkt olarak Heisenberg’in elde ettigi denkleme karsilik gelir. Bu durumda
degiskenlerin komutatif olmalar1 gerekmedigi goz Oniine alinmis olur. Bu yolla De
Broglie, Schrodinger ve Heisenberg’ in goriisleri birlesmis ve kuantum mekanigi
dogmustur[8].

29



Bu gelismeler esnasinda, yorumlar da genis anlamda degisiklikler gostermistir.
Neticede fizikgiler, dalga fonksiyonunu bir genellestirilmis dalga paketi olarak degil
de, miimkiin gozlemlerle ilgili bir bilgi tasiyicist olarak goérmiislerdir. Bu diislince ile
Y*Y (Y, ¥ nin kompleks eslenigini gosterir) pargacigm (kiitlenin)(burada pargacik
lokal uzaysal karakteristige sahip bir gozlenirdir-observable) uzay-zamanda verilen bir
noktada bulunma olasiligin1 temsil ederken, i nin kendisi matematiksel olarak
kullanilabilir.

2.4. Rotasyonlar ve Simetri.

Uc boyutlu uzayda, kuantum teorisi matematiginin rotasyonel simetriye nasil karsilik
geldigi goriilebilir. Agisal momentum g6z 6ntinde bulundurulsun.

Acisal momentumu bulmak i¢in klasik formiil
L=rxp
dir.

(burada r ve p sirasiyla pargacigin konum ve momentum vektorleridir. x ise {i¢
boyutta vektorel carpimi gosterir.)

p ye karsilik gelen kuantum operatorii yerine p nin kendisi alinirsa
p<—==>ib5,.%,.%5)

elde edilir. Bu da, acisal momentum operatorlerinin (Lx,Ly,Lz) vektoriine
ulagilmasini saglar.

Lx = —ih(y a/az -z a/ay)

Ly =ih(x %y, ~ 2%

Lz = —i h(x %y -y 9/5)
Boylece

[Lx,Ly] = LxLy — LyLx = —ibLz

oldugu goriilebilir (x,y, z nin devirli permiitasyonu icin de benzer esitlik yazilabilir).
Bu gosterir ki, agisal momentum operatorleri ayni1 6rnek tizerinde SU(2) grubunun Lie
cebiri i¢in tam olarak doguray gibi hareket ederler.

Daha kesin olarak, asagida gosterilen J;, /5, J3 matrisleri ele alinsin.

h=017) (g (1)) 2= (/) ((L) _ol) =/ ((1) —01)

30



O zaman [J;,J,] =iJ; (ve onun devirli permiitasyonlar1) dir . Dolayisiyla
Ur Js] = i &rgJ; yazilabilir. Burada €,¢ epsilon semboliidiir ve rst , 123 tin devirli
permiitasyonu oldugunda degeri 1 , devirli olmayan permiitasyonu oldugunda degeri
—1 ve rst nin bir tekrarlanmasi varsa degeri 0 dir. J, matrisleri, izi sifir olan
Hermityen matrislerin kiimesinin lineer dogurayidir.

Eger a, b, ¢ gergel sayilar olmak tizere H = aJ; + bJ, + cJ5 ise 0 zaman
exp(iH) exp(—iH*) = exp(i(H — H*)) =exp(0) =1
ve
det(exp(iH)) = exp(iz(iH)) = exp(0) = 1
dir.

Boylece exp(iH) , U* = U~! ve determinant1 1 olan U matrisinin 6zel birim grubu
olan SU(2) ye aittir (U*, U nun transpozunun eslenigidir). H matrisi SU(2) nin cebiri
ile 6zdeslenebilir.

Boylece, agisal momentum operatdrlerinin ( b ¢arpimui farkiyla) SU(2) Lie cebirinin
temsilini verdigi goriiliir. Ug boyutlu uzayda rotasyonlar ile direkt iligkisi, SU(2) nin
S0(3) rotasyon grubunun iki katli 6rtii uzayr oldugu ve rotasyonlarin, Y (x,y, z, t)
dalga fonksiyonu iizerine *y yi koruyan birim donlisimlerle etki etmesi
gerceginden ileri gelmektedir.

Lie cebirinin agisal momentum elemanlartyla bu iliskisi, kuantum mekanigindeki
gozlemcilerin i¢inde bulundugu bir birim gruplu Lie cebiri prensibini agiklar. Bu ise,
U birim ve H Hermityen olmak iizere exp(iH) = U gerceginin bir tekraridir(yeniden
hesaplanmasidir).

Az once de belirtildigi gibi bir birim doniisiim, kuantum mekanigindeki bir simetri
formundadir. Gozlemciler, simetrilerin Lie cebirleri i¢inde de yer alirlar.

2.5 Temsiller.

Agisal momentum kuantizasyonu, SU(2) nin Lie cebirinin temsillerine baglidir. En
basit 6rnek, u = (1,0)¢ ve d = (0,1)* (t transpozunu gosterir) ile iiretilen (1/2)
spinli iki boyutlu temsilidir.

O zaman J;u = (1/2)u ve J3d = (—1/2)d dir. Bu temsil, z —ekseni iizerindeki
gbzlemleyen rotasyonu igin 6zdegerleri iiretir. u larin ve d lerin tensor ¢arpimlarinin
simetrize edilmis toplamlarini alarak iki boyutlu temsillerin, yliksek boyutlu temsiller
elde edilir. Bu, ¢alismayi topoloji ile kuantum mekaniginin en zayif iliskisine gotiiriir
(Dirac’1n ip hilesi). Bu, sonraki béliimde incelenecektir.
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2.6 Dirac Parantezleri.

Dirac rotasyonu < a | b > bigimindedir. Bu rotasyonda < a| ve | b > sirasiyla
vektor ve kovektorlerdir. <a|b > , nin <a| nin |b> vasitast ile
degerlendirilmesidir. Boylece < a | b > bir skalerdir ve kuantum mekaniginde bir
kompleks sayidir. Bu, a da baslayan ve b de biten bir durumun genligi olarak goz
Oniine alinabilir[14]. Yani a durumundan b durumuna bir gegise aracilik edebilen bir
proses vardir. Genligin kompleks degerli oldugu gergegi harig¢ onlar olasiligin bilinen
kurallarina uyarlar. Burada kastedilen sudur:

Eger proses c;,c3, ...,c, orta durumlarmin kiimesine ayrilirsa bu durumda
a = c¢; = b proseslerinin kiimesine sahip olunur. a — b genligi, a = c; ve ¢c; = b
alt konfigiirasyon genliklerinin ¢arpimidir. Formiil olarak

<al|b>= Z<a|ci><ci|b>
i
elde edilir. Burada toplam, i = 1,2, ... ,n orta durumlarinin tamami tizerindedir.
Genelde, karsilikli olarak ayrik proseslerin bir konfiglirasyonunun genligi, onlarin
bireysel genliklerinin ¢arpimidir.

Genliklerin bra < a | ve ket | b > ye boliinmelerine Dirac boliinmeleri adi verilir.
Matematiksel olarak “bra” bir V vektér uzayinin (Hilbert uzayi, sonlu boyutlu
olabilir) bir eleman gibi alinabilir. Boylece < a |, V ye ve | b >, V* dual uzayma
aittir 6yle ki | b >:V — C bir lineer donlisimdiir. Bir V vektér uzaymin bir
elemaninin, kompleks sayilardan Hilbert uzayina bir doniisiim olarak alinabildigi g6z
Ontine tutularak < a | b > genligi yeniden diizenlenebilir. < a|: C - V verilsin. V
nin karsilik gelen elemani bu doniisiim altinda 1¢ in goriintiistidiir. Diger bir ifade ile
<al|() , %4 nin bir elemanidir. |b>:V —>C olsun.
<al|.lb>=<a|b>:C- C birlesimi , <a|b> (1) ile C nin bir eleman:
olarak bakilabilir.

2.7.Kuantum Alan Teorisinden Gerekli Tanimlar.
2.7.1.Korelasyon Fonksiyonu.

Kuantum alan teorisi olarak, (ger¢ek bosluk) n —noktasi korelasyon fonksiyonunun
farkli pozisyonlarda n alan operatorleri bir iiriiniin fonksiyonel ortalama (fonksiyonel
beklenti degeri) degeri olarak tanimlanir.

[ D¢ eS¢ (x1) ... ¢(xn)
[ D e—519)

Culz1, T2, . .., Tn) = {@d(x1)O(22) ... Ofx,))} =
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Zamana bagli korelasyon fonksiyonlarina, zaman siralama operatorii T de dahildir.
Korelasyon fonksiyonlari, ayn1 zamanda korelatorler olarak da anilir[20].

2.7.2.Fonksiyonel Integral.

Kuantum alan teorisinde korelasyon fonksiyonlar1 tireten Z fonksiyoneli ve bu
degerde boliim islevi asagida gosterilen fonksiyonel integrali ile ifade edilir:

217 = / DeilStE+] di21(@)0(@)

Burada S islev fonksiyonudur.

Kuantum alan teorisinde bdoliim islevi, matematiksel boliim islevinin 6zel bir
durumdur ve istatistiksel mekanik olarak anilan kavram istatistiksel boliim islevi ile
ilgilidir. Buradaki temel fark bu basit bolim islevleri tanimi ile goriilen rastgele
degiskenlerin sayilabilir toplama bir alan olan G iizerinde fonksiyonel integral
kullanim1 gerektiren, bir sayillamayan set yerini almasidir. Boliim fonksiyonunun
prototipi olarak kullanilan yardimci fonksiyon J farklilagtirarak Feynman genligi elde
edilmektedir. Bu durumda, ornegin: Green fonksiyonunun uzayinda x; Ve X,

noktalari arasinda kalan alan @ korelasyon fonksiyonudur[21].

5 4
(G(z1,72)) = T8 (x1) 6J(z2)

log Z[J]

J=0

2.7.3.Feynman Diyagramu.

Fizikte teorik olarak , atomalti pargaciklarin davranisini diizenleyen matematiksel
ifadelerin resimsel olarak sunulmasina Feynman diyagramlar: denir. Atom alt1
pargaciklarin etkilesimini sezgisel olarak anlamaya c¢alismak karmasik ve zor
olabilir. Bunu kolaylastirmak igin Nobel 6diillii Feynman tarafindan 1948 yilinda
ortaya atilmig olan bu diyagram; soyut kavramlari formiilize ederek anlasilabilir bir
goriintii elde edilmesini saglamistir[22,23].
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Sekil 2.1: Feynman Diyaframm

2.7.4. BF Modeli.

BF modeli, bir topolojik alan teorisi iken nicelenmis zamana aktarildiginda bir
topolojik kuantum alan teorisi halini alir. BF alan arka plan anlamina gelir. 4-boyutlu
tiirevlenebilir M manifoldu , B iki formlu dinamik alanlar,G 6l¢ii grubunda ek temsili
degerler alarak G de sOyle bir baginti formu olusturur. Bu eylem

s :/ KB AF]
M

g iki ¢izgili formu iizerinde degisime ugramayan bir K invaryantt ve F egrilik
formunu belirtir ve su seklide gosterilir:

F=dA+AMNA

Bu eylem diferansiyellebilir (diffeomorphically)invaryantin gostergesidir. Onun
Euler-Lagrange denklemleri

F=20 (egri olmayan)
ve
daB =10y (B kovaryant dis tiirev sifirdir)
bulunmaktadir.

Aslinda, bu uzay kralliginda herhangi bir yerel derece uzaklig1 6l¢mek her zaman
miimkiindiir. Bu da bu gosterime topolojik alan teorisi denmesine sebep olur[24].
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BOLUM I11
TOPOLOJi ve KUANTUM MEKANIGi

Bu boéliimde, topoloji ile kuantum kavramlari arasindaki iligki incelenecektir.
Ik incelenecek iliski Dirac’m ip hilesidir.

3.1.Dirac’in ip Hilesi.

Stirekli bir gember icinde, bir elektronun etrafinda yiiriiyen bir gozlemci diigtintilsiin.
Gozlemci ve ona yakinlastirilan deney aygiti, iic boyutlu uzayda bir rotasyon
olusturdugunda bu durumu tanimlayan vektor degerli dalga fonksiyonu birim
dontigimlii olmalidir. Boylece SO(3) uzayindan SU(2) uzayina tanimlanmis olur.
Boyle bir gosterim ¢ok degerlidir. Gozlemci tam bir ¢ember etrafinda hareket
ettiginden, SU(2) de karsilik gelen eleman isaret degistirmelidir.

Dalga fonksiyonu, isaret degistirdigi i¢in tam bir devirden sonra orijinal durumuna
geri donemez. iki tam doniisten sonra orijinal durumuna geri donebilir. Boylece su
sonuca varilir: siirekli 360 dénen bir fiziksel, orijinal(kuantum) durumuna tam
olarak donemez. Dirac, bu durumun topolojik tefsirini yapmistir[8].

Soyle ki; merkezleri ayni olan iki kiire arasinda gerilmis bir kemer olsun. Kemer hem
i¢ kiire hem de dis kiire lizerinde sabit fakat kiireler arasindaki 3-boyutlu halka
uzayinda serbest¢e hareket etsin. Bu durumda, kendi etrafinda 360° burulan bir
kemer, yine kendi etrafinda —360° derece burulmus bir kemere deforme edilebilir.
Bu asagidaki ornekte goriilebilir.

Q000
BEEE

Sekil 3.1: Kemer Burulmasi I
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Bunun bir sonucu olarak, kendi etrafinda 720° lik bir burulma yapan kemer hig

burulmamis bir kemere doniisebilir.

Sekil 3.2: Kemer Burulmasi 11

3.2.Kiiresel Ayrisim.

Kemer bu hareketi, SU(2) ve SO(3) topolojisi ve ayn1 zamanda SU(2) nin
S0(3) in iki kath ortii uzayr oldugu gercegi ile yakindan ilgilidir. Goriilebilir ki,
topolojik deformasyonlar daha fazla teknik ayrinti olmadan da, uzaysal rotasyonlarin
bir diizenlemesi ile elde edilir.

Ortak merkezli iki kiire arasindaki 3 — boyutlu bolge; [0,1] araligindan siirekli
parametre haline getirilmis iki boyutlu kiirelerin bir kiimesi olarak diisiiniilsiin. ¢
seviyesindeki kiireye t — kabuk ad1 verilsin. Igteki kiire 0 —kabuk ve distaki kiire
1 —kabuk seklinde adlandirilir. Bu kiirelerin arasima bir B kemeri yerlestirilsin ve
kiireler iizerine sabitlensin. Burada merkezi kiirenin orijininde olmak iizere bir V —
rotasyon ekseni ¢izilsin. t —kabuk V' — rotasyon ekseni etrafinda 2mt dondiiriiliince
olusan B —kemerinin goriintiisii V(B) ile gosterilirse kemere paralel bir durumdan
baslayarak V nin 180° derece donmesi ile V (B) goriintii kiimesi olusur.

r~_
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Bu +360° burulmus bir kemeri, —360° burulmus kemere ceviren en basit kemer
hilesidir.

720° lik bir burulmanimn orijinal durumuna dondiiriilmesi, kemere paralel eksen
etrafindaki sabit rotasyonlu diizenlemenin bir birlesimi olarak yapilir.

SU(2) birim kuateryonlaridir. Yani SU(2); a + bi + c¢j + dk elemanlarinin kiimesi
olsun. Burada (a, b, c,d) reel sayilar vektorii, 4 — boyutlu 6klid uzaymnda birim
vektor ve i, j, k cebirsel dogrular1 Hamilton kuateryonlarinin

it =jj =kk =1ijk = —1 temel esitligini saglar.

Kemer hilesi, kuateryon grubu igin topolojik(mekanik) bir yap1 gosterir. Bir kemer
sabit bir duvar ve hareketli bir kart arasina baglansin. i,j,k da iic boyutlu uzayda
birbirine dik eksenler arasinda kartin 180° lik doniislerinin temsil etsin. Boyle
doniislerden sonra, uglart duvar ve karta sabitlenmis kemer hilesini kullanarak
kemerin durumu normale doner(kemer kartin etrafinda kartt dondiirmeden hareket
ettirilebilir.). Asagidaki oOrnekler, kuateryon bagmtilarinin bu tanimindan direkt
olarak nasil meydana geldigini gosterir.

—_— >
—G*

= &
&+ /5
<

#_4-“

o

Sekil 3.3: Kuateryon Ornegi
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3.2.1. Ornek.

Kendi kolunuzu da asagidaki gibi ¢izgi film formunda kullanabilirsiniz. Bu
kuateyonik kol tasarimeci Eddie Oshins’in kesfidir[8].

AW

3};4&=-‘.‘L “o— /&

Topolojik invaryantlar ve kuantum gruplarina dogru ilerlendiginde, Simetri
konusunun igerigindeki degisim daha radikaldir. Bu degisimin ilk tohumlar1 kuantum
mekaniginin ilk ¢alismalarinda goriilmistir.

3.3. Cemberin Genligi.

Diisey ekseni zamani temsil eden bir diizlemde ¢ember diisiliniilsiin.

A4

> X

Sekil 3.4: Cember

Cember, iki pargacigin yaradilisini ve onlarin yok olusunu igeren vacuum-vacuum
prosesi temsil eder[8].
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Sekil 3.5 : iki Parcacigin Yaradihisi

¢

£ /A
VeV

Sekil 3.6: iki Parcacigin Yok Olusu

Onceki tanima uygun olarak ¢ember boyle iki pargaya boliinebilir (yaradilis ve
yokolus ) ve < a|b > genligi diisiiniilebilir. iki pargacigin yaradilis ve yok olusu igin
diyagram iki ayrik noktada sona erdigi i¢in V & V formunda bir vektér uzayini bra
icin deger bolgesi ve ket i¢in tanim kiimesi olarak almak dogaldir. Boylece yaratilan
bra bir a=<al|:C->VQV doniisimii  ve yok edilen ket bir
B=1b> V@V ->C donisimidir. Boylece genlik < alb>:C—- C bir
doniisiim olur.

Bu noktada kuantum mekanigi daha ileriye, diigiim teorisine taginacaktir.

3. 4. Topolojik genlik.

Diizlemde ave [ lara ayrisan daha karmagik basit kapali egrilerin
c¢izilmesinin miimkiin oldugu disiiniiliirse, akla hemen topolojinin ilk ipuclart gelir.
Gergekten, kendi kendini kesmeyen herhangi bir diferansiyellenebilir egri, dikey
eksene gore genel pozisyonda oluncaya kadar dondiiriilebilir. Bu durumda egrinin
minimum ve maksimuma ayrisabilecegi goriilecektir. Boyle bir egri C den C ye
doniisiim olarak tanimlandiginda, egriye bir genlik olarak bakilabilir. Sekil 3.5 ve
Sekil 3.6 dan da goriilecegi gibi egrinin ayrisimi asagidaki gibi doniisiimlerin
bilesimine uygun olarak yapilabilir.
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C

Sekil 3.7: Diizlemde Bir Basit Kapali Egri

CoVRV=VQRCRV->TRVRV)QV
aq )

=(V®V)®(V®V)Z CRUVURV=VQC.

Boylece her bir basit kapal1 egri bir genlige karsilik gelir. Jordan egri teoremine gore,
diizlemde herhangi bir basit kapali egri bir ¢embere izotop oldugu icin topolojik
genlik varsa, bu durumda bu genlik gember igin orijinal genlige esittir.

Burada akla gelen sudur; yaradilis ve yok olus iizerindeki hangi sartlar topolojik
genliklerin varligini garanti edecektir?

Bu sorunun cevabi, basit kapali egrilerinin biitiin izotopileri, asagidaki diyagramda
goriildiigi gibi, bitisik maksimum ve minimumlarin yok edilmesi ile elde edilir,

gerceginden cikar.
~ o
)

Bu diyagramlardan goriiliir ki, (8 ® 1)(1 ® a) ve (¢ ® 1)(1 ® B) bileskelerinin
her biri V tizerinde 6zdesliktir.
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V=V®C(—X>V®(V®V)=(V®V)®VE>C®V=V

Bu sart, birbirine karsilik gelen operatorler i¢in bir matris temsili alinmasi ile ¢ok
basitlesir.

{e1,ey,...,en} , V icin bir taban olsun. e, = e, @ e, , V Q V igin tensor tabanin
elemanlarin1 gostersin. Bu durumda M, ve M* matrisleri vardir. Boylece a ve b
den 1 den n ye kadar olan biitiin degerleri {izerinde alinan toplam ile

6((1) = Z Mabeab
olur. Buna benzer olarak

B (eab) = M
seklinde tanimlanir.

Boylece ¢cember igin genlik
Ba(l) = Bz Mgpeqp = Z MypB(ean) = Z MabMab
a,b

olur.

ab
b @ MM

Eger topolojik sart goz oniine alinirsa,
X MgMP = 1,% ve Y MMy = I,°

Ozdeslik matrisleri olacak sekilde biri digerinin tersi olan M, ve M “d matrislerinin
var oldugu goriliir.
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) «» M M

b

Boylece topolojik genligin varlik problemi diizlemdeki basit kapali egriler i¢in ¢ok
kolay ¢oziiliir.

3.4.1. Y M 4, M®®Matrislerinin Hesabx.

Simdi kolaylik olsun diyeSU(2) grubundan

m=( 0, A

—iA™t 0
seklinde bir genel matris almsm. Burada iz(M) =0, M nin determinanti
|M| = 1, M nin tersi kendisi yani MM = I ve M, = M®* = Molsun.

MabMab —MQM = [_ig—l 1(1)4] ® [_ 0 iA]

A7t 0

0 O 0
—A? 1 0
1 —47%2 0
0 O

oo o O

0

olur. Buradan
Ba(1) = z M, M® = —A% — A2
a,b

bulunur.

A =1 igin ¢emberin genligi Ba(1l) = —2 olur. Cemberin bu genligi d ile
gosterilecek ve d = —A? — A~? ifadesine ilmek degeri denilecektir.
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3.5. Diigiim Genlikleri.

Simdi topolojik genlikler, diigiim ve halkalar i¢in genellestirilecektir. Herhangi bir
diigiim veya halka diizlemde diisey eksene gore genel pozisyonda olacak sekilde bir
diyagramla temsil edilebileceginden diyagram, minimal (yaradiliglar), maksimal (yok
edilisler) ve asagida gosterilen iki tip kavsaga ayrilacaktir[8].

/ VeV
R
Al

\ VeV
« IR
VeV

Bu kavsaklarin birinin digerinin tersi oldugu asagida gosterildigi gibi II.Reidemeister
hareketinden ¢ikar.

\

Boylece her bir kavsak icin V ® V den kendisine déniisiimler R ve R™1 (kisaca R)
ile gosterilirse RR = I oldugu diger bir deyisle R ile R nin birbirinin tersi oldugu
yukaridaki izotopiden ¢ikar. Su halde a, 8, R, R doniisiimleri elde edilir. Herhangi bir
diigim bu doniisiimlerin bir bilesimi seklinde yazilabilir ve sonugta boyle
dontistimlerin se¢imi diiglim veya halkalar i¢in bir genlik belirler. Bu doéniisiimler
uygun matris temsilleri alinirsa, asagidaki teorem ifade edilebilir:

|0
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3.5.1. Teorem.
R = AM® M, + AT1IID

R% = A*MM,, + AISID

Ispat.Bu esitliklerin dogru olmasi icin RR = 1 oldugu gésterilmelidir. Diger bir
ifade ile II. tip hareket altinda bu esitliklerin invaryant olmasi gerekir. Simdi bu
gosterilsin:

R%® = AM* M 4 + A7'ISIE =

a

b a b a b
\\<< = A \/ + A‘l::)<:
c/ d c/-\d

veya genel olarak ¢ d

\\J/ = A J’ + A1
N 7/

o=+ >+ Q)b

ya da

> = )0

Boylece I1. tip harekete bu esitlikler uygulanabilir.

<0 = <§> e L

yazilabilir.



— <o>+A< Y +a _1<><>+A<)<>]

= (o= a) Ry G0 ¢+ <)
= (A -4 +4a7+4 )+ <><>

= 0

Boylece (1) esitlikleri (—A% — A™2) ilmek degeri ile birlikte, genlik hesaplamalar
icin tekrarlanan bir algoritma olarak goz oniine alinir.

(1) esitliginin dogrulugu, bir onceki kisimda SU(2) grubundan alinan M matrisi
kullanilarak da goriilebilir[8].

3.5.2. Ornek.

Yonca yapragi diiglimii ve onun diisey eksene gére maksimum ve minimumlara
ayrisimi goz oniine alinirsa

T(K) = MapMeal ¢ TER 2R SIR & MU MUK
olur.
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BOLUM IV

TOPOLOJIKSEL KUANTUM ALAN TEORISi

4.1. Ozel Modeller.

Bilinen topolojik alan teorileri iki genel sinifa ayrilir: Schwarz-tipi TQFT ve Witten-
tipi TQFT. Witten tipi TQFT bazen chomological alan teorisi olarak da adlandirilir.

Simdi de bu teorileri inceleyelim.

4.1.1. Schwarz-tipi TQFT.

Schwarz-tipi TQFT de korelasyon fonksiyonu (correlation functions) veya bolim
fonksiyonlar1 (partition functions) metrik sisteminde bagimsiz fonksiyonel eylemin yol
integrali ile hesaplanir. Ornegin; BF modeli icinde, iki boyutlu bir manifold uzay:
olan M, gozlemlenebilir bir ikili form F, yardimci sabit olan B ve bunlarin tiirevleri

yardimi ile insa edilir
S = j BF.

M

Bu eylem (yol integrali ile belirlenir.) agikca topolojik invaryant olarak metrik
uzaylarin higbir teorisinde goriilmemektedir.1977 de A. Schwarz tarafindan ortaya
¢ikan ilk fonksiyonel eylem 6rnegi soyledir:

JA/\dA.

M

Bu tip TQFT nin bir bagka daha ¢ok bilinen 6rnegi Chern-Simons teorisinde diigiim
invaryantini hesaplamak icin kullanilir. Genel olarak boliim fonksiyonlar1 bagimh
metriklerdir fakat yukaridaki 6rneklerde bagimsiz metrik olduklari gosterilmistir.
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4.1.2. Witten-tipi TQFT.

Witten tipi topolojik alan teorisinin ilk 6rnegi 1988 yilinda Witten’in ¢aligma
kagidinda bulunan dort boyutlu topolojik Yang- Mills teorisidir. Bu teoride eylem
fonksiyonlar1 belirlenen topolojik doniistim sonrasinda g,z metrik fonksiyonlarini
igerir. Bu doniisiimler metrik cebirin disinda olusan bagimsiz doniistimlerdir.
BRST-operatériiniin kapali olup olmamasi bagimsiz T*Fgerilme-enerji tensoriiniin
metrik lizerindeki sistemine baghdir. Witten’in ornekleri incelenirse bir¢ok Ornekte
sicim teorisi bulunur[25,26].

4.2. Atiyah-Segal Aksiyomlari.

Bu boliimde soylenebilir ki (daha c¢ok matematiksel olarak) Atiyah’in verdigi
aksiyomlar, Graeme Segal tarafindan ortaya atilan konformal teorisi aksiyomlarina
dayanmaktadir[16,27].

4.2.1. Notasyonlar.

A 6nceden belirlenmis bir temel alan olsun, 6rnegin R veya C gibi (A burada
degismeli halkadir).V, lineer oparatér morfizmleri ile A daki tiim vektor uzaylarinin

kategorisi seklinde tanimlanir.V A ise A tizerindeki vektor uzaylarmin esas noktali
(basepoint) kategorisi seklinde tanimlanir (burada esas nokta dedigimiz kavrami
sadece baz1 6zel vektor uzaylarindaki sifir vektoriinii temsil etmez. Morfizmler esas
noktay1 korumaktadir )[16].

Bu kategoriler tensor kategorileri ile ikili vektdr tensdrlerinin ¢arpimi @ ve vektor
ikilileridir.
MY seklinde tanimlanan kategorideki nesneler d —boyutlu manifoldlar ve

diffeomorfizmde doniistimleri korunan morfizmlerdir. Bunlar tensér kategori
altindaki ayrik siiflar ve ters dontisiim ikilileridir.

M nin sinirlt kiimelerinin manifoldu ~# a+l olsun. Oyleyse her M € M d i¢cin
B(M) M nin bordizmleridir.

Ornegin; B(Q)(d + 1) — boyutlu manifoldlarda kapali bir kiimedir.
4.2.2. Matematiksel Formiilleri.
Zd: qgqd — ¥y ve Zdtl. _gdtl ¥y fanktorleri asagidaki (sadece A

ve manifoldlar1 ) Atiyah —Segal aksiyomlarmin sagliyor ise bunlara d —boyutlu
topolojik alan teoremi denir[16, 27].
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. M e #°B € B(M) olacak sckilde Z4(M) = Z%*Y(B) uzay vardir.
Oyleyse bundan bdyle burada Z%*1(B) in temel nokta oldugu diisiiniiliir ve de

f:M — M' morfizmi igin B ve B’ sirayla M ve M’ niin bordizmleri ise f : B — B’
olacak sekilde Z4+t1(B) yi Z%*1(B") ne tagtyan bir Z4*1 ( f) yazilabilir.

Z%ve Z*1 > incarpmaile ilgili tensorleri sdyle tanimlamr:

() U seklinde tanimlanan ayrik birlesimi

Zd+1(B1 U B,) = Zd+1(B1) X Zd+1(Bz)

seklinde gosterilir. Bu esitlik benzer sekilde temel noktalar (basepoint) igin de
yazilabilir:

Zd(M1 UM,) = Zd(M1) X Zd(Mz)-
Burada B € W ARE ,M;*ve M, ayristirlmis sinirlarin iki birimi ise
Z1(B) € Z4(M,") ® Z%(My) = Hom (24(My), Z%(My) )

esitligi onemli bir sonugtur[18].

Burada Hom(X,Y) X’den Y’ye lineer operatdrlerin smifini ifade eder. (Ikinci
esitligin kanit1 temsil teorisi lizerine yazilmig herhangi bir metinde bulunabilir,
ornegin [28,29]).

Bu agikca gosterir ki bu teoremde #¢ iizerindeki M; ve M, manifoldlari
arasindaki herhangi bir kobordizm lineer doniisiim olarak tanimlanir.

(b) Ayrica A nin elemanlarinin daralmasiyla u @ u* formunda herhangi bir

tensor olusturulabilir. M; ve M, manifoldlar1 arasindaki B; ve B,
kobordizmlerinin ayni smirlar boyunca birlestirilmesi ile olusan
B = B, U B, birlesimi ile

Z2 (M) ® Z4(M3)* ® Z4(M3) ® Z4(My)

gosterimini

Z4(My) ® Z%(My)
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gosterimine doniistiiren ( -, - ) seklinde gosterilen daralma haritasi yardim ile
(0B, = M; U M;"ve dB, = M3 U M, esitlikleri kullanilarak)

Zd+1(B) — <Zd+1(Bl) ,Zd+1(Bz) )

esitligi yazilir. Bu aksiyom TQFT’ nin gegislilik aksiyomudur.

III. Bir 6nceki aksiyom gerektirirki M € .# d yada M . .# 41 olacak
sekilde M @ @ = M olur. Burada Z¢(®) ve Z%*t1 (@) aym giiglii olmalidir.

Z4 (B (M)) alami iizerindeki dzdeslikler de Z%(M) nin altuzaylandir. Bazi
kiigiik teorileri kapsamayacak sekilde soylenebilir ki Z d(M ) ve kendisi arasindaki
linner operator diisiiniilerek olusturulan Z%*1(M X I) da verilen kobordizmde

gecislilikler
ZU@) = AZU(D) = 1,
olarak verilir.

Baska bir deyisle Z% (M) alt uzayi

ZUYM X 1) = 1dza,

seklinde gosterilebilir.

Bu aksiyomlar hizli ve yararli bazi sonuglar bulunmasini saglar.

- |
1. Mc. 4 olacak sekilde bir torus sekilli M i¢in M X St in esit derecede

M UM* veya @ smirlart olsun. Oyleyse ¢arpma aksiyomu sdyle
tanimlanir:
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A=Z49Q)=Z*(MUM*) =Z9M) Q Z*(M*)

ZY(M)*,Z%(M) de ikili vektér uzayi oldugunda Z4(M*) = Z4(M)*
olur.
Genel olarak Z4*1(B*) n Z4t1(B)* a esit olmayabilir.

2. Eger M X St i sonlu birimli M X [ silindiri iizerine insa edersek Z% (M)
iizerinde Z4*1(M x S1) = Tr(1d) = dim(Z%(M)) daralmas elde
edilir.

Aslinda sonlu M X I de belirlenen herhangi f difeomorfizmi kullanilarak
torus-tipi My elde edilir ve Z*+(M;) = Tr(Z(f)) esitligi yazilir[16].

4.2.3. Fiziksel Yorumlama.

Evrenin mekansal boyutu d kabul edilirse (d + 1) boyutunu igerisine alan bir

zamana ihtiyag vardir. Fiziksel sistemde zaman M icindeki manifoldlar,

ﬁ/dﬂ

kobordizmler ile boyutuna transfer edilir. Z% (M) vektdr uzaymm Hilbert

uzay1 ile H Hamiltonian i¢gin M X I (M ile hayali zaman) in 6zel kobordizmi

e—ltH

seklinde gosterilen zaman-boyut operatdriine neden olacaktir.
Eger H = 0 ise hi¢bir zaman yiizeysel eylem yoktur; ger¢ekten de tercih edilen bazi
zaman kavramm H =0 da varolmasi engellenmelidir. Bu izafiyet ile

bagdasmamaktadir. Aslinda ilgingtir ki bu davranis M X I disindaki kobordizmler
icin olusabilir. Bu kobordizmlerde topolojik-invaryant yolu ile fiziksel siire¢ (biiytik
olasilikla sifirdan farkli genliklerle) tamamlanabilir[16].

4.2.4. Ornekleri.

Atiyah orneklerini sifir boyutlu teorilerinden baslayarak kolaydan karmasiga
dogru anlatmaya baglar. Oradan Wilson dongiileri ile ilgili degismezlere dayali
Chern-Simons teorisi hakkinda tstiinkorii bilgi verir. Bunlar boyutu dortten az olan
yapilarda insa edilmistir. Ancak d = 4 i¢in tatmin edici bir teori yoktur. Daha sonra
Crane’nin “boyut merdiveni” ile yliksek boyutlu teorileri diisiik boyutlu olanlarla
aciklamak icin verilmistir. Burada sadece sifir boyutlu olan Borel- Weil teoremi
verilecektir[Daha fazla bilgi i¢in 16,27].
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4.2.4.1. Sifir Boyutlu Teorisi.

Bu durumda, M deki manifoldlar tek noktali ve difeomorfizm gruplari ise
simetrik gruplardir. Kompakt Lie gruplarinin temsil teorisi (simetrik eylem ile Lie
cebiri agirlikli alanlar iizerinde eslenik eylemler var gibi goriinenler ile) TQFT
acisindan tanimlanabilir. Bu temsil teorisinin kisa bir 6zeti verilecektir.

Ozellikle Z° fanktoru V vektdr uzaymin her noktasinda ayrik kiimeli haritalarin n
noktasini icine alan VO =y RV ... ®V n tane V uzaymni isleme alarak
olusan tensOr uzaymi belirtmektedir (ayn1 vektér uzaymin n tane kopyasi ile
olusturulan S™ simetri grubu gecislidir).Bu nedenle kobordizmlerin tiim
difeomorfizmleri S™nin i¢indedir(Atiyah’m sdylemi ile ilging topoloji yoktur.).

V' vektor uzayr bazi simplektik manifoldlarin (diger bir degisle kapali, dejenere
olmayan 2-formuna sahip) sayisal olarak belirtilmesi (nicelenmesi) ile bir Hilbert
uzayt olabilir. Bu manifoldun 6rnekleri de bu asamadaki klasik ve kuantum
Hamiltonian teorisinin bazi uzaylaridir [29].

Alternatif olarak, cebirsel-geometri metodu kullanilarak bir Lie grubu ile baslayan
simplektik manifoldu olusturmak i¢in uygun grup yapisi pek yoktur. Bu yiizden
Borel-Weil teoremini nicelemek i¢in tamamen fiziksel yoruma dayali matematiksel
sonuclar verecek bir yontem oldugu bulunacak ve gerekli teoriler [18.kaynak kitabi
Ders 23] 6zetlenerek anlatilamaya baglanacaktir.

1. GL(n,C) deki kapali tniter alt izomorfizmalarimin kompakt Lie gruplari
oldugu iyi bilmektedir; bu daha sonra Cartan alt gruplarinin maksimal teorisi
olacaktir[9,theorems 3.28,2.15].(Baz1 Lie gruplarinda S* = R /Z den (S1)*
ye izomorfik toruslar vardir. Burada kompakt Lie gruplari kompleks linner
uzaylar ele alinarak toruslarin gercek olduguna dikkat edilmelidir.) g
cebirinden bir G Lie grubu se¢ilsin. T, G ’de t altcebiri ile bir maksimal torus
olsun. R de ele alman tensor c¢arpimlart t @ C de t¢ komplikasyonlar
yazilabilir. Tiim Lie cebiri yapis1 C-dogrusal formundan t¢ ye genisletilebilir.

2. V' M de herhangi bir temsil ve her Xv = A(X)v esitligindeki her
v € Vj olacak sekilde V' temsili igin
Vi= @ Va
AEA(V')
yazilabiliyorsa A(V') © tc* sonlu kiimesine (weight) agurlik adi verilir. Bu
ayristirma benzersizdir. Eslenik temsilinde (weight) agirliga kok denir ve

buna karsilik gelen agirlik uzaylarina (weight spaces) da kok uzaylar: denir.
Unutulmamalidir ki “sifir’ her zaman koktiir ve t¢ kok uzayidir.

¢t iginde +A yer alacak sekilde A,y € dtve A + y bir kok ise 0 zaman
A+ y € ¢Fsartini saglayacak herA kokii igin herhangi bir ¢ pozitif kokler
kategorisi secilebilir.
g de (+,7) ikilisi Killing formu olmak iizere her ¥ pozitif kokii igin

(A,y) =0
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olacak sekilde dyle bir Avardir ki bu Aya baskin agirlik (dominant weight)
denir.

3. t¢" dogrusal olarak tanimlanirsave t nin bir birine benzer iki kopyasi i¢in
tc" = t* = (it)"

denkligi yazilabilir. Bu diisiince ile X € tile exp(X) esit kimlikleri i¢in
A(X) € 2miZ oluyorsa A € (it)*a analitik integral denir.
(it)*elemanlarm analitik integral odugu sdylenebilir ancak ve ancak

&3:T — C\{0} igin
&r(exp(H)) = e*™)

kargilayan H € tolmalidir.

4. Burada analitik integral iginde herhangi bir A agirlik segilsin. Oyleyse &3
deki C uzayindan alinan T tek boyutlu bir temsil verir. Bu temsil C; seklinde
gosterilir ve

Ly = (G x )/ ~(gh,v)~ (g, hv)

dir. Bu G/T den (g,z) » gT igine yansitilabilir ve G tarafindan
9(g',z) = (9g',2) esitligi ile hareket ettirilebilir. Bu onun G tarafindan

homojen iizerinde hareket etmesini saglayabilir. L; nin alan kiiresel
bolimiinden G /T nin holomorfik bir ¢izgi paket oldugu gosterilebilir[26].

4.2.4.3. Borel- Weil Teoremi.

G indirgenemez iiniter temsiller L, nin genel uzayinda tam da A baskin agirhigina
karsilik gelir. Ayrica buradaki her A en yiiksek agirlik temsilidir[26].

Sekil. a. 4 fonksiyonun birlestirilmesi ile olugan yuvar
Sekil.b. Diger bir 4 fonksiyonun birlestirilmesi ile olusan yuvar
Sekil. ¢, Bir fonksiyonun bir noktada birlestirilmesi ile olusan tor

Sekil.d. Bir fonksiyonun bir noktada birlesmesi ile olusan diger bir tor

Sekil 4.1: Bazi uzaylarin birlesimim ile olusan yeni torlar
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BOLUM V

DEGERLENDIRME

Bu c¢alismada kuantum mekaniginin prensiplerinden yaralanarak bazi diigim
invatyantlari1 gostermek adina bazi modeller verildi. Bazi diigiimlerin parantez
polinomlart bu modelle ortaya konarak (2,n)-tor diigiimlerinin parantez polinomlari
formiilize edildi.

Ayrica bu calisma 3 —boyutlu manifoldlara tasindi ve topolojik kuantum alan
teorisine giris yapildi. Topolojik kuantum alan teorisinin 4 ve iizeri boyutlarda
incelenemedigini, bunun yerine daha kiigiik boyutlara indirgendigi gésterildi.

Boylece kuantum ve topoloji arasinda giiglii bir bag oldugu gosterilmis oldu.

Ayni1 teorem daha genisletilerek ‘boyut merdiveni > kavrami incelenebilir.
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