GAZIANTEP UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BERNSTEIN POLINOMLARI
VE
ANALITIK SAYILAR TEORISi UZERINDEKI
YANSIMALARI

MATEMATIK BOLUMU
YUKSEK LiSANS TEZIi

SERKAN ARACI
OCAK 2013



Bernstein polinomlari
ve
Analitik sayilar teorisi iizerindeki yansimalari

Gaziantep Universitesi
Matematik Boliimii
Yiiksek Lisans Tezi

Danmisman
Do¢. Dr. Mehmet Acikgoz

Serkan Araci
Ocak 2013



© 2013 SERKAN ARACI



T.C.
GAZIANTEP UNIVERSITESI
FEN BILIMLER ENSTITUSU
MATEMATIK ANA BILIM DALI
Tezin Adi: Bernstein Polinomlar1 ve Analitik Sayilar Teorisi Uzerindeki Yansimalari
Ogrencinin, Ad1 Soyadi: Serkan ARACI
Tez Savunma Tarihi: 22.01.2013

Fen Bilimleri Enstitlisti onay1

Dog. Dy/Metin BEDIR
FBE Miidri
Bu tezin Yiiksek Lisans tezi olarak gerekli sartlar1 sagladigini onaylarim.
AN ‘Ts\\\\\Nv\\
Prof. Dr. Fahir Talay AKYILDIZ
Enstitii ABD Baskani

Bu tez tarafimca okunmus, kapsami ve niteligi a¢isindan bir Yiiksek Lisans tezi olarak kabul

Dog. Dr. Mlegoz

Tez Danigmani

edilmistir.

Bu tez tarafimizca okunmus, kapsam ve niteligi agisindan bir Yiiksek Lisans tezi olarak oy

birligi ile kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri: Imza

Prof. Dr. Adil KILIC

Dog.Dr.Eser OLGAR ... % .....
c

Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ . MA ........ O§



Ilgili tezin akademik ve etik kurallarina uygun olarak yazildigim1 ve kullanilan tiim
literatiir bilgilerinin referans gosterilerek ilgili tezde yer aldigin1 beyan ederim.

Serkan ARACI



OZET

BERNSTEIN POLINOMLARI
VE

ANALITIK SAYILAR TEORISIi UZERINDEKI YANSIMALARI

ARACI, Serkan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimi
Tez Yoneticisi : Dog. Dr. Mehmet A¢ikg6z
Ocak 2013, 62 Sayfa

Bu tez on ii¢ boliimden olugmaktadir. Ilk boliim giristir. ikinci, {igiinci,
dordiincii ve besinci boliimlerde sirasiyla, yaklagim teorisi igerisinde dénemli bir yer
tutan Bernstein operatorii ve Bernstein polinomlart ile analitik sayilar teorisi
igerisinde dnemli bir yere sahip olan Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilari
ve polinomlar1 ve Genocchi sayilari ve polinomlari tanimlanmis ve temel 6zellikleri

verilmistir.

Altiner boliimde, birgok matematik¢inin ve diger bilim insanlarmin ¢alisma

alanina giren g-analiz (quantum calculus) den bahsedilmistir.

Yedinci béliimde, p-adik analizin temel bilgileri, Volkenborn integrali ve
ozellikleri, Fermionik p-adik integrali ve ozellikleri olmak iizere li¢ ana baslikta

incelenmistir.

Sekizinci, dokuzuncu, onuncu, onbirinci ve onikinci boliimlerde, sirasiyla
Legendre polinomlar1, Hermite polinomlari, Genocchi polinomlari, Euler polinomlar
ve Bernoulli polinomlarinin Bernstein polinomlar: arasindaki bagntilar verilmistir.

Ayrica ¢aligma boyunca elde edilen sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bernstein operatorii, Bernstein polinomlari, 6zel fonksiyonlar,

g-analiz, p-adik analiz, Volkenborn integrali, Fermionik p-adik integral.



ABSTRACT

BERNSTEIN POLYNOMIALS
AND

THEIR REFLECTIONS IN ANALYTIC NUMBERS THEORY

ARACI, Serkan
M. Sc. Thesis, Math. Department
Adviser : Associate Professor Doctor Mehmet ACIKGOZ
January 2013, 62 pages

This thesis is formed from thirteenth sections. First section is introduction.
In the second, third, fourth and fifth sections, respectively, Bernstein operator
and Bernstein polynomials, Bernoulli numbers and polynomials, Euler numbers and

polynomials and Genocchi numbers and polynomials and their properties are given.

In the sixth section, incoming work areas of many mathematicians and other

scientists are mentioned from g-analysis (quantum calculus).

In the seventh section, basic information of p-adic analysis, Volkenborn
integral and properties and fermionic p-adic integral and properties are examined

under three main headings.

In the eighth, nineth, tenth, eleventh and twelfth sections, the links between
Legendre polynomials, Hermite polynomials, Genocchi polynomials, Euler
polynomials and Bernoulli polynomials with Bernstein polynomials are given,
respectively. Additionally, the results obtained throughout the work are given.

Key words : Bernstein operator, Bernstein polynomials, special functions, g-
analysis, p-adic analysis, Volkenborn integral, fermionic p-adic integral.
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BOLUM 1
GIRIS

Kapali aralikta siirekli bir fonksiyona cebirsel polinomlarla yaklagildiginda en
1yi yaklagim polinomun bulunmasi ve yaklagim hizinin hesaplanmasi yaklagim teorisi

tizerinde ¢aligilan 6nemli problemlerden biridir.

1885 yilinda K. Weierstrass tarafindan kapali bir aralikta siirekli
fonksiyonlara polinomlarla yaklasilabilecegi gosterildikten sonra bu teoremin birgok
degisik ispat1 sonraki yillarda yapilmigstir. Bu ispatlar igerisinde en ilging olan1 1912

yilinda S. Bernstein tarafindan verilmistir.

f fonksiyonu [0,1] araliginda tanimli olmak tizere,

n

Bu(i) = ) f(K/n) () ¥t =0

k=0

seklinde tanimlanan f ye bagh Bernstein operatorii denir. S. Bernstein bu operatérle
[0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna yaklasilabilecegini ispatlamistir. Bu

operatdre bagli n. dereceden Bernstein polinomu

n

Bin() = (,

) xk(1—x)vk

seklinde tanimlidir. Bu tezde 6zellikle bu polinomlar kullanilarak Bernoulli, Euler,
Genocchi, Hermite Laguerre ve Legendre polinomlar: ile ilgili dnemli bagintilar
verilecektir. Bu bagmtilar p-adik analizde ve Analitik sayilar teorisinde
kullanildigindan dolay1, bu tezde ¢ok onemli bir yer tutmaktadir. Son zamanlarda
birgok matematik¢i Bernstein polinomlar: iizerine c¢aligmigtir. Bu konu hakkinda
ayrintili bilgiler i¢in [1], [2], [3], [4], [5], [13], [16], [36], [37], [45], [55], [60], [63]

nolu referanslardan ulasilabilir.



Son yillarda g-analiz birgok matematikgi tarafindan ¢aligilmaktadir. Jackson (1908)
g-tirev tanimin1 vermistir. Sonra bu tiirev literatiire g-Jackson tiirev olarak gegmistir.
g-analiz, matematik ve fizigin birgok alaninda kullanilmaktadir. Ornegin
matematikte hipergeometrik seriler, teta fonksiyonlari, Einstein serileri, Dedekind eta
fonksiyonu, Riemann Analitik sayilar teorisi, olasilik, cebir ve grup teorisi, p-adik
analiz gibi alanlarda kullanilmaktadir. Fizikte ise Heisenberg cebiri, Kuantum

mekanik, Kuantum cisim teorisi, Feynman integrali gibi alanlarda kullanilmaktadir.
Bu tezde kullanigh olacak temel kavramlar agagidaki gibidir:

Tanim 1.1. A < R kiimesi iizerinde tanimli (f,,) fonksiyonlar dizisi verilsin. Ve > 0
sayis1 her x € A ve her n = n, i¢in |f,(x) — f(x)| < € olacak sekilde birn, € N

bulunabilirse (f,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.
Tanmum 1.2. b,r € R olmak lizere:

1—7"
1—-7r

b+br+br?+--+br"1=p
dir.
Tamm 1.3. Y5 o c(x —a)* = co+ c;(x —a) + -+ c,(x —a)™ + -
seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir.

Ozel olarak a = 0 alinirsa:
[ee]
k n
Z kX" =Cpt+cCx+-+cpx™ + -
k=0

elde edilir.

Tamim 1.4. f, [a, b] kapali araliginda taniml1 bir fonksiyon ve y € (a, b) olsun. Eger

I f@) - fx)
o et
y-x y—Xx

limiti varsa f fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilir denir.



Tanmim 1.5. f fonksiyonu, a noktasini igeren bir aralikta her mertebeden

tirevlenebilir olsun.

o)

D fogE—D”

n!
n=0

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iretilen Taylor serisi adi verilir.

Taylor agilimda x = 0 ve f(x) = e* alinirsa:

2 xk

v cx)x"_l X
e _ZH" MERE TR b

n=0
serisi elde edilir.

Tamim 1.6. K € R igin |[t| < K boélgesinde

Ce) =) L=
n=0

seklinde ifade edilebiliyorsa C(t,x) fonksiyonuna f,(x) fonksiyonunun iireteg

fonksiyonu denir.

Tanmm 1.7. f, x, in delinmis komsulugunda tanimli olsun ve bir L sayisi verilsin.
Eger herhangi bir € > 0 i¢in 0 < |x — xy| < € oldugunda |f(x) — L| < € olacak

bi¢imde bir § > 0 varsa f nin x, daki limiti L dir, denir.

Tammm 1.8. Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasmin belli bir D(z,, &)

komgulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z, da analitiktir.



BOLUM 2
2.1. BERNSTEIN OPERATORU VE OZELLIKLERi

Tanmim 2.1. f(x) fonksiyonu [0,1] arali§inda taniml1 olsun ve
n
s — k n k _ n—k
Ba(fi%) = kzof( /n) () x4 -2

bigiminde tanimlanan ifadeye f(x) fonksiyonuna bagli n-inci (n = 1) Bernstein
polinomu denir.

Yukaridaki tanimdan,

Bn(f; 0) = f(0) ve Bn(f; 1) = f(l)
elde edilir.

Bazi 6zel durumlarda Bernstein operatérii dejenere olarak derecesi n den
kiiciik olabilir.

n
— k _ n—k
Bin () = (1) 241 = 2"
seklinde tanimlanmis Bernstein polinomu; [0,1] araliginda

Bin(x) 20 ve Xg_oBrn(x) =1

dir. Ayrica,

1

1
L Bk’n(x)dx = n——}—l

dir.

f fonksiyonunun x, noktasindaki h-adimli1 m-inci sonlu farki,

A (f (x)) = i(—nm—f () Fxatim)
j=0



seklinde tanimlidur.

Teorem 2.1. n-inci Bernstein operatériiniin sonlu farklar ile bagintisi

Ba(f;x) = Z () aor©xt
t=0

dir.
Ispat: B,(f;x) polinomunda (1 — x)" % = 7]?;(’; (";k) (—1)nk—iynk=]

oldugu g6z 6niine alinirsa,

B, (f;%) = z f(k/n) (Z) xk(1—x)nk
k=0

<22 QT o

Z) i ,Zf (m) (o) (o) e+ = Zx () ,Z:of(k/”) (5) -
= i ADF(0) ( )xt

dir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmig olur.

Ornek 2.1. f(x) = 1i¢in A°£(0) = 1, A'£(0) = 0, A% (0) = 0, ... dir. Buna gore,

n

— % k _ n-k _
B,(1,x) = Z (k)x (1-x)"k=1
k=0
elde edilir. Bu durum 1" = (x + (1 — x))" esitliginden agiktir.
Ornek 2.2. f(x) = x icin A°£(0) = 0, A f(0) = %, A%f(0) =0,A%3f(0) =0,... drr.

Buna gore



n

B,(x; %) = ZS(Z) s id g S L %(rll)x =,

k=0

Ornek 2.3. f(x) = x? igin A°F(0) = 0, AL £(0) = —, A2f(0) = —, ... dir. Buna
gore,
= kN2 m B 1 /m 2 m
B (x4 ) = ;(;) (k) x®(1 = x) % = Ei(l)x + ﬁ(z) x?

dir. Baz1 6zel durumlarda B,,(f; x) Bernstein polinomu, f(x) fonksiyonu ile benzer

ozelliklere sahiptir.

Bernstein operatdrlerinin bazi temel 6zellikleri,

1) f(x) = a1 f1(x) + axf>(x) ise By(f; x) = a1 B, (f1; x) + azBp(f2; %),
2)y m< f(x) <Misem < B,(f;x) <M,

3) FP(x) = 0ise BP (f;%) > 0,
4) f(x) azalmayan ise B, (f; x) de azalmayandir.
5) f(x) konveks ise B, (f; x) de konvekstir.

2.2. BERNSTEIN POLINOMLARI

Bu kisimda Bernsten polinomlarinin tanimi ve bu polinomlarla ilgili 6nemli

teoremler verilecektir.

Tamm 2.2.1. x € [0,1] ve k = 0,1,2, -+, n olmak tlizere

TL) xk(l _ x)n—k

Bk,n(x) = (k

seklinde tanimlanan polinomlara n. dereceden Bernstein polinomlar1 denir. Burada,

n n(n-1)(n- 2) -(n— k+1)
(k) =

n. dereceden (n + 1) -tane Bernstein polinomu vardir. Matematiksel uygunluk

agisindan k < 0 ve k > n igin By ,(x) = 0 olarak kabul edilir ([1], [2], [3], [4], [5],
[16], [37], [45], [55], [60]).



Teorem 2.2.1. Bernstein polinomlar: simetriktir.
Bk,n(x) = Bn—k,n(1 - x)
esitligi saglanir.

Ispat. Tanim 2.2.1 den;

n

Bin() = (_,

)xk(l —x)"k

(| )R-y

= By (1l —x)
elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 2.2.2. n. dereceden Bernstein polinomlar1 (n — 1). dereceden iki Bernstein

polinomunun lineer birlesimi olarak asagidaki gibi yazilabilir:
Byn(x) = (1 = %) By n—1(x) + xBg—1n-1 (%).

Ispat. Tanim 2.2.1 den;

Bk,n(x) = (Z

07+ (Do

— - [(n ; 1) 21— x)n—l-k] g [(Z : 1) k101 — x)n—l—(k—l)]

)xk(l _ x)n—k

= (1 = x)Bypn-1(x) + xByg_17n-1(x)
elde edilir.

Teorem 2.2.3. Bernstein polinomlar1 pozitif tanimlidir. 0 < x < 1 i¢in, By ,(x) = 0

dir.



Ispat. Tamm 2.2.1 deki, By, (x) = (})x*(1 — x)"* ifadesinin sag tarafindaki

carpanlarin hepsi 0 < x < 1 i¢in pozitif veya sifir oldugundan By, ,(x) = 0 dir.

Teorem 2.2.4. n. dereceden (n + 1)-tane Bernstein polinomlarinin toplami, (n — 1).

dereceden n tane Bernstein polinomlarinin toplamina esittir.

n n—1
> Bin() = ) Bes ()
k=0 k=0

dir.

Ispat. Tanim 2.2.2. den;

zn: (Z) Q- F = (x+(1-x))" =17

k=0

dir. Burada 1™ = 1™ esitligi kullanildiginda;

n-1 n
= ) = 3 () = Y )
k=0 k=0

elde edilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 2.2.5. n. dereceden (n + 1)-tane Bernstein polinomunun toplami 1 dir. Yani

n
Z Bk,n(x) =1
k=0

dir.
Ispat. Bir 6nceki teoremden, Y.p_o By (%) = Y223 By n_1 (x) yazilabilir.

Bu sekilde devam edilirse;

n n-1 n-2 1
Y Ben@ = ) Bun () = ) Buns() == ) By =1
k=0 k=0 k=0 k=0

elde edilir. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmaig olur.



Teorem 2.2.6. n. dereceden Bernstein polinomlarinin tiirevi (n — 1). dereceden

Bernstein polinomlarinin lineer birlesimi k = 0,1,2, -+, n olmak {izere

d

aBk,n(x) =R (Bk—1,n—1(x) - Bk,n_l(x))

seklinde yazilir.

Ispat. Tanim 2.2.1. den;

d

o Ben() = = [() 2~ 0]

= k(1) 1A =0 = (= k) () ¥ — i

n—1

k

=7 [(Z : 1) x*=1(1 — x)n-1-Gk-1) _ (

)xk(1 _ x)n—l—k]

=n (Bk—l,n—l(x) - Bk,n—l(x))
elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.

Ureteg fonksiyonlari, polinomlar ile ilgili problemlerin ¢oziimiinii yapmak
icin kullanigli bir bulustur. 2010 yilina kadar, Bernstein polinomlarinin iireteg
fonksiyonu bilinmiyordu. 2010 yilinda, Bernstein polinomlarinin iireteg
fonksiyonlar1 A¢ikgdz ve Araci ([1]) tarafindan verilmistir. Sonra, bu polinomlar
Analitik sayilar teorisi literatiiriinde yerini almigtir. Daha sonra, bu iirete¢ fonksiyonu
Analitik sayilar teorisi igerisinde ¢alisan bir¢ok bilim insaninin ilgisini ¢ekmis ve bu
tirete¢ fonksiyonu yardimiyla Bernstein polinomlarinin bir¢ok ilging 6zellikleri

verilmistir ([45], [55], [60], [63]).

Teorem 2.2.7. (Acikgoz ve Araci [1])t € C, k =0,1,2,--,n ve x € [0,1] olmak

uzere

(tx)* = t"
Feln,t) = = et = 3 B ()
n=k

dir.



ispat. F, (x, t) fonksiyonunun et~ garpaninin Taylor agilimi:

had n
et(1-x) — Z(l — x)nf_
n=0 e

dir. Yukaridaki esitlik, F, (x, t) fonksiyonu igerisinde yazildiginda;

n+k

tn_ = k nt
E—Ex 1 -x) n!k!
n=0

elde edilir. Yukdaridaki bagmtinin sag tarafi, (n + k)! ile ¢arpip boliindiigiinde:

k
Fo(xt) = (t:,)

[ee)

i(n+k> k(l—x)" +k)' Z k(l_x)n—k;_T

n=0 n=

elde edilir. Boylece, arzu edilen esitlik:

S t" tx)®
Fp(x,t) = Z Bk'n(x)ﬁ ve F(x,t) = ( ') et(1-x)
n=k '

gosterilmis olur.

Teorem 2.2.8. (Acikgoz ve Araci [3])t € C,ny,n,, -, n, €N, k; =0,1,2, -+, 15

vei=0,1,2,---,m olmak tuzere

(0] [e0] [e0]

t™i
Z Z Z Bk1kz Skmingna, nm(xpxz." xm)l—[

n1=k1 n2=k2 Tlm—km

=1 (tx)"
l_[ k]| pt(m-32 x;)
=1 ¥

dir.

Uyar 2.2.1. Teorem 2.2.8. icerisinde m = 1 alindiginda Teorem 2.2.7. elde edilir,
m=2 ile x; =x ve x, =y alindiginda Acikgoz ve Araci nin iki degiskenli

Bernstein polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir. Bu iirete¢ fonksiyonu:

10



th the (tx)kl (ty)kzeZt
Z Z Bklkznlnz( y) - t( + )
nllnz' kl!kz!e Xty

ni=kq np=

seklinde tanimlanmistir ([3]).

11



BOLUM 3
BERNOULLI SAYILARI VE POLINOMLARI

Bernoulli polinomlarmin iirete¢ fonksiyonu, B, (x)

F(x,t) =

i B (x) — (3.1

esitligi ile tanimhidir. Ozel durum olarak denklem (3.1) icerisinde x = 0 igin
B, (0) :== B, elde edilir ve burada ki B, Bernoulli sayis1 olarak isimlendirilir.

Bernoulli sayilarini iireten fonksiyon

- Z Bus (3.2)
n=0 '

dir. (3.1) ve (3.2) denklemlerinden

FO =

F(x,t) = e**F(t) (3.3)

fonksiyonel denklemi bulunur. (3.3) bagintisindan

Z B (x) <Z tf) (i B, ;—7:) (3.4)

n=0

esitligi elde edilir. Burada

(Z5) (25 220w

Cauchy carpimi olarak bilinen esitlik (3.4) te uygulanirsa,

i Bn(x)%r!: = i (i (Z) ;s Bk);—r: (3.5)
n=0 n

=0 \k=0

12



serisel esitlik elde edilir. Burada, Enzl katsayilar esitlenerek,
n
n
B, (x) = 2 () =" By (3.6)
k=0

seklinde Bernoulli polinomunun iyi bilinen ag¢ik formuli bulunur.

Teorem 3.1.n € N igin,

n
n
Bn(X) = Z (k) xn_kBk
k=0
dir.
Asagidaki teorem Bernoulli sayilarini elde etmek igin kullanigh bir yineleme
bagintisidir.

Teorem 3.2.n € N igin,

1,n=1

Bo=1 (B+D)"—B,={;" 2]

dir.

Ispat. Bernoulli sayilar1

TR
= —ZBnm (3.7)
n=0

ifadesi ile tanimlidir ve burada B™ := B,, dir. (3.7) denkleminde her iki tarafint - 0

iken limiti alinirsa,

. t
lim

t—»oet—1:1=B°

elde edilir. Bu esitlik Teoremin bir parcasiydi ve kanitlanmis oldu. (3.7)

denkleminden

t = @B+t _ gBt

13



ifadesine ulagilir ve burada eksponensiyel fonksiyonlarin Taylor a¢ilimi kullanilarak,
co tn
— n _ -
t= ) (B+1" - B
n=0
esitligi elde edilir. Bu esitlikte katsay1 karsilagtirmasi yapildiginda istenilen ispat

tamamlanmig olur.

Calismamizin amaglarindan biri, Bernoulli polinomu ile Bernstein polinomu arasinda
kullanigh  bir baginti vermektir. Bunun i¢in Bernoulli polinomunun simetrik

ozelligini bilmek ileriki boliimde kullanigl olacaktir.

Teorem 3. 3. (Bernoulli polinomunun simetrik 6zelligi). n € N ig¢in,
Bn(1—x) = (=1)"B,(x)

dir.

Ispat. Bernoulli polinomunun iirete¢ fonksiyonu kullanilirsa

F(1-x,t) =———e(®t
e —
. o (-t
= —_ —_— — x(-t)
Z Bald —x) - eCn_1°
n=0
oo tn
— — n —
=) OB
n=0

elde edilir. Boylece tirete¢ fonksiyonu yardimai ile istenilen teorem kanitlanmis olur.

Teorem 3.4. (Bernoulli polinomlari icin Raabe Formulii).
d-1 i
B, (dx) = d* L Z B, (x + E)
k=0

dir.

Ispat. (3.1) bagmntisindan,
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dtx _—

e — dtx
e —1g'—1 et —1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmaig olur.
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BOLUM 4
EULER SAYILARI VE POLINOMLARI

Tezin bu boliimiinde, Euler sayilar1 ve polinomlarinin temel 6zellikleri

incelenecektir.

Tanim 4.1. Euler polinomlar1, E,, (x),

M(x,t) =

- Z En(x)g—:, It] < (4.1)

n=0

et +1
irete¢ fonksiyonu ile tanimlanur.

(4.1) igerisinde x = 0 alinirsa,

En(0) = By

elde edilir. Burada E,, Euler sayis1 olarak adlandirilir. Euler sayilari

et+1: n

n

2 > gn ’
M(t) = Z Eaeey  ltl<m (4.2)
=0 ’

tireteg fonksiyonu ile tanimlanir. (4.1) ve (4.2) bagintisindan,
M(x,t) = e**M(t)

bulunur. e** nin Taylor agilim1 ve gerekli islemler yapilirsa

> E05=Y (3 (rtn )
n=0

n=0 \k=0
elde edilir. Euler polinomlarinin Euler sayilar: cinsinden ifadesi asagidaki teoremde

n

verilir.
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Teorem 4.1.n € N igin,

Ea(0) = ) (1) X" B

k=0
dir.
Teorem 4.2.n € N igin

2,n=_0ise

Ey=1, (E+1)n+En={On>0ise

dir.

Ispat. Sembolik olarak E™ := E, alindiginda

® n

Ent_ — eEt - 2
ZO n! et+1
n=

elde edilir. Buradan,

eE+Dt | oEt — o

bulunur. Eksponensiyel fonksiyonlarin Taylor a¢ilimlar1 kullanildiginda,
oo tn
Z((E + D"+ En)ﬁ =2
n=0 '

elde edilir. Bu esitlikten,

2,n=20

n —
(E +1) +En”{0,n>0

bulunur. Bununla birlikte (4.2) bagmntisinda t — 0 iken limit alinirsa,

E°=¥:l—r>%ef+1=1

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Teorem 4.3. (Euler polinomlari icin simetrik 6zelligi). n € N i¢in,
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E,(1—x) = (-D"E,(x)
dir.

Ispat. Euler polinomlarmin tireteg fonksiyonu kullanilirsa,

wE(l_x)ﬁ_ G e(1-x)t
n nl et+1
n=0

esitligi elde edilir ve bu esitligin sag tarafinda bazi elementer islemler uygulanirsa,

2

— (-tx —- —1\n
e‘t+1e Z)( 1)"En (%) n!
fi=

n
ifadesi bulunur. Bu esitlikte %'- katsayis1 karsilagtirildiginda teoremin istenilen ispati

tamamlanmuis olur.

Teorem 4.4. (Euler polinomlari i¢in Raabe formulii). d = 1(mod2) igin,

d-1

"N e
E,(dx) =d kzzo( 1*E, (x+d)

dir.

Ispat. Euler polinomlarmin iirete¢ fonksiyonundan

> (v (e )2

d-1 (o] =
ky (dt)" 2 (x+B)an
=Z(Z’5n("+a) n! >=Zedt+1e( d
k=0 \n=0 k=0
d-1 (o)
_ Kkt _ at _ L
Tettr1/2.° —et+1ex _XE"(dx)n!
k=0 n=0

elde edilir. Burada katsay1 karsilagtirmas1 yapildiginda, istenilen sonug elde edilir.
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BOLUM 5
GENOCCHI SAYILARI VE POLINOMLARI

Genocchi polinomlar1 uzun stiredir bir¢ok matematik¢i tarafindan ¢alisilmasina
ragmen giinimiize kadar hala gizemliligini koruyan polinomlardir. Genocchi
polinomlarmin p-adik agilimlar1 Kim ([42], [50]) tarafindan, niimerik integrasyon
yapis1 Ryoo tarafindan ([62]), Genocchi polinomlarinin g-benzerleri Araci, Acikgoz
ve Qi ([30]) tarafindan tanimlanmis ve bu polinomlarin Bernstein polinomlar: ile

iligkisi Araci ve Acikgoz [36] tarafindan verilmistir.

Tezin bu kisminda Genocchi sayilart ve polinomlart tanimlanacak ve bunlarin

Analitik sayilar teorisindeki 6nemli teoremleri, ispatlari ile birlikte verilecektir.

Tamm 5.1. Genocchi polinomlari (Gn (x))

o)

Y 6@, < G.1)

n=0

2t
G(x,t) = Y 1ext =

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir.

(5.1) denkleminde x = 0 yazilirsa,

[ee]

Za (0)— =Z el < (5.2)

n:

G0O0,t)=G6() =

elde edilir. Burada G,,, Genocchi sayilaridir. (5.1) ve (5.2) esitliklerinden,
G(x,t) = e*G(t) (5.3)

fonksiyonel denklemi elde edilir.
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Teorem 5.1.n € N igin,

n

Gn(x) = Z (Z) X"k Gy,

k=0
dir.
Ispat. (5.3) denkleminde e** nin seri agilimi yerlestirildiginde,
Tl o] (o 9] n tn
Yooi=(2m5) (o) - B & ey
'/ \n=0 0

elde edilir. Yukaridaki uygulamalarda ilk ve son esitliklerde katsay1 karsilagtirilmasi

yapildiginda istenilen teoremin ispati tamamlanmig olur.

Teorem 5.2.n € N i¢in,

Gn+1(x)
n+1

E,(x) =
dir.
Ispat. (4.1) ve (5.1) den,

n+1

ch(x)% . ZEn(x) =

yazilir. Burada esit kuvvetlerin katsayilari karsilastirildiginda teoremin ispati

tamamlanmaig olur.
Teorem 5.3.n € N i¢in

dG (x)
dx

n 1(x)
dir.

Ispat. (5.1) in her iki tarafina % tiirev operatorii uygulanirsa,
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2t (d d [~ t
i) a(Z el a)

n=0

elde edilir. Genocchi polinomlar1 diizgiin yakinsak oldugundan terim terime
tiirevlenebilme 6zelligine sahiptir. Bu nedenle yukaridaki esitligin sag tarafinda tiirev

operatérii ile toplam yer degistirir. Oyle ki,

212 > (d £n
_ pxt — _ _
et +1 ¢ Z (dx Gn(x)) n!

n=0

bulunur. Burada

+1
.

(00 tn
PRAGES
n=0

elde edilir. t"*? in katsayilan esitlendiginde, teorem ispatlanmis olur.

- (d tn
n=0
Teorem 5.4.n € N i¢in,
Gn(1—x) = (=D™'Gp(x)
dir.

Ispat. (5.1) denkleminden,

2t e(l_x)t — _ﬂex(—t) — _G(x’ _..t)

—x,t) =
¢a-xt) et +1 e~ 41

bagintis1 elde edilir. Yukaridaki fonksiyonlarin yerine seri agilimlar1 yazilirsa,

c " g
Y Gl -0 =) UG =
n=0 n=0

bulunur. Yukaridaki esitlikte i in katsayilar esitlendiginde, teorem ispatlanmig
n!

olur.
Teorem 5.5.n € N i¢in,

Gni1(x + 1) + Gryr (x) = 2(n + D™
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dir.

Ispat. (5.1) bagmtisindan,

Gx+1,t)+G(x,t) = Z(Gn(x + 1+ Gn(x));—r:
n=0 .

yazilir. Buradan,

2t e(x+1)t + LeXt - Ztext

et +1 et +1

Z(Gn(x +1)+ Gn(x)):l—TI —
n=0

elde edilir. Bu esitlikte e** nin seri agilim1 yukaridaki son esitlikte yerine yazilirsa,

n+1

n!

;(Gn(x D+ 6@) = = Z(an)

n=0

bulunur. t"**1

in katsayilar1 karsilastirildiginda, teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
Teorem 5.6. n € N igin,

2, n=1ise

GO:O'(G+1)n+G"={0 n # 1ise

dir.

Ispat. (5.2) esitliginde, her iki tarafin t — 0 iken limiti alinirsa,

Gy =i 2t =0
O—tl—reget+1_

olarak bulunur. (5.2) de sembolik olarak G,, ;== G™ kullanildiginda

had n
ZGnt_=th= 2t
4 n! et +1
n=

elde edilir. Buradan,

G+t | oGt — o4
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ifadesini gormek kolaydir. Yukaridaki esitlikte eksponensiyel fonksiyonlarin seri

acilimlar1 kullanilirsa,
(o0} tn
D@+ +6)— =2
n=0 '

esitligine ulagilir. Bu bagintida katsay1 karsilagtirilmasi yapilirsa teoremin ispati

tamamlanmais olur.

Genocchi polinomlarinin 6nemli 6zelliklerinden bir tanesi de dagilim formuliidiir. Bu

bagint: ile, bir 6l¢li tanimlanabilir ve Genocchi polinomlarinin p-adik agilimi inga

edilebilir.
Genocchi polinomlarimin dagilim bagmtisi agagidaki teoremle verilir:

Teorem 5.7. d = 1(mod2) ve n € N i¢in

d-1
L w k
G, (dx) = d 1;( 1)"Gn(x+d)

dir.

Ispat. d = 1(mod2) igin,

i (d-l dz_l(—ﬂ"cn (x + S)) (d;!)n

oo a-1
ky@O)" 1, 2dt (i Byan
(—1)kz Gy, (x+—) kZ;( 1)k T le( )t

nl  d

il . i s
bulunur. Yukarida r katsay1 karsilastirmasi yapildiginda, teoremin ispati

tamamlanmig olur.
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BOLUM 6
g-ANALIZ

g-analiz bir¢ok matematik¢inin ve diger bilim adamlarinin ¢aligma alanina girmistir.
Glinlimiizde matematigin bir¢ok alaninda kullanilmaya baslanmistir. Bunlar arasinda
ozellikle kombinatorik, spektral teori, 6zel fonksiyonlar, Stirling sayilari, Bernoulli
sayilar1 ve polinomlari, Euler sayilar1 ve polinomlari, Genocchi sayilari ve
polinomlar1, Frobenius-Euler sayilar1 ve polinomlari, g-6l¢iim, g-quantum gruplar

sayilabilir.
Bu bolimde g € Cise |q| < 1 olarak alinacaktir.

Tanim 6.1. x herhangi bir degisken olsun. x in g-agilim1 agagidaki gibi tanimlanir:

x_1 _
[lg =gl =5 =1+q+q" ++q"".

Uyan 6.1. lim,_,4[x], = x dir.

$imdi [x], nun baz: 6zelliklerini inceleyelim.

D) [x+ylg= qx;:l = qx+y__qq_x:_qx_1 = [x]q + a*[Y]g,
2) [x] = % - ql"‘f%f = q'*[x]g,

3) [—xlg =L = —q*[xl,,

) [yly =L=2 = L2 ) [y,

q-1 q*-1 q-1
1908 de, g-fark operatérii Jackson tarafindan asagidaki gibi verilmistir:

(Daf)(x) = % gec—{1}

Eger f fonksiyonu x noktasinda diferansiyellenebiliyorsa

24



af(x)

lim(Dyf) () = =2
dir.
g-Jackson tiireve bir uygulama olarak,
x" — (qx)"
D x™ — n-—1
9 (1-qx [nlqx

g-analiz ile ilgili ayrintil1 bilgi i¢in [41] incelenebilir.
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BOLUM 7
p-ADIK ANALIZ

Bu bolimde p-adik analizde kullanacagimiz bazi temel kavramlar, tanimlar ve

teoremleri verecegiz.
7.1. p-ADIK ANALIZIN TEMEL BiLGILERI

Tanmmm 7.1. p sabit bir asal say1 ve a € Z— {0} olsun. a asal ¢arpanlarmna

ayrildifinda p yi igeren en bilylik kuvveti "ord,a" ile gosterilir; dyle ki m,
a = 0(modp™)
ozelligindeki en biiyiik tamsayi ise o zaman
m = ord,a
dir denir.
ordya ile ilgili birka¢ uygulamay: asagidaki gibi verelim:
ord,42 =1, ord,216 = 3, ord3;91 =0, ...

dir. Ozel olarak ord,0 = oo almacaktir.

ordp(a,a;) = ordya; + ord,a,
dir. Herhangi bir x = % rasyonel sayisi i¢in,

ordyx = ordya — ord,b

dir. Q izerindeki p-adik norm agagidaki gibi tanimlanmustir:

1

ordpx ’

x # 0ise
x|, = yp
0

. x = 0 ise.
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Buna gore, |61 = |15, = 3, [141], = 1, |§|2 = 4 tir.

Bu norm klasik normun {iggen esitsizliginden dolay1 daha giiclii olan (ve giiglii iggen

esitsizligi diye adlandirilan)
lx + yl, < max{|xl,, [ylp}

kosulunu saglar. Bu kosulu saglayan norma ise Arsimedyan olmayan norm denir. Bu

normun indirgedigi metrige de Arsimedyen olmayan metrik (ultrametrik) denir

([70D.

Z,, p-adik tamsayilar1 anlamina gelir ve agagidaki gibi tanimlanr:

Tamim 7.2. p bir asal say1 ve 0 < a; < p,a; € Z, olmak iizere Y., a;p° seklinde

ifade edilen sayilara p-adik tamsay1 denir.

Tim p-adik tamsayilarin halkasi Z, ile gosterilir.

Qp, p-adik rasyonel sayilarin kiimesini gosterir ve p-adik rasyonel sayilar asagidaki

gibi tanimlanir:
Tamm 7.3. Q, = {x = X7-_; a,p™: 0 < a; < p — 1} seklinde tanimlanir.

Bu tanim igerisinde, yeterince biiyiik 7 ler i¢in a_,, = 0 dir. Yani x € Q,, ise

— — 2 a-1 a-k
X =-+0aa:000_1Q_3 .0 =+ Ap° + a;p + ag + 7 T == 79—"_
dir. Ozel olaraka_; =a_, = =a_, =0isex € Z, dir. Qp nin cebirsel kapanist

Ep olmak iizere, Cy, _Q_p cisminin |. |, normuna gére tamlamasidir ([70]).

p-adik analizin reel analizden farklilagtifi noktalardan biri: @, lizerinde bir serinin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul genel terimin limitinin sifir olmasidir.

Uyar 7.1. |. |, normunu kullanarak, Z,, asagidaki gibi ifade edilebilir:

Z, = {x € Qu: Ix|, < 1}.
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Tamm 7.4. Q,, metrik uzayinin tiim agik kiimeleri a € @, ve n € Z olmak iizere
a+p"Z,={x€Q,lx—al, <p™}

seklindeki agik araliklarin birlesimidir. @, nin agik bir alt kiimesinin kompakt
olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul acik alt araliklarinin sonlu birlesimi olarak

yazilabilmesidir. Bu kiimelere kompakt-ag¢ik kiime denir.

Teorem 7.1. X, Q) nin kompakt-agik altkiimesi olsun. X in agik alt araliklarindan Q,,

ye tanimli her p dontistimii a + p™Z,,, X in bir altkiimesi olmak iizere

p-1
pla+p"z,) = Z pu(a + bp™ + p™*1z,)
b=0

sartini sagliyorsa X {izerinde tek bir sekilde p-adik dagilima genisletilir ([70]).
Simdi birka¢ p-adik dagilim1 verelim:

1) Haar dagilimi: p-adik Volkenborn integrali ingasinda ¢ok 6nemli bir yere

sahip olup, Uyqqr ile gosterilir ve
1

o a€E’z

.uHaar(a +p" p) = P

olarak tanimlanir. Yukaridaki teoremi kullanarak, py ;4

1 1
-

p—1 p-1
Z Huaar(a + bp™ +p™'Z,) = Z pn = D = u(a +p"Zy)
b=0 b=0

elde edilir. O halde pyqqr, Zp lizerinde bir p-adik dagilimdur.

2) Dirac Dagihm: a € Z, ve U, @, nin kompakt agik bir alt kiimesi olmak

uzere

1, a € Uise
““(U)_{O, a ¢ Uise

seklinde tanimlanir.

3) Mazur Dagilimi: a € Z ve 0 < a < p™ — 1 olmak iizere
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a

1
.uMazur(a +p" p) = E{ - E

seklinde tanimlanir.

4) Bernoulli Dagilimi: Bernoulli dagilimlarinin p-adik analizde ve olasilik
teorisinde olduk¢a Onemli uygulamalari oldugundan, bu dagilim kisaca

incelenecektir:

0<a<p"—1vek € Z* olmak iizere a + p"Z, araliklari lizerinde Bernoulli

dagilimi:

a
usx(a+p"z,) =p"* VB, (27)

seklinde tanimlanir. Burada By, (;,971) Bernoulli polinomlaridir. pg , Z, tizerinde bir

dagilimdir. Ozel olarak k = 0 i¢in

n o ay 1
upo(a+p"Z,) =p "By (p—n) =
elde edilir. Yani pip g = Upgqr dir. kK = 1igin
n _ ay a 1
up1(a+p"Z,) = B (p—n) =73

elde edilir. Yani pg 1 = lpygzyr dur. k = 2 igin

2

a a 1
[.1313(61 + anp) = pn <Fﬁ — p—n + g)

olur.

Tanmm 7.5. u, X iizerinde bir p-adik dagilim olsun. Her U € X kompakt-agik
altkiimesi igin |u(U)|, < B olacak sekilde B € R varsa u ye p-adik olgiim denir

({70]).
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Yukaridaki p-adik dagilimlardan sadece Dirac dagilimi bir Sl¢timdiir. Ciinkii her U
kompakt-agik altkiimesi i¢in 0 < p,(U) <1 dir. Diger dagilimlar smirh

olmadiklarinda 6l¢tim degildir.

Verilen sinirsiz bir p-adik dagilimi p-adik 6lgtime ¢evirmek i¢in bu dagilim iizerinde

baz1 uygun degisiklikler yapmak gerekir. Ornegin, Bernoulli dagilimlari
e (U) = ppp(U) — a % g (al)
§eklindé tanimlanirsa 6l¢tim olur.
Burada a € Z,a # 1,p t @ ve U kompakt-agik, U C Z,, dir. k = 1 i¢in
Iﬂl,a(U)lp <1
dir.

p smirsiz bir p-adik dagilim olsun. f/ yerel olarak sabit bir fonksiyon ise [ fdu
tanimlanabilir. Fakat stirekli fonksiyonlarin integralinde Riemann toplaminin limiti
sorun teskil edebilir. Ornegin, f :Zp > Zy, f(x)=x fonksiyonunun Riemann

toplamini olugturalim:
I = Upaar olsun. Xxg v,
—p"-1
Z, =Upy (a+p"Zp)

pargalanisindaki a. aralikta keyfi bir nokta olsun. {xa'N} pargalanigina karsilik gelen

N. Riemann toplami,

p™t-1 o1
X
Swfram) (1) = Z f(xan) u(a +p"Z,) = Z .
a=0 ) p
dir. Ozel olarak x, y = a ise
pN-1
N
a p¥-1
p 2
a=0
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bulunur. Buradan

) 1
1\1,1_1}30 Snia(f) =— >

elde edilir. Burada p-adik anlamda limit, limy_,, pV = 0 dir. Fakatx,y = a € a +

pN Z, yerine her N i¢in ay € Z, olmak lizere
Xgn = a+app" € a+pVZ,
olarak secilirse Riemann toplami1

pN-1 pN-1 s . y .
: a ayp p" —

a=0 a=0

olur. Buradan

] 1
1\1,1_1;1;10 SN,{a+a0pN}(f) = - E + ap

elde edilir. Bu limitin degeri aralikta secilen noktaya baglidir. Dolayisiyla nokta
degistikce toplamin limiti farkli sayilar olacagindan, Riemann toplaminin limiti

yoktur ([70]).

Tanmm 7.6. 4, @, nin kompakt-acik bir X alt kiimesi {izerinde taniml bir Slgtim ve
f:X — @, stirekli bir fonksiyon ve a + p¥ Zy, olsun. Bu durumda f fonksiyonunun

Riemann toplami

p¥-1

SN,{xa,N}(f) = Z f(xa,N) .u(a + pNZp)

a=0

seklinde tanimlanir. Burada a € a +p"Z, c X i¢in x,y,a +p"Z, aralifindan
segilmistir. @y tizerinden N — oo igin Sy (.., N}( f) bir limite yakinsar. Bu limit {xa,N}

seciminden bagimsizdir ([70]).

Tamm 7.7. f: X — Q,, siirekli bir fonksiyon ve y, X lizerinde bir 6l¢iim ise o zaman

f nin p dl¢limiine gore integrali
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Jim Sy e,y (F) = ff#
olarak tanimlanir.

Tamm 7.8. X, C, nin ayrik noktasi olmayan bir alt kiimesi olsun. f:X — C,

fonksiyonu ve x,y € X, x # y i¢in

_ [0 -f®)

F,
f(x;}I) X—v

olarak tamimlanan iki degiskenli F¢(x, y) fonksiyonu igin

lim  Fr(x,
xy)-(aa) T ()

mevcut ise f fonksiyonuna a € X noktasinda siirekli (diizgtin) diferansiyellenebilir
denir. X in her noktasinda stirekli diferansiyellenebilen bir f fonksiyonuna da siirekli
diferansiyellenebilir =~ fonksiyon denir. Biitiin siirekli  diferansiyellenebilir

fonksiyonlarin kiimesi
CH(X - C,) ={f If: X - C,, f stirekli dif eransiyellenebilir}
ile gosterilir ([70]).
Tanim 7.9. f € C (Zp, Cp) = {f If: X -Gy, f sﬁrekli} olsun. f nin belirsiz toplam1

Sf ile gosterilir ve

SFm =) fG), neN
=0

olarak tanimlanir. f € C*(Z, - C,) ise Sf € C*(Z, - C,) dir ([70]).
7.2. VOLKENBORN INTEGRALI VE OZELLIiKLERIi

Tanmm 7.1.1. f € C 1(Zp - Cp) olsun. f nin Volkenbrn integrali
1o
) = lim — " £()
Zp n—)oop e
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seklinde tanimlanir ([46], [47], [48], [51], [52], [56], [66], [67], [68], [69], [70]).

Teorem 7.1.1. du(x) = pygar(x +p"Z,) = —p—ln- olsun.

D) f, FO) du(o) = limp oo LT = (5£Y(0).

Burada

d(S
(spy o = 27)

dir.

2) pr FGOdp(x) = lim,e f(o)+f(1);;.+f(pn~1)
dir.

3) [, (FGc+ D = F(@) du@) = £/(0)
dir.

) Jp (G +n) = f())dulx) = X5 £/

dir ([70]).

Volkenborn integralleri kullanilarak bir¢cok 6zel say1 tipinin tiirete¢ fonksiyonu
bulunabilir. Ornegin, Bernoulli sayilarinin {irete¢ fonksiyonu igin asagidaki

uygulamay1 verelim:

Yukaridaki teoremin (3). sikkinda f (x) = e** olarak alindiginda,
f (e(x+1)t _ ext) du(x) =t
Zp

bulunur. Gerekli islemler yapildiktan sonra,

fz e*tdu(x) =

p

et —1
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bulunur. Yukaridaki esitligin sol tarafi Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu

verir. Bu nedenle,

[ee] tn
fz e*tdu(x) = B"ﬁ

14 n=0

esitligi yazilabilir. e** nin Taylor agilim1 yukaridaki esitlikte yerlestirildiginde,

2], )i 2o

n=0 n=0

.t -
dir. — katsayilar1 karsilastirildiginda,

= f " dp(x)

p

elde edilir.
7.3. FERMIONIK p-ADIK INTEGRALI VE OZELLIKLERI

Tanmm 7.2.1. f € C (Zp - Cp) olsun ve p tek dogal say1 olsun. f nin fermionik p-

adik integrali

p"-1

| 7 duaG) = Jim Y (DG
: =

seklinde tammlanir ([44], [48], [49], [53]).
Teorem 7.2.1. du_;(x) = p_4(x + p"Z,) = (—1)* olsun.

D) f, fG)duoy() = limp 355 (D' O)
dir.

2) J, (FG+ D)+ F())dus () = 2 (0)
dir.
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3 [ (Fa+m) + D) dpns () = 2557 FO

dir ([44], [48], [49], [53]).

Fermionik p-adik integraller kullanilarak hem Euler tipli sayilarin hem de Genocchi

tipli sayilarin ve polinomlarinin tirete¢ fonkisyonlar1 bulunabilir.

Yukaridaki teoremin (2). sikkinda f(x) = e** almursa,

(e(x+1)t . ext)d[u_l(x) =2
Zp

elde edilir. Yukaridaki esitlikten,

fz e*du_;(x) = ]

14

bulunur. Bu esitligin sag tarafi Euler sayilarmn iirete¢ fonksiyonudur. e** nin Taylor

acilim1 bu esitlikte yerine yazildiginda,
= i - o
> < | x"duﬂ(x))m =) Eac
n=0 \"%p n=0
elde edilir. Katsayi karsilagtirilmasi yapildiginda,
Bo= [ amdua@
Zp

elde edilir. Teorem 5.2 den biliniyor ki,

Greq ()
E = —
n(%) n+1
dir. Burada x = 0 alindiginda,
Gn+1
E =
" n+1

elde edilir. Boylece,
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G
B _ f Xl (%)
Z:

14

oldugu goriiliir ([30]). Fermionik p-adik integral ilk olarak Giiney Koreli Profesor
Taekyun Kim tarafindan tanimlanmig ve birgok uygulamasini vermistir. Son
zamanlarda fermionik p-adik integral, Euler, Genocchi ve Frobenius-Euler tipli
sayilarin ve polinomlarin iirete¢ fonksiyonlarini tanimlamada kullanilmastir.
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BOLUM 8
LEGENDRE POLINOMLARI VE BERNSTEIN POLINOMLARI
1—-x2)y"+2xy'+n(n+1)y=0 (8.1)

denklemine n. dereceden Legendre deklemi denir. Burada n herhangi bir pozitif reel

sayidir. (8.1) denklemi

yomr—x2? 1—x2 7~
seklinde yazilirsa x = 1 ve x = —1 noktalar1 diizgiin tekil noktalar olacaktir. Ayrica
§ = idﬁnﬁsﬁmﬁ yapildiginda, (8.1) denklemi
d2y+ 2 2 ]dy+ nn+1) _ g
ds2 ' ls s(s—1D(s+1lds s2(s2-1)

seklinde olur. Boylece, diferansiyel denklem sonsuzda da bir diizgiin singiileriteye

sahiptir. Oyle ise bu noktalar disinda,

2X
1-x2

n(n+1)
1—x2

P, (x) = ve Pp(x) =

fonksiyonlar1 analitik fonksiyonlardir. Bu nedenle, x = 0 noktas1 komsulugunda

|x| < 1 araliginda (8.1) denkleminin

[ee]
y= ) cpxk
k=0
seklinde bir ¢6ziimii bulunabilir ve buradan

5]
1 (-1 n
y = P(x) =2_"Zk!(n—k)!(n—2k)!x *

k=0
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elde edilir.

Tamim 8.1. Legendre polinomunun iireteg fonksiyonu:

[e e}

— -
= B,(x)t™
Vi—2xt+tz &

=0

bagintisi ile tanimlanir.

Ureteg fonksiyonunda x = 1 i¢in

S L. 11 S,

= vi-2t+t2 Ja-0? 1-t &

elde edilir. Bu egitlikte t™ katsayilari karsilastirildiginda, n € N igin
P,(1) =1,

elde edilir.

Legendre polinomu i¢in Rodrigues formiilii

n

-1y

Px) = nl2ndxmn

seklindedir. Bu bagintidan,
n = 0igin Py(x) =1,
n=1ig¢in P;(x) = x,

3x2-1
2

n = 2i¢in P,(x) =

polinomlar elde edilir.

Legendre polinomu

2

f PP G) dx = {—

-1 0, m # nise,

m=nise
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seklindeki ortogonallik 6zelligine sahiptir.

Tezin bu kisminda, ortogonallik 6zelligi kullanilarak, Legendre polinomunun

Bernstein polinomu arasindaki iligki verilecektir.

P, = {q(x) € Q[x] I derp(x) < n} olsun. I¢ carpim

1

(0,00 = | 6@a6dxn @6, a6 € P
-1
seklinde tanimlanir. Burada {Py(x), P;(x), -+, B,(x)}, P, i¢in ortogonal bazdir.
Simdi, q(x) € P, olarak alindiginda

q(x) = CoPo(x) + CPi(x) + -+ + Cu Py (x) = Z CyPr(x)
k=0

yazilir ve burada G,

1 k

1 1/7d
Cr = {q(x), P (x)) = f Pp(x) g(x)dx = mf <W (x% — 1)k> q(x)dx
P2%J)_4

-1

seklindedir. g(x) = x™ € P, olarak alindiginda,

n! 1 dk—l
— : 2 k -
Ck = _k!Zk_[l(dxk‘l (X —1) )xn ldx

dk—Z

daxk—2

nn—-1) (!

= OO = (

(x? — 1)") x™2dx

nn-1)-Mn—-k+1)

= (D 2Kk

1

f (x% — Dkx™*ax
~1

elde edilir. f_ll(x2 — 1)*x™*dx integrali

1
f (x% — 1)kx"kdx
-1
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= —— o _ k1nk+2
n-— k+1_[ (x* -1) dx

2%2k(k -1 4
— (_1)2 ( ) f (xz _ 1)k—2xn—k+4dx
1

nm—-k+1DMn-k+3)J_

B (—1)k2kk! 1— (_1)n+k+1
_(n—k+1)(n—k+3)---(n+k—1){ n+k+1 }

(=1)F2k k!
=1m—-k+DMn-k+3)-m+k—-1)’
0, (n+ k) tek ise

(n+ k) giftise

seklinde bulunur. Yukaridaki uygulamalardan asagidaki teoreme ulagilir.

Teorem 8.1. n € N oldugunda

n N (k!
_zkzzol‘[’“1 (n—k+2m—1) Pie(%)
dir.

Burada q(x) = Bj,(x) € P, alindiginda, Bernstein polinomu

Bin(9) = ) CiP(®).
k=0

seklinde yazilir. Burada Cj, katsayis1

k

1 (/d
Ck=(Bj,n(x)rPk(x))=W f (d = (x? —1)"> Bjn(x)dx

n—j s

()3, 7)o [ (G <)
olarak elde edilir.

Teorem 8.2. Her birn € N ve j € {0,1,2,-:-,n} i¢in
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n nJ ( n )
B - Z 21~k 2 nojoLL) —Dip
],n(x) $n+=11(l +j —k+2m— 1) ( ) k(x)

k=0 [=0,l+j=0(mod2)
dir. Burada
n _ n! _
(a,b,C) = ablel ° =4 tb+tc
dir.
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BOLUM 9
HERMITE POLINOMLARI VE BERNSTEIN POLINOMLARI

Hermite polinom sistemi cebir ve sayilar teorisindeki ¢aligmalariyla taninan Fransiz

matematik¢i Charles Hermite (1822-1901) tarafindan tanimlanmuagtir.
n bir parametre olmak {izere,
y'—2xy'+2ny=0

diferansiyel denklemine Hermite denklemi adi verilir. Bu denklemin ¢dziimii:

2]

y=Hi() = ) (D e
k=0

|

(Zx)n—2k

fonksiyonu ile tanimlanir ve Hermite polinomu olarak bilinir.

Tanim 9.1. Hermite polinomunun iireteg fonksiyonu

o0
tTL
ew#=2mm;mmwm<w
n=0 )

seklinde tanimlanur.

Hermite polinomlari i¢in Rodrigues formulii

n,—-x2

Hy(2) = (-1)"e™ ——

seklindedir.

Kim ve ark. ([59]) Hermite polinomlarinin uygulamasini ve Bernoulli ile Euler
sayilarini igeren Hermite polinomlari ile iligkisini verdi. Simdi bu tezde kullanigh

olacak ve [59] igerisinde tanimlanan bazi kavramlar1 verecegiz.
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P, = {p € Q[x] | derp(x) < n}, Q lizerinde (n + 1)-boyutlu vektér uzay1 olsun. Bu
uzayin en temel baz1 {1, x, x2, ---, x™} dir. Fakat {H,(x), H; (x), -, H,(x)} de P,
uzay1 i¢in iyi bir bazdir.

Hermite polinomlar1

© 2™\, n = mise
e **H_(x)H,, (x dx={ ’
f_oo n () Hm (%) 0, n # mise

ortogonallik 6zelligine sahiptir.

Kim ve ark. ([59])

0, [ = 1(mod2)
f e ™ xldx = “\/f , | =0(mod2),
- (L
2(3)!
esitligini verdiler. Bu bagintidan yola ¢ikarak,
0, n>mveyan <milen—m= 1(mod2)
) d_ne-xz xMdy =4 m! (D)™
dx™ - = ,n<milen —m = 0(mod2)
= e ()

ifadesini elde ettiler.

Hy(x), H{(x), -+, Hy(x), Py uzay1 igin

(), q(0)) = f e p(0)q(x) dx

i¢c ¢arpimi ile ortogonal bazdir.

p(x) € P, i¢in, p(x) polinomu

P() = ) Clt()
k=0

seklinde verilmistir. Burada C; katsayisi

1
C, =
T ok

(p(x), Hy (x))
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v

-
= ) pprdd )p(x)dx

dir.

Araci ve Acikgoz ([33]), p(x) i

B n(x) = Z Cy Hy (x)
k=0

olarak yazdilar. Burada Cj, katsayisini

(DR [ (dke¥
= Sy ) T ) Bun ()
_ k n—l _ = X
_ D n! (n—1D)! 1y f A\
2kt (n = D)! j_ol!(n—l—j)! o \dx¥
IR v ) (-1
K Ttk
k'j=0ve k—1-j=0(mod2) l (n -1 —])! 2U+j ( +]2 ) 1

seklinde elde ettiler.

Teorem (Araci ve Acikgoz [33]):n € Nvel € {0,1,2,---,n}ilek — 1 —j =

0 (mod2) olsun. Bu durumda

% _ -
fin) = n!kzw%j 0<l Jlr]) (n—1 —j)!zl+lj ](—l +J; k)!Hk(X)

S

dir.

44



BOLUM 10
GENOCCHI POLINOMLARI VE BERNSTEIN POLINOMLARI

Bu kisimda, Bernstein polinomunun fermionik p-adik integral igerisindeki
yansimasinin Genocchi sayist oldugu verilecek ve bu yansimalardan Genocchi

sayilari ile ilgili esitlikler verilecektir.
n > 1 igin;

G,(2)=G+2)"=(G+1+1)"

n

Z( )(G+1)l—n(G+1)1+Z ) (G + 1)

1=0
n n n
n n n
=n(2—Gl)—2(l)Gl = 2n—Z(l)Gl - Zn—Z(l)Gl
=2 =1 1=0
=2n—-(G+1)"=2n+G,
elde edilir.
Teorem 10.1. n > 1 oldugunda
G,(2) =2n+G,
dir.
n > 0 ig¢in,
1 =x)"dp_,(x) =
Zp
Gni1(—=1) _ Gpy1(2)
=_1n 1— nd_ = (=1)" n+1 =n+
O e e

dir.
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Teorem 10.2 (Araci, Acikgoz ve Qi [30]). n > 0 igin,

Gn+1(2) Gni1
4 = nd_ — n+1 — 3 n :
zp( x)"dp-q (x) n+1 n+1

Yukaridaki teoremlerden,

1-x)"du_1(x) =

Zp 1=0

k
= ()2 () v e )

=0

Mw

)Y ()| a-nmtdue

elde edilir. Bernstein polinomunun simetri 6zelliginden,

f Bin()du_s(x) = f Brsn(1 — ) du_s(®)
Z

P Zp
n-k k
n n—
= (k) ( )( 1)lj xRdp_q (x)

1=0 Zp

n—k
(n k)( 1) Glik+1

Lo [+k+1

bulunur.

Teorem 10.2 (Araci, Acikgoz ve Qi [30]).n € Nve k = 0,1,2,-:+,n igin,

[| e« (R (o255

Zp 1=0
dir. Ayrica,
G
n—k 2+ n+11, k = 0ise
S (Ao
l + k + 1 k k—1 ( Gn—l+1 ) i
1=0 Z(l)( 1) 2+n—l+1 ,k # 0ise
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dir.

Yukaridaki teoremin bir genellemesi olarak dereceleri birbirinden farkli s -tane

Bernstein polinomunun ¢arpimi fermionik p-adik integral igerisine yerlestirildiginde,

fz By, (%) -+ B (X)dp_y (x) = I—[ (T,i’) fz Xk (1 — x)ymttatins—ks gy (x)

14 j=1 14
ks k
n; S
== (kl) z ( : ) (_l)ks—l (1 _ x)n1+n2+--~+n5—-ldu_1(x)
Jj=1 1=0 Zp
s ks
_ (nj) Z <k5) (—1)ks-! (2 4 Gnytmproin-iss )
=1 k = l n1+n2+“'+ns_l+1-

elde edilir. Diger taraftan, farkli derecedeki Bernstein polinomlarinin ayri ayri

simetrik 6zellikleri p-adik tamsayilar {izerinde integrali alindiginda,

]_[Bk () | s @
Zp

ny+ny+--+ng—ks

(7;(1) z (n1 +n, + l +n, — kS) (_1)le $HSdy_ ()

=1 =0 14

s n1+n2+---+ns—ks

=1—I(Tll) (n1+n2+---+ns k)( 1)! Gliks+1
k 4 [ l+ks+1

bulunur.

Teorem 10.3 (Araci, Acikgoz ve Qi [30]).

5 (nD) Byn,, (x)) du_q1(x)
S ks
STTOY(5) ot (2 sty

j=1 =0

dir. Ayrica
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nit+ny+--+ng—ks

Z (nl +ny+ -+ ng — ks) (—1)! Griks+1
£ l l+ks+1

Gn1+n2+"'+ns+1

,k=0ise
n1+n2 +'+TLS+1
= ks
z (kS) (—1)ks— (2 N Gnytng+tng—1+1 ) k%0
i\ n+n,+o+ng—14+ 1)

dir.
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BOLUM 11
EULER POLINOMLARI VE BERNSTEIN POLINOMLARI

p-adik Euler polinomlar1 ilk olarak Giiney Koreli Profesér Taekyun Kim tarafindan
verildi. Fermionik p-adik integrali kullanarak, Euler tipli polinomlar1 elde etti.
Bunlar: g-Euler polinomlari, genellestirilmis g-Euler polinomlari, Dirichlet
karakterine bagli g-Euler tipli polinomlar1 elde etti ve onlarin tireteg fonksiyonunu
kullanarak polinomlarm farkli 6zelliklerini gosterdi. Profesér Kim’in ¢aligmalari
icerisinde, Mellin doniisiimiinii polinomlarin irete¢ fonksiyonlarina uygulayarak,
Euler tipli polinomlarin her birine ait Zeta-tipli fonksiyonlar elde etti. Daha sonra,
Zeta-tipli fonksiyonlarin negatif degerlerde polinomlarini interpole ettigini gosterdi.
Ayrica, fermionik p-adik integralin 6l¢i teorisinde kullanigh olan Lebesgue-Radon-

Nikodym tipi teorem ile olan iligkisini verdi.

Euler polinomlari, Euler’in zamanindan giiniimiize kadar bu polinomlar ¢alisilmakta

ve bu polinomlar gizemliligini korumaya devam etmektedir.

Tezin bu bolimiinde, Euler polinomlar1 ile Bernstein polinomlari arasindaki

bagmtilar verilecektir. Bu bagmtilardan Euler polinomlarmin ilging esitligi

gosterilecektir.
n > 0 igin;
n
n
E@=E+2"=E+1+D" =) ())E+1)
1=0

S
3

=1 =1



yazilir.

Teorem 11.1(Araci, Acikgoz ve Jolany [29]). n > 0 oldugunda,
E,2)=2+E,

elde edilir.

n = 0 igin,

A=x)"du_1(x) = (D" | (x—D"dpu_1(x) = (—D"Er(—1) = E,(2).

Zp Zp
bulunur.

Sonug¢ 11.1(Araci, Acikgoz ve Jolany [29]). n = 0 oldugunda,

(1 —-x)"du_1(x) = E,(2) =2+ E,

Zp
dir.
Teorem 11.2 (Araci, Acikgoz ve Jolany [29]). n > 0 ve k € {0,1,2,---,n} icin,

k

fz Bun ()0 = () ; ('l‘) (—1* 42 + E,_y)
ve
- 2+ Ey, .
- (” . k) U B = Z (1;) (—1)*42 + Ep_y), k # 0 ise
dir.

Ispat. Fermionik p-adik integral igerisinde bir Bernstein polinomu yerlestirildiginde,

b= Bun@dna = () | 2 -0t

14 p
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k

=Y () vt [ a-omtapco

1=0 Zp

k

=) () vt B,

=0

elde edilir. Bernstein polinomlarin simetri 6zelliginden

L = f Bin(Odpy(x) = f Bryn(1— %) du_s (%)
Z. Z.

()Y

=0

("7 )y fz Xdy_y (x)

QU

bulunur. I; = I, oldugundan, teoremin ispati tamamlanmig olur.

Teorem 11.3 (Araci, Acikgoz ve Jolany [29]).

fz (IS—[ Bk'ni(x)> dp_(x) = liI (il)i (kls) (—1)ks_l(2 + En1+n2+-~+n5—ks)
P \i=1

=1 =0

Ve
ni+ny+--+ng—ks K
ng+n, +--+ng—Kks
Yo (T ) 0B
y=0 4
2 + En1+n2+...+nsy k - 0
ks
Z (ks) (-1 (2 +E )k %0
l n1+n2+--~+ns—ks )
=0
dir.
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Ispat. Fermionik p-adik integral igerisinde dereceleri birbirinden farkli s-tane

Bernstein polinomlarmin ¢arpimi yerlestirildiginde,

I = f Bin, ()Bin, () - Byn (x)dx
Z

14

N
— T e 4 ks-1 A\t ng—k
—|H| (o) CDRT | @ —mymarnatnsheqy | (x)

Zp
s ks
n ks
= D (kl) IZ(; ( l ) (_1)ks_l(2 + En1+-~-+ns—ks)

bulunur. Bernstein polinomlarinin simetri 6zelligi kullanilarak,

L= ﬁBk,njm s ()
p \j=1

s ny+--+ng—ks K
_ (o ng +--+ng—Ks y y+ks
—ﬂ(k) Z ( l )(_1) fz XA (%)
=1 y=0 p
s Nng+--+ng—ks K
n; ny +--+ng—Ks
N (k) z ( . ) (=1)7Ey+ks
=1 y=0

elde edilir. I3 = I, esitlendiginde teoremin ispat1 tamamlanmig olur.
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BOLUM 12
BERNOULLI POLINOMLARI VE BERNSTEIN POLINOMLARI

Tezin bu son boliimiinde ise, analitik sayilar1 teorisi, kombinatorik, kompleks analiz
gibi alanlarda etkili bir konuma sahip “Bernoulli polinomlar1” ile yaklagim teorisi ve
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde etkili bir konuma sahip olan “Bernstein
polinomu” arasindaki bagintilar verilecektir.

n > 1igin,

B,(2)=B+2)"=B+1+1"

Zn:(?) (B+1)' = Zn:(rll) (61,4 B) = n+i(’;)31

=0 =0

n+B+1)"=n+(6,+B,)=n+B5,
elde edilir.

n > 0 oldugunda,

(1 =x)"dpu(x) = (D" | (x—D"du(x) = (=D"Bp(-1) = B,(2)
Zp Zp

bulunur. Yukaridaki esitlikten agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 12.1.
(1 —x)"du(x) = By(2) =n+ B,

Zp

dir.
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Teorem 12.1. n > 0 icin,

k

[ Bt auc = ()3 (}) 0148000
p =0

dir.

Ispat. Volkenborn integrali kullanilirsa,

| Bundir () =

N—r

f x*(1 =) *du(x)
Z

D

- (:)fz (1-1-2)1 -0 *du(x)

14

= (Z)i (e[ a-omiaueo

1=0 Zp

= (Z)zk: () Dt 1481

=0

elde edilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmaig olur.

Sonug 12.2.
k k
k n—k
Y ()Entm-t+ B =) (7] ) DB
1=0 =0
dir.
Teorem 12.2.

N

| (]_[ Bk,nl(x)) e
Zp \1=1
ks

n; ks
(k]) Z ( I ) (n1 +n, + -+ ng — [+ Bn1+n2+~--+ns—l)
= 1=0

-
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Ve

ny+ny+---+ng—ks

ny+ny+ - t+n;—ks
Yoo (T T B

=0
ny+ny+ o+ 05+ By yn,geing k =0ise
ks
= ks
Z ( l ) (Tl1 + le + ce + n-— l + Bn1+n2+...+n.__l),k 7= O
=0

dir.

Ispat. s-tane farkli dereceden Bernstein polinomlarmin p-adik integral icerisindeki

yansimasi asagidaki gibidir:

k

D =1

to= | B, 00~ B OGO = [ () [ L )

(IGO0 oo

=1 =0
N ks
k
- o S n1+n2+"'+ns—l+Bn 4ot ne—1
k l 1 S
=1 =0

elde edilir. Bernstein polinomlarinin simetri 6zelligi kullanilirsa,

fo = | Bymiony (1= 20+ By, (1 = (@)
Z

p

s ni+---+ng—ks
TICY S () cor [ wimeaucn
I=1 k j=0 J Zp
nq++ng—k
: n e Sn1+---+ns—ks .
S (DD A IS
=1 j=0 J

bulunur. Is = Iy oldugundan teoremin ispati tamamlanmis olur.
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BOLUM 13

SONUCLAR ve BULGULAR

Bu tez siiresince Analitik sayilar teorisi igerisinde birgok metod, 6nermeler ve

teoremler elde edildi. Calismalarimizin bir sonucu olarak, sonuglarimiz ve aldigimiz

atiflar google scholar sitesine gore agagidaki gibidir:

1)

2)

3)

4)

3)

6)

7)

8)

Bernstein poliomlarinin iirete¢ fonksiyonlar1 tanimlandi ve tireteg
fonksiyonunu kullanarak ilging sonuglar elde edildi, ([1]). Atif sayis1 : 22.
Farkli dereceden Bernstein polinomlarinin ¢arpimlarinin 0 dan 1’e
integrali verildi. Bu ¢arpimin gama ve beta fonksiyonlari ile esitligi
verildi, ([4]). Atif sayist: 28.

Fermionic p-adik integrali kullanarak, Genocchi tipli polinom ile Euler
tipli polinomlar ayni iirete¢ fonksiyonu ile birlestirildi ve onlarin zeta tipli
fonksiyonlar1 elde edildi, ([9]). Atif sayisi: 11.

Genocchi ve Euler tipli polinomlar genellestirildi ve onlarin p-adik log
gamma fonksiyonu ile iligkili oldugu gosterildi, ([8]). Atif sayisi: 8.
g-Euler polinomlarinin pek ¢ok a¢ik formiiller verildi ve onlar1 fermionik
p-adik integral tizerindeki yansimalari incelendi, ([7]). Atif sayisi: 5.
Farkl1 dereceden Bernstein polinomlarinin ¢arpimi fermionik p-adik
integrali lizerindeki yansimasinin Frobenius-Euler polinomlar1 oldugu
elde edildi, ([13]). Atif sayisi: 6.

Genocchi polinomlari, g-Genocchi polinomlari, twisted g-Genocchi
polinomlar1 gibi polinomlar ailesi tek bir tirete¢ fonksiyonu altinda
birlestirildi ve g-analiz i¢erisinde hem yeni hemde ilging sonuglar elde
edildi, ([15]). Atif sayist: 4.

Agirlikli Genocchi sayilar1 ve polinomlar: adi altinda yeni bir polinom
ailesi elde edildi ve onlarin interpolasyon fonksiyonu tiiretildi, ([31]). Atif

sayist: 11.
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