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BOLUM 1
GENEL TANIMLAR

1.1 TOPOLOJIiK UZAYLARDA TEMEL KAVRAMLAR

~

Tamim 1.1.1 : X bostan farkli bir kiime ve 3, X in kuvvet kiimesi olan P ( X') in bir
alt kiimesi olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan 3 ailesine X iizerinde bir topoloji
( topolojik yapt ) denir.
i) X ve g kiimeleri 3 ya aittir.

2

ii)  3’nun herhangi bir alt koleksiyonuna ait kiimelerin birlesimi yine 3J’ya
aittir. ( Yani I herhangi bir indis kiimesi ve i €1 icin Ui € Jise
U € 3 dur.)

iii) 3 ya ait iki kiimenin kesisimi yine J ya aittir. (Yani U,V € 3, UNV € 3 dur.)

3, X tlizerinde bir topoloji ise ( X , I ) ikilisine topolojik uzay denir. 3’nun

elemanlarina da; bu topolojik uzayin “a¢ik kiimeleri” ad1 verilir.

Tanim 1.1.2 : ( X, 3 ) bir topolojik uzay, U € X ve x € X olsun. Eger bir G € 3 kiimesi
icin x € G c U saglaniyorsa buna; U c X kiimesine x € X noktasinin bir komsulugu

denir. (X, 3 ) bir topolojik uzay x € X ve A X olsun.

x € U c A olacak sekilde bir U agik kiimesi varsa x noktasina A’nin bir i¢ noktasi ya
da A’min i¢i denir ve A° ile gosterilir. Yani A°= {x € U : x € U c A 6zelliginde en az
bir UE 3T vardir } dir. x € U € Aolacak sekilde v UE Jicin UNA # @ ise A’nmin
kapamgi denir ve A ile gosterilir. Yani A ={x€U:v UE JicinUNA # @ dir.}

A’ acik, A kapali bir kiimedir.



Tamim 1.1.3 : ( X, 3 ) bir topolojik uzay olsun. Eger V x,y € X ve x# y i¢in G,H c X
acik alt kiimeleri, x € G, y € H ve GN H = @ saglanacak sekilde bulunabiliyorsa ;
(X, 3 ) topolojik uzayina bir Hausdorff Uzay1 veya T, -Uzayi denir.

Tamm 1.1.4 : (X, 3) ve (Y, 3") iki topolojik uzay, f: X = Y bir fonksiyon ve x( € X
olsun. Eger f (x¢) noktasinin her acik V komsulugu icin f (U) € V olacak sekilde xo
noktasinin en az bir U acik komsulugu mevcut ise; f fonksiyonuna x, noktasinda
siireklidir denir. Eger f fonksiyonu her x € X noktasinda siirekli ise; bu f

fonksiyonuna X kiimesi iizerinde siireklidir veya kisaca; siireklidir denir.

Tanmmm 1.1.5 : ( X, 3 ) ve (Y, S*) iki topolojik uzay, f: X = Y birebir ve Orten
fonksiyon olsun. Eger hem f hem de " siirekli ise f *ye bu topolojik uzaylar arasinda
homeomorfizma veya topolojik es yapr doniisiimii ad1 verilir. Eger iki topolojik
uzay arasinda en az bir homeomorfizma varsa; bu iki uzaya homeomorfik veya

topolojik es yapili uzaylar denir.

Tamm 1.1.6 : ( X, 3) topolojik uzay ve A c X olsun. I, indis kiimesi olmak iizere,

(U aer , Anin bir ortiimii, yani A € U ;¢ ,U; olsun. Eger her A€1 igin U, agik ,

yani Uy € 3 ise (U;);e; ailesine A kiimesinin bir agik értiisii denir.

Tanim 1.1.7 : X bir kiime A € X ve Ul = (Uj)aey , A'nin bir 6rtiimii olsun. Eger bir
I' c Iigin W = (Uy)eq ailesi A’min yine bir ortiisii oluyorsa U' ne U nun bir

alt ortiisii denir.

Tamm 1.1.8 : ( X, I ) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Eger 4 kiimesinin (X, 3 )
topolojik uzayindaki her acik oOrtiisiinlin sonlu bir alt ortiisii bulunabiliyorsa A

kiimesine kompakttir denir.

Tamm 1.1.9 : ( X, 3 ) bir topolojik uzay olsun. Eger X bos olmayan ayrik ve agik iki
kiimenin birlesimi olarak yazilamiyor ise; bu ( X, 3 ) topolojik uzayina baglantihdir

denir.



Teorem 1.1.1: ( X, 3 ) baglantilidir < ( X, 3 ) da @ ve X den baska hem agik ve hem
de kapal1 kiime yoktur (Biilbiil, 2004).

Tamm 1.1.10: Bir A kiimesi dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesine denk ise A ya
sayilabilir bir kiime denir. Baska bir deyisle, f: A= N birebir fonksiyonu tanimlana

biliyorsa, A kiimesine sayilabilirdir denir.

Tamm 1.1.11: ( X, 3 ) bir topolojik uzay olsun. Her x € X noktasinin sayilabilir bir
yerel tabani varsa; bu topolojik uzaya birinci sayilabilir uzay veya kisaca A - uzayi

denir.

Tamm 1.1.12 : ( X, 3 ) bir topolojik uzay ve B © 3 olsun. Eger, her G € J igin
IBc Boyle ki G = U B seklinde yazilabiliyorsa; bu B ailesine 3 topolojisi i¢in

Beg'

bir taban adi verilir.

Teorem 1.1.2 : X bir kiime ve B c P(X) olsun. B’'nin X {izerindeki bir topolojinin

taban1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ,

) x=J B e

i1) Her B, , B, € B ve her x € B; N B, i¢cin 3 By € B dyle ki x € Bx € B; N B,
saglanmasidir (Biilbiil, 2004).

1.2 CARPIM UZAYLARI

Tammm 1.2.1 : ( Xy, 31) ve ( X5, 3, ) iki topolojik uzay ise ;

B={0:x0,|l0,€31, 0:€32}
ailesi X; X X, kartezyen carpim kiimesi lizerinde bir topolojinin tabanidir. Bir tabani
B ailesi olan topolojiye 31 ve 3, ‘nin ¢arpim topolojisi denir ve J; X J, ile

gosterilir. ( X; X X, , 3; X 3, ) topolojik uzayina da ( X1, 31 ), ( X2, 3, ) topolojik

uzaylarinin ¢arpim topolojik uzayi denir.

3



Tanim 1.2.2: ( X, 3 ) bir topolojik uzay ve N c X bir alt kiime olsun. Eger N = X ise N

alt kiimesine ( X, 3 ) topolojik uzayinda yogundur denir.

Tanim 1.2.3: Bir topolojik uzayin sayilabilir bir topoloji tabani varsa, bu topolojik

uzaya ikinci sayilabilir uzay veya kisaca A, —uzayi denir.

Tanmm 1.2.4: ( X, 3 ) bir topolojik uzay ve I = [0,1] kapal1 aralig1 olmak iizere her
f: I - X siirekli fonksiyonuna bu topolojik uzayda bir yol veya egri denir.

Egerf(0)=xvef(1)=yisefyolux veynoktalarini birlestiriyor denir.

Tammm 1.2.5 : ( X , 3 ) bir topolojik uzay olsun. Eger X in her iki noktasi
bu uzayda bir yol ile birlestirilebiliyorsa; diger bir ifade ile, her x,y € X igin
3f:1- X siirekli, f(0) = x ve f(1) = y yazilabiliyorsa, bu ( X, 3 ) topolojik uzayina
yol baglantilidir denir.

Bir alt kiimenin yol baglantili olmasi, o kiime {izerindeki alt uzayin yol baglantili

olmasi ile tanimlanir.

1.3 BOLUM UZAYLARI

Tanim 1.3.1 : ( X, 3 ) bir topolojik uzay, Y # @ bir kiime ve f : X = Y bir fonksiyon
olsun. f fonksiyonunu siirekli yapan Y iizerindeki en ince topoloji olan
3f ={HEYIfI(H)ET} topolojisine , f, 'nin Y lizerinde iirettigi tiimel topoloji

veya bitis topolojisi denir.

(X, 3) bir topolojik uzay ve "~" X iizerinde bir denklik bagintist olsun. Bir x € X

noktasinin denklik smifi [ x]: {y € X | x ~ y } olmak tizere X/ ~:{[x]|x € X} siniflar

kiimesine X’ in " ~ " bagintisina gore boliim kiimesi denir.
(X, 3) topolojik uzay ve " ~" denklik bagintis1 verildiginde /: X - X/ ~ |,

f (x) = [x] fonksiyonu ile X /~ boliim kiimesi iizerinde iiretilen tiimel topolojiye



béliim topolojisi ve bu topoloji ile X /~ bdliim kiimesine yani (X / ~, 3¢ ) topolojik
uzayma da ( X, 3 ) topolojik uzaymnin bir béliim uzayr denir. Bu f fonksiyonuna da

boliim fonksiyonu adi verilir.

NOT 1.3.1 : 3¢ nin tanimi geregince U € Ty ise f . (U) € 3 oldugundan f bolim
fonksiyonu siireklidir. Diger yandan siirekli her fonksiyon bir boliim fonksiyonu
degildir. Agik¢a bir U < Y nin (Y, 3¢ ) nun bolim uzayinda kapali olmasi i¢in
gerek ve yeter sart f 1 (U) kiimesinin ( X, 3 ) uzayinda kapali olmasidir. Bir bslim

fonksiyonu agik ya da kapali olmak zorunda degildir.

Teorem 1.3.1: ( X, 3 ) bir topolojik uzay ve Y bos olmayan bir kiime olmak iizere
f: X = Y Orten bir fonksiyon olsun f fonksiyonunu siirekli kilan Y kiimesi tizerinde

en ince topoloji Iy boliim topolojisidir. [8]

Ispat: Not 1.3.1 geregince f fonksiyonu siireklidir. ¢ topolojisi f fonksiyonunu
siirekli kilan Y topolojisi lizerinde herhangi bir topoloji olsun. Bu durumda U € p
isef:(X,3)— (Y, @) fonksiyonu siirekli oldugundan £ (U) € 3 dur. Bdylece J¢

nin tanimi geregince U € Iy dir. O halde g < 3¢ dir.

ORNEK 1.3.1: X={0,1,2} vef:[0,1] - X fonksiyonu

, x>0

fx)={ 1, x<0

N = O

seklinde tanimlansin bu durumda P(X)={<, X, {0}, {1}, {2} , {0,1}, {0,2}, {1,2} }
dir. Diger yandan;

f1({2}) =0

fH({X}) =R

f1({0}) =(0, ),
f1({1}) =(-==,0)
f*({0,1}) =(-e,0) U (0,%°)



kiimeleri R de acik ve
f({2}) ={0}
f7({0,2}) ={0}U (0,%2) = [0, =)
f5({1,2}) =(->°,0) U {0} = (-, 0]
kiimeleri R de acik olmadigindan boéliim topolojisi

3¢ - {9, X, {0}, {1}, {0,1}, } dir.

1.4 TOPOLOJIK UZAYLARDA AYIRMA AKSIYOMLARI

Tamim 1.4.1 : ( X, 3 ) bir topolojik uzay olsun.
1) Egerher x,y€EX, x#y icinGve H c X gibi iki agik kiime, (xE G,y & G) ve
(x €H,y € H) olacak sekilde bulunabiliyorsa, bu ( X, 3 ) topolojik uzayina bir

T; — uzay1 denir.

ii) Eger her kapali A € X ve x £ A i¢cin G ve H acik altkiimeleri, x EG, A € H ve
G N H = @ saglanacak sekilde bulunabiliyorsa, bu ( X, 3 ) topolojik uzayma bir

T; — uzayi denir.

iii) Hem 7; — uzay: hem de T3 — uzay: olan bir topolojik uzaya regiiler uzay denir.

Teorem 1.4.1 : ( X, 3 ) topolojik uzayimnin bir 73 — uzayt olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul; her x € X noktasinda kapali komsuluklardan olusan bir komsuluk tabaninin

bulunmasidir (Biilbiil, 2004).

Tamm 1.4.2 : ( X, 3 ) bir topolojik uzay olsun. Eger her kapali A,B cXveANB=9

icin G ve H agik altklimeleri, A c H, B € G ve G NH = @ saglanacak sekilde

bulunabiliyorsa; bu ( X, 3 ) topolojik uzayina bir T, —uzay: denir.

Teorem 1.4.2 (Urysohn Lemmasi):( X, 3 ) topolojik uzayi bir T, —uzayidir < (X, 3)
da kapali ve ayrik herhangi iki 4 ve B kiimeleri i¢in f(A) c {0} ve f(B) c {1}

6



kosullarini saglayan bir f: X — [0,1] c R siirekli fonksiyonu vardir (Biilbiil, 2004).

1.5 R™ DE TUREVLENEBILME

Tanim 1.5.1: x= (X1, X2,0, Xm ) ER™ ve f: R™ > R", f(x) = ( f1 (X) ,..., fn (X))
seklinde bir fonksiyon olsun. Eger fnin her bir degiskene gore r. dereceden tiim

kismi tiirevleri mevcut ve siirekli ise f fonksiyonuna C” simfindandir denir.

Tamm 1.5.2 : f: R™ > R" fonksiyonu C' sinifindan olsun. 1<i<n ve1<j<m

o,

olmak iizere l:a—f”(x)} matrisine f nin x noktasindaki jacobian matrisi denir ve
j nxm

Df (x) seklinde gosterilir.

Tanmm 1.5.3 : U ve V', R™ nin agik alt kiimeleri ve f: U — V fonksiyon olsun. Eger f

fonksiyonu bir homeomorfizma ve f, f ' fonksiyonlari C" - smifindan ise
fonksiyonuna € - difeomorfizma denir. C® - difeomorfizma vyerine kisaca

difeomorfizma denir.



BOLUM 2
MANIFOLD KAVRAMI

Manifoldlar1 inceleyen matematik bilim dali topolojidir. Poincare, topolojinin
kurucusudur. Topolojide bir nesnenin tipa tip sekli veya geometrisi onemli degildir.
Sanki her sey oyun hamurundan ya da lastikten yapilmistir ve germe ,blikme

sikistirma yoluyla sekillendirilebilir. Ancak; kesme ve yapistirma yasaktir.

Bu durumda; topolojide tek deligi olan en bastaki fincan en sondaki simite denktir

demektir.

Sekil 2.1 Fincanin simit’ e denk olmasi (Collins G.P. 2004)

Gortldiigii gibi Topoloji ile ugrasan biri acgisindan, bir simit ile sap1 olan bir kahve
fincaninin arasinda fark yoktur. Aslinda bununla anlatilmak istenen, oyun
hamurundan yapilmis bir fincana; kesmeden, delik agmadan, ya da parcalari
yapistirmadan, hamuru bastirip yuvarlayarak simit sekli verebiliyor olmamizdir.

Poincare, bu ¢esit nesnelere 'manifold' adin1 veriyor.

Olabilecek en basit iki boyutlu manifold, bir futbol topu olarak diisiiniilebilir. Bu, bir
topolojiste gore egilse biikiilse bile bir kiire ile homeomorfiktir. Hangi sekli alirsa

alsin, hi¢bir yerinde delik falan yoktur.

Bu yiizden bir topu simit’ e doniistiirmek i¢in ya ortasindan delik agmak, ya da onu

bir silindir bi¢iminde uzatip iki ucu yapistirmaniz gerekir. Bu tiirden bir kesme ya da



yapistirma gerektirecek olan bu islemden dolay1; top, topologlara gore bir simitle

yani; halka seklindeki ‘torla’ ayni sey degildir.

Oyleyse; tor (simit ) ve kiire (top), topolojik bakimdan farkli seylerdir. Baslangicta
topologlar, topolojik bakimdan farkli ka¢ varlik bulundugunu ve bunlar1 ayirt eden
nitelikleri aramaya giristiler. “Yiizey” ad1 da verilen iki boyutlu nesnelerin nitelikleri,

acik ve kesin bicimde, yiizeyin “kulp” sayistyla belirlendigi kanisina vardilar.

Olanakl1 biitlin 2-boyutlu manifoldlar ya da yiizeyler, bir kiire alip (a balonu gibi)
ona kulplar ekleyerek yapilabilirler. Bir kulpun ilavesiyle “tiir-1 yiizeyi”, ya da “tor”
olusur. Bu, bir simidin yiizeyidir. Iki kulp ilavesiyle “tiir-2 yiizeyi” (b) elde edilir.

Sekil 2.2 Kiireye kulp eklenmesi (Collins G.P. 2004)

2-kiire, ylizeyler arasinda benzersizdir; lizerine gomiilen kapali bir ilmek, bir nokta
(a) oluncaya kadar kiigtltiilebilir. Buna karsin tor iistiindeki bir ilmek, ortadaki delik

cevresinde yakalanabilir (b).

2-kiire disindaki her ylizeyde ilmegin yakalanabilecegi kulplar vardir. Poincare savi,
biitiin ii¢ boyutlu manifoldlar arasinda 3-kiirenin tek oldugunu sdyler: Ustiindeki
herhangi bir ilmek, bir nokta oluncaya kadar kiiciiltiilebilir; ama bagka herhangi bir

3-manifoldda ilmek yakalanabilir; yani bir noktaya biiziilmesi olanaksizdir.



Asagidaki sekilde bunu agik olarak gorebiliriz :

v b
- -

Sekil 2.3 Manifolda ilmek atip bir noktada bliziistiirme
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BOLUM 3

GEOMETRIKLESTIRME

3.1 GEOMETRIKLESTIRME

2-manifoldlar “ tek bi¢imlestirilerek ” ya da “geometriklestirilerek”, yani onlara
belirli bir geometri, ya da kati bir bicim tahsis edilerek siniflandirilabilirler. Her biri,

egriligi diizgiin bicimde dagilmis bir sekle doniisebilir.

Kiire (a) her noktada sabit pozitif egriligi olan; yani her noktada bir tepenin iist

boliimii gibi egrilmis yegane bigimdir.

Sekil 3.1 Kiire ylizeyinin pozitif egriliginin olmasi (Collins G.P. 2004)

Tor (simit) (b) diiz, yani her noktada egriligi sifir olan sekle getirilebilir. Bunu
gormek i¢in torun kesilip silindir seklinde uzatildigini diisiiniin. Bu durumda da

silindir, boylu boyunca kesilerek bir dikdortgen diizlem par¢asina doniistiiriilebilir.

bo ‘

Sekil 3.2 Torun sifir egriliginin olmasi (Collins G.P. 2004)
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Tiir-2 ve daha yiiksek tiirlere (c) sabit negatif egrilik verilebilir. Kulp sayisina bagh
olarak bagka ayrintilar da vardir. Burada sabit negatif egrilik eyer sekliyle

gosterilmistir.

Sekil 3.3 Yiiksek mertebeden tiirlerin negatif egriligi olmasi (Collins G.P. 2004)

3.2 MANIFOLD KAVRAMININ TARIHCESI

Iki boyutlu manifoldlar 19. yiizyilda her yamyla incelendi ve kesfedildi. Poincare,
1904 yilinda, eger bir birlesik 3-manifold iizerindeki her basit kapali egri, siirekli
sekil degisikligine ugratilarak tek bir noktaya indirgenebiliyorsa, bu 3-manifoldun

3-kiire ile homeomorfik olup olmadigini soruyordu.

Iste bu, birlesik 3-manifoldlarin 3-kiire ile homeomorfik oldugu kestirimi, Poincare
Kestirimi olarak anilmaya baslandi. Poincare Kestirimi 1982’ de, 3-manifoldlar

harig, biitiin boyutlarda ispatlandi.

2000 yi1linda da Amerika'daki Clay Matematik Enstitiisti, alt1 diger problemle birlikte
Poincare varsayimini 'milenyum problemleri' olarak adlandirdi ve her problem i¢in

ilk ¢6zene 1 milyon dolar 6diil koydu.

1995'te Hamilton, Perelman ismindeki Rus bir matematik¢i Poincare varsayimiyla
ilgili bir makale yayimladi. Pek ¢ok matematik¢i makaleyi goriir gérmez 6nemini
kavradi. Perelman, Poincare savimi ¢O6zmenin ilk adimmini atmisti. Daha sonra

yayinladig1 diger makalelerle Poincare varsayimini ispatlamis oldugu kesinlesti.
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3-manifoldlarin smiflandirilmasi da 2-manifoldlarinkine benzer; ama c¢ok daha
karmagiktir. Bu smiflandirma, Perelman’in c¢aligmasiyla tamamlanmis bulunuyor.
Genel olarak, bir 3-manifoldun pargalara ayrilmasi, bu parcalardan her birine de, ii¢

boyutlu sekiz dogal geometriden birinin seklinin verilebilmesi gerekir.

Asagida verilen mavi renkli 6rnek bes tanesine denk olan geometrilerden olusuyor :
Sabit pozitif (a), sifir (b),negatif (c) egrilikleri olan 3-geometriler, ayrica 2-kiire ile
cember “carpimi” (d) ve negatif egriligi olan yiizeyle ¢ember ¢arpimai ()

: : : ' }

d

|

|

|

|

e — e
I | J 1'
|

| | i I

|
| o

— —— —

Sekil 3.4 3 boyutlu manifold (Collins G.P. 2004).
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BOLUM 4

MANIFOLD KAVRAMININ TERIMSEL iNCELENMESI

Bu béliimde topolojik ve diizgiin manifold tanimlar1 verilerek; daha c¢ok diizgiin
manifoldlar ile ilgili bazi1 sonuglar, Sabuncuoglu (2004) ndan yararlanilarak

calisilacaktir.

4.1 MANIFOLDLAR

Tamm 4.1.1: M herhangi bir topolojik uzay ve U M agik olsun. ¢: U € M—>R"™
fonksiyonu bir homeomorfizma ise ¢ ye M lizerinde m-boyutlu koordinat sistemi
( m - dimensional chart ) denir. M tizerindeki m-boyutlu koordinat sistemlerinin bir

ailesi #€ olsun.

i) Eger # da ki koordinat sistemi fonksiyonlarmin tanim kiimelerinin birlesim

M ye esit oluyor ve

i) g: U-R™ ve @: V>R™ , M lizerinde, UN V # ¢ olan ## nin iki elemani igin
koordinat degisimi (change of coordinats) olarak isimlendirilen;
9o R"5R™ fonksiyonu bir C® difeomorfizma oluyor ise 5% ya M

tizerinde C* atlas denir ( Sekil 4.1’ e bakiniz ).

Sekil 4.1 Koordinat degisim fonksiyonu (.M Singer).
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Eger yukardaki tanimda sadece i) sartini alirsak yani; V x € M i¢in bu noktanin R™
ye homeomorfik olan bir agik komsulugu bulunabiliyorsa; bu manifolda tepolojik

manifold denir.

Bir kiime {izerinde birden fazla atlas tanimlanabilir. # , M Hausdorff topolojik
uzay1 iizerinde bir atlas olsun. ##nin elemanlariyla diizgiin 6rtiisen her koordinat

sistemi, yine &£ nin elemani oluyorsa, ## ya M lizerinde bir tam atlas denir.

7, M topolojik uzay lizerinde bir atlas ise &£ atlasini kapsayan bir ve yalniz bir tam

atlas oldugu (Sabuncuoglu,2004) ispatlanmistir.

M Hausdorff topolojik uzay1 tizerinde bir &, C* - tam atlasi bulunabiliyorsa; M

kiimesine m -boyutlu tiirevlenebilir manifold veya diizgiin manifold denir ve

(M™, & ) veya kisaca; M"™ ile gosterilir.

M iizerinde verilen herhangi bir atlasi kapsayan tek bir tam atlas bulunabildiginden,

M bu atlasla birlikte diizgiin manifold olur.

Acikea her tiirevlenebilir manifold bir topolojik manifolddur.

Ornek 4.1.1 : Her m > 1 dogal sayis1 icin ;
R™ ={(x1, X3, X3, cev e, X)) [V 1 < i < micin x; € R}

m - boyutlu Oklid uzay diizgiin bir manifolddur. Ayrica;
B™ ={(xq, X2, X3, eer oo, Xpy) € Rix® + 252 + -+ x,2 < 1}

acik birim dairesi de m-boyutlu diizgiin bir manifolddur.

Ornek 4.1.2 :

S™={( X1, X3, Xzp e X1 ) E R™ Lo x2 4 x,2 + o+ x,2,, = 1} c R™
birim kiiresi m- boyutlu diizgiin bir manifolddur.

Gergekten, her1 < i < m igin;
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Ut = {x €S™|x = (1, %2, X3, e e, Xpy1), % >0} ve

U = {x €S"|x = (1, X2, X3, veveen s, Xppr ), X < 0 }

olarak tanimlanirsave @ 7 U - (D™)'c R™,

t —
@7 (X1, %2, X3, cev v, Xpa1) = (X1, X9, X3, e, Xi, Xip 1, Xig2s oo v v s Xpg1)

ile verilirse; bu doniisiimlerin tersleri de

(@)1 = Y2 Y3 0 Vier, 1 = Y112, ¥i, yim) 0lup

(¢ f)"((p l-i)_1 fonksiyonlar1 diizgiin ortiisiirler. Dolayisiyla A= {((p f, Uii)}lsism

ailesi S™ igin diizgiin atlas olup S™ bir diizgiin manifolddur.

Ornek 4.1.3 : M ve N sirastyla m ve n boyutlu iki diizgiin manifold olsun. Bu
durumda M x N kiimesi dogal ¢arpim topolojisi ile birlikte bir topolojik uzaydir. Bu

topolojik uzaya, M ve N topolojik uzaylarinin ¢carpim uzay denildigini biliyoruz.

M ve N Hausdorff uzay1 oldugundan M x N de Hausdorff uzayidir. M x N nin
(m+ n) boyutlu bir diizgiin manifold oldugu ( Sabuncuoglu, 2004) gdsterilmistir.

Tanmm 4.1.2 : R™ de {ist yar1 uzay denilen
R™,={(xq, %2, X3, e en .., Xpp) € R™| x,,, = 0}
ile tanimlanir.
OR™={(x1, %2, X3, e eeev s, X1, 0)|V1 < i <migin:x; € R}

olacaktir. Eger diizgiin manifold tanimindaki ¢:U — U’ koordinat sistemlerinde
U'c R™ agik yerine U' < R™, acik olarak alinirsa stnurt olan manifold kavramina
ulagilir. Sinirt olan M manifoldunun sinir1 M ile gosterilir ve M nin atlasina ait
koordinat sistemleri altinda goriintiisii dR™, de olan M ’nin tim noktalarindan

olusur. Agikca; oM c— M dir.

Eger OM = Qise M ye simirt olmayan manifold denir. 0M nin ( m-1) boyutlu,

sinirt olmayan diizgiin bir manifold oldugu gosterilebilir. (Burns & Gidea, 2005).
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Topolojik anlamdaki sinir tanimi ile manifoldun sinir tanimi genel olarak farklidirlar.
Ornegin, B* ={(xy,x,) €R* : x2 + x2 < 1} acik birim dairesinin R* nin bir alt
kiimesi olarak simiri s' birim ¢emberidir; ancak manifold olarak smnir1 @(B*)= & dir.

Int(M)= M /0M ile tanimlanir.

Ornek 4.1.4 : R™ de m-boyutlu kapali birim daire,

Dm={(x1,x2,x3, e .....,Xm) € lexlz + X22 + -+ an S 1}

olarak tanimlanir. Bu birim daire, m - boyutlu sinir1 olan bir manifolddur ve sinir1
(m-1) boyutlu 8™ ={(x1, X3, X3, cer v o) X)) € R™: 2 + x,% 4+ - + x,2 = 1} birim

kiiresidir. Yani; aD™ = S™ dir. Ayrica 9(D™)° = &

4.2 DIFERANSIYELLENEBILIR DONUSUMLER

Tanim 4.2.1 : M, m— boyutlu bir manifold olmak iizere;

i) f:M >R bir fonksiyon olsun. &:U—- &(U), M™i¢cinde bir koordinat
sistemi olmak iizere, f o &' : £(U)— R fonksiyonuna, f nin & ye bagh bir

koordinat gosterimi denir.

ii)f:M - R fonksiyonu ve M nin bir p noktasi verilsin. p noktasindaki en az bir
E:U—- & (VU)koordinat sistemi i¢cin §:&(U)—>R koordinat gosterimi
E(p) noktasinda diferansiyellenebilir ise; f fonksiyonu p noktasinda

diferansiyellenebilirdir (diizgiindiir) denir.

Uyan 4.2.1: Bu tanim ilk basta &: U — £ (U ) koordinat sistemine bagliymis gibi
gorliniiyor. Gergekte Oyle degildir. Daha acgik olarak ifade edersek, f fonksiyonu
p noktasinda diferansiyellenebilir ise, p noktasindaki her n : V - n (V)
koordinat sistemi i¢in, f o n™* : n (V) — R koordinat gdsterimi, n ( p ) noktasinda

diferansiyellenebilirdir.
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Simdi bunu gosterecegiz :

& ven diizgiin Ortlistiiglinden,
Eon~t:inUNV) - £(uUnV)
doniistimii, n ( p ) noktasinda diferansiyellenbilir.
fo&':6(U)> R
fonksiyonu da & (p) noktasinda diferansiyellenebilir oldugundan, zincir kuralina
gore;
(fo&')o(Eon™)
fonksiyonu 1 ( p ) noktasinda diizgiindiir.
(fo&')o(gon™") =fon™
oldugundan, f o n~! fonksiyonu, n ( p ) noktasinda diferansiyellenbilirdir.

Tamm 4.2.2 : f:M - R fonksiyonu M manifoldunun her p noktasinda diizgiin

ise; ffonksiyonu M iistiinde diizgiindiir (diferansiyellenebilirdir) denir.

Teorem 4.2.1 : f:M — R fonksiyonunun M istiinde diizglin olmasi ig¢in
gerek ve yeter kosul, M igindeki her 1 : V — 11 (V) koordinat sistemi igin,

fon?t:n(V) - R koordinat gdsteriminin diizgiin olmasidir. [2]

Ispat : f: M — R fonksiyonu M iistiinde diizgiin olsun. M icindeki birn : V = 1 (V)
koordinat sistemini géz Oniine alalim. Her p € V i¢in, f fonksiyonu p noktasinda
diizgiin oldugundan, uyar1 4.2.1 gdz Oniine almarak, f on t: n(V) » R
fonksiyonunun, V her 1n ( p )  dizgin oldugu anlasilir. Bu durum,

fon™: n(V) - R gdsteriminin diizgiin oldugunu gosterir.

Karsit olarak; M icindeki her bir n : V - n (V) koordinat sistemi igin,
fonl:n(V) >R gosteriminin diizgiin oldugunu varsayalim. p € M olsun.
p noktasinda alinan her bir &£:U- £(U) koordinat sistemi igin,
fo&':&(U)— Rkoordinat gésterimi & (p ) noktasinda diizgiin olur. Tamm 4.2.1

e gore, ffonksiyonu p noktasinda diizgiindiir.
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Teorem 4.2.2 : f:M — R fonksiyonu verilsin. Tanim bolgeleri M yi ortecek
¢oklukta & koordinat sistemleri igin, f o &' : £(U)— R koordinat gosterimleri

diizgiin ise; f fonksiyonu M {istliinde diizgilin fonksiyondur.[1]

Ispat: Tanim bolgeleri M yi ortecek c¢oklukta &  koordinat sistemleri igin,
fo&':&(U)—> R koordinat gdsterimleri diizgiin olsun. M iginde i : V = 1 (V)
bir koordinat sistemini géz oniine alalim. f on™!: n (V) —» R fonksiyonun da

diizgiin oldugunu gosterecegiz.

q € n (V) olsun. q =n(p) olacak bigimde, V kiimesinde bir ve yalniz bir p noktasi
vardir. pe U vefo &' :€(U)— R koordinat gosterimi diizgiin olacak bi¢imde en
az bir§:U— & (U) koordinat sistemi vardir. & ve n Ortiistiigiinden, f on~!
fonksiyonu da diizgiindiir. Buna gore, (f o £ o & o ™! fonksiyonu da diizgiindiir.
fo&hHo&on? =fon ' oldugundan, fon~': n(V) - R fonksiyonu g

noktasinda diizgiindiir.

Bu yolla, f on~! fonksiyonununn (V) kiimesinin her ¢ noktasinda diizgiin

oldugu goriilir. M den R ye giden diizgiin fonksiyonlarin kiimesini, ¢ (M) ile

gosterecegiz.

/. g € 7 (M) olmak iizere, her p € M igin, (f +g)(p)=f(p)+g(p)
esitligi ile tanimh f + g fonksiyonu da diizglin fonksiyondur. Gergekten, M

iistiindeki her & koordinat sistemi i¢in, (f + g)o &' = fo £ '+ go &' yazilabilir.

fo&' ve goé& ' fonksiyonlari da diizgiin oldugundan toplamlari da diizgiindir.

f, g € o (M) olmak iizere, her p € M igin, (f.g)(p) = f(p).g(p) esitligiyle
taniml1 f. g fonksiyonu da diizglin fonksiyondur. Gergekten, M istiindeki her §
koordinat sistemi i¢in (f.g) o &'= (fo &) . (go &) yazlabilir. fo&

ve go &' fonksiyonlar: da diizgiin oldugundan garpimlari da diizgiindiir.
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ce R, f e & (M) olmak tizere; her p € M igin, (c. f)(p) = c. f(p) esitligiyle
taniml c. f fonksiyonu da diizgiin fonksiyondur. Gergekten; M iistiindeki her &
koordinat sistemi igin (c.f)o &'= ¢ .(fo &) yazilabilir. fo &' fonksiyonu

diizgiin oldugundan bu fonksiyonun bir say1 ile ¢arpimi da diizgiindiir.

Tamm 423 : ¢: M" — N' bir fonksiyon olsun. p noktasinda en az bir
E:U—- £(U) ve ¢ p) noktasinda en az bir p :V— p ( V) koordinat sistemi
W o ¢ o& "' donisimi, &(p) noktasinda diizgin (diferansiyellenebilir)
olacak  bicimde bulunabiliyorsa; ¢  doniisiimii, p noktasinda  diizgiindiir
(diferansiyellenebilirdir) denir. ¢: M"— R" fonksiyonlar1 i¢in ¢: R" — R”

koordinat sistemleri birim doniisiim alinir.

Uyar1 4.2.2: po ¢ o &' doniisimiiniin tamm kiimesi, ¢ (¢ (U ) N V') kiimesinin,

€ deki goriintistdiir.

Teorem 4.2.3 : ¢ , M" manifoldundan N’ manifolduna giden bir fonksiyon olsun.
¢ doniistimiiniin, M" tistiinde diizgiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, M" tstiindeki
her &: U — £ (U) koordinat sistemi ve N" stiindeki her p:V— p (V') koordinat
sistemi i¢in [ o ¢ o &' ddniisiimlerinin diizgiin olmasidir. Bu teoremin ispati; 4.2.1

teoremin ispatina benzer bigimde kolayca yapilabilir.[12]

Teorem 4.2.4 : ¢ : M" — N" fonksiyonu verilsin. Tanim bolgeleri M ve N yi ortecek
¢oklukta &ve p koordinat sistemleri i¢in p o ¢ o &' doniisiimleri diizgiin ise

¢ doniisiimii M iistlinde diizgiin fonksiyondur.[9]

Ispat : Tanim bolgeleri M ve N yi ortecek goklukta & ve pu koordinat sistemleri igin
o dok& " doniisimleri diizgiin olsun. M ve N icin de sirast ile ; & ve p; koordinat
sistemlerini gz Gniine alalim. Bunun igin, 1, o ¢ o (&) doniisimiiniin diizgiin

oldugunu gosterecegiz.

Bunun igin, 1 o ¢ o (&;)" déniisiimiiniin tamm bolgesinde bir & ( p ) noktasi
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alalim. p noktasinda en az bir £ , ¢ ( p) noktasinda en az bir p koordinat sistemi i¢in
Lod o E:l dontisiimii, & (p) noktasinda diizglindiir. &; ile &, p; ile p diizglin

ortiistiiklerinden,
Eo & E(UNU) > EWUNUY),
mo i m(Var)—u (Vav)
doniistimleri diizgiindiir. Zincir kuralindan dolayz;
(on ) ol(modo & )o(Eoli)

déniisimii, &( p) noktasinda diizgiindiir. Bu déniisimin, w o ¢ o ( & )

doniigiimiine esit oldugu hemen goriilebilir.
Sonug¢ 4.2.1 : p: M" — N" fonksiyonu diizgiin doniisiim ise siireklidir.

Sonu¢ 4.2.2 : ¢: M" — N" fonksiyonu diizgiin doniisiim ise; bu doniisiimiin, M nin

her agik alt manifolduna kisitlanisi da diizgiindiir.

Tamm 4.2.5 : ¢ : M" — N" diizgiin doniisiimiiniin tersi varsa ve tersi de diizgiin ise;
¢ doniisiimiine bir difeomorfizma adi verilir. M ve N manifoldlan verildiginde, M
den N’ye giden bir difeomorfizma varsa, M manifoldu, N manifolduna

difeomorfiktir denir.
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BOLUM 5

MANIFOLDLARIN TOPOLOJISI VE iKi BOYUTLU
KOMPAKT MANIFOLDLAR

Bu boliimde; m— boyutlu herhangi bir M manifoldunun ( m+ k& ) — boyutlu bir
Oklid uzayina gémiilebilecegi ve 2-boyutlu manifoldlarin simiflandirilmasi iizerine

sonuglar, Kahn (1995) kaynagindan yararlanilarak incelenecektir.

5.1 MANIFOLDLARIN GOMULMESI

Tamm 5.1.1: (X, 3 ) ve (Y, I°) iki topolojik uzay olsun. Eger bir f: X— f(X) c Y
fonksiyonu bire-bir , siirekli ve /' : f(X) — X ters fonksiyonu da siirekli ise, diger
bir ifade ile; f, X ile f (X ) gOriintiisii arasinda bir homeomorfizma ise; bu f
fonksiyonuna, (X, 3 ) dan (Y, 3") icine bir gdmme fonksiyonu denir. Burada f (X )

alt uzay topolojisi ile goz oniine alinmaktadir.

Boyle bir f fonksiyonu varsa; X, file Y i¢cine gémiilmiistiir denir. Buna gore, eger

(X,3),(Y,3") 1n bir alt uzayina homeomorf ise; X, Y icine gémiilmiis olur.

Teorem 5.1.1: M, m— boyutlu kompakt bir manifold olsun. Bu durumda » yeterince
biiyiikk alinirsa bir ¢ :M —R" siirekli ve 1-1 fonksiyonu vardir (Bu durumda M
kompakt oldugundan ¢ :M — ¢( M) < R™ bir homeomorfizmadir). [7]

Ispat: { U; }, M nin bir agik ortiisii ve 1< i< k igin { f; }, bu acik drtiime karsilik

gelen birimin parcalanis1 olsun.

22



n=(m+ 1)k alalim ve

R"= R™M*1x R™*1 x . x R™*1  olsun.

k-tane
Her bir R™*! icin D™ ile R™ baslangi¢ merkezli 1 yarigapl daire, yani
D"={x € R™"" :||x|| < 1ve xpy; =0} RM*?

C™! de D™ fiizerine kurulan ve tepe noktast (0,0,...,0, 1) olan koni olsun.

(f;(0)-x,1= fi(x),x € U,

M CTCR™ g (x) =
¢l = (I)l( ) {(030703 """" 909091)’X¢Ui

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada U; ler U; =( D™)° < R™ olarak almabilir ve

f,(x).x i¢ carpimi gostermektedir. Bu anlamlidir; ¢linkii x € U,ise x , D™ nin bir

noktasi olacagindan bir sirali m— lidir. Bu d)i ler siireklidir. Cinkii x € oU; ve

x;—>x ise f,(x,)—>0o0lup, ¢, (%) > (0,0,....... ,0,1) dir.

O: MR, o(x)=(¢, (%), ¢, (%), ¢, (¥)) € R* =ROHDE

olarak tanimlarsak, her bir ¢, siirekli oldugundan ¢ stireklidir.

Simdi ¢ nin 1- 1 ve kapali fonksiyon yani kapali kiimeyi kapali kiimeye gotiirecegini

gosterelim.

X,y € M olsun. Birii¢in, x, y € U; oldugunu kabul edelim. Eger f,(x) = f,(») ise
o, (x) # ¢, (y) olup , ¢(x) # ¢(y) olacagr agiktir. Eger fi(x) =f,(y)ve
¢ (x) = ¢ (y)ise ilgili koordinatlarin esitligi yazilirsa, f,(x) .x =f,(y).y olur ve
buradan f/(x) = f,(y) oldugundan x=y ¢ikar. Burada f,(x) #0 oldugunu kabul

edebiliriz.

Diger taraftan herhangi bir x € M i¢in 31 <i<k 0yleki f,(x)> 0 yanix € U;
dir. Egery ¢ U; ise f,(y)=0 olur ve buradan kolayca ¢ (x) #¢ (y) elde edilir. O

halde ¢, 1-1 dir. M kompakt ve ¢ siirekli oldugundan ¢ ( M) cR"™ kompakttir.
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Boylece ¢:M — ¢ (M) < R™ kompakt Hausdorff bir uzaydan yine kompakt

Hausdorff bir uzaya giden siirekli ve 1-1 bir fonksiyon olur.

Eger K — M kapali ise; K kompakttir. O halde ¢ (K ) < ¢ ( M) kompakt olup kapal
olmak zorundadir. O halde ¢ kapali kiimeyi kapali kiimeye gotiren 1-1 bir
fonksiyondur. Boylece ¢ homeomorfizmadir.

Sonug 5.1.1: Kompakt bir manifold bir metrik uzaydir, hatta R" nin bir kapal alt

topolojik uzayidir.

5.2 iKi BOYUTLU TOPOLOJIK MANIFOLD ORNEKLERI

Asagidaki Ornekte Projektif uzay olarak bilinen m-boyutlu bir manifold 6rnegini
inceleyecegiz. Bu 6rnek m=2 icin Projektif diizlem olarak bilinir ve 2 -boyutlu
olmasina ragmen R’ @in herhangi bir alt uzayma homeomorfik degildir; ancak R* iin

bir alt uzaymma homeomorfiktir.
Ornek52.1:S™:={xeR"": |lx|| =1}
standart birim kiire yiizeyi olmak tizere, S™ {izerinde

X~y & x=yveyax =-y

seklinde bir bagint1 tanimlayalim. Bu bagintinin bir denklik bagintis1 oldugu aciktir

veVx€S™ igin [ x]= { x,-x } dir. -x, x in kars1 (antipodal) noktasi denir.

P", S™ in ~ bagintisina gére bolim uzay1 yani, P" = S" / ~ olarak tanimlayalim. Bu
durumda p : S™ — P", p (x) =] x ] fonksiyonu 6rten olup ayrica boliim uzayi

topolojisi geregince siireklidir.

Teorem 5.2.1: P" kompakt, baglantili ve m -boyutlu manifolddur. [6]

Ispat: S™ kompakt ve baglantilidir. O halde p siirekli oldugundan p (8™ ) = P”
kompakt ve baglantilidir.
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Simdi de P" nin m -boyutlu bir topolojik manifold oldugunu gosterelim. Bir x € S™
icinp (x)=[x] €P"olsun. x € O c S™ agik ve O daki her noktanin x ile yaptigi

agl g den kesin kiigiik olsun.

O da birbirinin kars1 noktasi olmadigindan p, O’yu 1-1 olarak p ( O ) ya gotiiriir ve

[ x] € p (O) dir. Fakat, boliim uzay1 tanimi geregince, P” nin bir alt kiimesi agiktir;
ancak ve ancak o kiimenin p ye gore ters resmi agiktir. p nin O ya kisitlanist 1-1
oldugundan p”’ (p (0)) =0 U { x : x€0 } olacaktir. O halde yukaridaki esitligin
sag tarafi agik iki kiimenin birlesimi olarak agiktir ve dolayisiylap ( O ) c P agiktir.
Benzer sekilde p, O nun agik alt kiimelerini p (O ) nun agik alt kiimelerine gotiirtir.
Ohaldep : O — p ( O) bir homeomorfizmadir. S™ manifold oldugundan O kiimesi

R "™ ‘ye homemorfik olarak segilebilir.

Bunun sonucu olarak herhangi bir [ x ] € P” noktasinin p ( O ) ile gosterdigimiz ve

R " ‘ye homeomorfik olan agik bir komsulugu bulunmaktadir. Boylece P”, m-boyutlu

bir topolojik manifolddur.

Asagida bazi 2-boyutlu topolojik manifold oOrnekleri bolim wuzayr seklinde

stralanmustir.

Ornek 5.2.2:

Sekil 5.1°deki dikdortgeni diistinelim. Oklar hangi kenarin, hangi kenar ile
Ozdeslesecegini gostermektedir. Bu 0Ozdeslesme sonunda olusacak uzay, kesik

silindire homeomorfiktir

Sekil 5.1 Kesik silindirin olusumu.
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Ornek 5.2.3:

Sekil 5.2 ’deki dikdortgeni diisiinelim. Okun yonii 6zdeslesen kenarlar1 ve
0zdeslesme yoniinli gostermek iizere bu 6zdeslesme sonunda olusan bdliim uzayi

Mbobius seridine homeomorfiktir.

Mobius seridi bir tek yiizii, bir tek kenar1 bulunan yiizeydir. Dikdortgen seklindeki
bir kagit seridinin, bir kisa kenarmi bir tam devir yaptirip, diger kenariyla
birlestirilince tek yiizlii Mobius Seridi elde edilir. Mobius Seridi; kenar1 diigiim

yapmayan ve siirekli bi¢im degistirerek ¢cember haline gelebilen bir egridir.

Ll

-

4
|

Sekil 5.2 Mdobius seridinin olusumu. Sekil 5.3 Mobius seridinin ii¢ boyutlu hali

Ornek 5.2.4 :

Klein sisesi, linlii Matematik¢i Klein tarafindan kesfedilmistir. Klein sisesi, dis1 olan;
ama i¢i olmayan bir sisedir. Kendisinin i¢inden geger. Su konulmaya c¢aligilsa

konulan yerden geri dokiiliir.

Sekil 5.4 Klein sisesinin olusumu Sekil 5.5 Klein Sisesinin U¢ Boyutlu Hali

Klein sisesi, S kiire yiizeyinden iki farkli dairenin ¢ikarilmasi ve yerlerine birer

Mobius seridi eklenmesiyle olusan uzaya homeomorfiktir.
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Aslinda Klein sigesinin iki Mobius seridinin sinirlart boyunca birbirine eklenmesiyle
olusan uzaya homeomorfik oldugunu gosterecegiz. Buradan, olusan uzaymn iki
Mobius seridinin dikdortgensel ince bir seride eklenmesiyle olusan uzaya da
homeomorfik olacag: agiktir. Buradan da dikdortgensel ince seridin, iki farkli daire

¢ikarilmis kiire yiizeyine homeomorfik olacagi agiktir.

Sekil 5.6 Klein sisesi boylamasina ikiye kesildiginde iki adet Mobius seridi
elde edilir.

Ornek 5.2.5 :

Sekil 5.7°1 diisiinelim. Verilen 6zdeslesme sonunda olusan bolim uzayi kiireye

homeomorfiktir.

v

oz

Sekil 5.7 Kirenin olusumu.

Ornek 5.2.6 :

Sekil 5.8’ teki sekli diisiinelim. Verilen 6zdeslesme sonunda olusan boliim uzayi P?

Projektif diizlemine homeomorfiktir (Kahn 1995).
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./

Sekil 5.8 Projektif diizlemin olusumu.

Ornek 5.2.7 :

Sekil 5.9 deki kareyi diisiinelim. Verilen 6zdeslesmeler sonunda olusan bdliim uzayi

tor yilizeyine homeomorfiktir.

T

-

A A
//—*\

> S’

Sekil 5.9 Tor ylizeyinin olusumu.

Ornek 5.2.8 :

P? projektif diizlemi S” kiire yiizeyinden bir agik dairenin ¢ikarilmasi ve bu ¢ikarilan
yere Mobius seridinin eklenmesi ile olusan uzaya homeomorfiktir. Elde edilen
yiizeyin P* ye homeomorfik oldugunu gostermek icin Mobius seridini ve ona

eklenecek daireyi Sekil 5.10” daki gibi temsil edelim.

sl i

Sekil 5.10 Bir Mdbius seridi ve ona eklenecek bir daire (Kahn,1995).

28



Eger sekil 5.10° daki iki b yi 6zdeslestirirsek, Sekil 5.11° deki uzayi elde ederiz.

oy

e\

AN,

N
N
N
AR
Y,
SR

=1

.

C
Sekil 5.11 Iki b nin 6zdeslestirilmesi (Kahn,1995).

Hatta sirasiyla ¢ lerin yoniinii degistirirsek sonugta degisen bir sey olmaz. O halde

elde edilen uzay Sekil 5.12 deki uzaya homeomorfiktir.

Sekil 5.12 ¢’lerin yoniiniin degismis hali (Kahn, 1995).

Sekil 5.12°deki dairenin sinirindaki baslangica gore simetrik noktalar 6zdeslesmis

olacagindan sonug P* projektif diizlemidir.

5.3 IKi BOYUTLU KOMPAKT MANIFOLDLARIN SINIFLANDIRILMASI

Tanmm 5.3.1: 2-Kompleks diye adlandiracagimiz  Simpleksel Kompleks
(Simplicial Komplex) noktalarin veya [ araliklariin veya tiggenlerin (i¢i dahil)
ayrik birlesimlerinin verilen bir denklik bagintisina gore boliim uzayidir. Bu denklik

bagintist :

i) Ya; kdse noktalar1 baska kose noktalara 6zdes kilar (Ornegin; farkli araliklarin

u¢ noktalarini veya tiggenin kose noktalarini).
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ii) Ya da; farkli iiggenlerin birer kenarlarini birbirine lineer olarak 6zdes kilar (veya

hicbir 6zdeslestirme yapmaz).

Ornek 5.3.1 En basit 6rnekler, Sekil 5.13 de goriildiigii gibi bir nokta kapal1 aralik
veya bir {icgendir. Bunlarin herbirine simpleks diyecegiz. Ornegin bir nokta 0-
simplekstir, bir aralik 1-simplekstir. Bagka bir 6rnek iliggensel prizma yiizeyidir. Bu
yiizeyde 4 kose, 6 kenar ( veya aralik) ve 4 de iicgen bulunmaktadir. Bu tiggenlerin

koselerini 6zdesleme bagintisina gore farkli 4 tiggenin bir boliim uzayidir.

/ I\
: ./ AN

Sekil 5.13 0, 1 ve 2 kompleks

Bir 2-kompleksdeki bazi simplekslerin birlesiminden olusan kiimeye kompleksin

alt kompleksi denir.

Teorem 5.3.1: M kompakt, baglantili ve 2-boyutlu bir topolojik manifold

olsun. Bu manifoldun 2-kompleks oldugunu diisiinelim. Bu durumda M,
D= {(x,y)ER:x" +y'<1}

dairesinin bir bolim uzayidir. Burada denklik bagintisi D’ nin simri olan gember

tizerindeki sonlu sayida kapali aralik ¢iftlerinin 6zdeslestirilmesiyle olusur. [7]

Ispat : M nin 2-kompleks olan ve 2-daireye homeomorfik olan tiim alt kiimelerinin
ailesini diisiinelim. M, 2-simplekslerin sonlu sayida birlesimlerinden olusan bir 2-
kompleks oldugundan, yalnizca sonlu sayida alt kompleks vardir. Her tek 2-simpleks
veya iiggen D ye homeomorfik oldugundan, M nin bdyle alt kiimelerinin ailesi bos

kiimeden farklidir.
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M de simplekslerin (kenarlar, koseler ve licgenler) D ye homeomorfik bdyle bir
maksimal K kompleksi secelim. Burada maksimalin anlami; K kompleksinden daha
biliyik ve D ye homeomorfik olan baska bir kompleks olmamasidir. Boyle bir
maksimal K nin varligi agikca bellidir, ¢iinkii M de sadece sonlu sayida simpleks

vardir.

Eger L, D ye homeomorfik olacak sekilde M nin bir alt kompleksi ( ya da bir
kompleksi ) ve 7, L ile bir kenar1 ortak ve bu kenar L ile lineer olarak 6zdes ve L ye
yalnizca bu kenar boyunca degmek iizere bir liggen olsun. Bu durumda LU T, D ile

homeomorfiktir. ispatin en dnemli adim1 olan bu durumu, adim adim ispatlayalim.

L ’nin D ye homeomorfik oldugu veriliyor. T liggeninin eklenecegi kenar sinirdaki a

yayina homeomorfiktir.

Sekil 5.14 D nin sinirinda 7 nin eklenecegi a araligi (Kahn, 1995)

Bu da {(x,y):xX+)°<1,x<0} vyari dairesine homeomorfiktir ve

burada {(0,y): -1<y <1} ‘ekarsilik gelmektedir.

Sekil 5.15 D ye homeomorfik yar1 daire (Kahn, 1995).
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Sekil 5.16 ‘1 Sekil 5.17 ‘ye homeomorfik olacagi aciktir. Bunu a yaymi dairenin

Simirmin

Sekil 5.16 D ye homeomorfik daire (Kahn, 1995).

yarisi alarak kolayca gorebiliriz.

- %

Sekil 5.17 Yar1 daire (Kahn, 1995).

Diger yandan, K ya eklemek ya da a kenar1 boyunca 6zdeslestirmek istedigimiz tek

ticgen dairenin diger yarisina homeomorfiktir.

b

Sekil 5.18 Uggenin homeomorfik oldugu dairenin diger yaris1 (Kahn, 1995).



Sekil 5.17 ile Sekil 5.18’ in birbirine a kenar1 boyunca 6zdeslenmesi sonucu olusan

uzay yani; K ile bir tiggenin birlesimi tam daireye homeomorfiktir.

Ispat1 tamamlamak icin, 7y, T», ... , T; , M de olup da maksimal K kompleksinde
olmayan tiggenler olsun. M baglantili oldugundan, her bir 7; nin K UT U....... UT; ile
bir yiizii ( kenar1 ) paylasacak sekilde siralandigimi kabul edebiliriz. 77 , K'nin
yalnizca bir yiizii ile 6zdeslesecek sekilde K’ya ekleyelim. Geri kalan yiizleri
Ozdeslestirmiyoruz ve bdylece olusan yeni simpleksi §; ile gosterelim. Buradan,

tarali kistm K y1 gostermek iizere Sekil 5.19’u elde ediyoruz.

y 4

Sekil 5.19 §; simpleksi (Kahn, 1995).

K UT; , elde edecek sekilde 6zdeslestirilecek olan yeni kompleksin yiizlerini a; ve b,
olarak adlandiralim. Onceki ac¢iklamalarimiz K U S in D ye homeomorfik oldugunu

gosterir.

T, , K UT ile bir yiiz boyunca kesismek zorunda oldugundan, sekil 5.20 deki gibi,
bir S, liggenini K U S; e bir yiiz boyunca olan noktalar1 6zdeslestirerek, fakat kalan

yiizleri daha sonra 6zdeslestirecek sekilde ekleyelim.
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Sekil 5.20 S, in eklenmesi (Kahn, 1995).

Yine onceki aciklamalarimizdan K U S} U S;, D ye homeomorfiktir ve tiim yiizler
boyunca uygun Ozdeslestirmeler yapilarak K U 77 U 7; , K U S} U .S in bolim
uzayidir. Elbette S, , K ile degil de S ile bir kenarin1 paylasabilir. Burada verilen bir
kenar boyunca ancak iki iiggenin kesisebilecegini not edelim. Bizim uzayimiz
2-boyutlu bir manifold oldugundan bunu bir noktanin bir komsulugundan uygun bir

aralig1 ¢ikararak gérmek mimkiindiir.

Boylece devam edilirse, K UT, U ..... U T; sadece sinirdaki yay (kenar) parcalarinin
ozdeslestirilmesi ile D ye homeomorfik olan K U S} ... U §; nin boliim uzayidir.
Fakat M = K UT; U. . .... UT; oldugundan ispat biter. Bu kompleks kavramini agik¢a
kullandigimiz tek yerdir.

Teorem 5.3.2: Kompleks olan herhangi bir kompakt, baglantili ve 2-boyutlu M
manifoldu 2-boyutlu kiire yiizeyinden sonlu sayida dairesel deligin ¢ikarilmasi ve

yerlerine;

1) her bir ucu bir ¢ift delik ile 6zdeslesecek sekilde kulp (kesik silindir) eklenmesi

veya

i1) bir delige bir cross-cap (veya Mobius seridi), yani Mobius seridinin siniri,
dairesel deligin smir ile 6zdeslesecek sekilde eklenmesi ile olusan yeni uzaya

homeomorfiktir. [7]
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Ispat: Teorem 5.3.1 den M’nin smirdaki yay parcalarmin 6zdeslestirilmesi ile 2-
dairenin bdliim uzayr oldugunu biliyoruz. Iddiamiz; M nin bir D dairesine ii¢ tip

0zdesleme yoluyla homeomorfik oldugudur.

a) Ters yonde yonlendirilmis ve Ozdeslestirilecek olan iki komsu kenar

(a’'ile @ min ters yonde oklandiriimasim gsterecegiz).

Sekil 5.21 Ters yonde komsu iki kenar (Kahn, 1995)

En basit durumda, sekil 5.22 S? kiiresini verir.

Sekil 5.22 Kiirenin olusumu ( Kahn, 1995).

b) Ayn1 yonde yonlendirilmis ve 6zdeslestirilecek olan iki komsu kenar sekil 5.23

‘de gosterilmistir.
3
e
Sekil 5.23 Ayn1 yonde komsu iki kenar (Kahn, 1995).
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Bu durum bir delige eklenmis bir cross-cap ya da Mébius serididir. Kesikli dogru, bir

deligi ve Mobius seridini olusturan a’ lar ile ¢evrelenmis bir liggeni temsil eder.

Bunu gormek igin;

o
E'\i‘ "".F

-

Sekil 5.24 Mobius seridi (Kahn, 1995).

sekil 5.24°deki gibi bir Mébius seridi alip, kesikli dogru boyunca keselim, 6zdeslesen

kenarlari iki a ile gdsterelim. Sekil 5.25 ayni uzayin yeni bir gosterimidir.

X
. 7

g d

Sekil 5.25 Mdbius seridinin degisik bir gosterimi (Kahn, 1995).

e+d yi Sekil 5.23 deki kesikli ¢izgi olarak diisiiniirsek acike¢a bir sinir gemberi elde
ederiz.

¢) Sekil 5.26°daki gibi a ve b sirasiyla a’' ve b ile 6zdeslestirilecek olsun.

77" b

Sekil 5.26 a ve b nin sirastyla a” ve b ile dzdeslestirilmesi (Kahn, 1995).
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Bunun iki dairesel delige kulp (kesik silindir) eklenmesi oldugunu iddia ediyoruz.

Bunu gérmek icin ilgili kismi ¢ikarirsak asagidaki sekil 5.24° 1 elde ederiz.

f a!
Ny / .
/ / % / Z
Sekil 5.27 , sekil 5.26’daki ilgili bolgenin kesimi (Kahn, 1995).

(Burada c kestigimiz dogrudur) Eger a ile a” y1 6zdeslersek asagidaki sekil 5.28 ‘i

elde ederiz:

Sekil 5.28 a ve a” in 6zdeslestirilmesi (Kahn, 1995).

b ve b" 6zdeslestirilirse yani b, b nin tizerine yapistirilirsa sekil 5.29° da oldugu gibi

¢ ye yapisik bir patlak tor elde ederiz.

Sekil 5.29 Patlak Tor (Kahn, 1995)
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Boylece bir patlak torun bir kiiredeki delik ile 6zdeslestirilmesinden elde edilen
uzayin, bir kulpun bir kiirenin iki deligine eslestirilmesinden elde edilen uzaya

homeomorf oldugunu gostermek kolaydir. Yani iddiamiz dogrudur.

Sekil 5.30 Kiire ylizeyine bir kulp takma (Kahn, 1995).

Eger M'nin bu {i¢ c¢esit Ozdeslesmeler yoluyla bir daireye denk oldugunu
gosterebilirsek; sonuca ulasiriz. Ispatin kalam, bu ii¢ cesit forma sistematik

indirgeme olacaktir. Bunu adim adim gosterelim:

D dairesi 6rnegin aba'bec  ile gosterebilecegimiz kenarlara sahip olsun. Bu

aba'bec™ ifadesine D dairesi igin bir kelime diyecegiz.

Bir harfle gosterilen her kenar iki defa olusacaktir. Ciinkii her 6zdeslestirme iki
kenari birbirine yapistirir. ¢ saat yoniinde @™ ise saat yoniiniin tersine yonlendirilmis

demektir. Adimlarimiz bir kelimeyi daha basit bir forma indirgeyecektir.

i) Eger en az dort kenar varsa a ve a tipindeki komsu kenarlar kelimeden

cikarilabilir. Bu durum, en iyi asagidaki sekil 5.31 le agiklanabilir.



Sekil 5.31 Komsu kenarlarin kelimeden ¢ikarilmasi (Kahn, 1995).

Ters yonii gostermek icin o yazmamiz yeterlidir; ancak karmasiklig1 6nlemek icin

Oklar da ekleyebiliriz.

Kisaca, eger aa” varsa hemen 6zdeslestirmeyi yapariz ve boylece geriye iki kenar

daha eksik olan bir daire kalir, sekil 5.31° deki sagdaki sekil.

ii) Iddia ediyoruz ki D nin siirindaki tiim kenarlar, D den M elde edilirken birbirine

Ozdeslestirilmis kabul edilebilir.

Ozdeslesmenmis iki kenar varsa, bunlar 4 ve B ile adlandirilan komsu iki kenar olmak

zorundadirlar.

Sekil 5.32 Ozdeslesmemis komsu iki kenar (Kahn, 1995).

Bu durumun Sekil 5.32°deki gibi oldugunu varsayabiliriz. Burada C ile B yi

birlestirecek sekilde bir ¢ dogrusu ekleyelim.
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Bir o6nceki adimimiz geregi saat yoniindeki a ile saat yoniiniin tersine yonlendirilmis
b nin 0Ozdeslestirilmemis oldugunu kabul edebiliriz, yani a seklin solunda

gosterdigimiz gibi bagka bir kenar ile 6zdeslessin.

ABC tiggenini kesip ¢ikararak sola yapistiralim.

Sekil 5.33 ABC (iggeninin kesilip eklenmesi (Kahn, 1995).

Her iki ¢ de 0Ozdeslestirileceginden manifoldu veya bdliim uzaymi degistirmis

olmayiz.

Yeni seklimiz 4 ile 6zdes olacak sekilde bir tane daha az kdseye ve B ile 6zdes
olacak sekilde bir tane daha fazla kdseye sahiptir. Yukaridaki adim i) nin {ist {iste
tekrarlanmas1 sonucu bir tek 4 koOsesine 6zdes olan kdoselerin sayisini sifira
indirgeyebiliriz. Boylelikle tiim kenarlarin 6zdeslesmis oldugu gortiliir. Dogal olarak
bu yeni daire, sinirdaki 6zdeslestirmelerle ilk daireden tamamen farklidir. Fakat her

durumda M manifoldu her birinin béliim uzayma homeomorfik olacaktir.

iii) Varsayalim ki; aym kuvvette iki  bulunsun. Ornegin, abcbh™c’a . O zaman bu iki

a nin komsu oldugunu kabul edebiliriz.

Sekil 5.34 deki d’yi ve tarali bolgeyi goz Oniine alalim. Bir sonraki adimi

aciklayabilmek i¢in d’yi ekleyip tarama yapalim.
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Sekil 5.34 Ayni iislii iki @ nin olmast durumu (Kahn, 1995).

Sekil 5.34” deki gibi d boyunca kesip, seklin kalanmni ¢™' boyunca yapistiralim.

Sekil 5.35 Taral1 bolgenin kesilip eklenmesi (Kahn, 1995).

Sonug, uygun ozdestirmelerle M’ye homeomorfik olan bir dairedir. ¢’ disindaki
hi¢bir kenar ve siralamalar degistirilmemistir. Ancak iki a’ yerine komsu olan iki d !

gelmistir Bu islemi boyle tiim ¢iftler komsu olana kadar tekrarlayabiliriz.

Eger tim ciftler komsu ve ayni kuvvette iseler 6rnek 5.2.9 ve bu ispattaki b)
sikkindan M baz1 dairesel delikler ¢ikarilmis kiire ve ¢ikarilan bu yerlere Mobius

seridi eklenmis uzaya homeomorfiktir. Béylece bu durumdaki ispat tamamlanir.
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iv) Simdi de sekil 5.36 daki gibi komsu olmayan bir ¢ift ¢ ve ¢! kenarlar oldugunu
kabul edelim. Burada ¢ ve ¢ arasinda bir d oldugunu ve ¢! den sonra &' in geldigini

iddia ediyoruz.

Sekil 5.36 Komsu olmayan c ve ¢! kenarlarinin olmasi hali (Kahn, 1995).

Adim iii) de ispatladigimiz gibi a ve a ¢ifti komsudur. Sag yar1 cemberde aa seklinde
bir tek komsu ¢ift oldugunu kabul edelim. O halde sol yar1 ¢emberdeki hi¢ bir kenar,

sag yar1 gemberdeki hicbir kenar ile 6zdeslestirilemez.

Buradan sag yar1 ¢emberdeki her kose ve sol yari ¢emberdeki her kose kendi
aralarinda Ozdeslesmistir sonucuna varilir. Buradan c¢'nin iki kdosesinin

0zdeslesmedigi sonucu ¢ikar ki; bu da adim ii) ile gelisir.

Boylece sag yar1 gemberde, sol yar1 gemberdeki d "ile 6zdeslesecek bir d vardir, ('
olmak zorundadir . Ciinkii eger d olsaydi adim iii) geregi d ile d komsu olacaklardi ).

vV)eved, ..co.d..c'...d ' srralamasinda ise bunu ....cdc'd’...siralamasinda

olacak sekilde doniistiirebiliriz. Bunu asagidaki sekiller dizisi ile agiklayabiliriz:
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Sekil 5.37 ....c...d.... ¢ ....d" nin bir temsili (Kahn, 1995).

Sekil 5.37 deki e ve taral1 bolge bir sonraki sekil 3.38 1 agiklamak i¢in verilmistir.

c-l

Sekil 5.38 Iki d’nin 6zdeslesmesi (Kahn, 1995).

Buradan sekil 5.39 elde edilir.

Sekil 5.39 Iki d’ nin 6zdeslesmesinin baska bir temsili (Kahn, 1995).
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Bir kez daha f boyunca kesip, ¢ boyunca yapistiralim:

Sekil 5.40 ...efe”! £7'... formuna getirme (Kahn, 1995).

Bu ...c...d ¢' d”' .. ifadesini ...efe”’ f7'... ifadesi ile degistirir. Bu islem sirasinda

aa tipindeki ¢iftlerin bir degisiklige ugramayacagi kolayca goriilebilir.

Buradan su sonuca variriz: Ya iki kenarimizin oldugu durumda (ki bu durum kiire
durumu) ya da 6rnek 5.2.8” deki gibi bir projektif diizlem = bir cross-cap eklenmis
kiire olur ki bu durumda i) adimimiz gegersizdir ya da ispatin b) sikkindaki gibi olas1
cross-caplar eklenmis kiire veya ispatin ¢) adiminda oldugu gibi kulplar eklenmis
kiire durumlari mevcuttur. Burada bir Mdbius seridi (vaya cross-cap) nin aa ile ve bir

kulpunda cdc'd" ile gosterildigini de belirtelim.

Teorem 5.3.2 aslinda tam degildir. Ciinkii bu teoremdeki kompleks olan kompakt 2-
manifoldlarin  tanimlanmasi tek degildir. Ayni 2-manifoldun miimkiin olan

tanimlamalar1 arasindaki esnekligi asagidaki gibi agiklayabiliriz.

Teorem 5.3.3: 2-manifolda eklenmis herhangi iic cross-cap (Mobius seridi)
kaldirilabilir ve yerine bir kulp ve bir cross-cap konularak baslangicdaki manifolda

homeomorfik bir manifold elde edilebilir.

Ispat: Ispat icin asagidakileri gostermek yeterlidir.
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a) Bir kulp eklenmis Mdbius seridi (yani bir kulp ve bir cross-cap) ile
b) Bir Klein sisesi eklenmis Mobius seridi homeomorfiktir.

Asagidaki durumlar1 g6z Oniine alalim.
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Sekil 5.41 Bir Mobius seridine bir kulp eklenmesi (Kahn, 1995).
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Sekil 5.42 Bir Mobius seridine bir Klein sisesinin eklenmesi (Kahn, 1995).

Sekil 5.41 ve Sekil 5.42 yukaridaki a) ve b) siklarin1 temsil ederler. Mobius seridi
yalnizca bir yiize sahip oldugundan b) sikkindaki ayaklardan biri Mobius seridi
boyunca kaydirilirsa a) ve b) durumunun aynm1 (homeomorfik) olduklarin1 goriiriiz.

Bu da ispat1 tamamlar.
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BOLUM 6

DEGERLENDIRME

Sonug olarak; herhangi 2-boyutlu bir kompakt manifoldun Kiire, Tor, ve Projektif

diizlemin uygun sekilde birbirine eklenmesi ile elde edilebilecegini gdstermis olduk.

Yukarida, verilen iki boyutlu kompakt kiire, tor, projektif diizlem ve Klein sisesi
manifoldlarinin birbirine homeomorfik olmayan 2-boyutlu manifoldlar oldugu

gosterilmistir (Kahn, 1995).

Yonlendirilebilir ve 2-boyutlu bir kompakt manifoldun kiire, tor yada en genel
anlamda sunlu n > 2 delikli tor yada bunlardan birine homeomorfik oldugu
bilinmektedir. Yonlendirilemez durumda yani kompakt yiizeyin bir Mobius seridi
icermesi durumunda yiizeyin Projektif diizlem ya da sonlu tane projektif diizlemin
birbirine eklenmesinden olusan ylizeye homeomorfik oldugu bilinmektedir. Bu ve
benzeri sonuglar i¢cin Armstrong (1983), Kinsey (1993), Massey (1997) kaynaklarina
bakilabilir.

Daha yiiksek boyutlu manifoldlarin siniflandirilmasi halen agik bir problemdir. Hatta

3-boyutta bile simiflandirma heniiz tam anlamiyla yapilamamistir. [5]
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