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SINIR SARTLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN SUREKSIZ
DIRAC SISTEMI iCiN COZUMUN VARLIGI
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Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Abdullah KABLAN
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32 sayfa

Bu tez caligmasinda sinir sartlarinda spektral parametre bulunan siireksiz bir Dirac
sistemi i¢in ¢6ziimiin varlig1 ve spektral bazi1 6zellikleri incelenmistir. Oncelikle birinci
bolimde problemle ilgili literatiir arastirmasi yapilarak incelenecek problem
tanitilmistir. fkinci boliim de tez galismast igin gerekli olan tanim, teorem ve kavramlar
tizerinde durulmus ve daha sonra Dirac operatorlerinin de temeli olan Sturm-Liouville
operatorlerinin bazi spektral 6zellikleri verilmistir. Son olarak yine bu boliimde Dirac
operatdrleri kisaca tanitilmustir. Uglincii boliimde ise incelenen problem icin farkls bir ic
carpim uzay1 tanimlanmis ve daha sonra bu uzayda ¢oziimiiniin varligl ispatlanmistir.
Ozdegerler icin karakteristik fonksiyon da yine bu boliimde bulunmustur. Sonuglar
boliimiinde ise problem i¢in bundan sonra yapilacak arastirmalar konusunda bazi

bilgiler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Strum-Liouville operatorleri, Dirac operatorleri, Gegis sartlari,
Spektral parametre bulunan sinir sartlari.



ABSTRACT

EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR A DISCONTINUITY DIRAC SYSTEM
WITH SPECTRAL PARAMETER CONTAINED IN THE BOUNDARY
CONDITIONS

OZDEN, Tiilay
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Abdullah KABLAN
June 2013

32 pages

In this thessis, the existence of solution and some spectral properties for a
discontinuity Dirac system with spectral parameter contained in the boundary
conditions are studied. First of all literature research and definition of considered
problem are given in first section. In second section, focused on essential definitions,
theorems and some consepts and then some spectral properties of Sturm-Liouville
operators based olso Dirac operators are given. Additionally, Dirac operators are briefly
introduced in this section. In the third section different definition of a inner product
space for the considered problem is given and then existence of solution in this space is
proven. Moreover, in this section, the characteristic function of eigenvalues is found. In

the results section subsequent researchs for the problem are given.

Key Words: Strum-Liouville operators , Dirac operators, Transmission conditions,
Eigen -parameter depend boundary conditions.
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BOLUM 1
GIRIS
Adi diferansiyel denklemler i¢in siir deger problemleri teorisi ilk olarak 19. yiiz-
yilin ortalarinda Jacques Sturm (1803-1855) ve fransiz matematikci Joseph
Liouville’nin (1809-1882) calismalarina dayanmaktadir. Daha sonraki yillarda birgok

matematik¢i basta E.C.Titchmarsh [1] ve Naimark [2] olmak {izere bu konuda bir¢ok

calisma yapmustir. Ozellikle J. Sturm’un ¢alismalarinda ortaya ¢ikan

2
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diferansiyel operatorii Sturm operatorii olarak bilinir ve uygulamalarda sik sik kullanilir.

Bu operator genelde H = L,[a,b] Hilbert uzaylarmda incelenmektedir. Levitan ve
Sargsjan [3] calismalarinda bu operatorii y(x) fonksiyonuna uygulayarak, [a,b]

araliginda

Ly=—y +q(x)y =My (1.1)

denklemi ve «, 3 € [0,7) olmak iizere

y(a)cosa + y'(a)sina = 0

, (1.2)
y(b)cos B+ y (b)sin 3 =0
seklinde sinir sartlar1 veya
o) = ) w3
y'(a) =y'(b)

seklinde smir sartlarini ele alarak L - operatoriiniin 6zdegerleri, 6zfonksiyonlar1 ve
bunlarin asimtotik agilimlar1 {izerine incelemeler yapmis ve bu konuda en Onemli
kaynaklardan biri olan ¢alismalarini ortaya ¢ikarmislardir. Biitliin bu ¢alismalara paralel

olarak hem fizikte ortaya ¢ikan yeni somut problemler hem de Sturm- Liouville

1



teorisinin i¢ talepleri dogrultusunda Sturm —Liouville problemleri farkli yonlerde
genellestirilmistir. Bunlardan biri smir sartlarinda spektral parametre bulunduran
Sturm-Liouville problemleridir. Bu konuda J. Walter [4] sinir sartlarinda 6zdeger
parametresi bulunan 0Ozdeger problemleri icin teorik-operator formiiliinii ortaya

koyduktan sonra C.T. Fulton [5] ¢aligmasinda

Tu = —u"4+ qu = Iu (1.4)
cosau(a) +sinau'(a) =0 (1.5)
—(Bu(b) — Bu' (b)) = A(B, u(b) — B, u(b)) (1.6)

poblemini ele almis Titchmarsh [1] de olan metodlar1 bu problem tasimistir.
Burada () [a,b] araliginda siirekli, o € [0,7) ve 3, 3,,8,,8, € R dir. Daha sonra son

yirmi yilda birgok matematiksel literatur bu konular {izerinde gelistirildi [6-8]. Son
zamanlarda sliphesiz birgok ilgi ¢ekici ve 6nemli ¢aligma olmasina ragmen biz burada
son yillarda olusturulan birka¢ ¢alismaya deginecegiz. Ele alinan herhangi bir sonlu
araligin bir i¢ noktasinda gecis sartlar1 olan ve sinir sartlarinda 6zdeger parametresi
bulunan Sturm-Liouville probleminin bazi spektral 6zellikleri ve ¢dziimiin varligiyla
ilgili bir ¢alisma O.Sh. Mukhtarov ve E.Tunc [9] tarafindan yapildi.Yine Kerimov [10]
sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran Dirac sistemi ile ilgili bir ¢aligma
yapti.Ayrica [11] da sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran Dirac sistemi i¢in
ters problem calisildi. Bizim bu c¢alismadaki amacimiz ise gecis sartlarini kullanarak
sinir sartlarinda 6zdeger-parametresi bulunduran siireksiz bir Dirac sistemi i¢in

¢Oziimiin varligin1 gostermektir. Bu amag i¢in [9] da olan metod kullanildi. Ayrica
l(u) = Au'(x) — P(z)u(z) = Au(x) (1.7)

Dirac sistemi ele alindi. Burada

ve



dir. Dolayisiyla (1.7) sistemi agik olarak

u, () = p, (2)y, (z) = Au, (2)

, z€a,c)U(ch]
Uy '(ZIZ’) + b, ($)u2 (ZL’) = _AUQ (I’)
biciminde yazilabilir. Yine ¢alismamizda
sin au, (a) — cos au,(a) = 0 (1.8)
bu, (b) —a, u,(b) = —(sin Bu, (b) — cos Bu, (b)) (1.9

sinir sartlarini ve x = ¢ i¢ noktasinda

u,(c —0) = yu,(c +0)

¥ (1.10)
u,(c —0) =~ u,(c+0)

gecis sartlarmi  kullanacagiz. Calismamiz  boyunca A kompleks o6zdeger

parametresi, p. (z), (i=1,2) fonksiyonlart  [a,c)]U(c,b]  lizerinde  siirekli

p,(£c) = lim p.(z) var ve a,b, v reelsayi, o, €[0,m) dir.

) )
T—+c 1 1



BOLUM 2
GENEL KAVRAMLAR
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 2.1.1: A H Hilbert uyazinda tanimli bir lineer operator olsun. X = &

normlu uzay ve A:D(A) — X lineer operatdrii verilsin. A bir kompleks parametre
olmak iizere,

1) (A—AI)"' operatoriiniin tersinin oldugu A noktalarima regular nokta, bu
noktalardan olusan kiimeye A nin rezolvent kiimesi denir ve p(A) ile gosterilir.
2) Bu kiimenin tiimleyeni olan C — p(A) kiimesine A nin spektrum kiimesi denir

ve o(A) ile gosterilir.

Tamm 2.1.2: (Ozdeger ve Ozfonksiyon) A, Tanim 2.1.1 de verilen bir operator ve \
kompleks parametre olsun. Eger z = 0 oldugunda
Ax =\
veya
(A=ADz =0

ise A ya A ninodzdegerive x e A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

Uyan 2.1.1: o(A) kiimesinin elemanlar1 dzdeger olmak zorunda degildir.Yani

o(A) nin eleman olup 6zdeger olmayan elemanlar da olabilir.

Tanim 2.1.3: Spektrum cesitleri lige ayrilir.
1) (Ayrik Spektrum) Bir A operatoriiniin spectrum kiimesi sadece

operatoriin  6zdegerlerinden olusuyorsa bu operatore ayrik spektruma

sahiptir denir ve bu kiime o (A) ile gdsterilir.

2) (Siirekli Spektrum) Belirli bir H Hilbert uzayinda tanimli, (4 — A1)
operatdriin tersi var ve operatér bu uzay iizerinde sinirh degilse A

operatdrii surekli spektruma sahiptir denir ve o (A) ile gosterilir.

4



3) (Reziidii Spektrum) H Hilbert uzayinda tanimli (A — A\I) operatoriiniin
tersi var ve deger kiimesi H igin de yogun degilse A operatoriine reziidii

spektruma sahiptir denir ve o (A) ile gosterilir.

Not 2.1.1: o(A) kiimesi asagidaki esitligi saglar.

o(d)=0,(A)Uo (A)Uoc (4)

Tamim 2.1.4: (Lineer Diferansiyel Operator)
Uy) = p,(2)y"™ + p,(2)y" " +...+p (2)y

formunda ki C"™ den C ye tanimh operator lineerlik kosulunu sagliyorsa bu operatdre

lineer diferansiyel operator denir. Burada p (z), p,(z),---, p (z) fonksiyonlarina

katsayilar ve n ye diferansiyel operatoriin mertebesi denir.

Tammm 2.1.5 (Swur Sartlary)) Simirli bir D bolgesinde tanimli bir diferansiyel
denklemin ¢6ziimlerinin matematiksel olarak davranist kontrol edilmek isteniyorsa, D
bolgesinin sinirinda genellikle bagimli degiskene bazi sartlar yiiklenilmesi gereklidir.
Bu smir degerlerine sinir sartlar: denir. Sinir sartlari tige ayrilir.

1) Dirchlet Simir Sarti: Bu durumda g fonksiyonu D nin smirinda tanimlidir.
D =[0,¢] bolgesin de y(0) =, y({) = sartlarina Dirichlet smir sartlari
denir.Eger a, 3 sabitleri sifira esit ise bu sartlara homojen Dirichlet sarti,aksi

taktirde homojen olmayan Dirichlet sart1 denir.

2) Neumann Sinir Sarti; Verilen bir aralikta (6rnegin aralik [0,£] olsun.) Neumann
smir sartlart y'(0) = «, y'(¢) = [ olarak tanimlanir. Burada «, 3 sabittir.

3) Robin (Karisik) Simir Sarti: Robin smir sartlarinda hem 3 bagimli degiskenin
lineer kombinasyonu hemde dy / dz normal tiirevi sinir iizerinde tanimlidir.
Yani araligiz [0,¢] oldugunda y(0)+¢'(0) veya y(f)+y'(¢) gibi smur

sartlarina Robin sartlar1 denir.

Tamm 2.1.6: Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasmimn belli bir D(z,,0)

komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z, noktasinda analitiktir

denir.



Tanmim 2.1.7: Eger bir f kompleks fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda
analitikse, f, S iizerinde analitiktir denir.
Tamim 2.1.8: Bir f fonksiyonu C nin tiim noktalarinda analitikse, f ye tam (entire)

veya integral fonksiyon denir.

Tanim 2.1.9: Herhangi bir x € R" i¢in

n
Jo =32
=1

(2.1)

iy
n
skaler niceligine z in normu denir.

Ardil Yaklasimlar Metodu

Ik olarak gerekli bazi bilgileri verelim [11]. Birinci mertebeden bir diferansiyel
denklemi

u' = g(t,u) (2.2)

formunda yazalim. Burada I reel eksen iizerinde bir agik aralik olmak fizere, g

fonksiyonu [ x R fizerinde tanimli reel degerli bir fonsiyondur. Ayrica (2.2)

denklemine, eger g(t,u) fonksiyonu u ya gore lineer ise denkleme birinci mertebeden

lineer diferansiyel denklem, aksi taktirde birinci mertebeden lineer olmayan diferasiyel

denklem denir.

Simdi u(t) (2.2) denkleminin bir ¢, € I noktasinda
u(t,) = u, (2.3)

baslangi¢ sartini saglayan ¢6ziimii olsun.

Yardimcr Teorem 2.1.1: Eger ¢(¢,u) fonksiyonu R(a,b) iizerinde siirekli ise, o

zaman (2.2)-(2.3) baslangi¢ deger problemi ‘t — to‘ < a sartini saglayan ¢ ler igin

u(t) = u, + J:tg(s, u(s))ds (2.4)

integral denklemine denktir, [9].



Simdi yukarida verilenler yardimiyla bir metot olusturalim. «(¢) (2.2) denkleminin (2.3)
baslangi¢ sartin1 saglayan ¢6ziimii olsun. ¢(¢,u) siirekli oldugundan dolay: yardimeci

teorem 2.1.1 geregi
t
u(t) = u, + f g(su(s))ds

integral denklemine denktir. Dolayisiyla yukarida verilen integral denklemini

kullanarak n = 1,2,... i¢in bir

u,(t) = u,
u(t)=u, + [ : (g5, (5))ds

(2.5)

u (t) = u, + j:: (gsu, (s))ds

integral dizisi olusturabiliriz. Olusturdugumuz bu diziye ardil yaklagimlar ( ayni
zamanda iterasyon veya Picard ) metodu denir. Burada  w (t),u (t),---,u (1)

fonksiyonlar1 (2.4) denkleminin ardil yaklasik ¢oziimleridir.
2.2. Regiiler ve Singiiler Sturm-Liouville Problemi

Genel olarak [a,b] araliginda taniml

—y" 4+ qlz)y = Ny (2.6)

y(a)cosa +y'(a)sina =0
y(b)cos B+ y'(b)sinB =0

sinir deger problemi Sturm —Liouville problem olarak bilinir. Eger [a,b] araligi sonlu ve

@2.7)

q(z) bu aralikta integrallenebilirse bu problem regular (diizgiin) Strum-Liouville
problem; [a,b] aralifi sonsuz,q(z) bu aralikta integrallenemezse veya bu iki durum

birlikte var ise bu tiir problemlere de singuler (tekil) Sturm —Liouville problem denir.

Teorem2.2.1: Eger (2.6) denkleminde ¢(z) diizgiinlik kosullarin1 sagliyor ve «
(2.7) de verilen sabit ise, 0 zaman (2.6) denkleminin a < x < b araliginda

#(a) = sina, ¢'(a) = —cosa



baslangi¢ sartini saglayan ve A nin bir tam fonksiyonu olan ¢(z) ¢6ziimii vardir.

Ispat: (2.6) denkleminin homojen ¢oziimii teoremde verilen baslangi¢ sartlari da

kullanilarak
y,(r) = sina — (z —a)cosa

bigiminde elde edilir. Ozel ¢oziim igin (2.6) esitliginde q(z) sag tarafa alinip a dan x e

iki kere integral alinirsa
y(@) =y, (o) + [ {at) = \y(O) (@ — )t
elde edilir. Son esitlikte n = 1,2,..., i¢in ardil yaklagimlar metodu kullanilarak
y, (1) = yy(@) + [ {at) =Ny, (@bt

dizisi olusturulur. $imdi o <z <b arahiginda |g(z)| < M, |y, (2)| <K ve <N

olsun n =1 igin
(@)~ w (@) < [+ MKz )it = %(M+ N)K(z — a)

ve n > 2 icin

@)~y @<+ N) [

Y, ,(t) =y, ,(O)|(x — t)dt

dolayisiyla n = 2 i¢in
‘yQ(x) — yl(:r:)‘ < K(M+ N)Qfm (t —a)’(z —t)dt = K(M+ N)’(z —a)* / 4!

ve n i¢in timevarim kullanilarak




esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sag tarafi yakinsak oldugundan karsilagtirma testi

geregince sol da olan ifade de yakinsaktir. Ayrica

$@) =y,(2)+>. {v,(@) -y, (@)}
dizisi ‘)\‘ <N ise a <z <b araliginda \ ya gore diizgiin yakinsaktir. Simdi n > 2
i¢in
y, @)=y, @ = [ {a®) =2y, @) -y, @)}t

ve

y, (@) —y, | (@) ={ax) - 2\Hy, (@) —y, @)}

dir . Agikca goriilebilir ki birinci ve ikinci tiirevler x e gore yakinsaktir. Dolayisiyla

¢//($) _ Z:; {yn”(x) _ ynl//(x)}
— {a@) = M}y (@) + 2y, (@) - ym(x)}}

= {g(@) = A} ()

elde edilir ki bu ¢(z) in (1.1) denkleminin ¢6ziimi oldugunu gosterir.Ayrica

¢(a) = sin v oldugu agiktir. Boylece ispat biter.

Teorem2.2.1: (2.6) -(2.7) probleminin birbirinden farkli 6zdegerleri A ,A olsun.
Bu ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar y(z, A ) ve y(x,A_) ortagonaldir. Yani
asagidaki esitligi saglar.

f: y(z, A y(z, A\ )dr =0

Teorem.2.2.2: (2.6)-(2.7) probleminin 6zdegerleri reel dir.
Simdi konuyla ilgili birkag¢ 6rnek inceleyelim.

Ornek 2.21: [2] = = ¢ son noktasinda sabit ve = = 0 noktasinda serbest (Sekil 1)
deki gibi bir teli distinelim. P kuvveti 0 noktasindan ¢ noktasina kadar bu tele etki

ediyor. Burda P nin ¢ok kiigiik degerlerinde telin seklinin kararli oldugu yani
9



degismedigi kabul géren bir gergektir, fakat P nin Oyle bir kritik P, noktasi vardir ki
P < P oldugunda telin sekli ve egimi degisir. Biz bu egimi ($ekil 1) den ¢ok az farklh

olan (Sekil 2) deki denge durumunda incelegecegiz.

a
¥ ¥
x=I x=l
¥ L
Sekil 1 Sekil 2
y = y(z) telin egim fonksiyonu olmak iizere egim denklemi
Py =—EI" (2.8)

seklindedir. Burada I telin hareketsiz aninda tamaminda ki momentum ve E esneklik
katsayisidir. Bu denklemin her iki yaninda uygulanan kuvvet ve baslangi¢c nokasindan
tel boyunca olan egimden dolayr egim momenti vardir. Burada telin sabit bir

boliimiinlin tamaminda homojen olan durumu inceleyecegiz. EI sabit oldugundan

dolayt \ = % alinarak (2.8) denklemi

—y" =Xy (2.9)
bigiminde yazilabilir. (Sekil 2) de y(x) fonksiyonunun

y(0)=0, y'(€)=0 (2.10)
10



kosullarin1 sagladigi agiktir. Dolayisiyla (2.8) ve (2.9) esitlikleri kulanilarak (2.10)
siirdegerleriyle birlikte bir 6zdeger problem insa edilebilir. Simdi (2.9) 6zdeger

probleminin genel ¢dziimii
y = ACOS\/X.T + Bsin\/Xx
oldugundan dolay1 bu ¢oziime (2.10) sinir sartlarini uygulayarak

A=0, cosij@zO

bulunur. Dolayisiyla

A

n

2n—1
20

2
7T] , n=123,...

problemin ozdegerleridir. Ayrica problemin 6zdegerleri basittir ve bu O6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar

2n —1

y(z,\) = Bsin T, n=123,..

bicimindedir. Yine yapilan doniisiimden dolay1 kuvvet

n

2
P = EI[2"_177]

20

olarak bulunur. Ayrica (Sekil 3) 6zfonksiyonlara gore telin denge durumunu gdosterir.
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Sekil 3

Ornek 2.2.2: [2] = = 0 noktasinda bir yatay H etkisinin oldugu (Sekil 4) ve = = ¢

noktasinda sabit bir teli géz 6niinde bulunduralim. Bu durumda telin egim momenti
M = Py — Hx = —EIy’ (2.11)

dir.

x=I

Sekil 4
12



Bu esitlikte iki kez tiirev alinirsa
(Ely"Y" = —Py" (2.12)
esitligi elde edilir. Burada telin egim fonksiyonu y(x)

y(0) =0, y"(0) = 0, y(¢) = 0, y"(¢) = 0, (2.13)

sartlarin1 saglamalidir. Simdi bu smir sartlarinin saglandigini agiklayalim. ilk olarak
birinci ve t¢lincii sinir sartinin saglandigl agiktir  (Sekil 4); ikinci smir sarti egim
momentinin  xz = 0 noktasinda sifir oldugunu gosterir (¢linkii bu noktada tel
destekleniyor); dordiincii sinir sartt = = ¢ noktasinda tel sabit oldugundan egim z -

eksenine paraleldir. Bu yiizden (2.12)-(2.13) problem 6zdeger poblemidir. Simdi kabul
edelim ki EI sabit ve P/ EI =k* ve dahasi problemin anlasilir olmasi agisindan

¢ =1 olsun. Dolayisiyla (2.12) denklemini
y"" = —k*y" (2.14)
formunda yazabiliriz.
Durum 1: Budenklemin & = 0 durumundaki ¢6ziimii
y= A+ Bx + Ccoskzr + Dsinkx (2.15)
dir. Bu ¢6ziime (2.13) da verilen sinir sartlari uygulanarak A = C =0 ve

tank =k

esitligi elde edilir. Dolayisiyla bu problemin 6zdegerleri yukarida verilen denklemin

kokleridir. Bu kokler (Sekil 5) de goriildiigii gibi
y=tanr Ve y==zx

fonksiyonlarmin kesim noktalaridir. Dolayisiyla 6zdegerler basit ve bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar asagidaki gibidir

y = sinkr — rsink.

13



v=tan k

e

i »
Sekil 5
Durum 2: k£ = 0 ig¢in (2.14) denkleminin ¢6ziimii
y = A+ Bz + Cx* + Dz* (2.16)

dir. B ¢oziime (2.13) simir sartlari uygulatildiginda A = B = C = D = 0 oldugu
goriiliir ki bu bize y = 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla & = 0 6zdeger degildir.

2.3 Dirac Operatorii

Asagidaki denklem sistemini ele alalim.

(2.17)

Burada

p,(z)=p,(z) ve p (), (i,k=12) reel degerli vela,b] araliginda siirekli
fonksiyonlardir. (2.17) denklemi

y, '+ o, (2)y, + p,(2)y, = Ay,

| (2.18)
_y1 + p21($)y1 + p22 (x)yg = Ayg

14



bicimindeki birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemine denktir.
p,(r)=0=p,(z) durumunda p (2)="V(z)+m, p,(z)=V(zr)—m (ki barada
V(z) potansiyel fonksiyonu ve m pargacigin kiitlesidir.) dir. (2.18) sistemine kuantum
teoride bir boyutlu duragan Dirac sistemi denir.

Simdi

cosp(z) —sing(z)

H(z) = sinp(x)  cosp(x)

iki boyutlu uzayda diiz ve ortagonal bir doniisiim olsun. B ve H nin degismeli yani
BH = HB
oldugu aciktir. Buradan (2.18) deki denklemleride géz oniinde bulundurarak y = Hz

dontisiimii yapilirsa

v,'— {A+ p, @)}y, =0

(2.19)
y, '+ {)\ + pQ(:z:)}y2 =0
formu elde edilir. Bu forma (2.18) sisteminin kanonik formu denir.
Teorem 2.3.1: (2.19) sisteminde sinir sartlart [a,b] araliginda
y,(a)sin o + y,(a)cosa = 0 (2.20)
y,(b)sin B +y,(b)cos 3 =0 (2.21)

alindiginda (2.19)-(2.21) probleminin birbirinden farkli herhangi iki 6zdegeri A ,\ ve
bu 6zdegerlere karsilik gelen fonksiyon degerli 6zvektorler y(z,A ), y(x, A ) olmak

luzere

fb y' vdr = fb[yl (2, A )z, (2, A )+ y, (3, )z, (, )\m)]da: =0

dir. Yani 6zdegerler birbirine diktir.

Teorem 2.3.2: (2.19)-(2.21) probleminin 6zdegerleri reeldir.

!
L

Tanmm 2.3.1: ¢ =

2

ve ¢ = [21] reel fonksiyon degerli vektorler (2.19)

sisteminin ¢oziimleri olsun.

15



fonksiyonuna bu sistemin Wronskian determinant denir.

Teorem 2.3.3: (2.19) sisteminin Wronskian determinanti z e baglh degildir.
Ispat: © ve ¢ (2.19) sisteminin ¢dziimleri olsun. Dolayisiyla

o, -+ p@e =0 ¢/ —{A+p@)}s =0

ol +{A+p,@}e, =0 ¢/ +{r+p,@)}¢, =0

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler sirasiyla ¢,,—¢,,—¢,,¢,

ile carpilip taraf tarafa
toplanirsa

(902/¢1 - gpl,d)Q - QSQIC'% + ¢1/902)(x7 A)=0

esitligi elde edilir. Dolayisiyla

d
dz ((p1¢2 - §02¢1)({E,)\) = EW{@a(b} =0

dir. Bu da tiirev 6zelliklerinden W{go, ¢} fonksiyonunun yalnizca A bagl oldugunu
gosterir. Dolayisiyla ispat biter.

Ornek 2.3.1;

y,(0)sina 47, (0)cosar = 0

y,(m)sin 3 + y,(m)cos B =0

probleminin ¢éziimii

" (x,)) = (cos(A\z — a),sin(Az — a))

ve 0zdegerleri
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dir. Simdi bu problemde o =0 ve § = T alindigin da yukarida verilen sinir sartlari
asagidaki forma doniisiir.

y,(0)=1, y4,(0)=0

y,(m) =0, y,(m) =1

Dolayistyla problemin genel ¢oziimii agsagidaki formda olacagindan dolay1

y,(z,\) = —¢, sin \x + ¢, cos Az

Y,(7,A) = ¢ cos Az + ¢, sin Az

bu ¢oziimlere elde edilen sinir sartlar1 uygulandiginda ¢, =0 ve ¢, =1 olarak elde

edilir. Ayrica 6zdegerler asagidaki formdadir ki problemin basinda verilen 6zdeger formunda

a=0, 0= g alindiginda ayni esitlik elde edilir. Yani

dir ve bu 6zdegerlere karsilik gelen vektor degerli 6zfonksiyonlar da

1
[yl(% )\")] _ cos(n — E)x

%(, A") sin(n — %)x

olarak elde edilir. Ayrica agiktir ki 6zdegerler ayrik ve artandir.
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BOLUM 3
BiR BOYUTLU SUREKSIiZ DIRAC OPERATORU

3.1.[12] Problem i¢cin Operator Formiilii

Oncelikle ¢alismamizin teoride uygun olmasi agisindan ‘al‘jt‘bl‘ =0, v=0

oldugunu kabul edecegiz. Ayrica (1.7)-(1.10) problemine teorik yaklasim formiilii elde

etmek icin, iizerinde asagida tanimlanan iccarpim normu ile

H = L,[a,c) U L,(c,b] © C_ Hilbert uzayim

(Uv) = [(u'sde+ [ R im’} 3.1)

ele alalim. Burada 7' transpozu gostermek {izere

U uijx) V- v(;;) cH
B u, (T _ v, (7)
u(z) = [u2(x , u(z) = [1}2(:5) €cH

dir. i =1,2 i¢in u(z),v () € L]a,c)UL,/(c,b] , 4o e C dir. Simdi o sabitini

b a

1 1

o = det| .
sin3, cosf,,

>0 (3.2)

bigiminde tanimlayalim. Dahast dom(A) CH kiimesi biitin U=| _"|e H
U

fonksiyonlarmin kiimesi olsun 6yleki u (z), u,(x), [a,c) U[c,b) tizerinde mutlak siirekli

sin au, (a) — cos au,(a) = 0 ve u (+c), u,(&c) sonlu limitleri var.

Simdi

18



A:dom(A) — H
operatorii araciligryla (1.7)-(1.10) problemi
AU =\U
formunda yazilabilir. Ag¢ik olarak goriilebilir ki A operatdrii ve (1.7) —(1.10) Dirac

sistemi ayni Ozdegerlere sahip ve bu Ozdegerlere karsilik gelen A operatoriiniin

fonksiyon degerli 6zvektoriiniin ilk bileseni (1.7) —(1.10) Dirac sisteminin ayn

0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonudur.
Teorem 3.1.1: A operatorii simetriktir.

Ispat: Her U,V € dom(A) igin (3.1) i¢ garprmuini kullanarak

c b ]_ —
<AU,V>H :L u%dx%—fc uTﬁdx—F;ﬂﬁ
¢ v,
1
=) (u2 —pu, —Uu —pguz) _]dx
2
¢ v, 1 =
+j; (uQ pu, —u —pu, || d:c—;uv (3.3)
2

b , _ b ’ _ 1 =
—}—j: (u, — pu,)o,dr — I (u, + pyu,)v,dz —;uv
elde edilir. Simdi sirastyla her bir terimde kismi integrasyon kurali uygulanarak

(;_ + [u21_)1 - u1272]i+0

+ fa w, (v, — p,v, )dx + j; u, (v, — p,v,)dx
b b

+ ft u2(—51 — p2172)dx + j: ul(U2 — plz_}l)dx

B i(blul (b) — a,u, (b)) (sin 57, (b) — cos 57,(0))

<A U,V>H = [u,7, —u,]’

elde edilir. Simdi U ve V (1.8), (1.9) sinir sartlarini1 sagladigi i¢in

(3.4)

ve (1.10) gecis sartlarindan dolay1
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u,(c—0)v,(c—0) = u,(c+ 0)v,(c+0)

1

u,(c— 0)v,(c— 0) = u,(c+ 0)7,(c+ 0)

2

(3.5)

dir. Buradan (3.4) ve (3.5) esitlikleri goz 6nilinde bulunduruldugunda

[U'ZEI - “177212_0 + [UQT)I B u1172]i+0 =0

oldugu goriiliir. Ayrica

(b,u,(b) — a,u,(b))(sin By, (b) — cos 7, (b))
= sin B(bu, (b)v,(b) — a,u,(b)v, (b))
— cos B(bu, (b)v,(b) — a,u,(b)v, (b))

(3.6)
dir. Buradan esitligin sag tarafinda ilk terimde parantezin igine —a,u, (b)v,(b) , iKinci
terimde parantezin i¢ine —b,u,(b)v,(b) eklenip ¢ikarilirsa (3.6) esitliginin sag tarafi

sin B(b,u, (b)v, (b) — a,u, (b)v,(b)) + sin B(a,u, (b)v,(b) — a,u,(b)v, (b))
—cos (b, (b)v,(b) — a,u,(b)v,(b)) — cos B(bu, (b)v,(b) — bu,(b)v, (b))

olur. Yine aciktir ki
u, (87, (8) =, (0)5,(0)

oldugundan ikinci ve sonuncu terim sifira esittir. Dolayisiyla (3.6) esitligi

(bu,(b) — a,u,(b))(sin Bv,(b) — cos Bv,(b))
= (sin Bu, (b) — cos Bu,(b))(b,v,(b) — a,v,(b))

bigiminde olur. Sonug olarak (3.4), (3.5) ve (3.6) dan
(AUV), =(U,AV),

elde edilir ki buradan ispat biter.

Sonug 3.1.1: (1.7)-(1.10) probleminin 6zdegerleri reeldir.

Sonug 3.1.2: (1.7)-(1.10) probleminin her A = &zdegerleri ve bu 6zdegerlere karsilik

gelen u "(z,A) = (u (z,\),u (2, )) 6zvektérleri n = m oldugunda
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f: unTEmdx + fb unTT/mdx — izﬁ =0

C

dir. Yani problemin fonksiyon degerli 6zvektorleri birbirine diktir.

3.2 . Coziimlerin Varhgi

Bu bolimde (1.7)-(1.10) Dirac sisteminin ¢oziimlerinin varligin1 gosterecegiz.

Bunun i¢in asagida verilecek olan teoremi kanitlayacagiz.

Teorem 3.2.1: (1.7) denklemi [a,c) U (¢,b] araliginda (1.8) siur sartt ve (1.10)
gecis sartlarini saglayan bir ®(x,\) ¢dzlimiine sahip ve bu ¢o6ziim Vz € [a,c) U (¢, b]

icin A\ ya bagh integral fonksiyonudur, [13].
Ispat: Diferansiyel denklerin klasik teorisinden, [9]
Au'(z) — P(x)u(z) = Mu(z), = €la,c)
sisteminin
u,(a) = cosa, u,(a)=sina

basglangic sartlari1 saglayan A mnin integral fonksiyonu olan siirekli bir tek

® (z,A) = (®,(7,)),®,(2,\)) ¢oziimii vardir. Simdi

uz — pu, () = Au, (2)

3.7
wx + pyuy(z) = —Au,(z),2 € (¢,b] 3.7

Dirac sistemini ve 6zdeger igeren Standart olmayan
u(c+0)=7"2,(c=0.) (3.8)

u,(c+0) =@ (c—0,A)

baslangig sartlarin birlikte ele alalim ve bu problemin p (z) = 0 = p,(x) durumunda ki

¢Ozlimiinii elde edelim. Bunun i¢in ilk olarak
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homojen sistemini kullanalim. Sistemde tiirev alinip gerekli islemler sonucunda
u2” (7) = —Au,(v)

elde edilir. Sabit katsayili homojen diferansiyel denklemin ¢dziimiinden (bunu u’(z,\)
ile gosterecegiz)

ug (2,\) = ¢, cos Az + ¢, sin Az
ve benzer bigimde

! (z,\) = —¢, sin Az + ¢, cos Az
homojen ¢oziimleri elde ederiz. Bu ¢oziimlere (3.8) standart olmayan baslangig sartlari

uygulanarak c,c, sabitleri
¢, =P, (c —0,X)cos A(c+ 0) — '@, (¢ — 0,\)sin A(c+ 0)

¢, =P, (c—0,\)sin A(c+0) +~77'® (¢ — 0,A) cos A(c+ 0)
biciminde bulunur. Bu degerler kullanilarak gerekli islemler yapilirsa

) (2,
uy, (2, \)
Y7'®, (¢ — 0,A)cos A(z — (c+ 0)) + @, (¢ — 0,A)sin A(z — (¢4 0))
P, (¢ — 0,A)cos A(z — (¢4 0)) + 7 '® (¢ — 0,\)sin Nz — (c+ 0))

u’(z,\) =

homojen ¢oziimiinii elde ederiz. Simdi parametlerin degisim metodunu kullanarak genel

¢Oziimii bulalim. Temel matris asagida verilen formdadir.

Tla cosA\x  sin\x
(z,4) = —sin\x cos\z

Bu durumda katsay1 matrisi
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alinirsa parametrelerin degisim metodu geregi W(x,\)c(z) yazilabilir. Dolayisiyla

W' (i, Ne(z) + Uz, N)c'(z)
B —Asin Az AcosA\z

| =XcosAzr —Asin\z

cosAx  sin\x

c;<x>]

6 (z)

c,(r)| |—sinAz cosAx

¢, (w)]

elde edilir. Ayrica

U (2, \)e(z) = A u

u, (w)]

oldugu aciktir. Boylece bu islemlerden elde edilen sonuclarin sistemde uygun terimlerin

yerine yerlestirilmesiyle

cosAz  sinz|[¢/(2) DY,
—sinAz  cosAz||ci(z)| |—pu,
denklem sistemi elde edilir ve buradan
¢/(x) cosAz  —sinAz|| pu,
ci(z)| |sinAz  cosAz ||—p,u,

bulunur. Dolayisiyla son esitlikte taraf tarafa ¢ den x e integral alinirsa
c(x o[ pu, COSAS+ p,u, sin s
o(z) = 1():f b b4, s
o)) Je

pu, SINAS— P u, COSAS
elde edilir ve boylece

U

12
u =
Plu

11

cosAr  sin\z P, COSAS+ p,u, Sin A S]d
s

P,u, SINAS— pu, COSAS

I

olarak bulunur. Dolayisiyla sistem i¢in genel ¢6ziim

0
UH z
=| M+
0

—sin Az cos )z

ull

pu, sin \(s— z) — p,u,, cos A(s— x)]d
s

u =
p,u), cos A(s— z) + p,uy, sin X(s— z)

1

12
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bulunur. Simdi ¢oziimlerin yakinsak oldugunu gosterelim. Bunu Bolim 2 de anlatilan

ardil yaklagimlar metodunu kullanarak gosterecegiz. Simdi n = 1,2,... i¢in yukarida

bulunan ¢6ziim ile bir dizi olusturalim.

/U/fl T
e
U/12 ¢

dizisinde Bolim 2 Tanim 2.1.6 da verilen normu n = 1 igin

n—1

12

p, sin A\(s— z)u " — p, cos A(s— z)u/, "
p, cos N(s— z)u'" + p, sin A(s— z)u

u, — ), _ fy p, sin X(s— z)u,, — p, cos A(s— z)u,, )
u, —u ||~ e || p, cos A(s— z)u,, + p, sin A(s— z)u,,

= fl (‘p1 sin A(s— z)u,, — p, cos A(s— x)uloz‘
+ ‘pl cos A(s— z)u,, + p, sin A(s— z)u,), ‘)ds

< . @+ 2 pas

integral i¢indeki fonksiyonlarin maksimumlar1 dikkate alindiginda

<20 R\ +0,R(\)(z—c)

1 0
ull ull

1 0
U U

12 Y12

esitsizligi elde edilir. Burada

01 = maxme(ab] ‘pl‘v 02 = ma’Xme(c,b] ‘pQ‘

R(N)=max_,, ‘uou‘, R(\) =max___ |u°

2 z€(e,b] ‘ 12‘

dir. Aynidizide n. ve (n —1). terimler taraf tarafa ¢ikarilip norm alinirsa

u' — u'l”;l _ fT p, sin As— ) [ui”;1 — {‘172] — p, cos A(s— ) [ui”; — ui";?] )
Uy, — uf’; —Je |l p, cos A(s— ) [uf’fl — ul”f] + p, sin A(s— ) [uf’; — uf’f]

esitsizligi elde edilir. Simdi son esitsizlikte n =2 i¢in yine ayni degerlendirme

2 1
Uy — Uy

2 1
U U

12~ M2

yapilirsa

c)

<20, 1 60)O.R N + 6,8,(\) -
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esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla n i¢in son esitsizligi tiimevarim yontemi geregince

n n—1
ull ull
-1
u’!L _ n

12 12

n!

biciminde genelleyebiliriz. Burada 6 = max{0,,0,} ve R(\)=max{R (), RN}

1772

dir.

Simdi (c,b] arahigindaki ¢6ziimi inceleyelim. Bunun igin teorem 3.2.1 in ispatinda

elde ettigimiz ¢oziimleri kullanacagiz. ilk olarak

D (z,)\) u’ o |ut —u!
S (z,\)=|_" =| '+ o (3.9)
? @22(%’, )\) uf? Z":I ul? - ul? 1
dizisinde
11m ulnl — @21
n—00 ;; @22

oldugu aciktir. Simdi bu ¢dziimiin sistemin bir ¢6ziimii oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in

(3.9) da tiirev alinarak

/ /
D (x,M) u! o —u!
@/ (x, )\) — 21 — 11 + 11 117 (310)
’ (I)22 (x’ )‘) u112 anz ug - 1n21

esitligi elde edilir.Bu esitlikte sag da ilk terim

0
U Uu. T
11 11
= 0 + f
'U/12 ulQ ¢

i¢in tiirev alindiginda

p,u), sin X(s— z) — p,u;, cos A(s— z)
s
puy, cos \(s— z) + p,uy, sin \(s— z)

_p2

ds +
p, O

!/ /
[un] [ufl] N x[—)\pl cos A(s— x) — Ap, sin \(s— x)] [ufl
. 0

| Ap, sin A(s— ) — p, cos A\(s— )

U12

u,
o ove
ul?

urz 12

integralli ifade
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f:r, —Ap, cos N(s— z) — Ap, sin A(s— z) ||, p 0 —Al|u, —u,
e | Ap, sinA(s—x) —p,cosA(s— ) ||uy, TIh 0 uy, — Uy,

oldugundan dolay1 ve ayni zamanda sistemden dolay1

oY
Uyl
o | =
Uy

dir. Simdi (3.10) esitliginde ikinci terim igin

u' —u fz p,sinA(s—z) —p,cosA(s—z)||w " —u” J
u' —ut| Je | pcosA(s—z)  p,sinA(s—z) ||t -l °

0

0 —A|lu

Uy — Uy,

!/
n n—1
Uy — Uy _ fT
un o 'U,n71 ¢

—Ap, cosA(s—z) —Ap,sinA(s—z)||u " —u y
Ap sinA(s—z)  —Ap, cosA(s—2)||u ’

1 2
O _p uﬂ _ un
+ 2 || %11 11
n—1 n—2
by 0 12 Uy

esitligi elde edilir. Son esitlikte integralli ifadenin

fm —Ap, cosA(s—x) —Ap, sin A(s— x)] ' —u g 0 —Alju", —u""}
: n—1 n—2 s = n n—1
¢ | ApsinA(s—z) —Ap,cosA(s—a)||u", —u", A0 flu", —u",
oldugu agiktir. Dahasi
1 0 n n—1 n—1 n—2
0 —=A Uy = Uy + Uy — Uy _ 0 —=A Uy T Uy
A0 u112 o qu un12 o uln;1 A0 ugl o ui;Z

dir. Dolayisiyla elde edilen sonuglar (3.10) esitliginde uygun yere yazilarak

/
®11

/
q)12

0 “A—p,
A+ p 0

0
ul 1

0 —“A—p,
A+ p 0

>
n=2

n—1 n—2

0
U12 u —Uu

n—1 n—2
u 11 u 11 ]

son esitlikte gerekli islemler yapilarak
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/
CI)M . 0 —A— b, (1)11
S =
(1)12 A+ b, 0 (I)lz
(I)11 + p2<1>12 = _)\CDIZ

O —p®, =D

11 11
sistemi elde edilir ki bu ¢6ziimlerin denklemi sagladigini gosterir. Simdi bu boliimde

verilenleri teorem olarak ifade edelim.

Teorem 3.2.2: Her z € [a,c) U (c,b] ve X € C igin (1.7)-(1.10) Dirac sistemi

B CIDIT(:U, A)=(®,,®,),r €la,c)
@A) = — (@, @),z € (c,b]

S
~
8
>
N
|

217

bi¢giminde A nin tam fonksiyonu olan bir ¢oziime sahiptir, [13].
Ispat: Yukarda yapilan kanitlara benzerdir.

3.3. Problemin Ozdegerleri

Problemin Wronskian determinant, W(® W), i = 1,2, Vz € [a,c) U(c,b]den bagimsiz

yalnizca A ya bagli oldugunu Boliim 2 den biliyoruz. Simdi

W@, (z,A), (2, \) = w, (), i =1,2

)

olsun. Dolayisiyla (1.10) gegis sartlart kullanilarak

w (A) =W(® (c—0,A),¥ (c—0,)))
CI)H(C— 0,\) @12 (c—0,))
T, (= 0,A) T (c—0,))
=@ (c= OV, (= 0,A) = @, (c= O, )W, (c= 0, 4)
— 771D, (c+ 0, A, (c+ 0,A) — 7@, (c+ 0,A)y W (c+ 0,\)

elde edilir. Dolayisiyla yukar1 da ilk ve son esitlikten
w,(A) = w,(A) = w(N) (3.11)

27



yazabiliriz. Simdi  6zdegerler igin karakteristik fonksiyon tanimlayalim. Daha

oncesinde (1.7)-(1.10) probleminin ®(z,\) ve ¥(x,\) ¢oziimleri baz1 o, 3 € [0,7) i¢in

(a,\) = cosa, @,(a,\) = sina

o
. , (3.12)
U (b,A)=a, +Acos B3, ¥ ,(b,\) = b, + Asin 3

saglanacak bi¢im de tanimlanmisti. Dolayisiyla (1.7)-(1.10) probleminin herhangi bir

¢cOziimii agagida gosterildigi gibi temsil edinilir.

u(w ) = ug(x, A)=(c,® +c,¥ ,c®, +c,V )zcac) (3.13)
u, (z,\) = (¢, ®, +c, ¥, ,c,d +c V¥ ) zc(cb)

2 21773

Simdi (3.12) de verilen baslangi¢ sartlarin1 gbz oniin de bulundurarak (1.8),(1.9) ve

(110) siur sartlarim (3.13) ¢6ziimiine uygulayarak bilinmeyenleri ¢ ,c,,c, ve ¢, olan

bir lineer denklem sistemi elde edilebilir. Dolayisiyla bu sistem igin asagidaki katsay1

matrisini olusturabiliriz.

0 w, () 0 0

0 0 w,(N) 0
® (c—0,A) @,(c—0A) -V, (c+0,A) —V (c+0,])
P, (c—0,0) @,(c—0,A) =T (c+0,A) —y T (c+0,N)

Olusturdugumuz bu matrisin determinantin1 VA € C i¢in W(X) ile gosterelim.

Dolayisiyla

= —w (Aw,(\) (3.14)
fonksiyonu elde edilir. Simdi teoremi verelim.
Teorem 3.3.1: (1.7)-(1.10) probleminin 6zdegerleri W (\) karakteristik fonksiyonun

kokleridir, [13].
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Ispat: Herhangi bir A =X i¢in W(\)=0 olsun.O zaman (3.14) esitliginden

d(x,\) ve ¥(z,\) fonksiyonlarmim Wronskian determinant sifirdir ki bu determinant

ozelliklerinden
\IJQ(QI,)\n) = k<I>2(x,)\n),x € (c,b]

olacak sekilde bir % reel sayismin oldugunu gosterir. Ayrica ¥(z,\ ) (1.9) kosulunu

gergekler ve dolayisiyla (1.7)-(1.10) probleminin A 6zdegerine karsihk gelen

ozfonsiyonudur.

Tersine A\ Gzdegerine karsihk gelen vector-degerli 6zfonksiyon wu (7, )ve
W(X )= 0 olsun. O zaman (3.13) den dolay1 lineer bagimsiz olan enaz bir (®],P))

ve (\IflT,\IJQT) fonksiyon cifti vardir dyle ki enaz biri sifirdan farkli olan C|,C,, D, ve D,

199

sabitleri yardimiyla

CI(I)IT(:E, A)+ C'beg(x, A,z € a,c)
DY, (@A) + D¥; (a,),).x € (c,b]

n

un(x, )\n) =

bicimin de ifade edilebilir. Dolayisiyla wu (2,A ) vector-degerli fonksiyonu, A

0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur. O halde (1.8) —(1.10) sartlar1 kullanilarak

katsay1 determinant sifir olan bir homojen denklem sistemi elde edilebilir. Dolayisiyla

W(A ) = 0 olacagindan ¢eligkiye diiseriz. Buradan ispat biter.

n

Teorem 3.3.3: (1.7)-(1.10) Dirac sistemi sayilabilir ¢coklukta 6zdegere sahip ve bu

0zdegerler sonlu limit noktasina sahip degildir, [13].
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BOLUM 4
SONUCLAR

Bu giine kadar yapilan ¢alismalarda Dirac sistemlerinin de temeli olan Sturm-
Liouville denklemleriyle ilgili (siirekli veya stireksiz) birgok ¢alisma yapilmistir.
Ancak literatiirde Dirac sistemleri ile ilgili sinirli sayida ¢alisma var ve bu caligsmalar

genellikle ters problem {izerine ortaya konmus ve sonuglar bu yonde gelistirilmistir.

Tez boyunca yapilan ¢alismalarda siireksiz bir Dirac sistemi ele alinip, bu sistem igin
¢oziimlerin varligi ispatlanmistir. Ayrica incelenen sistemin 6zdegerlerinin basit oldugu
gosterilmis, 6zdegerler i¢in karakteristik denklem elde edilmis ve baz1 6zellikleri ortaya

cikartlmistir.

Son olarak diyebiliriz ki bu ¢alisma n tane noktada siireksiz olan Dirac sistemi i¢in
genellestirilebilir. Ayrica ikinci mertebeden siireksiz lineer diferansiyel sitemler igin

tezde verilen yontem kullanilabilir.
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