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0z
CIFT USTEL INTEGRASYON METODU VE BU

METODUN SALINIMLI INTEGRALLERE
UYGULANMASI

AZAB, Neslihan
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Ali Thsan Hascelik
Temmuz 2013, 54 Sayfa

Yiiksek salinimli integrallerin hesab1 gegmisten giiniimiize bilim diinyasinda
merak uyandiran ve iizerinde bir¢ok caligmalar1 beraberinde getiren bir konu
olmustur. Salmim ¢ekirdegi e'“9™ olan bu tiir yiiksek salimmli integrallerin
degerinin bulunmast i¢in bir¢ok niimerik metot kullanilmistir. Cift {istel salinimh
integrasyon metodu da bu niimerik metotlardan biridir.

Bu caligmada c¢ift iistel formiilii ve onun optimalligi irdelenip, salinimli
integrallere nasil uygulanabildigi verilmis olan niimerik oOrneklerle aciklanmistir.
Ayrica ¢ift tistel salinimli integrasyon metodu; yiiksek salinimli integrallerin hesabi
icin daha Onceden bilinen niimerik metotlarla karsilastirilmasi tablo ve grafikler
halinde gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: TANH-Kurali, SINH-Kurali, TAN-Kurali, IMT-Kurali, Hata
Tahmini, Levin Metodu, Asimptotik Metot, Sayisal Dik Inis Metodu, Filon Metot,
Optimallik Kavrami.



ABSTRACT

DOUBLE EXPONENTIAL INTEGRATION METHOD AND ITS
APPLICATION TO OSCILLATORY INTEGRALS

AZAB , Neslihan
M.Sc.Thesis,Math Department
Adviser : Associate Professor Ali ihsan HASCELIK
July 2013, 54 pages

Numerical calculation of highly oscillatory integrals has been subject of the
many investigations in science. There are many numerical methods to calculate the
highly oscillatory integrals which has kernel e!®9*), Double exponential oscillatory
method is one of the methods.

In this thesis, optimality of the Double exponential oscillatory integrating
formula is investigated and numerical examples are given whichs shows the
applicability of this method. Furthermore, we compare the result of our method with
other method which was used previously and the results are documented on graphs
and tables.

Key words : TANH-rule, SINH-rule, TAN-Rule, IMT-Rule, Error Estimation,
Levin method, Asymptotic Method, The Numerical Steepest Descent Method, Filon
Mehtod, The optimality concept.
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BOLUM 1

GIRIS

b
f f(x)etwI® gy
a

seklindeki salinimli integrallerin hesab1 i¢in 2. Boliim’de tanitilacak olan bazi
metotlar c¢esitli fikirlere dayanarak ortaya atilmistir. Bunlardan bazilar f(x)
fonksiyonuna bir interpolasyon polinomu ile yaklagsmayi, bazilar1 integrand
fonksiyonunu g¢evreleyen uygun bir path (yol) segcmeyi, bazilari1 da sistem ¢oziimiinii
gerektirecek yontemler kullanarak bir sonuca ulagsmay1 denemislerdir.

Peki integrand fonksiyonu integral araliginda veya u¢ noktalarda tekillige sahip
oldugunda bdyle bir integral nasil hesaplanacaktir? flk kez 1974 yilinda Takahasi ve
Mori tarafindan bdyle bir integrali hesaplamak i¢in integral araliginin tipine gore
uygun degisken degisimleri kullanarak hesaplanacak olan alanlar toplamini (-c0,00)
araligina genisleterek bu aralikta kompozit yamuk kuralini uygulamis ve son derece
etkili bir yontem ortaya koymuslardir.

Grafigi yukarida verilen salinimli integral fonksiyona sahip bir integrali 3. ve 4.
boliimlerde daha detayli bir sekilde tanitilacak olan uygun bir doniisiim
kullanildiginda hesaplanmak istenen integralin integrand fonksiyonu



bicimine sahip olacaktir. Dolayisiyla bdyle bir integranda sahip integralin hesabi
daha kolay ve hizli olacaktir. Integrandi bu hale getiren déniisime Cift Ustel
Doéniisiim: bu yonteme de Cift Ustel Integrasyon Metodu denilecektir.

6. Bolimde Takahasi ve Mori tarafindan ortaya atilmis cift iistel metodun
salimimli integrallere nasil uygulandigini ve daha onceden bilinen 2. Bolimde
tanitilmis  salinimli  integrallerin  hesabi1 i¢in kullanilan diger metotlarla
karsilastirilmasi yapilmistir.



BOLUM 2

2.1 Salimmh Integrallerin Hesabi I¢in Niimerik Metotlar
Salinim cekirdegi e'“9™) olan
b .
1= [ fwets@ax @
a

seklindeki integralleri hesaplamaya calisiyoruz.
* f: f(x)sin(wg(x)) dx ornegindeki sikintiy1 sdyleyelim.
Ornek: fozﬁsin(lo%) dx integralini inceleyelim:
(0,2) araliginda sin(10°x) -in kokleri:
sin(10°x) = 0
© 10 =kn , k=0,1,2,..,10°

km

— — 6
=106 k=012..,10

o x
olacak sekildedir. Yani burada yaklagik 10° tane kok vardir. Dolayisiyla sin(10°x)
fonksiyonu x -eksenini yaklasik 10° defa keser. Bu da integralin (0,2) -araliginda
yiiksek bir salinima sahip oldugunu gosterir. Bu integrali hesaplamak i¢in saliniml
ifadeye interpolasyon polinomu uygulanip integral yeniden diizenlenir ve hesabi
yapilir. Fakat tiim integralleri nlimerik olarak hesaplamak icin saliimli ifadeye
interpolasyon polinomu kullanmak zor, pahali ve masrafli bir is oldugundan bu
yontem pratikte kullanilmaz. Bu tiir integrallerin hesabi i¢in su metotlar
kullanilmaktadir.

2.1.1 Filon Metodu

(2.1) integralinde salmimi fazla olmayan f(x) e bir polinomla yaklasmak bu
metodun dayanagi olmustur. Buradaki f fonksiyonunu

P(x)=f(x) , k=012,..,n

olacak sekilde bir



n

P,(x) = Z crxk

k=0
polinomu ile yer degistiriyoruz. Bu polinom (2.1) integralinde yerine yazilirsa

n

b [ n b
L[f]= f (Z Ckxk> eI dy = z Ckf xkelwd@dy = Z CicHi
a a

k=0 k=0 k=0
Burada

b
U =f xkeiwg(x)dx

a

seklinde tanimli momentlerdir (agirliklardir).

Filon metodunun hatasi

1071 - b1 = 0 ()

seklindedir. Buradan da anlasildigi gibi @ ne kadar biiyiik olursa Filon metodu
(I,[f]) o kadar iyi sonug¢ verir bu da onu iyi bir metot yapar. Orijinal Filon

metodunda ug¢ noktalarda tlirev kullanilmamistir. Normal interpolasyon yerine
tirevlerin de kullanildigi Hermite interpolasyon polinomu kullanilirsa metot “Filon
tipi metot” adin1 alir.

Bu metodun dezavantaji g(x) karmasik bir fonksiyon olursa momentleri
hesaplamada sikinti ¢ikabilir. Bu nedenle moment hesaplamadaki bu giicliik metodu
stirekli kullanilabilir olmaktan ¢ikarir ve bagka metotlarina varligina ihtiya¢ duyulur.
Ihtiyag duyulan bu metotlardan birisi de Levin metodudur.

2.1.2 Levin Metodu

(2.1) integralinde f(x) fonksiyonunun ilkeli olan F(x) fonksiyonuna asagidaki su
islemler yapilir.

j_x [F(x)ei‘*’g(x)] = f(x)eiwg(x)

F'(x)ei®9™ 4 F(x)iwg' (x)ei®IX) = f(x)el®I™)

F'(x) + F(0)iwg'(x) = f(x)

b d . b .
J —[F(x)el“’g(x)]dx =f f(x)e' @I dy
a dx a



b
F(b)ewd®) _ F(q)eiwd@ = f f(x)e@I®dx (2.2)
a

F'(x) + F(x)iwg' (x) = L[F](x) operatorii densin. Yaklasik fonksiyon

n

v(x) = Z cpex® = F(x)

k=0
F'(x) + F(x)iwg'(x) = f(x)

v'(x) +ing' (x)v(x) = f(x)

n
Z kex 1 +iwg' (x) z cex® = f(x)
k=0

k=1

Ozel noktalarda esitlik saglayacak bir c, belirliyoruz.

n n
Z kckx}‘_1 + ia)g’(x)z ckxk o~ f(xj) ; j=01,..,n
k=1 k=0

Burada sistem ¢6ziimii yapilarak cj, -lar belirlenir ve uygun v(x) polinomu bulunmus
olur. v(x) polinomu (2.2) esitliginde yerine yazildiginda

b
v(b)e@I®) _ y(g)eiwd(@ = J f(x)et®I®) gy
a

bulunur. Bu metoda Levin metodu denir.

[v'(x) + iwg' ()v()] = [f ()]

alinirsa tiirevler de dahil edilir yani hem tiirevler hem de u¢ noktalar arasindaki
noktalar hesaba katilmig olur. Boylece daha iyi netice elde edilir. Bu teknik de Levin
tipi metot olur. Levin metodunun dezavantaji daha iyi bir yaklagim elde edilmek
istenirse daha biiyiik sistemleri ¢ozmek gerekebilir ki bu da pahali bir istir. Ya da
f(x) integrandinin integral araliginda tekil noktalar1 olabilir. Metodun bu yani bir
baska integrasyon metodun arastirilmasi gerekliligini ortaya koyar.

2.1.3 Asimptotik Metot

b

11f] = f £ () @9t

b f(x) d iwg(x
= j lwg,(x)a(e g( ))d_x




Burada i(‘)f;%=u ve ;—x(ei‘“g(x))dx = dv olacak sekilde kismi integrasyon

uygulandiginda;

RN L N (O N
= oo g()|_af _x(g,(x))e 909 gy,

a

—QAﬂ———(%(gn

= 1(f) - Q{(f) =0(w7?)

elde edilir. Bu islem tekrar edilirse

f dx (5 ((x))> oW dx

b
:L di(f(’d) 1 (elwg(x))dx

g'(0)) iwg’ (x) dx
11 f&) iwge
iw q 9'(x)dx (g (x)) dx( )z
11 dfx) e bdf 1 FOON iwoi
T iw g’(x)a(g’(x)) ~ )] |- q dx <g "(x) dx (g (x))) *Wdx
bulunur.

o 1 . .
+* Neden =~ mertebesinde geliyor?

g(x) = x olsun,

b b
j ei0dt gy = L givgt| = L
a lw w

a

3N =) (@ =L2 " 6, =—==(a(H®)
g'(x) g (x) dx
Or+1 () (x) = I ng(f(i(;)l =01,..

S 1 . |
Qfl(f) == Z m{ak(f)(b)elwg(b) — O-k(f)(a)ela)g(a)}
k=1



1) =i =ow™™)

Bu metodun dezavantaji ® —nin kiiciik degerlerinde biiyiik hata getirmesidir. Ayrica
g (x) fonksiyonunun sembolik tiirevini alma sikintilar1 olabilir.

2.1.4 Dik Inis Metodu (The Steepest Descent Method)

b

f f(x)elwd® gy
a

T,

A AL
QU\/\V@

gx) = x,x?%,x3, ...

=]

Ornek: g(x) =x , f(x) = —

1+x

fl 1 .
— el dx
o 1+x

g(ha@))=g@+ip), p>0 ,a=0

ho(p) =a+ip ip

9(x) = Re[g(x)] + Im[g(x)]

el0g(0) — piw[Re(g(x)+Im(g(x)]

eine[g(x)] eiwlm[g(x)]



Re[g(x)] sabit ise kompleks bir say1 belirtir, yani ¢ bir say1 olmak iizere e‘“¢ olur.
Salinimsiz hale gelir.

1 .
—e'“?dz
J 1+2z
c
ip 2 Lp
c integrallerini egri lizerinden giderek
€4 3
hesaplayalim:
0 e 1

C1,Cq,C3,Cq kapalt bir bolge (egri) olusturdugundan bu egriler boyunca alinan
integrallerin toplami1 “0” olur ve

1
0= f —e'“?dz
1+z

Cc

1 p 14

1 . i 1 . )
= — j el dx + f e“Ydy + j—e“"(”l”dy
01+x 01+iy 02+iy
(ca) (c1) (c3)
1 p
1 . . i .
+ f—elw(xﬂp)dx _f elw—wydy
] 1+x+ip 2+1iy
0
(c2)

R
= —ie“"J —e “Ydy
o 2+1iy
C, i¢in p — oo i¢in aslinda;

1 1

j 1 eiwxe—pwdx — e—pwf 1 eiwxdx
1+x+ip 1+x+ip
0 0

o P P11
_ WXy = WYy — jel® WYy = ()
,L1+xe * lj;)1+iye y-ie f02+iye Y

Yani;

jl 1. P11 (P
—e“"xdx=ij - e“"ydy—ie“"f
o 1+x o 1+iy 0

8



Laguerre agirlik fonksiyonu w(x) = e™ [0, )

wy =t ve wdy = dt i¢in

w it w it

1 A | elw r® 1
f e'W*dx = — e tdt —i— e tdt
o 1+x o 1+ 0 2+

) )
Son integralleri hesaplamak i¢in Gauss-Laguerre metodu kullanilir. Bu yonteme Dik
Inis Metodu ad1 verilir.



BOLUM 3
3.1 improper Integraller icin Uygun Formiiller

Degisken degisimi improper integrallerin hesabi icin iyi bilinen bir tekniktir.
Basaril1 bir degisken degisimi yapmak her bir integrale 6zgii bir doniisiim fonksiyonu
belirlemek isteyen her matematik¢inin hiinerine bakan degisken degisimi icin gerekli
uygun bir doniisiim fonksiyonunun se¢imine baglhidir. Buna zit olarak, Schwartz
improper integrallerin genis bir smifina uygulandiginda ¢ok etkili olan boyle bir
doniisiim i¢in genel bir form belirlemistir. Doniistim fonksiyonu integrandi siireksiz
yapan varsa tekil noktalarinda, co-da yakinsak olan bir bagka integranda tasir. Daha
sonra h-esit adim aralikli yamuk kurali doniisen yeni integrale uygulanir.

(-1,1)-acik araligi lizerinde ug¢ noktalarin en az birinde tekillige sahip herhangi bir

f (x) fonksiyonu i¢in

1
1(f) = f FOOdx 3.1)

improper integraline degisken degisimi yapilacaktir. Bu degisken degisimi igin
secilen doniisiim fonksiyonlar1 asagida yan bagliklar halinde tek tek irdelenmistir.

3.1.1 Tanh-Kurah
Dontisiim fonksiyonu
x = ¢@(u) = tanhu (3.1.a)

seklinde alinirsa; (3.1) improper integrali

1
osh’ du (3.2)

I = j i f (tanhu)

bi¢imine doniisecektir. Dontisen I integraline h-esit adim aralikli yamuk kural
uygulandiginda

1

cosh®nh

I, = h Z f(tanh nw)

n=-—ow

quadrature formiilii elde edilir. Elde edilen (1) kuralina “Tanh-Kurali” ad1 verilir.
(1) kuralinin hata formiili
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I(f)— 1 —f f(x)dx — hZf(tanhu)

cosh’nh

dw

1 1
= Z_m.f ®(w)f (tanh w) s

h*w

seklindedir. Burada adi gegen ®(w) fonksiyonu asagida tanimlanmuistir.

( —2mi ~ Zm .
| ————= 1~ oCzria/m = 2mie s Imw >0

O(w) = 4 2mi i (3.3)
Ll — 2wl = 2mie “"h  ;L,w <0

3.1.2 IMT Kurah

Bir bagka formiil, Iri, Mariguti ve Takasawa tarafindan ortaya atilan; (-1,1) -araligini
kendi i¢ine doniistiiren

_ ( 2 2 )dt
Q=) exp 1+t 1-—t

degisken degisimi kullanilarak olusturulmustur. @(u) -nun tim tirevleri —1 ve +1
degerlerinde sifirlandigindan (yok oldugundan), doniistiiriilmiis integrale h = % esit

aralikli yamuk kurali uygulanabilir. Bu sekilde belirlenmis olan kurala “IMT Kural1”
denir. IMT adi, Iri, Mariguti ve Takasawa bilim adamlarinin isimlerinin bas harfleri
getirilerek olusturulmustur. [1]

3.1.3 Tanh ve IMT Kurallar i¢in Niimerik Ornekler

Tanh ve IMT kurallar
1
) dx
(3.1.3.1) J T 3
S =2)A1—-x)*F(1 +x)%
1
) COS TTX
(3.1.3.1) —dx
1 (1—x)2

integrallerine uygulanip getirdigi hata degerleri grafikte incelenecektir.
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3.2 Yavas Yakinsayan Integraller i¢in integrasyon Formiilleri

Degisken degisimi i¢in bir bagka kullanim alani da; x — o iken oldukc¢a yavas azalan
(bozulan) integranda sahip

sz f(x)dx (3.4)
seklindeki  sonsuz  bir integralin  yakinsakligimi  hizlandirmaktir.  Tipki
JZ(1 + x?)%/*dx érneginde oldugu gibi.
3.2.1 Sinh- Kurah

(3.4) integralinde x = sinh u degisken degisimi yapildiginda
I = f f(sinhu) coshu du

elde edilir. Eger h -adim aralikli yamuk kurali uygulanirsa

Iy =h Z f(sinnh) cosnh

n=-—ow

quadrature formiilii elde edilir. Bu kurala “Sinh-Kurali” denir. Hata igin
1 ~
Al = —f ®(w)f (sinh w) coshw dw
2mi )
C

buradaki @ (w) (3.3) -de verilmistir.

3.2.2 Tan-Kurah
I = f_oooo f(x)dx de yer alan f(x) integrandi x = o da diizenli oldugunda

x =tanu

dontigiimii;  integrali olduk¢a etkili bir doérdiilleme (quadrature) algoritmasina
doniistiiriir. Bu degisken dontisimii ile ; [ integrali u = +m/2 ug¢ noktalarinda
orijinal integrali yakinsak hale getiren ve bu u¢ noktalar: iceren reel eksen boyunca
diizgiin ve m -periyotlu f(tanu)/cos? u analitik bir fonsiyonun sonlu integraline
donlismiis olur. Yani yeni form;

/2 1

I = f(tanu)

> du
/2 cos?u

13



Tiim periyot lizerinde periyodik fonksiyonlarin integrasyonu igin esit aralikli yamuk
kurali uygulanabilir oldugundan

N
7—1
I,=h Z £(tan nh) — (Niift, h = =)
AT N cos? nh LR =y
n=—=

2

ifadesi elde edilir. Iste bu formiile “Tan-Kurali” ad1 verilir. Bu kuralin getirdigi hata
ise

1 ~
I—IA =Al = 2_7'[1[ CI)(co)f(tan(o)COSZ o
¢

seklinde belirlenir. Buradaki @ (w) Karakteristik fonksiyonu (3.3) -de verilmistir.
3.2.3 Sinh ve Tan Kurallar i¢in Niimerik Ornekler

Sinh ve Tan kurallarini

(3.2.31) jo dx (3.2.3.i0) jo dx
WALA| 1+x4 L2011 (1+x2)5/4

integrallerine uygulayip getirdigi hata degerleri grafikte incelenecektir.
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BOLUM 4
CIFT USTEL INTEGRASYON METODU
4.1 Niimerik Integrasyon ve Cift Ustel Doniisiim

Cift iistel dontisiim;

[ = ! dx
- f-l (2 —x)(1—x)V4(1 + x)3/*

orneginde oldugu gibi u¢ noktalarda tekillie sahip fonksiyonlarin integrallerini
yiiksek duyarlilikta hesaplamak i¢in ilk kez 1974 yilinda Takahasi ve Mori tarafindan
ortaya atilmistir. Bu doniisiime dayanan niimerik integrasyon igin ¢ift {istel formiili
su asamalar takip edilerek belirlenebilir;

I = fbf(x)dx

integrali géz oniinde bulundurulsun. Integrasyon (a,b) -aralig: sonlu, yarr sonlu
(a, ) veya sonsuz (—oo, ) olabilir. f(x) integrandi (a,b)-iizerinde analitik olmalidir
fakat x = a veya x = b ya da her iki noktada tekillige sahip olabilir.

x=¢@) ; a=¢(=x), b=¢p(x)

olacak bicimde (—oo, ) -arali1 lizerinde analitik olan bir ¢(t) doniisiim fonksiyonu
(degisken degisimi) I itegraline uygulandiginda

1= remswa (4.1)

integrali elde edilmis olur. Bu aralik f(x) integrandinin tekilligine yol agtigi
noktalar1 i¢ine aldigindan ve integrandin bu kritik noktalarda doniisiim sayesinde
degeri cift listel bir bigimde hizla azalir. Yani;

f@®' )] = et (42)

Diger bir yandan, bilindigi {izere, (—oo,0) -aralig1 tizerindeki analitik bir
fonksiyonun (4.1)-e benzer bir integral i¢in; h-esit adim aralikli yamuk kurali optimal
bir formiildiir. Yani en az fonksiyon hesabiyla dogru sonuca en hizli bir sekilde
erismeyi saglayan bir formildiir. Su halde (4.1) integaline h-esit adim aralikli yamuk
kurali uygulandiginda

16



=h ) f($Ck)$ (kh)

k=—o0

elde edilir. (I)-n gercek degerine ¢ok yakin bir aralikta bu sonsuz toplama (k =
—N_ve k = N,) kesilirse

Ny

=k > FAER) KR, N =Ny +N_+1
k=—N_

formuna doniisiir. Buradaki N hesaplanacak olan fonksiyon sayisini gostermektedir.
Integranda déniisiim uygulandiktan sonra cift {istel bir bi¢iminde azalacagindan
dolay1 (bakimiz (4.2)) bu yolla belirlenmis formiile “Cift Ustel Formiil” denir ve basit
bir atifta bulunmak tizere “DE Formiilii” seklinde kisaltilmasi yapilir.

Her bir aralik tipi i¢in fonksiyonun kritik noktalarinda ¢ift iistel bigimde azaltan Cift
Ustel Déniisiimleri asagidaki gibi segilmelidir. [3]

) (a, b) -sonlu aralig1 igin;
b a+b 1 1
f fx)dx =>x = — + > (b—a) tanh(zn sinh(x))
a
i) (a, ) -aralig1 i¢in;
@ 1.
f f(X)dx = x=a+ 2" SN
a
iii) (—o0, ) -aralig1 igin;

foo f()dx = x= Sinh(%ﬂ'Sinh(x))

formiilii somutlastirmak amaciyla asagidaki o6rnek incelenebilir.

Ornekd.1: [ & =?
et 1 e a—oA@arxse T
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Sekil 4.1

Aralik sonlu oldugundan x = aZLb + %(b —a) tanh(%n sinh t) doniisiim fonksiyonu

(degisken degisimi) kullanilir. Su halde;
T , 1
dx = 0 cosh(t) sech (zn sinh t) dt

ve sinirlar

2
D, = arcsinh <E arctanh (—1)) = —o0

o0

2
D, = arcsinh <; arctanh (1)>

olarak elde edilir ve

% cosh(t) sech” (% sinh t)
dt
[

J—oo (2 — tanh (% sinh t))

1- tanh(% sinh t)]/4[1 + tanh(% sinh t)]3/4

formuna doniisiir. Yamuk uygulandiginda

Ny
s T 4
189= " f(tanh (5 sinh kh)) 2 cosh(h)sech? G sinh(kh))
k=—N_

¢ift iistel formiilii elde edilir.
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4.2 Niimerik Ornekler

cos nx N dx
o [ 7= @ |

ooe—l—x
(H)L 1+xdx (IV)J 1+x4

Yukarida yer alan integrallerde ilgili her bir aralik i¢in uygun olan ¢ift {istel doniisiim
secildiginde elde edilen yeni integrallerin hesabi1 daha kolay olmakta ve integrandta
yer alan fonksiyonlarin ¢ift {istel doniisiimden once ve sonraki grafikleri asagida
karsilastirma olarak verilmistir.

Cift tistel doniisiimden 6nce Cift tstel doniisiimden sonra

10 -

Sekil 4.2 (i)
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Cift tistel doniisiimden 6nce

Cift tistel doniisiimden 6nce

03

01

02

10

Cift tistel doniisiimden sonra

Sekil 4.3 (i)

10 I'5

Cift iistel doniistimden 6nce

Sekil 4.4 (iii)

020
015
010
005 :
L
10 5

Sekil 4.5 (iv)
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| & Il = Mutlak Hata

e (Q——  Cift tiste] formiil
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— =X = — IMT-Kurah
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Sekil 4.6 f_11 1/{(x — 2)(1 — x)¥*(1 + x)3/*}dx in hesaplanmis hatas1  [4]

| & I| = Mutlak Hata

0.6 ——(O—— Cift iistel formil
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Sekil 4.7 f_ll(cos nx)/V1 — xdx in hesaplanmis hatas1 [4]
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| & I'| = Nurlak Harta

——()—— Cift iistel formil

10-3 — — % — — Gauss-Laguerre formiilii
10-10

‘*\

A
hY
hY
~
10—15 L
~
~
~
x\
N
L
5
N
~

10720 Y

50 100 150 200 250

Sekil 4.8 fgo e 17% /(1 + x)dx in hesaplanmus hatas1 [4]
| & I'| = Mutlak Hata
——()—— Cift tistel formul
—— A\—— SINH-Kural

107¢
ip-10
10-15
lG—:C' N

100 150 200

f_oooo(l + x2)7%/%dx in hesaplanmus hatas1 [4]
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—()—— it iistel formil
10-5 —— A\—— SINH-Kurah
— — ¥ — — TAN-Kural
lo—‘l[}
lo—'lE
107 1 N
0 50 100 150 200 250

Sekil 4.10 f_oooo 1/(1 + x*)dx in hesaplanmis hatas1 [4]

4.3 Cift Ustel Déniisiimiiniin Optimalligi

Cift tstel formiillerin optimalligi i¢in Takahasi ve Mori’nin iddialar1 kesin bir
matematiksel mantik iizerine dayali olmaktan ziyade matematiksel sezgi iizerine
dayanmaktadir. Bu durumu diizeltmek i¢in matematiksel bir mantik ¢ergevesinde ¢ift
tistel formiiliiniin optimalligi, ya da “meta-optimalligi”, bu boliimde belirlenecektir.
Burada cift istel formiiliiniin meta optimalligi fonksiyonel analiz yaklagimi ile
formiilize edilecektir. Ve bu da su ii¢ adimda belirtilecektir.

1.Adim: Reel eksen Tlzerinde smnirli bir bdlgede, sonsuzun komsulugunda
elemanlarinin (yani fonksiyonlar) bozulma (azalma, ¢iirlime) oranlar1 tarafindan
karakterize edilmis uzaylar olan analitik fonksiyonlarin birka¢ uzay: tanitilacaktir.
Tek {istel azalma ¢ift dstel azalma gibi azalma oranlarnt g6z Oniinde
bulundurulacaktir.

2. Adum: Integrand fonksiyonlarin her bir uzaymda yamuk kuralinin hata normu igin
hem alt tahmin hem de {ist tahmin olusturulacaktir.

(1) Her iki iist ve alt tahmin integrand fonksiyonlarin her bir uzayinda hemen
hemen esittir.

(2) Uzayin azalma hizi daha hizli olurken hem {iist tahmin hem de alt tahmin
daha kiigiiktiir.
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Bu saptamalar; elemanlari, ¢ift istellikten daha hizli bir sekilde azalan bir uzayda
(hemen hemen) optimal ve daha etkili olabilen yamuk kuralinin var oldugu ihtimalini
vurgular.

3. Adim : Bu ihtimal; elemanlar ¢ift listelden daha hizli azalan uzaylar i¢in Yokluk
teoremi ispatlanarak ortadan kaldirilacaktir. Boylece ¢ift iistel formiiliiniin meta-
optimalligi sonucuna ulasilmis olunacaktir.

43.1 H”(dy4 w) Fonksiyon Uzaylari
d pozitif bir say1 ve D, reel eksen lizerindeki 2d genisliginde sinirl bir bolge
Dy ={zeC | |Imz| <d}
olsun.

w(z) , D4 bolgesi lizerinde taniml1 bir fonksiyon ve H* (D,4, @) uzayi ve

1@

[IfI| = sup o)

ZeDg

olmak lizere
H* (@4, 0) ={f: D4 = C| f(2) D, iginde analitik ve ||f]|<+oo}

seklinde tanimlanmis olsun.

If @I < Ifl]- lw@ (4.3)

esitsizligi feH”(Dg4,w) fonksiyonunun z — oo oldugunda w(z) gibi azaldig
anlamina gelir. Yani; w(z) tek tstel bir bigimde azaldiginda H* (D,4, ) i¢inde yer
alan fonksiyonlar da tek {istel bir sekilde azalir; w(z) ¢ift iistel bir bigimde
azaldiginda H* (D,4, ) iginde yer alan fonksiyonlar da ¢ift iistel bir sekilde azalir.

1. Tek iistel azalma tipi

d VA 2 —z2
E tanh (E) , ; e (44)
2. Cift tistel azalma tipi
d T e—A.cosh(Bz)
—tanh (E sinh(z)) (A4,B>0)  (45)

foo e—A.cosh(Bs) d¢
0

bi¢imindedir. [5]
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4.3.2 Yamuk Formiiliin Optimalligi

Bu boliimde integraller icin yamuk formiiliin (yakin) optimalligini kuracagiz.

| Cf@dx feH (D 0)

Bu amagla, H*(D,4, ) integral fonksiyonlarinin alaninda yamuk Formiiliin hata
normu i¢in yiiksek bir tahmin ve minimum hata normu i¢in diisiik bir tahmin verir ve
boylece tist ve alt tahmin hemen hemen esit oldugunu gosteririz. [6]

4.3.2.1 Hata Tahminleri

(=00, 00) aralig1 i¢in N(= 2n + 1)-noktasinda yamuk formiiliinii diistinelim:

[ s =n 3 rGm,

j==n

belirli bir pozitif n tam sayisi i¢in uygun bir h sayisi segilir. Yamuk formiili i¢in,
CL R (H*(Dg, w)), H*(Dy, w) de hata normunu ifade etsin:

T oo _ ® _ - .
Cha(t”(D0,@) = sup || FGOte—h )" fGh)

j==n

Asagidaki formun tiim N -noktalarinin bir ailesini diisiinelim.

p my-1

]_Zf @ix=) ) ().

j=1 k=0

€Dy, ¢jxeC , ve N = my +m, +--m; , ve Ey"(H*(Dy, )) minimum tiim N-
nokta karesel formiiller tizerinde alinir H* (D4, w )minimum hata norm belirlemenize
olanak saglar.
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CY"(H” (Dg, )
w p M-t
= inf Anf - infinf{ sup f f(x)dx—z Z Cjkf(k)(aj)

1<I<N Mi,Mp,.M; . Cik <1
mytetmy=n 3 T (Il i,

D, de tiim f analitik fonksiyonlari ailesini B(D,) ile ifade edelim

d
f |f(x +iy)|dy > 0 isex - too
—d

ve V; (f,Dy4) < o olur.

N D) = lim [ 1FGe i)+ I G = i)l

B(D,) ailesi Ik Strenger tarafindan tanitildi, yamuk formiiliiniin hata analizi
teorisinde onemli bir rol oynar.

Asagidaki iki teorem bize H* (D4, w) de minimum hata normu i¢in alt tahmini ve
yamuk formiiliin hata normu igin tist tahmini verir: birinci teorem w(z) -nin azalma
orani tek iistel durumu igin (tek iistel bir sekilde azalan integrandlara sahip); ve ikinci
teorem ise w(z) -nin azalma orani ¢ift tistel durumu i¢in (¢ift iistel bir sekilde azalan
integrandlara sahip) verilmistir. Her iki teorem H% (D4 w) iginde yamuk
formiiliiniin optimalligini iddia eder yani h —adim aralikli yamuk formiilii

@ﬁ,h (Hoo (:Ddi (A))) ~ II{II,I?I Hoo(gdl (1)))
se¢imine uygundur. [5]
Teoremlerin ispat1 boliim 4.3.2.2 -de verilmistir.

Teorem 4.1. w(z) nin asagidaki ii¢ kosulu sagladigini varsayalim.

1. w(2)eB(Dy)

2. w(z), Dy ‘de herhangi bir noktada kaybolur ve gercek ekseninde gercek
degerleri alir

3. w(2) nin ger¢ek eksen iizerinde bozulma orant

arexp(— (B|x)P) < lw(x)| < azexp( = (Blx])P) , -0 <x < oo,
a, ay, B >0 ve p =1 olmak iizere

O halde

_P_
Chn(H*(Dg, w)) < Cqwexp( — (mdBN)P*T) (4.6)
N = 2n + 1 oldugunda,aralik h olarak se¢ilmistir.
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h = 2rd)P¥i(pn) 7T

ve Cy , ,d ve w ya bagl bir sabit ve

|

P
_ 1 / 2 \r
G (H®(Dgy ) = €' NPH i exp \— (=) 2mapn 47

p+1
C' 4w » d ve ® ya bagh baska bir sabit. [5]
Teorem 4.2. w(z) fonksiyonunun asagidaki ti¢c kosulu sagladigini varsayalim.

1. w(2)eB(Dy)

2. w(z), Dy ‘de herhangi bir noktada kaybolur ve gercek ekseninde gercek
degerleri alir

3. w(2) nin ger¢ek eksen iizerinde bozulma orant

arexp( = (Brexp(y|x])) < lw(X)| < azexp(— (Bzexp(y|x])) ,—0 <x < oo,

aq, @y, B, B2,y > 0 olmak iizere

O halde
ndyN

Cyn(H®(Dg, ) < Cgpex, (— ) 4.8

N = 2n + 1 oldugunda,aralik h olarak se¢ilmistir.
B = log(2rdyN /B)
= y"
ve Cy , ,d ve w ya bagl bir sabit ve
& (H(Dgy ) = C'a log N ( 2ndyN ) (4.9)
,w)) = 0 exp | — .
v ; 4 09 TSP\ log(mdyN/By)

C'qw » d ve ® ya bagh baska bir sabit. [5]

Ornekler. (4.4) ve (4.5)de verilen durumlarda w(z) yi géz 6niine alalim.

(@) Fonksiyon

w(z) = %tanh (g)

B =1 ve p=1, d < m olmak {izere Teorem 3.1 deki tiim kosullar1 saglar.( (Sz'h ve

ENin bityiikliikleri ile ilgisiz oldugu icin @; Ve a, yi ihmal edecegiz. Ayni nedenle
asagidaki 6rneklerde de ayni sekilde yapacagiz.) Teorem 4.1 den dolay1
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CL L (H®(Dg, w)) < C4 exp(—VmdN)
burada N = 2n + 1,h = /2nd/n , ve C; , d ye bagl bir sabit, ve
win (H®(Dg, w)) = C'q VNexp(—V2mdN)
burada C'; , d ye bag bir sabit.

(b) Fonksiyon

w(z) = —exp(—z?)

Vr

=1 ve p=2 olmak iizere Teorem 4.1 deki tiim kosullar1 saglar. Teorem 4.1 den
dolay1

Chh(H?(Dg, w)) < C4 exp(—(mdN)?/?)

burada N = 2n + 1,h = (2nd)*/3n=2/3 , ve C4 , d ye bagh bir sabit, ve

| 2\1/2 23
CRn(H®(Dg, w)) = C'gNY3exp| — <(§) 27th>
burada C’; , d ye bag bir sabit.
(c) Fonksiyon
—A cosh(B
w(z) = 2 Bz2) _ 4p>0

J,” exp( — A cosh(Bs))ds

Pr=m/2, B, = (mr—¢€)/2 (¢ keyfi kiigiik pozitif bir say1) ve y=1,d < m/2 olmak
tizere Teorem 4.2 deki tiim kosullar1 saglar. Teorem 4.2 den dolay1

wdN )

@E,h(Hm(:Dd: (‘))) < Cq(e) exp (_ log(2dN /(1 — €))

burada N = 2n + 1,h = log(4ndN /(m — €))/n, ve C4(€) , d ve € ye bagl bir sabit,
ve

2mwdN )

(gf]{;in(HooCDd’ w)) = Cld lOgN exXp (— m

burada C'; , d ye bagi bir sabit.

(d) Fonksiyon
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exp(—A cosh(Bz))
fooo exp(—A cosh(Bs))ds

w(z) = (A,B > 0)

B1=(A+¢)/2 (¢ keyfi kiigliik pozitif bir say1) ,, = A/2 ve y = B,d < n/(2B)
olmak tizere Teorem 4.2 deki tiim kosullar1 saglar. Teorem 4.2 den dolayi

wdBN )

T H® , < <_
Chn(H (Do ) < Cans exp |~ rmms

burada N = 2n + 1,h = log(4ndBN /A)/(Bn) , ve C4 45 , d, A, B ye bagl bir sabit,
ve

2ndBN )

R (H (D0, )) 2 € (2 0B N xp (~ oo

burada C'; 4 p(€) , d, A, B ve € ye bagi bir sabit.

Dikkat 4.1. Ornek (a) da 6zel olarak d = m/2 alinirsa

€ p (H(Drj2r0)) < € exp(-/N/2)
olur,burada N = 2n+1,h = //n ve
Epin (H°°(CD,T/2, w)) > C'VNexp(—nvN)

Aym tahminler yamuk formiiliiniin H* (., w) da optimal oldugunu iddia edildigi
ile birlikte [6],[7] de bildirilmektedir.

Dikkat 4.2. Asagidaki ispatlarda (c) deki G, icin ve (d)deki Y™ igin & sifir
alnabilir. Oyle ki (c) de

wdN )

T HOO < <_—
(SN,h( ®Da a))) < C4exp log(2dN)

olur.Burada N = 2n + 1,h = log(4dn) /n ve Cy , d ye bagl bir sabit; ve (d) de

2ntdBN )

Gy (H* (Da, @) = C'g a5 10g N exp (‘ log(2mdBN /A)

burada C'; 45 , d, A, B ye bagl bir sabit.
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4.3.2.2 ispatlar
4.3.2.2.1 Yamuk Formiiliiniin Hata Normunun Ust Tahmini

Oncelikle, degisken h-adim aralikli yamuk formiiliiniin hata normu icin asagidaki
Onerme ispatlanacaktir.

Onerme 4.1.
1. ®(z) Teorem 4.1 deki tiim kosullar1 saglasin. O halde herhangi h > 0 icin

exp(—2md/h) 2a,exp(—(Bhn)P)
= exp(—znd/my 00 g Gyt

2. ®(z)-nin Teorem 4.2 deki tim sartlar1 sagladigin1 farz edelim. O halde
herhangi h > 0 i¢in

CL L (H”(Dg w)) < N (3.10)

Chn (HOO(Dd, a)))
exp(—2md/h)
1 —exp(—2nd/h)
N 2a,exp(—Bexp(yhn))
Bay exp(yhn)

]\fl((,(), bd)

(3.11)

Asagidaki 6nerme; Onerme 4.1 in ispat1 i¢in cok dnemlidir. [5]

Onerme 4.2. Farz edelim ki o(z) Teorem 4.1 (veya Teorem 4.2) deki tiim
kosullar1 saglasin. O halde herhangi h > 0 i¢in

o xp(—2md/h) .
Chon(H (D, @) < T2 (0,D0) + R pjsn [0 (4:12) [3]
Onerme 4.2 in ispat1: (4.3) esitsizligi ve o(z) i¢in (1) sart1 yani , w(2)eB(D,) ,
herhangi bir f(z)eH* (D4, w) fonksiyonunun B(D,) ye ait oldugu anlamina
gelir. Ve f(z2)eB(Dg) igin yamuk formiiliiniin hata durumu standart olup,

f_ Zf(x)dx ~h Z fam| < f; FOdx — h i FGR|+h D 1FGh]

j=—n Jj=— [jI>n
exp(—2mnd/h) .
S oot znd/iy a0 DD+ ) IFGR)I

ljl>n
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(4.3) den kolayca elde edilen [f(jR)| < |lflllw(Gh)| ve Ni(f,Dg) <
1| NV:(w, Dy) esitsizlikleri yukaridaki esitsizligin sag tarafinda yerine
konulursa (4.12) elde edilir. [5] o

Onerme 4.1 in ispati: Teorem 4.1 ya da Teorem 4.2-deki w(2) igin sart 3 goz 6niine
alindiginda (4.12) -nin sag tarafindaki ikinci terim;

i) Teorem 4.1-deki w(2) igin (sart 3) altinda ;

h ) oGm) < 2ha, Y exp(— (Bjn)?)

[j1>n j=n+1
< Zhazf exp(—(Bhx)P)dx
n

< 2ha,
~ p(Bh)PnPt

_ 2a,exp(—(Bhn)P)
T B ()P T

I (B xP L exp(—(Bhx)?)dx

i) Teorem 4.2-deki w(z) igin (sart 3) altinda;

h ) 0G| < 2has ) exp(— Brexp(yjh)
|jl>n j=n+1

< 2ha, j exp(—p,exp(yhx))dx
n

< 2ha,
~ Bayh exp(yhn)

J B2yh exp(yhx) exp( — Boexp(yhx))dx

_ 2a,exp(—f exp(yhn))
B2y exp(yhn)

oldugu belirlenmis olur. (4.12) ile birlikte bu tahminlerin kombini ile sirasiyla (4.10)
ve (4.11) elde edilmis olur. O

Bu agamadan sonraki amacimiz; Onerme 4.1-de verilen €}, icin iist tahmini

icerisinde kullanilacak olan belirli bir n i¢in uygun h - adim araligini se¢gmektir.
Teorem 4.1-in durumu:

(4.10)-in sag tarafindaki ikinci terim ile ilk terimin biiyiiklik agisindan dengesini
saglayabilmek i¢in h-adim araliklarini segmenin gerekliligi aciktir. Bu gereklilik
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exp( — 2md/h) = exp(—(Bhn)P)  (4.13)
denkleminin varligina yol agar.

h i¢in (4.13) -iin ¢oziimii,

1

h = (2nd)P¥i(Bn) P

seklinde bulunmus olur. Daha sonra (4.10)-in sag tarafindaki ikinci terim ile ilk
terimdeki h yerine yukaridaki ifade yerine konuldugunda

)

(=)

< C'iexp (—(nd/j’N)%)

P
N (w,Dy) < Ciexp (—(anﬁn)pﬂ)

2a,exp (—(Bhn)P) _p—1 _P_
oBP(hn)P—1 < C,n Ptlexp (—(2ndﬁn)p+1)

_p-1 _P_
< C',N"P¥ exp (—(ndﬁN)P“)

(4.6) yani Teorem 4.1-deki € , icin iist tahmin elde edilmis olur.

Teorem 4.2 -nin durumu:

Benzer durum ayni gereklilikten dolayz;

2nd

exp (— T) = exp(—ﬁzexp(yhn)) (4.14)

Denkleminin elde edilmesine olanak tanir.

h i¢in (4.14) ¢coziimii

B = log(2mdyn/pB;) 0 loglog(2rdyn/B,)
- Y ¥ y"
seklinde bulunmus olur. Buradaki h-adim araligi,

, = log(2mdyn/p,)
= S

yukaridaki asimptotik acilimdaki ana terim olarak segilir ve daha sonra (4.11)-nin
sag tarafindaki ikinci terim ile ilk terimde yerine kondugunda;
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o (35

(1= (-59))

< CI3eXp (_

2ndyn )

M (w,Dq) < Czexp (_1og(2ndyn/,32)

ndyN )
log(mdyN/B,)

2a,exp (—fzexp(yhn))  2azexp (—2mdyn)
Boyexp(yhn) - 2ndy?n

exp (—mdyN
<c, p(yNV)

(4.8) yani Teorem 4.2 deki €} , icin iist tahmin elde edilmis olur. Bdylece yamuk
formiiliiniin hata normu i¢in iist tahmin ispat1 tamamlanmis olur.

4.3.2.2.2 Minimum Hata Normu I¢in Alt Tahmin

Optimal algoritmanin genel teorinden bilinmektedir ki

CY"(H” (Dg, w))

= inf inf inf { sup

1<l<N MyMgeMy g
mq+--+m;=N J \rery({aj}{m;})

Jmf(x)dx } (4.15)

Burada a;e®,; (G =1,..,1) ve Fy ({aj}, {m;}) , H”(Dy, w)-nin birer alt uzay1 ve
FO({aj},{mj}) ={feH* (D4, w) | ||f|| < 1vef(")(aj) =0,k=0,...m—1,
j=1..,01
seklinde tanimlidir.

(4.15) esitsizliginin sag tarafin1 daha basit bir forma getirmek igin ;

b= bl! bz, "'!bN ,bif@d (l = 1, ,n) ve

T(z) = tanh (% Z)

yapist D, bolgesini birim disk i¢ine doniistiiren bir conformal doniisiim olmak tizere

= T(z) - T(b)

By(z;b,Dg) = - Tbl)'r(z)

Seklinde tanimlanan fonksiyonu g6z Onlinde bulundurmakta fayda vardir.
By(z;b,D4) fonksiyonu degisken degisimi (doniisiimii) ile Blaschke ¢arpimindan
elde edildiginden bu fonksiyona Blaschke Carpim Doniisiimii (N. mertebeden) adi
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veilir. Blaschke carpimimin temel ozelliklerine karsilik gelen Blaschke carpim
dontisimii;

1. By(z;b,Dy) , Dy iginde analitiktir.
2. b; (i=1,..,n);By(zb,D,) ‘in D, icindeki kokleridir.
3. zeD, i¢in |By(z;b,Dy) | < 1ve zedD, igin [By(z;b,Dy) | =1

ozelliklerini saglar. Bu 6zellikler altinda F ({aj}, {mj}) kiimesi

Fo({a}.{m}) = (9(2) | geH* Dy, w), |lgl| < 1}

seklinde ifade edilir. Bu kiime (4.15) esitliginin sag tarafinda yerine konursa ; (4.15)-
den daha genel bir form olan

CY"(H” (Dg, w))

foog(x)BN(x; a,D,)dx

= inf { sup } (4.16)

aieDg (i=1,... ||g||<1

elde edilmis olur. (4.16) sayesinde asagidaki anahtar 6nerme kolayca belirlenmis
olur.

Onerme 4.3. w(z)-in Teorem 4.1 veya Teorem 4.2-deki sart 1 ve sart 2 durumlarini
sagladigin farz edelim. O halde

(Emm(Hm(Dd, a))) > sup 2Rexp (— —_t— f log |w(x)| dx) (4.17)

Ispat: Verilen herhangi bir a;eD,4 (i = 1,2, ..., N) igin;

llgl| < 1;

ReR R 2R

* mdN 1 (R
] g(x)By(x;a,Dy)dx| = sup 2Rexp| ——— + — log|w(x)|dx

Sartlarm1 yerine getiren bir g(z) fonksiyonunun var oldugunu gostermek yeterli
olacaktir.

a;eDy (i=12,..,N)igin
s(z) = By(z;a,D,)w(z) (4.18)
fonksiyonunun  yukaridaki sartlari sagladigini ispatlamak istiyoruz.||s|| < 1

esitsizliginin dogrulugu gbz Oniine alinirsa integralin degert;
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f 1By (2, D) 200 (x)dx

J.oos(x)BN(x; a,D,)dx

R dx
= sup ZRf |By (x; a2, D) |*w(x) ==
ReR —-R 2R

seklinde belirlenir.ffRZ—;z 1 oldugundan dolay;; Jensen’in esitsizligine
uygulandiginda;
R

sup 2R f |By(x;a,Dg) |*w(x)
R

dx
ReR R

2R

R dx
= sup 2Rexp U log(|By (x; 2, Dg)|*w(x)) ﬁl
-R

ReR

1 (R 1 (R
> sup 2Rexp l—f log(|By(x;a, D)) dx + — | log|w(x)| dxl
ReR R) . 2R,

elde edilir. Newman’dan biliniyor ki

< 4d (T® o E—T(a)| dé
f_Rlog(IBN(x; a,Dg)|) dx = —f 1031_:_1[ |1 —T(a)él1—¢&2

T J_rr)

= (-5)

Buradan

> sup 2R ( mdN 1% | ()|d>
= SU X _—— -_— (0] wlX X
wen PATTR T2R), B

jms(x)BN(x; a,D,)dx

elde edilir ki bu esitsizlik istenen deger olup; ispat biter. [5] ©

Minimum hata normu igin; (4.7) ve (4.9); alt tahminlerin ispati1 ; (4.17)-nin sag
tarafindaki tahminle tamamlanmais olur.

Onerme 4.4.

1. w(z)-nin Teorem 4.1 de yer alan tiim sartlar1 sagladigini farz edelim. O halde

2R < mdN 1 %) | ()|d>
Su €X _—— —_— (0] wlX X
wer < OPATTR T2R), B

(ﬁR)p)

ndN
= supZRexp(—T+loga1 - P 1

ReR
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1/p p/p+1

2
> ('N1/P+1 - (—) 2mdBN
exp < 1 ndp

2. w(z)-nin Teorem 4.2-de yer alan tim sartlar1 sagladigimi kabul edelim. O
halde

sup 2R exp (— —+ —f log |w(x)| dx)
ReR

mdN
> sup2Rexp| ———+loga; —
ReR R

Bi(exp(YR) — 1)
YR

2mdyN )
log(mdyN/p1)

Ispat: 1. ve 2. ifadelerdeki ilk esitsizlikler &nemsiz olup; 2. kisimlardaki ifadeler

> C'log N exp (—

sirastyla
_ ((p+ DmdNyP*!
_( B )
ve
1 dyN
R = log(~5—)
B1

olarak belirlenir. [5]
4.3.3 Yokluk Teoremi
Bir 6nceki bolimde asagidaki durumlar belirlenmisti.

(1) Yamuk kurali w(z) fonksiyonlarinin bir ¢esitliligi ile H” (D4, @) nin her
uzaymda, her durumda hemen hemen optimaldir. Yani istenen duyarliliga
daha az fonksiyon hesabi yaparak en az hatayla ulasilir. Burada her iki
Ch R (H®(Dg, w)) igin ist tahmin ve Gyn(H®(Dy, w)) igin alt tahmin
degerleri esit olur.

(2) Her iki €Y ,(H*(Dg w)) igin idist tahmin ve Eyn(H*(Dg w)) igin alt
tahmin degerlerl w(z) —nin azalma (¢lirime) oranindan daha kiigiliktiir. Yani
uzayn karakterize edici bozulma (¢iiriime) hiz1 daha hizlidir.
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Sonug¢ olarak ¢ift iistelden daha hizli bir ¢iiriime (bozulma,azalma) orani olan;
yamugun w(z) ile bir H*(D4 w) uzayinda optimal ve daha etkili olabilecegi
yukaridaki gozlemlerden c¢ikarilabilmektedir. Bununla birlikte bu ihtimallik ¢ift
iistelden daha hizli bozulan(azalan) elemanlara sahip olan uzaylar i¢in asagidaki
yokluk teoremi tarafindan Onemini kaybeder. Bdylece DE formiiliin “meta-
optimalligi” sonucuna varilir.

Teorem 4.3. w(z)-nin asagidaki li¢ kosulu sagladigin1 kabul edelim.

1. w(z)eB(dy);

2. w(z) by iginde herhangi bir noktada sifirlanmaz ve reel eksen iizerinde
gercek degerler alir;

3. w(z)-nin reel eksen iizerindeki cilirime(bozulma, azalma) orant f > 0 ve
y > m/(2d) olmak iizere

(@) = 0 (exp(—pexp(ylxD))) x| - oo
seklinde belirtilir. [5]

Ispat: Gerekenden daha giiclii bir durumu kanitlayarak w(z) icin 1,2 ve 3 sartlari
celiskiye yol agmaktadir. w(z)-nin B(d,)-ye ait ve § > 0 ve y > /(2d) oldugunu
kabul edelim.

w(x)=0 (exp(—ﬁexp(yx))) x = +oo reel eksen iizerinde.
O halde w(z) = 0.
Asagidaki 6nerme gereklidir. [5]

Onerme 4.5. w(z)-nin diizgiin ve dbs—in kapanisi olan ds i¢inde sinirli ve herhangi
bir ' > 0vey' = /(28) olsun.

w(x) =0 (CXP(—ﬁ'exp(y'x))) x = +oo reel eksen lizerinde.

O halde w(z) = 0.

Unlii Phragmen-Lindelof ilkesinden dogan Cartwright sonucuna ihtiyacimiz var.
Cartwright sonucu asagida verilmistir.

Teorem 4.4. f(z) diizenli ve S(%n) = {zeC| |argz| < %n, |z| = 1} seklinde
tanimlanan bolge icinde mertebesi < 1 ve S (% m) lizerinde |f| < M olsun. Ayrica

|6] < %n olacak sekilde sabit bir 6 igin
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——log|f (re')|
lim —— = —

1 —00 T

O halde f(z) = 0 olur.

Onerme 4.5 in ispati: z’ in logaritmasinin esas degeri Log z" olmak ilizere

fzh=w (? Logz’)

Fonksiyonu goz oniine alinarak Onerme 4.5-i ispatlamak igin Teorem 4.4
kullanilacaktir. S (%n) bolgesini b5 N{zeC | Rez >0} bodlgesinin igine

doniistiiren

26
= —Logz

fonksiyonu g6z oniinde tutularak kolayca goriilebilir ki f(z") fonksiyonu Teorem
4.4-deki tiim hipotezleri saglar. Bundan dolay1 w(z) = 0 1 gerektiren f(z") = 0 elde
edilir. O

Onerme 4.5-1 uygulamak i¢in A < d olacak sekilde herhangi bir 4 i¢in b, i¢inde w(z)
-nin stirliligin gdstermek gerekir. zed, icin w(z) —nin integral gdsterimi

w(z) = >

f [ w(@+in) - in)

E+in—z f—in—z]df (A<n<d)

ve w(z)eB(d,) sart1 ve Cauchy integral formilii kullanilarak

1 (o]
0] % 55 | 0+ il + oG - G <n<d)

O halde
0@l < im0l + )l + (¢ - m)d
_ 1
= m]ﬁ(w,ba)
< oo

oldugundan istenen elde edilmis olur.
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% - %} /2)d olmak iizere

w(z) igin agikardir. Bundan dolay1 dyiginde w(z) = 0 oldugunda dg i¢inde w(z) =

Simdi Onerme 4.5-in tim hipotezleri & = (1 — min {

0 dir. Boylece Teorem 4.3 tamamlanmis olur.
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BOLUM 5
5.1 Cift Ustel Sahmimhi Integrasyon Metodu

“Cift tstel salimm” stratejisi w,c,p sabitler olmak tizere f(x)sin(wx? +c¢) ,
f(x) cos(wxP + ¢) veya f(x)e!“*” formlarmm integrandlarma sahip tek boyutlu
sonsuz bolgeler iizerindeki ¢ok yavas clirliyen (bozulan) salimimli integraller igin
kullanilmaktadir. Tipki
“ sin 2x
I = f S—dx
. X

orneginde oldugu gibi.

“Cift ustel salinim” stratejisi ¢ift listel formiiliine dayanir. Ancak “¢ift iistel salinim”
stratejisi integrasyon araligmin uclarint ¢ift {stellige ulastiran bir doniisiim
kullanmak yerine ; sin(wxP + c¢) ve cos(wx? + ¢) fonksiyonlarinin koklerini ¢ift
istele ulagtiran bir doniisiim kullanmaya dayanir. “Cift {istel salinim” algoritmast,
burada sin e integrali kullanilarak agiklanacaktir.

I; = foof(x) sin(wx) dx (5.1)
0

_ Mg(t) _ !
== PO s D e ey P

dontisiimleri goz oniinde bulundurulsun. Buradaki a ve B sabitleri;

1
=0, a=0<—) O<as<p<i
4 VMlogM d
esitliklerini saglarlar ve
1
a= 4 - (5.3)
J1+M10g(M+1) 4
4

seklinde secilirler.

(5.2) -de yer alan doniisiim; (5.1) -de yer alan sin e integraline uygulandiginda;

L foo f(M(#©))sin (M(p®) M('®)

w

(5.4)

—00
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13 2

elde edilmis olur. Burada goriilmelidir ki “®” sine terim i¢inde yok olur. (5.4)
esitligine esit adim aralikli yamuk kurali uygulandiginda

DEO(Is, h) = Mh Z FM(P(nh)/w)) sin(Mp(nh))p' (k) /o (5.5)

n=-—oo

elde edilir.

Uygulanan x = @ doniisiimiinden goriildiigi lizere biiyiik negatif n -degerlerinde

integrand degeri ¢ift {istel olarak azalir (bozulur). Diger yandan biiyiik pozitif n -
degerlerinde bir ¢iirtime yokken;

sin(M(p(nh)) = sin(Mnh) = sin(nh) =0

olmasi integrandin biiyiik n -degerleri i¢in hesabina gerek kalmadigini agikga ortaya
koymaktadir. Buna dayanarak n -in makul bir degerinde sonsuz toplam kesilebilir.

Buradaki sonsuz toplam uygun bir N igin kesilecek olunursa

Ny ,
DEO(s, h,N) = Mh ) f<M<@>>Sin(M<p(nh))<p ORI

w

n=-N_

=N_+N, +1
ve kesilmis seri toplami elde edilmis olur. Buradaki m ve h sabitleri;
Mh=m

esitligini saglayacak sekilde segilmektedir. Buradan en son bulunan ifade (5.1) -e ¢ok
hizl1 bir sekilde yakinsar. Boylece asagidaki formiil belirlenmis olur. [7]

1. Yaklasim formiilii: N, ve N iki tamsay: ve h > 0 segilsin.

Ny ,
DEO(I5,h,N) = Mh 2 f ﬁ/f (WT"M //sin [M“”(nha)))(” mh)

n=-N_

=N_+N, +1

Buradaki ¢ (t) doniistimiiniin parametreleri (5.3) -deki gibi secilmistir. Eger

N = N_ + N, + 1 yaklasik olarak secilirse, hata
|I — Ir(lN)| < c’e_% < ('e(~CN/logN)

seklinde simirlanmis olur. Buradaki c,c’,C,C' degerleri f(x) ve w degerlerine bagl
pozitif sabitlerdir. [7]
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E N O N A

f(x) =x72? ve w =1 igin integrand 6rnek noktalar Sekil 5.1°de gosterilmistir.

PR

Ornek noktalarin g periyoduna baglidir. Yani o degeri degistiginde 6rnek noktalar da

degisir. Bu nedenle 1. Yaklasim formiiliinii kullanarak Fourier doniisiimiinin ®
degerleri lizerinden degerini hesaplamak bir ¢ok 6rnek nokta (data) gerektirir.

Sekil 5.1 (5.4)-iin integrandi ve (5.5)-in 6rnek noktalart [7]

5.2 Déniisiimler icin Cift Ustel Salinimh Formiil

F(w) = foof(x)ei‘*’xdx (5.6)
0

Fourirer dontistimiine (5.2) degisken degisimi uygulanarak

F(w) =j F(Me())exp(ioMe(t)) Mg’ (t)dt (5.7)

elde edilir.

B@) = [ f(Mp@)explioMp(®) - ioMp@IMe'(©Ode  (59)

— 00

Burada ¢(t) = @(t) —t ve w, pozitif bir sabittir. Su durumda; biiyilk M degerleri
icin |E (w)| degerleri ¢ok kiigiiktiir ve mertebe

|E(w)| = 0(exp( — d'Mmin(w, w,)))

Burada d’' , f(x) fonksiyonuna bagl pozitif bir sabittir. F(w) yerine F(w) =
F(w) — E(w) hesaplandiginda

F@) = [ r(Mp@)exs (ioMo(®

i 1
-2 wOMgﬁ(t)> 2iM sin (E woMg?)(t)> o' (O)dt (4.9)
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F integrandi
B oo nm o

E integrand
o

elde edilir. t — oo iken @(t) > 0 ve . t — oo iken ¢'(t) —» 0 oldugundan t - oo
iken |sin (% wOMg?)(t)) (p’(t)| ¢ok hizl1 bir sekilde 0’a yakmsar. Béylece F(w) -nin
integrandi; bilinen ¢ift iistel formiiliiniin uygulanabilecegi bir fonksiyona hazir hale
gelmis olur. Bu da w’dan bagimsiz bir h -adim aralig1 secilebildigi anlamina
gelir. F(w) , E(w) ve F(w) — E(w) -nin integrandlarinin imajiner (sanal) kisimlari
f(x) = x~/2 alnarak Sekil 5.2 de gosterilmistir. we(0,2w,) olmak iizere integrali

. . T . - o . .
hesaplamak i¢cin M = s secmek yeterlidir. Su durumda asagidaki formiil
o
belirlenmis olur.
Bt N
B .ﬂl II|I I|I I|I || ||| I ||I |r|| q
— N\ /| A ||'||'|||I||||||I|'I|IJ
{1 |
Y ||| I|I|| IR I||“'
\ | | U
vou v = N= T T T T N T 3
1 1 1 1 1 1 1 c B ft |'| | “ —
L Il | i
4 3 =2 -1r 0 1 2 ;ﬁn;_ AR i || NN ]
g 0 Y VVVY ,l"'l n ||'I ||| Iﬁ|||||||II e
T T T T T T T ] L]_J :24 : Il.lll |III| | || |'I :
TR ' B+ ’ || v :
| III| |I| |I| |I|||||||||||||||||||I| |n| ||!| oah I 1 I I Y 1 =
avavaYAY, ||"|||||I|||||||||| |||| ||| |||| |||J 4 3 2 1 0 1 2
TATATAN: ||| || ||| (] t
| I | I| |I || || II n
1 1 1 1 1 1 1
-4 3 2 A 0 1 2

Sekil 5.2 : (5.7), (5.8), (5.9) integrandlar1 [7]

2. Yaklasim formiilii : (0,2w,) araliginda, w i¢in (5.6) integralini hesaplayalim: O
halde amaclanan yaklasim formiilii
N

o 2mi o , A
V@) ===y f(W”h<p(nh)>sm<%qo(nh)>go'(nh)

n=—N_

exp/ h(p(nh}— (p(nh}/

biciminde belirlenir. Buradaki @(t) parametreleri (5.3)-deki gibi secilmistir. Bu
formiil icin hata |F(a)) - F,EN) (a))l < c'ge G/ 4 ! eaw/h 4 (! e=C2(2wo—w)/h

seklinde simirli olmus olur. Buradaki c; , c'; degerleri d' boyunca f(x) fonksiyonuna
bagh pozitif sabitlerdir. [8]

3. yaklagim formiilii icin 6rnek noktalarin (datalar) degistirilmesine gerek yoktur.
Ustelik w = w, durumunda 2. Yaklasim formiiliiniin imajiner (sanal) kismi 1.
Yaklagim formiiliinde oldugu gibidir. Boylece 2. yaklagim formiilii; 1. yaklagim
formiiliiniin genellestirilmis halidir.
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5.3 Niimerik Ornekler

Cift iistel salinimli metodun etkililigini gostermek icin x — oo iken ¢ok yavas azalan
(bozulan) ve x =0 noktasinda tekillige sahip oldugundan FFT (Fast Fourier
Transform) tabanli metot tarafindan etkili hesaplanamayan

“logx .
F(a))=f —e'%*dx 5.10
G 610

integrali goz oniine alinsin.

wo=1, h=0075, N_=94 , N, = 69 parametreleriyle 2. yaklagim formiilii
kullanilarak hesaplanan mutlak hata Sekil 5.3’de gosterilmistir. Parametrelerdeki
etkili dogruluk aralig1 0 < w < 2w, = 2 dir. Hesaplama 2 kat duyarlilikta yapilmis
olup; bdylece yuvarlama hatas1 10715 civarindadir.

Sekil 5.3 |F(w) — F™(w)|, (h=0.075, N_ =94, N, = 69) [7]

h -adim araligi ayn1 hesap cergevesinde degistirildiginde elde edilen mutlak hata
degerleri Sekil 5.4 ve Sekil 5.5’te gosterilmistir. Buradan anlasiliyor ki h -adim
aralig1 ne kadar azalirsa etkili dogruluk araligi o kadar biiytir. Su da belirtilmelidir ki;
h ne kadar azalirsa dogruluk degeri o kadar gelisir, yani artar fakat bu durum daha
biiyliik N_ ve N, degerlerini gerektirir. Q’nin genis bir araliginda hesaplama yapmak
i¢in metotta w, -1n degistirilmesi ve yeniden hesaplanmasi onerilir.
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107
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10710
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o

0.5

1.5

M

Sekil 55 |F(w) — F™(w)|, (h=0.03, N_ =253, N, = 173) [7]
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5.3.1 Cift Ustel Metot ile Karsilastirma

Bu kisimda geleneksel ¢ift iistel metodu ve ¢ift {istel salininmli metot tarafindan
yaklagik degerleri bulunan (5.10) integrali sonuglar karsilastirilacaktir.

0.5 < w < 1.5 araliginda mutlak hata payr 10712 civarinda olacak sekilde (5.10)
integralini hesaplamak istiyoruz. F(0.5+st) dontisimii  128-nokta kullanarak

hesaplandi  (k = (0,1,2,...,127). Hesaplama sirasinda gecen zaman ve gerekli
fonksiyon hesabinin toplam sayis1 Tablo 5.1°de gosterilmistir.

CPU siiresi
h N (Intel Pentium(R) Dual-Core 2.00
GHz)
Onerilen ¢ift iistel formiilii (Formiil 2) |0.075 164 0.11 ms
Cift ustel formili (Formiil 1) 0.15 20096 |3.57ms
Tablo 5.1
Baska bir 6rnek olarak
F@) = [ ——cos(wn)a (5.11)
w) = —————cos(wx) dx .
0 1+ x?

Ornegini ele alalim.

Bu kez (5.11) -e uygulanan FFT ile siirekli Euler doniisiimii metotlar1 ile hesaplama
yapalim:

0.5 < w < 1.5 arahiginda mutlak hata payr 10712 olacak sekilde (5.11) integralini
128 —nokta kullanilarak hesaplanmig olup sonuglar Tablo 5.2 ile asagida verilmistir.

CPU stiresi
h N (Intel Pentium(R) Dual-Core 2.00
GHz)
Onerilen cift iistel formiilii (Formiil 2) |0.075 157 0.06 ms
Cift tistel formiilii (Formiil 1) 0.15 9856 1.17 ms
Siirekli Euler doniistimii + FFT 0.15 2049 0.16 ms

Tablo 5.2
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5.3.2 Niimerik Metotlar ile Cift Ustel integrasyon Metodunun
Karsilastirilmasi

b1+ 2Inx
1+e*

I{[a, b] = f iwx?Inx

a
integrali i¢in [e_l/ 2, 3] araligindaki sonucun reel kismi
-0.00152886230241440982811558447650918465794148148060297331293314623

7253788162790392807252796438448264137.......

bigimindedir.

Cift Ustel integrasyon
Metodu
-0.001528862302414409828
y 11558447650918465794148
I [e™2,3) etot 14806029733129331462372
basarisiz - por08162790392807252796
438448264137.........

Integral Levin Rule

Tablo 5.3 Levin metodu ile ¢ift iistel integrasyon metodunun karsilagtirilmasi

Burada belirtilen “Levin Rule” Mathematica’in Levin metodudur. Ancak aralik tekil
noktada ikiye ayrilirsa Levin metodu ¢aligir.

b 1 s
I/[a,b] = f (_—) cos(wx?e*) dx
2 o \072x2 +1

integraline direk olarak dik inis metodu uygulanamamaktadir. Ancak wxZe® =y
degisken degisimi yapilirsa elde edilen fonksion Lambert W fonksiyonu (W (x))
cinsinden ifade edilebilir. Yani

o\ 11/3
v )

degisken degisimi ile integral
w3?e? .
Re| [ 1o o FQ e au
ofd)'eld

haline gelmis olur. Bu hali ile yukaridaki integrale dik inis metodu kolaylikla
uygulanabilir.
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Bunun i¢in asagidaki Mathematica programi verilmistir.

w=1;

a=1/4;

b=4;

a=2;

B=3;

flx 1:=1/((10"(-2)*x"2+1));

n=100;

t=Array[N[Root [LaguerreL[n,x],#],100]&,n];
) " 2;
)/ (((n+l) *LaguerrelL[ (n+l),t

ww=t/ ((n+1) *LaguerreL[ (n+1),t]
(*modW=Array[ (Exp[t #1*t
#1)"2)&,nl;*)

Phif[u ]:=((a/B)*ProductLog[ (B/a)* (u/w) " (B/a) 1)~ (1/B);
dPhi[u ]:=Derivative[l] [Phi] [u];

hix ,p ]:=w*x"a*Exp[x"B]+I*p;

GC=
N[I*Exp[I*w*a"o*Exp[a”B]l]*Sum[ww[[1i]]*f[Phil[h[a,t[[1]]1]1]]
*dPhif[h[a,t[[i]]1]],{i,1,n}]~-

I*Exp [I*w*b"a*Exp [b*B] ] *Sum[ww[[1]]*f[Phi[h[b,t[[1]]1]]]1*d
Phi[h[b,t[[i]]1]]1,{i,1,n}],1007;

/

[a,b] Dik inis Metodu DEM Levin Rule
[1/4,4] Basarisiz 150 50
[1,4] 100 150 30
[2,4] 4 75 20

Tablo 5.4 I{ [a, b] hesabi igin gerekli nokta sayisi (integrand hesabi)

Buradaki “Levin Rule” Mathematica’nin NIntegrate komutudur.
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Yukardaki tabloda verilen sonuglar Mathematica’da WorkingPrecision 16,
AccuracyGoal 14 ve w = 1 alinarak hesaplanmustir.

A = min{wg'(a), g’'(b)} olarak tanimlansin. I; [a, b] 6rneginde gecen
fonksiyon [a, b]- araliginda artan bir fonksiyon oldugunda buradaki A degeri wg'(a)
dir.

y
=22 = 0.519777147753343 degerinde

Dik Inis metodu bir sonug¢ bulamazken DEM 150 noktada, Levin Rule ise 50 noktada
istenilen duyarlilikta bir neticeye ulasmistir. Fakat gibi Levin Metodu daha az nokta
kullanarak neticeyi bulmasina ragmen istenilen duyarlilikta sonucu bulunabilmesi
i¢in, n nokta sayisi olmak lizere nxn tipindeki lineer sistem ¢oziimi de
gerekmektedir. Bu ise 0(n3®) mertebesinde islem gerektirir.

[1/4,4]- arahigii¢cin A = wg'(a) =

[1,4]- aralig1 i¢in A = wg'(a) = 5e = 13.591409142295225 degerinde en az
nokta kullanarak istenilen duyarlilig1 saglayan metodun Dik Inis metodu oldugu
goriilmektedir. Ayrica tabloda goriildiigii gibi Levin Metodu daha az nokta
kullanarak neticeyi bulmasina ragmen istenilen duyarlilikta sonucu bulunabilmesi
icin, n nokta sayist olmak iizere nxn tipindeki lineer sistem ¢oziimii de
gerekmektedir. Bu ise 0(n?) mertebesinde islem gerektirir.

[2,4]- aralig1 i¢cin A = wg'(a) = 5e® = 155009.81532616986 degerinde ise en
iyi olan metodun Dik Inis metodu oldugu gériilmektedir. Yine burada Levin daha az
nokta kullanarak neticeyi bulmasina ragmen istenilen duyarlilikta sonucu
bulunabilmesi i¢in, n nokta sayis1 olmak tizere nxn tipindeki lineer sistem ¢oziimii
de gerekmektedir. Bu ise 0(n?) mertebesinde islem gerektirir.

Sonug olarak; A degeri kiigiik oldugunda Cift Ustel integrasyon metodu (DEM), A
degeri biiyiik oldugunda ise Dik Inis metodu daha iyi netice vermektedir.
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BOLUM 6

SONUCLAR

Yapilan calismalar boyunca yiiksek salinimli integrallerin hesabi icin
kullanilan bir ¢ok niimerik metodun, bu ¢alismanin konusu olan ¢ift iistel formiiliine
dayanan yeni bir metot olan ¢ift {istel salinimli integrasyon metodu ¢esitli 6rneklere
uyarlanarak elde edilen sonuglar bahsedilen diger metotlarla karsilagtirilmistir.

Bugiine kadar c¢ift iistel formiiliin optimalligi ile ilgili kesin bir sonuca
vartlmamakla birlikte burada fonksiyonel analiz yaklasimi ile Oncekilerle
karsilastirildiginda matematiksel anlamda daha mantikli bir sonuca ulagilmistir.

Cift tstel salinimli integrasyon metodu yiiksek salinimli bazi integraller i¢in
daha avantajli sonuglar1 getirdigi bu c¢aligma boyunca irdelenmis olup tablo ve
grafiklerle desteklenmistir.
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