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OZET
GENOCCHI ve ¢-GENOCCHI POLINOMLARI

GURSUL, Aynur
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yéneticisi : Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ
Haziran 2013, 48 Sayfa

Bu tez doért béliimden olusmaktadir. Ilk bsliim 6nemli tanimlar ve teoremler,

g-analiz ve p-adik analiz olmak tizere {i¢ ana baglik altinda incelenmistir.

Ikinci boliimde, Genocchi sayilart ve polinomlari, viiksek mertebeden

Genocchi sayilari ve polinomlari ifade edildi ve onlarin 6nemli dzellikleri incelendi.

Uctincii bsliimde, Genocchi sayilarinin ve polinomlarinin bir genellestirilmesi

olan ¢g-Genocchi sayilari ve polinomlar gosterildi.

Bu tezin son boliimiinde ise agirlikli g-Genocchi polinomlari tanimland: ve

analitik devami verildi.

Anahtar Kelimeler: Genocchi sayilari ve polinomlar, Zeta fonksiyonu, Mellin
doniisiimii, Yiiksek mertebeden Genocchi polinomlari, g-Genocchi sayilari ve
polinomlar1, agirlikli g-Genocchi sayilar: ve polinomlar:.



ABSTRACT
GENOCCHI ve ¢-GENOCCHI POLYNOMIALS

GURSUL, Aynur
M. Sc. Thesis, Math. Department
Adviser : Associate Professor Doctor Mehmet ACIKGOZ
June 2013, 48 pages

This thesis is formed from four sections. In the first section, it is investigated
under three main headings including important definitions and theorems, g-analysis

and p-adic analysis.

In the second section, Genocchi numbers and polynomials, Genocchi

polynomials of higher order are stated and investigated their important properties.

In the third section, g-Genocchi numbers and polynomials, which generalizes

the classical Genocchi numbers and polynomials, are shown.

In the last section of this thesis, weighted g-Genocchi numbers and

polynomials are defined and given their analytic continuation.

Keywords: Genocchi numbers and polynomials, Zeta functions, Mellin
transformation, Genocchi polynomials of higher order, g-Genocchi numbers and
polynomials, weighted g-Genocchi numbers and polynomials.



TESEKKURLER

Tezin olusumunda emegi gegen, deneyimlerini ve bilgilerini benle paylasip
bana yol gosteren, bu tezin her sayfasinin her satirinda emegi ge¢en danismanim
Dog¢. Dr. Mehmet Agikgéz’e, bu tezin olusumunda bana yardimci olan degerli
arkadagim Serkan Aract’ya, tezin yazilimmda bana yardimci olan ve benden
destegini esirgemeyen esim Zeki Bozkurt’a ve manevi desteklerini yanimda

hissettifim canim annem, babam ve kardeslerime tesekkiirii bir borg bilirim.

Vi



ICINDEKILER

(074 2} T v
B TR A o i i o R BB AR SR AR BB e v
SEMBOLLER LIS TES . ittt ettt e, viii

BOLUM I: GIRIS

Ll 0 BT om0 A s A AT R A A 1

O | L ———— 10
13 p-AdiK Analiz....ccoooniii 12
BOLUM 2: GENOCCHI POLINOMLARL.......c..coeeviiiiieaaeeiiiieeeeiiiiaeeeeeenn, 17
2.1, BENGCUHE POEBNOMLATE VE SAVILEARE...cn smemmenerssamsasss 17

2.2. YUKSEK MERTEBEDEN GENOCCHI POLINOMLARI ve SAYILARI.....25

2.3 GENOCCHI POLINOMLARININ BAZI OZEL POLINOMLARLA ILISKISI

.................................................................................................... 32
BOLUM 3: g-GENOCCHI POLINOMLARI VE SAYILARIL......ocevvueeeannnnn... 37
BOLUM 4: AGIRLIKLI g-GENOCCHI POLINOMLAR.........cooeeivirininiannn, 41
KAYNAKLAR . ....ooiiitiiit e e 47

vii



SEMBOLLER LISTESI

B, (x) Bernoulli polinomu

B, Bernoulli sayisi

By (x) Euler polinomu

Ex Euler sayist

Gn(x) Genocchi polinomu

Gy Genocchi sayist

Gpq(x) g-Genocchi polinomu

Gnq g-Genocchi sayisi

G,,(x) agirlikli Genocchi polinomu

S, (n,k) ikinci stirling sayisi

( H ) binom katsayisi

q Quantumun bag harfi
[x]y X in g-benzeri

ordy, p-adik deger

= tanim olarak esittir

;u(x +p" p) Haar dagilimi

du(x) Z,, lizerinde p-adik integral
i3 p p g

1) . dp-1(x) Z, lizerinde p-adik fermionik integral
2

viii



BOLUM 1
GIRIS

Genocchi sayilarinin ve polinomlarinin tarihi Italyan matematik¢i Angelo
Genocchi (1817-1889) ye dayanir. Genocchi sayilari ve polinomlari 19. yiizyilin
baglarindan giiniimiize kadar birgok matematik¢i tarafindan, matematigin pek gok
farkli konusu igerisinde kapsamli bir sekilde galisilmistir. Ornegin; sayilar teorisi,
kompleks analitik sayilar teorisi, homotopi teorisi, diferansiyel topoloji, modiiler

formlar, p-adik analiz, quantum gruplar gibi pek gok teoriler iizerinde ¢aligilmigtir

[3].
1.1. On Bilgiler
Bu béliimdeki tanim ve teoremler [10] ve [11] den yararlanilarak yazilmistir.

Tanmm 1.1.1 Dogal sayilar kiimesi tizerinde tanimli her fonksiyona dizi denir. f bir
dizi ise her bir » dogal sayisina bir a, sayst karsilik geleceginden f dizisi {a,}”

n=l

seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.2 {a,}" dizisi verildiginde aeRolmak iizere V&> 0sayist igin her
n> N iken |a, —d| <& olacak sekilde bir N = N(g,a) e N bulunabilirse {a,} dizisi
a ya yakinsar denir ve lima, =a ile gosterilir. {a,,} dizisinin limiti varsa bu diziye
yakinsak dizi, yakinsak olmayan diziye de raksak dizi denir.

Tanim 1.1.3 AcRve F(4), A kiimesi iizerinde tanimli reel degerli biitiin

fonksiyonlarin kiimesi olsun. Dogal sayilar kiimesi iizerinde, F(4) kiimesinde

tanimli fonksiyona fonksiyonel dizisi denir.

Tanimm 1.1.4 4R kiimesi tizerinde tanimli {£,}” fonksiyonel dizisi verilsin.

Ve >0 sayisi, Vxe A veher n2N igin |fn(x)—f(x)| < g olacak sekilde bir



N=N(s,x)e Nbulunabilirse {f,}” dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakmsaktir

denir.

Tamm 1.1.5 (a,) dizisinin Cauchy dizisi olmas: igin gerek ve yeter kosul, her
£eR" sayisi igin n,mZN(s):>|au —am] <& gerektirmesini gercekleyen £ a bagh

bir N (8) dogal sayisinin var olmasidir.

Tanim 1.1.6 a,,q,,...,a,,... gibi bir dizi verilmis olsun. Bu diziden hareketle

olusturulan,
S =g+a,+..+a,+..= Zan
=1

toplamina sonsuz seri veya kisaca seri denir.
S, =g

S, =a,+a,

S,=a4a, +..+a,

olmak tizere {Sn} dizisine Zan serisinin kismi toplamlar dizisi denir. {S,} kismi

n=1

toplamlar dizisi yakinsak ve lim S, = s ise Zaﬂ serisine yakinsak seri denir. s

n—ron
n=1

sayisina serinin toplami veya limiti denir. Yakinsak olmayan serilere iraksak seri
denir.

Tal‘l[m 1.1.7 Zanrf-l*1 :al +a2r+a3r2 +.“+anrl!—l 4o

n=1

serisine geometrik seri denir.

z:a”_¥ = 2. R |a| <1
n=l1 l=a
seklinde ifade edilir.

Tanim 1.1.8 icn (x—a)" =¢,+¢ (x—a)+c, (x—a)2 +ote, (x—a) +...
n=0



seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir.

a=0 ic¢in,

no__ 2 n
Y e, x" =cy +ex+C, X+t 6, x" +.

n=0

elde edilir.

Tanim 1.1.9 Zaﬂ ve Zbﬂ gibi mutlak yakinsak iki serinin Cauchy ¢arpimi,

n=0 n=0

Zzakbn—}c = Z anzbn

n=0 k=0 n=0 n=0
olarak ifade edilir.
Tanim 1.1.10 £, [a,b] kapal1 araliginda tanimli bir fonksiyon ve x, € (a,b) olsun.
Eger,
lim f(x) _f(xﬂ)

J.’—)Io x_xo
limiti varsa f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir denir.

Tanmm 1.1.11 f fonksiyonu, a noktasini igeren bir aralikta her mertebeden

tiirevlenebilir olsun.

70)=3 D ey

k=0 !

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi adi verilir.

Taylor agiliminda 6zel olarak a =0 alinirsa,

5 /00,

o k!

serisi elde edilir ki bu seriye Maclaurin serisi ad1 verilir.

Tamm L1.12 Y a, (x—x,)° kuvvet serisinin |x—x,| <R igin yakinsak oldugu en

bityiik pozitif R sayisina, bu kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi, (xo - R, %+ R)

aralifina da yakinsaklik aralii denir.



Tanim 1.1.13 X bog olmayan bir kiime olsun ve bir d : XxX - R"* U{O} fonksiyonu

icin Vx, y, z € X olmak lizere
M1) d(x,y)ZO,
Mz) d(x,y)=0<:>x=y,
M,) d(x,y)=d(y.x),
M4) a’(x,y) < d(x,z)+d(z,y),
sartlari saglaniyorsa d ye X de bir metrik, (X, d)ikilisine ise metrik uzay denir.
Tanim 1.1.14 (X, d) bir metrik uzay, x, € X ve r >0 bir reel say1 olsun.
L Dixr)= {x eX:d(x,x)< r} kiimesine x, merkezli r yarigapl agik
yuvar,
II. E(xogr) = {x eX:d(x, xo) < r} kiimesine x, merkezli » yarigapli
kapali yuvar,
L S(x;r)={xeX:d(x,x)= r} kiimesine x, merkezli » yarigapl
yuvar ylzeyi denir.
Yuvar deyimi yerine bazen civar veya komsuluk deyimi de kullanilir.

Tanmm 1.1.15 X bir metrik uzay ve 4 < X olsun. Her x € 4igin D(x;») < A olacak
sekilde bir r pozitif sayisi varsa 4ya X in acik alt kiimesi veya 4, X de agiktir
denir. X in B alt kiimesinin X deki tiimleyeni yani B' =X —B, X de agiksa Bye

kapal1 kiime denir.

Tanmm 1.1.16 X bos olmayan bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

L &, X eTdr,
II. 7 ya ait keyfi sayidaki kiimelerin birlesmesi yine 7 ya aittir,

II. 7 ya ait sonlu sayidaki kiimelerin arakesiti yine 7 ya aittir,

sartlarini saglayan 7 ya, X i¢in bir topoloji ve (X,7) ikilisine de topolojik uzay

denir.



Tanim 1.1.17 f, x, in delinmig komsulugunda tanimli olsun ve bir L sayisi verilsin.
Eger herhangi bir £ >0 igin 0 <|x—x,| <& oldugunda If(x) - L| < g olacak bigimde

bir 6 >0varsa fnin x, daki limiti L dir, denir.

Tanim 1.1.18 Bir f karmagik fonksiyonu bir z, noktasinda belli bir D(z,,5)
komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z,da analitiktir.

Tanim 1.1.19 Bir f fonksiyonunun bir B bdlgesindeki aykiriliklars sadece kutup
noktalari ise f, B de bir meromorf fonksiyondur denir.

Tanim 1.1.20 Verilen bir X kiimesi i¢in £, X in alt kiimelerinden olusan kiime
olsun. Eger,

I &, XeX

II. VAeZ=> A X

III. % igindeki her (4,) dizisi igin k_JlAT, eX ise Lya o cebiri denir. (X,Z)
ikilisine de 8l¢iim uzay1 denir.

Tanim 1.1.21 X bir kiime ve £, X iizerinde bir o cebiri ise T tizerinde tanimls,
genisletilmis degerler alan bir x fonksiyonu,

L u(2y=0

II. VEeXicin p(E)20

II1. (En) , = da ayrik kiimelerin bir dizisi olmak iizere

W58 )-Zu(,)

n=1
kosullarini sagliyorsa u ye bir 6lgiim denir.

Teorem 1.1.22 (Rezidii Teoremi) f fonksiyonu bir B bélgesinde ve sinirinda, sonlu

tane z,,z,,...,z, € B ayrik aykiriliklar: hari¢ analitik ise

jf(z)dz == ZﬂiiRBS(f,z‘.)

dir. Burada 8B, B nin siniridir.



Tanmm 1.1.23 (Fourier Integral Teoremi) fve f' fonksiyonlar: her kapali aralikta

parcal siirekli ve j | b (x)| dx <wise f, x noktasinda siireklidir ve

Fl)=2 ji £ (¢)cos[ s(1—x)] drds (L1

/2

dir. x, f nin bir siireksizlik noktasi ise, (1.1) integrali %[ f (x+)+ f (x‘)] degerine
yakinsar.

Tamm 1.1.24 f Fourier integral teoremindeki kosullar1 saglayan bir fonksiyon

olsun.
F(s)=[x 1 (x)ax
0
integraline f (x) fonksiyonunun Mellin déniigiimii denir.
Tanm 1.1.25 X € Rigin |f| < K bélgesinde F(¢,z) = if" (z)¢" seklinde ifade edilebiliyorsa
ey

I3 (t, z) fonksiyonuna f, (z) fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu denir.

Tamm 1.1.26 u e C—{1},

Euler sayilar

u| > 1 5zelligindeki bir cebirsel say1 olsun. Frobenius-

o0

l—u £
=2 H, (u);

e-u =

tireteg fonksiyonu ile tanimlanir. Burada H, (u) sayilarina Frobenius-Euler sayilar

denir.

Tanim 1.1.27 Ikinci stirling sayilar1 (», &) parametresi ile S (n,k) bigiminde

gosterilir. Ikinci stirling sayilarinin tirete¢ fonksiyonu;

&'

F(t,k)= T(1—.9' ) = is(n,k)%

seklinde verilir.

Simdi klasik Bernoulli ve Euler sayilarinin iireteg¢ fonksiyonlarini
tanimlayalim. Bernoulli sayilart 1713 yilinda Jakob Bernoulli tarafindan “Ars
Conjectandi” adli kitabinda,



=SB

€ _-1 n=0

Flt)= i|<2n (1.2)

seklinde tanimlanmustir. B, katsayilarina Bernoulli sayilari denir. Buradan,

1 1 1
B,=1, B=——, B,=—, B,=0, B,=——, B,=0, -
0 1 2 2 6 3 4 30 5

dir. n>1 igin

B

2n+l

=0

elde edilir. Kompleks diizlemde, Bernoulli polinomlar:

f(x,t)=e,’_le =Z:;Bn (x)%, |t <27 (1.3)

tiretec fonksiyonu ile tanimlanir. (1.2) ve (1.3) den,

f(x,t)::ex’f(t) (1.4)

fonksiyonel denklemi elde edilir. (1.2) ve (1.3), (1.4) denkleminde yerlestirilirse ve
¢* fonksiyonu Taylor serisine agilip Cauchy ¢arpimi yapildiginda,

ZB (x)—.=Z[Z(ZJx"_kBkJ;—1 (L.5)

n=0\ k=0

n

elde edilir. Son esitlikte t—| katsayilari esitlendiginde
n!

8.()-3 1 Jn

olarak bulunur.

T= {l‘ eC| |r] < 7;} bélgesinde, Euler sayilari

iEn teT (1.6)

e+l =

olarak tamimlidir. # € T olmak iizere, Euler polinomlari ise

. +le —ZE(x b= (1.7)



lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir. (1.6) dan E, (0) = £, oldugundan,
E,=1, E =0, E,=-1, E,=0, E, =5, ..

ve Vn20 i¢in E, , =0elde edilir. (1.6) ve (1.7) den,

E=Y|" |»*E,
i\ k
yazilir.

Tamim 1.1.28 L. Euler tarafindan tanimlanan Gama fonksiyonu asagidaki gibidir.
zeC, Re(z)>0 olmak iizere,

F(z) = J.t‘"_le"dt
0

dir. Bu bolgede integral mutlak yakinsaktir.

Tamm 1.1.29 s C, Re(s)>1 ve 0<x<lolmak iizere,

ol

§(s:x)=2,

(n+x .

fonksiyonuna Hurwitz-Zeta fonksiyonu denir [19].

(1.8) esitliginde x=1 alinirsa,

()=~ Re(s)>l

n=l 1
Riemann-Zeta fonksiyonu elde edilir [19].
Tanim 1.1.30 s € C, ve 0<x <1olmak iizere,

()= 3L

1.9
r=0 (n+x)! ( )

fonksiyonuna Hurwitz tipi Euler zeta fonksiyonu denir [1], [2], [9], [10], [11], [13].

(1.9) egitliginde 6zel olarak x =1 alinirsa,

0

se(s:1) =6z (s)=

(1.10)

n=l



Euler-Zeta fonksiyonu elde edilir [1], [2], [9], [10], [11], [13].



1.2 g-Analiz

g-analiz o6zellikle quantum mekanikteki genis kullanimi sayesinde bir¢ok
bilim adaminin ¢alisma alanini olusturmustur. Ozellikle matematikgilere genis bir
¢aligma alani sunmustur. Bu teori yardimiyla pek ¢ok 6zel polinomlarin g-
genellestirilmesi  tanimlanmugstir, &rnegin; g-Genocchi  polinomlari, g-Euler
polinomlari, g-Bernoulli polinomlari, g-Zeta fonksiyonu, kompleks diizlemde g¢-L
fonksiyonlari, p-adik g-L fonksiyonlar1 vb. Bu polinomlar kompleks fonksiyonlar
teorisinde, analitik sayilar teorisinde 6nemli uygulamalara sahiptir.

Bu tez boyunca g e Cise |g| <1olarak alinacaktir.

Tanim 1.2.1 x bir degisken olmak tizere x in g-agilima,
[x:q]= [x]q W =l+q+q’ +..+g""
1-g
biciminde tanimlanir.
Burada,
lqiil}[x]q = lqiirll(l +q+q’ +..+q"" ) =X
oldugu agiktir.

Asagida [x]q nun baz &zellikleri verilmistir.
L [x+y], =[x], +¢"[¥], .
2. [w], =[], [¥],
3. [x] s =4 [x],,

4. [—x]q =—q [x]q

Jackson’m 1908 deki ¢aligmasinda Euler-Jackson g-fark opertatorii agagidaki
sekilde verilmistir.

f(ax)=f(x)
(g-1)x

Bu denklem giiniimiizde g-Jackson tiirev olarak bilinmektedir.

(D,f)(x)= , geC-{1}

Eger 6zel olarak f fonksiyonu x noktasinda diferansiyellenebiliyorsa

10



lqiff} (‘qu) (x) = %(X)

dir.

11



1.3 p-Adik Analiz

Son yillarda p-adik analiz, birgok matematikgi tarafindan calisgilmaktadir. p-
adik tam sayilar, p-adik rasyonel sayilar, p-adik rasyonel sayilarin cebirsel kapanisi,
p-adik fonksiyonlar, p-adik tlirev, p-adik 6l¢iim ve p-adik g-volkenborn integral, bu
alanda yapilan tanimlamalardan bazilaridir.

Bu béliimde tez icerisinde kullanigli olacak bazi tanimlar verilecektir.

Tamm 1.3.1 p bir asal say1 ve a e Z—{0} olsun. pnin ay: bélen en biiyiik kuvveti

"ord " ile gdsterilir. Buna gdre, p ve & birer tamsay1 olmak iizere;

a=p'm
ise
k=ord,a
dir.
ord a ile ilgili olarak agagidaki drnekleri inceleyelim.
ord,12=2, ord,15=1, ord,32=0, ord,60=0, ord; 5—10 =-2
dir.

Asagida ord ,a nin bazi 6zellikleri verilmistir.

1. ord, (a.a,) =ord,a tord,a,,

: a G 5
2. Bir x= grasyonel sayis! i¢in,

ord %= ord i ord pb
dir. Ozel olarak orde = oo olarak alinacaktir.
Tanim 1.3.2 @ iizerindeki p-adik norm,

bigiminde tanimlanmigtir, Buna gore,

12



1 .
|16], = T [47),=1, 27 =1 dir.
Not 1.3.3 p-adik analizde limitler p-adik norma gére alinir. Ornegin,

. . . —ord, pN - -N
lim Nzhm] N| =lim p™%* =lim pV =0
N—»unp N—owx p P N—)eep N—»mp

veya }Fim g"N =1dir.

Tanmim 1.1.4 p bir asal say1, a, € 7 olmak iizere p-adik tamsayilar halkasi, Z sile

Zp ={x

biciminde ifade edilir.

gosterilir ve

x:iaﬂp",an e{0,1, 2,...,p—1}}

n=0

Tanm 1.1.5 Q, p-adik rasyonel sayilar kiimesini gosterir ve

Q, ={x

seklinde tanimhidir. Buradan,

x= Zaﬂp”,OSanSp—l}

n=-k

5 - —k+1 -1 2
x:Zanp"=a_,[p +a_,,p +..ta,p +a,+ap+a,p+..

n==ik

oldugundan, Z e =5 N dir. Q p1in cebirsel kapanigt @, olmak iizere,

C,=Q,
dir
Tamim 1.1.6 Q  metrik uzayinin tiim agik kiimeleri a€ @, ve n € Zolmak iizere
a+p'Z,= {xe@p :|x—a|p sp'"}

seklinde agik araliklarin birlesimidir. Q , nin agik bir alt kiimesinin kompakt

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul agik alt araliklarinin sonlu birlesimi olarak
yazilabilmesidir. Bu kiimelere kompakt-a¢ik kiime denir ([10], [11], [20]).

Teorem 1.1.7 X, Q nin kompakt-acik altkiimesi olsun. X in agik alt araliklarindan

Q, ye tamimli her p déniistimii a+ p"Z ,, X in bir alt kiimesi olmak iizere,
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-1

/u(a+p”Zp) = Zy(a+bp" +p”“ZP)

b=0

sartin1 saliyorsa X lizerinde tek bir sekilde p-adik dagilima genigletilir [10], [11],
[20].

Tanim 1.1.8 (Haar Dagihim) p-adik volkenborn integrali ingasinda ¢ok 8nemli bir
yere sahip olup, ,,  ile gdsterilir ve

y(a-l»p"ZP):ﬁ, aclZ,

olarak tanimlanir. Teorem 1.1.7 yi kullanarak, g, .

p-l 5 )
2 i (a+Bp" 4 P72, )= 3 — = p(a+ P, )
b=0 ooy

elde edilir. O halde u,,, , Z , tizerinde bir p-adik dagilimdur [10], [11], [20].

Tanim 1.1.9 x, X tizerinde bir p-adik dagilim olsun. Her U < X kompakt-agik
altkiimesi igin ‘ u(U )p| < Bolacak sekilde Be Rvarsa uye p-adik 6lgtim denir [10],
[11], [20].

Tanmm 1.1.10 X, C, nin ayrik noktasi olmayan bir altkiimesi olsun. f: X —>C,

fonksiyonu ve x,ye X, x # yigin,

f(x)=f(»)

Fy(x,y)= F—

olarak tanimlanan iki degiskenli 7 (x, y) fonksiyonu igin,

e B (7)

mevcut ise [ fonksiyonuna a € X noktasinda siirekli diferansiyellenebilir denir. X
in her noktasinda siirekli(diizgiin) diferansiyellenebilir bir f fonksiyonuna da siirekli

diferansiyellenebilir ~ fonksiyon denir. Biitin siirekli  diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin kiimesi

C'(X—>C,)={f|f:X—>C,, f siirekli diferansiyellenebilir}
ile gosterilir [10], [11], [20].

Teorem 1.1.11 fe(' (ZP > (Cp)olsun. J nin Volkenborn integrali

14



[ ()=t 5 1)

seklinde tanimlidir [10], [11], [20].

Volkenborn integrali agagidaki 6zelliklere sahiptir.

dp(%) = Har (x+p”Zp) = ﬁ olsun.

Sf(p")-5£(0)

L. f f (@) dp(x)=lm————=(5} (0)

dir. Burada, |
(Sf)'(x)=ﬂ§§fi)

dir.

N Jf(x)dﬂ(x):mf(o)+f(1);--+f(p"—1)
dir. |

5. [ )=7 () au()=10)
dir. |

b [(FGm)=f (@) du(x)=3.70)

z,

dir [10], [11], [20].

Tanim 1.1.12 fe (C(Zp —>(Cp) ve p tek dogal say1 olsun. f nin fermionik p-adik

integrali,
J 7)) =lim 3 (1) 7 ()

seklinde tanimlanir [10], [11], [20].

Fermionik p-adik integral asagidaki 6zelliklere sahiptir.

15



du., (x) =1 (x-l—p"Zp) = (—l)x olsun.

L [ 7@, (9= lim T )/ ()

dir.
2. ij(x+1)+f(X) du, (x)=2/(0)
dir.
5. [P () 7)) ()23 72

dir [10], [11], [20].
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BOLUM 2
GENOCCHI POLINOMLARI

Genocchi polinomlar: ve sayilart Analitik sayilar teorisinde kullanilan 8nemli
polinomlardandir. Genocchi polinomlart ve sayilar {izerinde g-analiz ve p-adik
analizin ozellikleri uygulanmig ve genis bir ¢aligma alami olusturdugu bir ¢ok
matematikgi tarafindan goriilmiistiir.

Genocchi polinomlarinin p-adik agilimlar1 Kim tarafindan [16], [20], niimerik
integrasyon yapist Ryoo tarafindan [22], Genocchi polinomlarinin g-benzerleri
Araci, Agikgdz ve Qi tarafindan tamimlanmis ve bu polinomlarin Bernstein
polinomlar: ile iliskisi Araci ve Agikgtz tarafindan verilmistir [12]. Bu agidan
bakildiginda birbiriyle baglantili ¢aligmalarin yogunlagtigi ¢ok genis ve zengin bir
teoridir.

2.1. Genocchi Polinomlari ve Sayilari

Bu bélimde Genocchi polinomlart ve sayilari tanimlanacak ve Genocchi
polinomlart ve sayilarmin 8nemli Ozellikleri iizerinde durulacaktir. Genocchi
polinomlar1 ve sayilarinin Analitik sayilar teorisindeki bazi 6nemli teoremleri ve
ispatlarina da bu béliimde yer verilecektir.

Tanim 2.1.1 Genocchi polinomlar: asagidaki tirete¢ fonksiyonu ile tanimlidir.
F(x, r) = = ZG (x t| <7 (2.1)

(2.1) denkleminde x =0 yazilir ve G, (0) =G, oldugu g6z 6niine alinirsa,

F(0,1) Z ' |<= (2.2)

e+1 =

elde edilir. Buradaki G,, Genocchi sayilarini temsil etmektedir.

n?

Asagidaki teoremde Genocchi polinomlarinin agik formiilii verilmisgtir.

Teorem 2.1.2 ne N olmak iizere, Genocchi polinomlari,
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G, (=)=x.(3)xG,
k=0
bi¢imindedir.

Ispat : (2.1) denkleminde (2.2) denklemi yazilip, e* nin seri agilimi yapilirsa,
«Q o rﬂ
(36.2) 5] S0 0s
! s nl

elde edilir. Esitligin sol tarafina Cauchy garpimi uygulanip n! ile ¢arpilip béliiniir ve
gerekli diizenlemeler yapilirsa;

5[50 *GJ -5 <>%1

n

elde edilir. Burada t—' katsayi kargilagtirmasi yapilirsa,
n!
>(3)="*G, =G, (x)
k=0
bulunur. Béylece teorem ispatlanmis olur.

Simdi birkag Genocchi polinomunu bulalim. Genocchi sayilarinin iireteg
fonksiyonu,

seklindedir ve bu denklemi

£ 2t S0
Gy + Gt +Gy .= =23 "(-1)"e

bi¢iminde yazarsak G, =0 oldugu goriilir. G, :=G" ifadesinden hareketle diger

Genocchi sayilarmi bulalim.

mt”"°G:‘
Z)

n=0 -0 n! (2 +1
e (e’ —1—1) =2t

18



ve buradan;

2, n=1

G+1)' +G =
(+)+"{0, n>1

ifadesi elde edilir. Bu da Genocchi sayilarini veren bagmtidir.
(2.3) te n=1 igin;

(G+1)' +G, =2

((IJGD%—GJG1+G1=2, (G, =0)

0+G +G =2,
G =1

bulunur.

(2.3)te n=2 igin;

(G+1)2+G2 =0

2 2 2
0 G-t ; R . G, +G, =0,

elde edilir ve gerekli islemler yapilirsa G, =—1 bulunur.
(2.3)te n=3 igin;

(G+1)’ +G, =0

3 3 3Y . (3
i G, + { G, + . G, + 3 G, +G, =0,

buradan G, =0 olarak bulunur.

(2.3)

Benzer yolla diger Genocchi sayilar: bulunabilir. Buldugumuz bu Genocchi

sayilar1 yardimiyla Genocchi polinomlart ise;
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G, (x)= g(:Jka"”" =(G+x)’

denklemi yardimiyla;

n=0 icin,
G, (x)=0
n=1 igin,
G (x)=
n=2 icin,

G (x) =2x-1

(24)

dir. Benzer sekilde n =3 igin G, (x) =3x* —3x bulunur. Bu sekilde diger Genocchi

polinomlart bulunabilir.

Tanmm 2.1.3 Genocchi sayilarinin tirete¢ fonksiyonundan,

-]

G _ —2¢ Z

e 4] e

yazilabilir.

Simdi de

1 7 52 g
F(‘S“)l(—G(—f))f d

ifadesini diistinelim. Burada asagidaki diizenlemeler yapilirsa,

r(s)f( [e +1Drs_2dt r s)z1—ts—_e'
- zs)zr*‘i(—l)"e‘”’ dt

n=0

s

_22 ”(LJ' et

(]
=23+
n=1

20



bulunur. Bu ise Genocchi-Zeta fonksiyonu olarak isimlendirilir ve agagidaki bi¢imde
gosterilir.

Not 2.1.4 : Genocchi-Zeta fonksiyonu negatif degerlerde, Genocchi sayilarinin
interpolasyon fonksiyonudur. Bu tip interpolasyon fonksiyonlar Analitik sayilar
teorisinde, Kompleks analiz ve diger bilim dallarinda bir ¢ok uygulamaya sahiptir.

Simdi de Genocchi polinomlarinin ve sayilarinin bazi 6zelliklerini teorem
olarak verelim.

Teorem 2.1.5 ne N igin,
G,(1-9)=(-1)"" G, (%)
dir.

Ispat : Genocchi polinomlarinin iireteg fonksiyonundan,

‘ZG (x) )

F(x _t)—e +1

yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

2 ) N ¥
2L 5%, ()1

36, (1-4) =3, (-

n

‘s t . :
bulunur. Bulunan bu esitlikte = katsayilar egitlenirse
n:

G,(1-x)=(1)" G, (x

elde edilir. Bu ise teoremin ispatidir.

Teorem 2.1.6 ne N igin,

22" =—1—1[G,,+1 (x+1)+G,, (x)]

n+
dir.

Ispat : Genocchi polinomlarinimn iirete¢ fonksiyonundan
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e !{:H—l) o

F(x+11)= (x+1) (25]

e+l = n!

yazilabilir. (2.1) ve (2.5) denklemlerinden,

F(r+L0)+ F () =22 e+ 225G, (x+1)+, (1))

n=0

toplami elde edilir. Bu denklem diizenlenirse,

23 = 3(, (1) 6, ()

n=0 ' n=0

N+

H

esitligi elde edilir. I—' in katsayilari esitlenirse
n.

Py %[G (x+1)+G, (x)]

bulunur. Burada n — n+1 igin teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.1.7 m,n, j eN olmak {izere,

G, (mx) = nZ( Y6, (x+ J

dir.

Ispat : Bu teoremin ispatini vermek igin bazi kisa hatirlatmalar yapalim. a,b R ve n
tek bir dogal say1 olmak lizere;

(a“ +5" ) =(a+b) (a"‘l —a"*b+a"b —.. .+ b )
oldugu biliniyor. Burada a=¢" ve b=1 igin

(e"+1)=(e +1)(e“”“) N GO ) S 1)

yazilabilir. Bu ifadeyi diizenlenirse
n-1

(e'" + l) = (e' +1)Z(—1)j e’

=0

n=1 .
elde edilir. (2.1) denkleminin sol tarafin1 »_ (1) ¢’ ile garpip bolelim.

j=0
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UELY ) o
(¢ 1)(22:‘( o)

bulunur. Esitligin sol tarafinda bazi diizenlemeler yapilirsa,

el J (Zm‘)e {H}]

_Z( 1) ( ) ZG (x)——

esitligi elde edilir. Sol tarafta Genocchi polinomlarinin iireteg fonksiyonu gdz 6niinde
bulundurulursa,

23 e (B )=S0, (%

m=0

3w S ["”]]——iem(x)‘;’"l

m=0 () —

m

bulunur. Yukaridaki son esitlikte t—' katsayilari karsilastirilirsa ve x yerine nx
m!

yazilirsa, teoremin ispati tamamlanmis olur.

Not 2.1.8 (2.1.7) teoremi Genocchi polinomunun dagihim bagmtisidir. Bir polinomun
dagilim ba@mtisi varsa, bu polinom p-adik integralden elde edilebilir. Ozel olarak,

n—p"

alinirsa,

n = (m-1)
/‘lm(x+p ZP)_p ( 1) G, (pN)
elde edilir. Burada g (x+ p'Z P) Genocchi dagilimidir.

Teorem 2.1.9 nelN igin,

Gn
n

=¢5(1-n)
dir.

Ispat : Genocchi sayilarimin iireteg fonksiyonunu gz dniine alalim.




Sag tarafta geometrik seri ve Taylor serisinin a¢ilimlarini sirasiyla yapilirsa

DY

n!

-]

i - mxm ol
ZG";E:EIZO(—I) >t —

n
n=0 n=0 n! n= m=0

bulunur. ¢" nin katsayilari esitlenirse

g, &1

n _ 22 ( ),,
m=1

n m'

elde edilir. Genocchi-Zeta fonksiyonunun tanimindan
G,
-n— =Cs (1 — I’I)

bulunur. Béylece teorem ispatlanmis olur.
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2.2. Yiiksek Mertebeden Genocchi Polinomlar: ve Sayilar

Tezin bu kisminda yiiksek mertebeden Genocchi polinomlari ve sayilarinin
tanimu verilecek ve bazi uygulamalar: gosterilecektir. Tezin bu béliimii i¢in ayrintili

bilgilere [23] ten ulasilabilir.

Tanmm 2.2.1 & eN olmak iizere

( = ] e’“ziG,(]“)(x)t—,:, (o =0,1,2..) (2.6)
n=0 n:

e +1
dir ve burada G (x), a. mertebeden Genocchi polinomudur. Ozel olarak o =1

i¢in G (x):=G, (x), klasik Genocchi polinomu elde edilir. G (0):=G\?, «.

mertebeden Genocchi sayilari olarak isimlendirilir ve iireteg fonksiyonu

2 o o () P
=G~ — 2.7
(e’ +1J ;‘ " n! 29

seklindedir. (2.6) dan,

ve o =0igin,

n

t
bulunur. Burada — katsay1 kargilagtirmasi yapilirsa
n!

G,ED) (x) =x"

elde edilir. Birkag genellestirilmis Genocchi polinomlari,

G (x)=a!
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olarak bulunur. (2.6) nin iki tarafli x ’e gore tiirevi alindiginda

2 6 (x) =G (x), (n-120) (2.8)

elde edilir. Bu 6zellik, yitksek mertebeden Genocchi polinomlarinin “Appell dizisi”
oldugunu gosterir.

Yiiksek mertebeden Genocchi polinomlarinin tiirevleri asagidaki gibidir.

dZ
e

G (x) =n(n-1)G*) (x)

&6 (x) = n(n-1)(n-2)G (x)

G("‘} (x)=n(n=1)..(n-p+1)G) (x)  (n-p>0)
icin

dﬂ
&n

5 )(JC) = n(n—l)...(n—n-i—l)G}Eﬂ (x)z n!
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dir. (2.8) in integrali integralin sabiti olarak Gr(f) y1 liretir.

4, (x) polinomlar,

ozelligine sahip ise, “Appell” polinomlar: olarak isimlendirilir. Ornegin, Bernoulli,

Euler ve Genocchi polinomlar: Appell polinomlaridir [23].

Simdi de yiiksek mertebeden Genocchi polinomlarini iiretebilecegimiz diferansiyel

denklemi kuracagiz. Bundan dolay1 bir ¢ fonksiyonunu

2 Y s
a):(e'+lj ¢

seklinde tanimliyalim. Bu fonksiyonun x e gére tiirevi

9 _
Ox "

olarak bulunur. Bu fonksiyonun ¢ ye gore tiirevi de

a2le +1-te' s )
2 _ ( )( £ ) e”‘+( i ] xe"

ot (e’+1)2 e'+1 e'+1

a o a+l
- rZI J x+ ot 2 ] o= o 12 j 1% /1)
e +1 e +1 2\e +1

a -4 a+l
t%=(——-2t j e“xt+at“'lt( !2 ) gfall. :2 t%te'*)
o \e+1 e +1 2 e +1

= ¢xr+a¢—ge’¢ti
2 e +1

= @xt +od— e’ Pt
1
e +1

seklindedir. x— e ve #— ye gore tiirevler karsilastirilirsa

té;f_ﬁ_ a+ix ae' @_0
ot t e +1| ox
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xt +ap—ae' g— {‘“”2 & };ﬁr

e+l | ¢ e +1
a ae a+tx  ae'
14 Xx+—— - - t
¢{ t e'+l} { t e’+1}¢
a+ix ae a+ix ce
t - - - r=0
¢{ t e’+l} { t e'+1}¢

olarak bulunur. Elde edilen yukaridaki diferansiyel denklem yiiksek mertebeden
Genocchi polinomlarini tireten bir denklemdir.

Yiiksek mertebeden Genocchi polinomunun integral yansimasi

o 1 o o
jG,E"‘) (5) o= Gy (%) - Gl (1)-G21(0)
2 n+l n+l

0, n ¢ift ise
= (@)
—%, n tek ise,
n+l
olarak bulunur. Daha genel olarak;
x4l () _@)
j G?Ea') (x)dx — Gn+1 (l+x) Gn-+-1 (x) (29)
> n+l
integrali elde edilir. Ayrica (2.8) den,
x (@) () _ @)
[ (1) e = 2T -GT0)
2 n
G\ (x)-G9 =n[ G (x) ax (2.10)
0

esitlikleri de yazilabilir [23].

(2.6) da x yerine x+ y yazilirsa
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esitligi bulunur. Bu esitlifin sag tarafinda Cauchy ¢arpimi uygulandiginda

gGﬁa)(ﬁy)%_z[zG(aJ [Jy Jﬁ

=0\ j=0 n!

n

yazilir. Son esitlikte t—' katsay1 karsilagtirmasi yapilirsa,
R

G (x+y)= i(j E“) (x)y™ (2.11)

Jj=t

bulunur. (2.11) de x =0 alindiginda

() =3 i (.12)

yazilabilir ve (2.11) de y =« igin

G (a+x)=i[”.]sﬁ“’ (x)or™
=0\.J

dir. Buradan

G (a+x)= Z( }G (x)a™ +G (x) @™

n—1

G (e +x)-G (x) = Z[”_JGJ‘“} (x)a" (2.13)
=0\J

olarak bulunur. (2.13) te, & =1 yazilirsa,

G (1+x)- G (x) = Z[)G (2..14)

G (1+x) = Z(”JGE) (x) 2.15)

=0\ J

bulunur. (2.9) ve (2.14) esitliklerinden

T e eyt 8049092

n-1
o n
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J e =18 "o

yazilir. (2.11)de x=0 ve y=1 alinirsa

G (140)=Y (nJG(“)(O
Jj=
() =3 "o
j=0\J

Teorem 2.2.2 &, ne N olmak iizere,

esitligi bulunur.

G (x)= Z[ J Gyt (2.16)
dir.

Ispat : (2.7) denklemi (2.6) da yazilip, e nin seri agilimt yapildiginda,
z t o n n - " In o0 ” tn

ZG = Z =3 3 7 ot | == 36 ()

=0 nl 7o \ ko \ & nl 3 :

n

! s i
bulunur ve o katsayilar1 karsilastirilmas: yapildiginda teoremin ispat: tamamlanmig
n:

olur.

Teorem 2.3 o,meN icin,

w0

GO, xS () (k) (2.17)

(m + a)! Mol

dir.

Ispat : . mertebeden Genocchi sayilarinin iireteg fonksiyonu

2t 2t 2L (ﬁ)ﬂ
(o)1 (9) () A
a'tane
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-]

(Zt)a Z (_1)n1+...+na ez(nl+...+n,,) :iG’(:‘) % (2 1 8)

ny,.. ., =0 m=0

t(m+..tn,)

seklinde yazilabilir. e tistel fonksiyonu Taylor serisine agilip diizenlenirse,

<I R S (& Y| o) I
MZ[ Z K (;nkj ]m!_;G"’ m!

22[2 (™ (5. +")J ZG

m=0 n,=0

clde edilir. Burada ¢™ nin katsayilari esitlenirse teorem ispatlanmis olur.

Simdi de (2.18) denklemine Mellin déniisiimii uygulanirsa,

==

1 7 a o Mty —t(mtn, ) s—e-1
1Y (=2t g gt ) sl gy
lere 3

Ay ety =0

olarak yazilir. Buradan

e o - m i, 1% —t(n+...4n,) 51
=1 i) 1 S T dt
2 e ]

bulunur. Bu ifade ise

o _] ')1+"'+"ﬂ .
> ) ) (5)

By el =1 (n] st na:)

seklinde yazilabilir. Yukaridaki son esitlikte s=-m yazip, (2.17) denklemiyle

karsllastlrlldlgmda,
G _—— = 2.19
m+a (m+a) gG ( W[) ( )

cr. mertebeden Genocchi sayilarinin interpolasyon polinomu elde edilir.

(2.19) da a=1 igin, kompleks analizde, sayilar teorisinde, matematiksel
fizikte dnemli rol oynayan ve iyi bilinen klasik Genocchi sayilarinin interpolasyon

fonksiyonu elde edilir.
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2.3 Genocchi Polinomlarinin Baz1 Ozel Polinomlarla iliskisi

Teorem 2.3.1 E, (x), Euler polinomlar1 olmak iizere,

G, (x)%(En(x))
dir.

Ispat : Genocchi ve Euler polinomlarinin iireteg fonksiyonlar: sirasiyla agagidaki

gibidir.
2t . t
G(x,1) = =% G (x)— 220
(o) =———e Z 20— (2220)
EGx.H= - e” —iE (x)ﬁ (2.2D)
S| e T ‘
(2.20) ve (2.21) den

G(x,t)=tE(x,1)

fonksiyonel denklemi elde edilir. Buradan,

0 rn ) tﬂ+l
G,x)—=) E (x
26,0 =2 E, (0
elde edilir. t—' katsayilar1 karsilastirilirsa,
n!
G,(x)=nE, (x) (2.22)

bagintis1 elde edilir. (2.22) denklemi ise

d
G X®=—(E,(x
200 =—-(E,(x)
dir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.2 m e N olmak iizere,
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G
gg(l—m,x)=—""—
m
dir.
Ispat : Genocchi polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

2t 2 "
e ES xr: G i
—(—)" ,; ")

ile taniml1 olup, yukaridaki esitligin sol tarafinda, geometrik seri ve kuvvet seri

acilimlari sirasiyla uygulanirsa,

212(_1)nen‘(n+x] - iGM (x) t"?

rn=0 m=0 m'
o tm-#l o0 tm
2 P n m — G i
ZZ( i+ a)" =2 Gl

m

esitligi elde edilir. Yukaridaki son esitlikte r—' katsay1 karsilagtirmasi yapilirsa,
m!

23 1y (b xym =Gl

bagintist bulunur. Buradan

Zi (_I)n 1 = Gm (x)

(n+x)™" m

yazilabilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 2.3.3 Bk(g-) Bernoulli polinomlari olmak tizere;

Gn<x)="2(:]3k<§)zk

dir.

Ispat : Genocchi polinomlarinim iireteg fonksiyonu
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((Z b 4 ZG (x)— ks

seklinde yazilip ve diizenlemeler yapilirsa,

2t Zen & "
e —1 e? =) G (x)—
@ -D— Z (00—

esitligi elde edilir. Buradan,

0

¢35, E=36,000

n=0

bulunur. Esitligin sol tarafinda B”(x):= B, (x) ozdesligi ve kuvvet serisi

uygulanirsa,

esitligi yazilabilir. Buradan

:(zﬂ(i)n) 23( =3
e 2 ZG (x)—

bulunur. Esitligin sol tarafi kuvvet serisine agilirsa,

0

3% AP - t
Z[(QB(E)H) -2 BH(E)J; = ;G,(x);!

n=0

n

olarak yazilir. Burada t—' katsayilar1 karsilagtirilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,
n!

n x, &(n X x
2"B (=)+ 2B (=)-2"B (=)=G (x
bulunur. Burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.3.4 E,(,“)(x),a. mertebeden Euler polinomlari olmak {izere;

al=(E") (x)+G9(x)’
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dir.

Ispat : 0. mertebeden Euler ve Genocchi polinomlarinin iireteg fonksiyonlari

asagidaki gibidir.

()
(e +J ZE (2.24)

ot Y
G (x)— 2.25
(e' +1) ,,Z[; ( ) (2-2)
(2.24) de o yerine —o. yazip, elde edilen esitligi (2.25) esitligi ile taraf tarafa
carparsak,

€r. (Z oL J[Z " ]

=0 n=0

bulunur. Esitligin sol tarafinda e yi geometrik seriye agip, sag tarafta Cauchy
carpimi uygulanirsa, '

S35 oot

elde edilir. Burada t—' katsayilar karsilastirilirsa,
n!

n—-o __n—a 1 - : L (-a) (@)
gy pmpy {E(JE,{ (x)G ,((x))

olarak yazilir, Bu ifadeyi diizenlersek,
n!
(n-a)!

h-o _h=o
X

=(E“(x)+G (%))’ (2.26)

elde edilir. (2.26) de n =« igin teorem ispatlanmis olur.

Frobenius-Euler polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

b=
e—-u

_ZHw@—

seklinde tammlidir. Ozel olarak »=—1 igin,
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G,.(x)
H (-1,x)=E (x)=—2
(LD =E,() n+l
oldugu agiktir.

Simdi de a. mertebeden Genocchi polinomlarinin, ikinci Stirling sayilar ve a.
mertebeden Bernoulli polinomlar1 ile iligskisini inceleyelim. Bu nedenle, o.

mertebeden Genocchi polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

I\ a o ©oxo, © n
(=" QO () [ g ] &P 3 G L
(" ~1)" (&' +1)" 1 —r; n!

seklinde yazilip, yukaridaki son iki esitligin her iki tarafi «! ile boliindiigiinde

= (ez?t_lj - ZG“‘)( )—

a!

esitligi elde edilir. Buradan,

(ZS ey’ J(Z ;a)[zj(zr?) i (a)()

=0 =0

yazilabilir. Sol tarafta Cauchy ¢arpimi uygulanirsa,

n=0\ k=0

[ s nt p@) Xy |1 _ 1S m@p  E
Z[Z{kJSZ(kza)z Bn—k(z))n!'_a!;Gn (x)n’

n

f
bulunur. Burada ~ katsay1 karsilagtirmasi yapilirsa,
n!

Gy =aty | " |S, (k)2 B9 ()
n k : e 2
k=0

esitligi elde edilir.
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BOLUM 3

¢-GENOCCHI POLINOMLARI ve SAYILARI

g-Genocchi Polinomlari,

Jff g, () (3.1

seklinde iirete¢ fonkisyonu ile tanimlidir [1], [2]. Bu tireteg fonksiyonunda

e[xwhr = i[x +y]” i (3.2)

q
n=0 n '

iiste] fonksiyonun Taylor acilimi kullanilirsa,

n=0 n+ 1 n=0\ 7

P

i[wj%—; Z{I[x+y] du, (y)}—- (3.3)

elde edilir ve son esitlikte katsay1 karsilastirilmasi yapildigmmda;

n+I L
n:—I J x+y]q dy_q(y) (3.4)

P

olarak bulunur. (3.1) de x=0 alindiginda, (0)=G,, elde edilir ve g-Genocchi

nq
sayilar1 olarak bilinir. Ayrica (3.1) denkleminin her iki tarafinda ¢ —0 iken limit

alinirsa;

. = " . [x+ ]ql
Go.q(x)=l,ggl[§0’n,q(x)ﬂ =1,2{,1[er ’ dﬂ-q(y)]=0 (35)

P

bulunur. g-Genocchi polinomlarinin agik bir bagintisini elde etmek igin,
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1 q.r+y J” [ 1 J” n [”] J i
x+y| = = -1) g
R e R ey S
esitligi kullanigh olacaktir. (3.4), (3.6) dan,
G|1+1q(x) 1 ol n ™ I
: — -1 " 3.7
=g 2l Y Jarde, () (37)
elde edilir ve
Iq"ydy_q(y) =lim quy l)y g
z, n—)cn[ —q =0
=lim— Z( g™y
?‘.'—)ED q
1“(-*4)
I+1
{1l A
n—)m1+q!’ 1+q
_ I+g _ [2]q
I+q1+1 l+q.’+1
oldugundan
G 2 n Ix
RO S (9
n+l (l—q)n =0 l 1+q

Z( l)m m+m yazildiginda,

m=0

1+1

olarak bulunur. (3.8) de :

Gy () __[2],
n+l (1-g)" i=\!

=
=
\___/
'Q-\..
»
EMB
a
a
a
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(=)

(1-a)’
=[21, 3 ()" " [em]

-[2], >:(-

elde edilir ve g-Genocchi polinomlarinin iireteg fonksiyonu,

o n+l nml

§ Gty () zg[[z]gg(—l)'”qm[x+mlﬁﬁ—z

L Sy

olarak bulunur. O halde

T (x1)= ZGM, x)— (3.9)

n=0

olsun. Burada

7, (xt)=[2], rZ( ) et (3.10)

dir. $imdi g-Genocchi polinomlarmin interpolasyon fonksiyonlarini verelim. (3.10)

bagintisina Mellin déniisiimii uygulanirsa,

o-_—.,g

gy e

1 O [r(ls) It o r[xmlqdr]

elde edilir. Burada &, (s,x) Hurwitz tipi g-Genocchi zeta fonksiyonu olarak

isimlendirilir. Son esitlikte x =0 yazilirsa,
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6,606,125 G11)

bulunur. £, (s)ise g-Genocchi zeta fonksiyonudur. Ozel olarak s =-# alinirsa

Gug (%)
f (-
ve
_ C;n+l,q
S )= n+1

elde edilir.
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BOLUM 4

AGIRLIKLI ¢-GENOCCHI POLINOMLARI

g-Genocchi polinomlarinin pek ¢ok genellestirmesi, birgok matematikgi tarafindan
caligilmigtir. Son zamanlarda, Araci, Acikgoz ve Seo g-Genocchi polinomlarina “a ”
parametresini ekleyerek, « -agirlikli g-Genocchi polinomlarini tanimladilar ve bu
polinomlarin Sayilar teorisinde énemli 6zelliklerini tiirettiler [1], [2]. & —1 iken g-
Genocchi polinomunun elde edilecegini gosterdiler. Daha sonra, « -agirlikli g-
Genocchi  polinomlarinin  iireteg  fonksiyonunu tanimlayarak ve bu ireteg
fonksiyonuna Mellin doniisimiinii uygulayarak, o -agirhkli g-Zeta fonksiyonunu
tanimladilar. Bu fonksiyonlar negatif degerlerde « -agirlikli g-Genocchi polinomunu
interpole ettiini gosterdiler. Giiney Koreli matematik¢i Prof. Taekyun Kim, 2008
de, g-Euler sayilarinin ve polinomlarinin analitik devamini inceleyip, Analitik sayilar

teorisine yeni bir bakig agist kazandirmugtir [13].

Bu tezin son kismindaki amacimiz, Kim’in metodunu kullanarak, «-agirlikli g-

Genocchi polinomlarinin analitik devamini incelemektir.

e -agirlikli g-Genocchi polinomlarmin ¢ = 0daki Taylor agilim,

a > (“) tn = non I[n+x]a
F! )(x,t)=n§G,,,q x)mz[2]qt§(—l) g (4.1)

seklindedir. Bu denklem « -agirhikli g-Genocchi polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu
olarakta adlandirilir. GE:I; (0) = Giaq} , a-agirliklt  g-Genocchi sayist  olarak
adlandirilir. (4.1) igerisinde x =0aldigimizda F (0,¢):= F*) (¢) elde ederiz. (4.1)

den,
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o n n r[n+x]a
F (x,0)=[2],£3(-1)

n=0

2] tz [x]a-i—q [nL)
_er[‘r]“‘ —ax[[z ( )Z( 1 n ’9“ [”] )

n=0

1 I ax
elde edilir. Boylece asagidaki fonksiyonel denklemi elde ederiz.
a -ax r[’f]q“’ a ax
F;( )(x,t) =g e F;( )(q t). 4.2)

Burada F;{“) (x,1), o -agirlikl g-Genocchi polinomunun iireteg fonksiyonunu temsil
eder. (4.1) ve (4.2) den,

(a) i <R T | N O
ZG _ [Z *[e J 2,4 Gy —

n=0 n=()

bulunur ve yukaridaki esitligin sag tarafinda Cauchy ¢arpimi kuralini

—ox > (7 ake (@) -k |1
] G . |
7 ;[.&0 (qu b [X]q Jn!

uyguladigimizda,

elde edilir ve buradan,

o2 )-a 57 oy

bulunur. Asagidaki p-adik g-fermionik dagilimi

H, (x+P"Zp)= [pnl

Kim tarafindan tanimlandi [15], [18].

Araci, Acikgoz ve Seo [1], « -agirlikli g-Genocchi polinomlarini

seklinde tanimladilar.
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Fermionik p-adik g-integral,
J-f(x)d,u (x) hm[ ] pz:f(x )(-q)

olarak tanimlidir. Buradan, integralde f (x)yerine f(x+1) aldifimizda,

0] ferdn, (x)—um[ ] § r(r+1)(-a)"

_x=0

=T ] (f(l)( q)+f(2)(-q) +...+f(pn_1)(_q)pn_1+f(pn)(_q),,n)

paress [p

o [70+ 700+ @) ) ot £ (5 1) (0

5= (7],
,{E‘i[ ] (-7 ©@-£(r")a")
=.[ f(X)d:u—q (x)+1im —f(O)—qP"f(p")

Z, n—w 1— (_g)p"
l+g

- .[ f(X)d,u_q (x)—[Z]q f(O)

dir. Uygulamalarin bir sonucu olarak fermionik p-adik g-integrali ile ilgili

g [ v+, (v)+ [ F(WMu, (v)=[2], 7 (0)
Z, z,
esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlikte f(y)=[x+ y]:u alindiginda

q [ [x+1+y]du, (9)+ [ [x+y]dp, () =[2], [x].

Z Z

olarak bulunur. Yukaridaki esitlikten,

Goa (x+1) . Gl (%)

n+l n+1

=[2], [x].

a — agirlikli g — Genocchi polinomlarinin yineleme bagintisi elde edilir. o -agirlikls

g-Genocchi polinomunun tanimindan
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Gy (%)

=5 I[x+y Apy ()

=] (I_qﬂ:y J di, (7)

Z, l-g

LV MV o [ g, ()
[ ] (f] Z,

L~ =0

elde edilir. | g**du_ () integralini ¢oziimleyelim;
q

Z
p

[qdp,(y) ,1113;[ ] Zq“’y( q)

Z,

=lim ;ﬂ pz_l (_ga’Hl ))’

n—»wo 1_(_q)P y=0

l4-¢
2 al+l P o)
oL e p
2 i l_l_qrzfﬂ 1+qa’|’+l

dir. Boylece, a -agirlikli g-Genocchi polinomlarinin agik formiilii

() [, (e

n+l (l_qa)” oy l+q
seklindedir.- =3 (~1)" g"g™* esitligi yukaridaki denklemde
yerlestirildlgmde, ”
Gela(e) 1) $+ (o [ ! i[”](—l)’(qw)’]
n+l1 (1_g¢)" =\ [
~[2], 20 4" [+, ®

olarak bulunur. Yukaridaki esitlikte, her iki taraf Z t_' toplam1 altinda yazildiginda;
= 1!

{a} i m m r[x+m]a
% ZGw(x)—— 2], 12 (-1)"q"

m=0

a -agirhikli g-Genocchi polinomunun iireteg fonksiyonu elde edilir.
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Bernoulli polinomlart Riemann-Zeta fonksiyonu tarafindan negatif degerlerde
interpole edilen fonksiyonlardir. Zeta fonksiyonlari, modiiler gruplarda, L-
fonksiyonlar: teorisinde, Analitik sayilar teorisinde ve &zellikle kompleks analizin
analitik devam konusunda 6nemli ve etkili bir yere sahiptir.

Bu nedenle, g-Genocchi polinomlarinin iireteg fonksiyonlarina Mellin doniigtimiinii
uygulandiginda,

= (ls) Trs‘z (—F(f) (x,—t))dt

0

=[21q§)(-1)'"qm( Tl

- Z T%gff’(s,x) (44)

a -agirliklt g-Hurwitz-Zeta fonksiyonu elde edilir. (4.3) ve (4.4) ten asagidaki
teorem elde edilir.

Teorem 4.1. (Araci, Acikgoz ve Giirsul [2]). n e N olmak {izere
(“)( oy JC) ”+1-’I (x)
n+1
dir.
Bu tip esitlikler Analitik sayilar teorisinde evrensel formiiller olarak bilinir.

Teorem 4.2, (Araci, Acikgoz ve Giirsul [2]). « -agirlikl g- Zeta fonksiyonlarinin
dzellikleri;

1.) a=1igin gs) (s,x)=¢, (s,x), g- Hurwitz-Zeta fonksiyonudur.

2) a=1ve g—>ligin; lim g(:) (s.x)=¢(s,x), Hurwitz-Zeta fonksiyonudur.
q—r

a=]

3) x=ligin ¢ (s.1) 2]qi 1+m]
m=0
q

i e (-)"g”
[ZL 2, ol

q

ve buradan,
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}i;ggia) (1) =lim [[2]q > (-1) sq"’ ]

o
m=1 [m]qa

=!i_1£[([2]q (-a))+ Z (_[215 ]

=—9[2]q'
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