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BULANIK G-MODULLER
SUSAY, Gaye
Yiksek Lisans Tezi , Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi : Y.Dog.Dr. Necati OLGUN

Ocak 2014 , 36 sayfa

Bu tezde G-modiil {izerinde yapilan birtakim g¢alismalar incelenmistir. Burada bulanik G-modiil,
bunun direkt ayrik toplami, bulanik tamamen indirgenebilir konularindan bahsedilmistir.

Tezde ilk olarak bulanik G-modiil’iin anlagilabilmesi i¢in bulanik kiime islemleri ile bulanik cebirsel
yapilar ele alinmistir.

Ikinci olarak grup temsili, G-modiil, G-modiiliin indirgenebilirligi, indirgenemezligi ve tamamen
indirgenebilirligi incelenmistir.

Daha sonrada bulanik G-modiil ve bulanik tam indirgenebilirlik hakkinda bilgiler verilip, bu konu
hakkinda yapilan ¢aligmalar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Bulanik Kiime , G-Modiil, Bulanik G-Modiil, Bulanik Tam Indirgenebilirlik.



ABSTRACT

FUZZY G-MODULES

SUSAY, Gaye
M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor Assist.Prof.Dr. Necati OLGUN

January 2014, 36 pages

In this thesis, we have made an attempt to study more about G-modules. We have
formulated the concepts ; fuzzy G-module, its direct sum decomposition and fuzy
complete reducibility.

Firstly in the thesis it handled operations of fuzzy sets and fuzzy algebraic
structures to make cleared for G-module.

As a second group represantation, G-module irreducibility, reducibility and
complete reducibility of G-module studied.

After that it examined about the research they made after it has given information
about fuzzy G-module and fuzzy complete reducibility.

KeyWords : Fuzzy Set, G-Module, Fuzzy G-Module, Fuzzy Complete Reducibility.
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BOLUM 1
GIRIS

20.yy’ da bilimde ve matematikte bir¢ok degisiklikler olmustur. Bu tiir
degisiklikler belirsizlik kavrami ile ilgilidir. Bilimde bu degisikligin geleneksel
gorlisten agsamali bir sekilde gecis yaptigr goriilmiistiir ki bu belirsizlik tiim miimkiin
yollarla giderilmelidir. Bir farkli goériise gbre bu belirsizlik tolere edilmistir ve
bilimin engellenemez oldugu iddia edilmistir. Geleneksel goriise gore bilim kesinlik
icin ¢aba gostermelidir (kesinlik,belirlilik,netlik.tutarlilik,vb) tiim bu belirtilerde ve
bu yiizden belirsizlik (kesin olmayan,belirsizlik,net olmayan,tutarsiz vb.) bilimsel
olmayan olarak kabul edilir. Alternatif (modern) goriise gore belirsizlik, bilime

kacinilmaz gerekli bir ugras olarak diisiiniiliir ve gergekte de biiylik bir faydasi
vardir.

Belirsizlik 6rnek is de onemli bir kavramdir ki bu diger modellerin gerekli
Ozelliklerini elde edebilmek igin kullanilabilir. Bu degisim yiiksek Ol¢lide amaca
saygil1 bir sekilde, modeller i¢in yararli olabilir. 1960’ larin literatiiriinde belirsizligin
bazi arastirmacilar tarafindan bu Onemli noktalariin dogrulanmasi agikca
goriilmiistiir ve bdylece belirsizligin geleneksel goriisten modern gorlise gecisi
baslamistir. Bu boliim, olasilik teorisinden farkli olarak belirsizligin ¢esitli yeni
teorileri tarafindan karakterize edilmistir. Daha Onceden varsayilan bu teoriler,
olasilik ve belirsizlik teorileri arasinda tek bir baglanti oldugunu iddia etmektedir.

1937°de Amerikan filozof Max Black tarafindan bazi fikirlerin 30 y1l daha erken
sunulmasina ragmen genel olarak anlasiliyor ki belirsizligin 6nemli bir noktasi Lotfi
A. Zadeh’in seminer tezidir. Bu tezde Zadeh bulanik kiime ile kiimelerin sinirlarinin
kesin olmadigini belirtmistir. Bulanik kiimelerde iiyeligin kabulii yada reddi 6nemli
degildir, burada Onemli olan iyelik derecesidir. Zadeh’in tezinin Onemi
Aristotelian’in olasilik teorisinin iki degerli mantig1 ile celismesidir. “x, A nin
eleman1” dnermesinde dogru yada yanlis olmasi ikili mantikta gegerlidir, fakat A nin
bulanik kiime olmasinda bu gecerli degildir, ama x, A nin tam eleman1 oldugunda bu
dogrudur. Bulanik kiimelerde iiyelik derecesi genel olarak [0,1] kapali araliginda
gosterilir. 0 ve 1 kapal1 aralig1 bulanik kiimelerin dogru yada yanlis liyelik dereceleri
oldugu kadar 6nermelerinde dogru yada yanlis oldugunu gosterir.

Asamali gegislerde iiye olandan olmayana yada tam tersi durumlarda bulanik
kiimelerin faydas: biiyiiktiir. Bize sadece belirsizligin dl¢lilmesinde anlamli ve giiglii
temsil saglamaz ayni zamanda dogal dilde ifade edilen belirsiz kavramlarinda
temsilini saglar. Hem basit hem de sezgisel olan bulanik kiimenin temelini klasik
kiime olusturur .



Klasik kiimenin karakteristik 6zelligi evrensel kiimedeki her iiyeye 1 veya O
degerlerini vermesidir, bdylece klasik kiimenin iiyelerini ve liye olmayanlarini ayurir.

Bu 6zellik evrensel kiimenin elemanlarini belirlemedeki degerler gibi genellenebilir
ve s0z konusu olan kiimedeki elemanlarin iiyelik derecelerini belirtir. Bu 6zellik
tiyelik fonksiyonu olarak ve kiime de bulanik kiime olarak adlandirilir.

1960’ larda teorinin baglangicindan beri bulanik kiimelerle ilgili aragtirmalar
stirekli gelistirilmektedir. Kavramin yapisi ve teorilerin sonuglari glinlimiizde
oldukga etkilidir. Uygulama iizerindeki gesitli arastirmalar etkili ve uygulanabilir
sonuclar vermektedir.

Bu tez bes bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde, konuya giris yapilarak konu
hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci bolimde bulanik kiimeyle ilgili 6n bilgiler, bulamk kiime islemleri,
bulanik kiime homomorfizmalari1 anlatilmaktadir.

Ucgiincii boliimde grup temsili, G-modiil, G-modiillerin
indirgenemezligi,indirgenebilirligi  ve tam  indirgenebilirligi  konular
anlatilmaktadir..

Dérdiincii boliimde bulanik G-modiiller ve bulanik tam indirgenebilirlik konular1
incelenmektedir.

Besinci boliimde ise tezin sonug kismina yer verilmistir.



BOLUM 2
BULANIK KUMELER

2.1. Giris

1965 yilinda, Zadeh [1] klasik kiimeler teorisinde karakteristik fonksiyon
kavraminin bir genellestirmesi olarak bulanik altkiime kavramini gelistirmistir.
Herhangi bir A kiimesi [ ya da herhangi X evrensel kiimesinin altkiimesi] igin,
Xa: X—{0,1} karakteristik fonksiyonun Xa (X)=0, eger x & A ise, ve Xa (x)=1, eger
X € A ise, seklinde tanimlandigi hatirlanabilir. Karakteristik fonksiyon
genellestirilebilir, soyle ki, evrensel kiimeye verilen degerler belirli bir araliga
diiserler ve s6z konusu kiimedeki bu elemanlarin ait olma derecelerini gosterirler.
Daha biiyilik degerler, daha yiiksek kiime iiyeligi derecesi anlamina gelir. Bu tiir bir
fonksiyon iiyelik fonksiyonu olarak ve bununla tanimlanan kiime de bulanik kiime
olarak adlandirilir. Uyelik fonksiyonlar1 degerlerinin en yaygin olarak kullanilan
araligi, [0,1] birim aralifidir. Genellikle bulanik kiimeyi ve bunun iyelik
fonksiyonunu tanimlariz. Daha bigimsel olarak, bir X evrensel kiimesinin bulanik

altkiimesi (ya da X tizerinde bulanik kiime) bir x: X— [0,1] fonksiyonu olarak

tanimlanir.

Bu bolim temel bazi tanim ve sonuglar igermektedir. Bu bolim boyunca X
evrensel kiimedir ve F(X), X iizerindeki tiim bulanik kiimelerin kiimesini ifade

etmektedir.



2.2. Bulanik Kiime Islemleri

Bu kisimda bulanik kiime iglemlerinde kullanilan temel tanimlar Klir ve Yuan’mn [2]

calismalarinm1 kullanilarak verilmistir.

Tanmim 2.2.1: x, v e F(X) olsun. O zaman,
(i) U v < u(x)<v(x), vxe X
(ii) h =v < u(x)=v(x),Vxe X olur.

Tamm 2.2.2: u € F(X) olsun. O zaman,

A= a . u(xX)=a,xeX kimesi

4 diizey kiimesi olarak adlandirilir ve | A (u) | ¢ diizey kardinalitesi olarak

adlandirilir.

Tamm 2.23. v;:jed VX € X i¢in, X’ in bulanik alt kiimeler ailesi olsun.

Bunlarin birlesimi ve kesisimi sirasiyla su sekilde tanimlanir:

(Uvj} X =vv Xx:ijel

jed
jed

(ﬂVJ—J(X)=/\ v,(x):jed

dir.



Tamm 2.2.4: x bulanik kiimesinin z bulamk tiimleyeni, VX € X igin

p(¥) =1 u(x),V x e X,

olarak tanimlanir.

Tammm 2.25: peFX)in f : X—Y fonksiyonu altinda goriintiisii, Y’nin

f (u ) bulanik alt kiimesidir ve Vy € Y igin

fF )y =v pxixefty |

olarak tanimlanir.

v e F(Y)’ nin * f  altinda ters goriintiisii X* in f~* bulanik alt kiimesidir ve
VX e X icin
)X = v (),

olarak verilir.

2.2.6.Aciklama: F (X) “ < ” kismi siralamas1 bakimindan bir latistir. F (X) in iki
elemaninin her bir alt kiimesi icin en kiigiik iist sinir ve en biiytik alt sinir, sirasiyla,

elemanlarin birlesimi ve kesisimidir.

2.3. Bulanik Cebirsel Yapilar

Bu boliimde, bulanik yapilardan bahsedecegiz. Bu g¢alismada kullanilan cebirsel
terimler, simgeler ve sonuglar i¢in Biswas [5] ve Mordeson & Malik [6] dan
alinmistir. Gruplan tartisirken, aksi belirtilmedikge, carpma grup islemi olarak

alinacaktir.



Tamim 2.3.1: Eger G bir ¢arpimsal grup ise, o zaman G’nin bulanik bir alt grubu (ya
da G iizerinde bulanik grup) tiim x,y € G icin asagidaki iki ozelligi saglayan bir
. G — [0,1] fonksiyonudur.

D o (xy)zuX) A wuly), ve
(i) a(x') = x()

Onerme 2.3.2: p bir G grubunun, birim eleman1 €5 olan bulanik bir alt grubu olsun.
0 zaman, her X € G icin;

O u(eg)zuK)

(i) u )= uxxH

olur.

Ornek 2.3.3: Z tiim tamsayilarmn toplamsal grubu olsun. Herhangi bir n tamsayisi

i¢cin, nZ n’nin tiim tamsayi katlar1 kiimesini ifade eder.

(Or) nZ={0,+ n,+ 2n,+ 3n,................ 3.

25225425825 16Zolsun. i : Z—[0,1] su sekilde tanimlanir:

1 (X) =1, eger x € 16Z ise,
=0.7, eger x € 8Z-16Z ise,
= 0.5, eger x € 4Z-8Z ise,
=0.2, eger x € 2Z-4Z ise,
= 0,eger X e Z-2Zise,

4 °nun Z’nin bulanik bir altgrubu oldugu kolayca gosterilebilir.

Onerme 2.3.4: f : G — H bir grup homomorfizmasi olsun. O zaman G iizerindeki

her hangi bir x bulanik grubu igin, f (), H’nin bulanik bir alt grubudur.



Onerme 2.35: f : G — H, G’nin H iizerine bir grup homomorfizmasi olsun. O

zaman, H’nin her 7 bulanik altgrubu icin f (7 ), G’nin bulanik bir altgrubudur.

Tamm 2.3.6: R halkasinin bulanik bir alt halkas1 bir x#: R — [0,1] fonksiyonudur,

sOyle ki, tiim X, Yy € R i¢in,

) uxy) =2 pu() A uly) ve
(i) ay)zu() A ply)

Ornek 2.3.7: p asal say1 olmak iizere, R = (Zp, @, [ ) halkasim1 gbz oniinde

bulundurun, Zy= 0,1,2,.....,p—1 olup x :Zp — [0,1] su sekilde tanimlanr:

4 (X) =1, eger x ¢ift ise,
=1/2, eger x tek ise.
O zaman, p, Zp’nin bulanik bir alt halkasidir.

Tamim 2.3.8: [7] C karmasik sayilar kiimesi ve V, C iizerinde bir vektor uzay ise, o

zaman V’ nin bir bulanik altvektor uzay1 bir g : V — [0,1] fonksiyonudur, oyle ki,

tima, b € C ve x,y € Vicin

4 (ax+by) > 1 (X) A u(y) olur.

Ornek 2.3.9: R bir gergel sayilar kiimesi olsun. O zaman, R" R iizerinde bir vektor

uzayi olur. x:R"— [0,1] su sekilde tanimlanr:

u(x) =0, eger en az bir xj # 0,
=1, aksi durumda.

O zaman, x, R"’ nin bulanik bir altvektdr uzayidir.



Tamm 2.3.10: [8] K {izerinde bir A cebirinin bulanik bir altcebiri asagidaki iki
ozelligi saglayan bir ¢ : A — [0,1] fonksiyonudur.

() wu(axtby) = w(X) A p(y), ve

(i) uxy) > u(X) A u(y); vVxyeAveabeK

Ornek 2.3.11: C bir karmasik sayilar kiimesi olsun. O zaman C, R iizerinde bir

cebirdir. u:C — [0,1] su sekilde tanimlanir:

1 (X) =1, eger x=0,
=0.5, eger x ( #0) gergel ise,
= 0.2, diger durumda.

O zaman, ¢ C’nin bulanik bir altcebiridir.

Tammm 2.3.12: G ve H gruplar olsun, ve x , v sirastyla G ve H {izerinde bulanik
gruplar olsun. f, G’ nin H iizerine bir grup homomorfizmi olsun. O zaman  f (u«)
c v ise f , u’nun v’ye zayif bulanik bir homomorfizmi olarak adlandirilir.
Ayrica, p ’nun v ’ye zayif bulanik homomorfik oldugunu sdyleyebiliriz ve g LI v

olarak yazabiliriz.

f homomorfizma ve f (u) =vise, x’nun v {izerine bulanik bir homomorfizmasi

olarak adlandirilir ve # ’nun v ’ye bulanik homomorfik oldugunu sdyleyebiliriz.

f : G — H bir izomorfizm olsun. O zaman, f (u) < v ise, f zayif

bulanik bir izomorfizimdirve f (x)=v ise, f bulanik bir izomorfizimdir.



Or.2.3.13: G, (Z,+)grubu, ve H (1, - 1) carpimsal grup ise f :G —H
f (X) =1, egerx ¢ift ise
=-l,eger Xtekise
olarak tanimlanirsa o zaman f bir grup homomorfizmasidir.
u ve v sirasiyla G ve H tlizerinde bulanik gruplar asagidaki gibi tanimlanirsa
u (X)=1, eger x ¢ift ise
u (X)=0, egerx tek ise
vy (1)=1
v(-1)=0

Ozaman n="1 u

n()=sup{ u (x):x e f7(D}=1

n(-1)=sup{ u (x):x e f(-1)}
olarak elde edilir.

Burada n=f x ={(1,1),(-1,0) }= v . Bolyece f, x’nun v {izerine bulanik bir

homomorfizmidir ve bu yiizden x , v ’ye homomorfiktir.



BOLUM 3

G-MODULLERI
3.1. Giris

Bu bolim, G-modiil teorisindeki, gerekli olan bazi temel tanimlari ve sonuglari

kapsamaktadir.

3.2. Grup Temsili ve G-Modiilii

Tamim 3.2.1: [9]. G bir sonlu grup, M ise K iizerinde bir vektor uzayr ve GL(M )
ise M ’den kendi iizerine tim lineer izomorfizmler grubu olsun. G’nin M temsil

uzayi ile lineer temsili bir T: G — GL(M ) homomorfizmidir.

Ornek 3.2.2: F bir cisim, K ise F ’nin bir cisim genislemesi ve a € K olsun.F (a) ¢

a’nin F ’ye eklenmesiyle elde edilen bir cisim olsun.
(Or) F(a)= by+ba+b,a®+... b eF

G= a , ‘a’ tarafindan iretilen devirli grup olsun. j € Zi¢in, T, :M — M

Tj Zﬂiai — ZﬁiaHj

seklinde tanimlansin. O zaman T,, M’nin kendisi izerine bir izomorfizmidir. Ayrica,

T:G— GL(M)
Ta =T,,Vvjez

Seklinde tanimlanan bir homomorfizmdir ve boylece G’nin lineer bir temsilidir.

10



Tanmm 3.2.3: [9] G sonlu bir grup ve K, de K iizerindeki tim nxn matrislerin
kiimesi olsun. GL(n, K ) ise K, 'nin tiim tersinir elemanlar1 grubunu ifade etsin. O

zaman, G’nin n. dereceden matris temsili bir T : G — GL(n, K') homomorfizmidir.

Ornek 3.2.4: p bir asal say1 ve G = a’=e,a,a’,........ a’™ ise p mertebeli

devirli bir grubu olsun. K = Z = i¢cin K karakteristigi p olan bir cisimdir.

Ornegin ;

11
X = :0,leK

Matrisini gz 6niinde bulunduralim.

o 11 11 1 2 10 ..
p=2 i¢cin X" = = = =1, 2.dereceden birim
0 1 01 0 1 0 1

matristir.

Ta =X, vj=0,1,2,............ , p-1

Seklinde tanimlanan T : G — GL( 2, K ) fonksiyonu bir izomorfizimdir ve boylece

T, 2. mertebeden bir matris temsilidir.

Tammm 3.2.5: [9] G sonlu bir grup olsun ve M Bir K cismi iizerindeki vektor

uzayi olsun. Eger VgeG ve meM icin asagidaki aksiyomlari1 saglayan m.g e M

carpimi (G’ nin M iizerindeki etkisi ) varsa M ’° ye bir G-modiil denir.

(i) m.l; =m, VvV meM (1;, G’de bir birim elemandir)
(i) m.(g.h)=(m.g).h, vmeM ;g,heG;ve
(iii) (k1m1+k2m2).g= kl(ml.g) + kz(mz.g), \v4 k]_, k2 eEK;my,my M ; g eG

11



Ornek 3.26:G= 1,-1i,—i ve M=C" n>1 olsun. O zaman M, C iizerinde

bir vektor uzayidir, ve karmasik sayilarin bilinen toplama ve ¢arpma altinda, M ’nin

bir G-Modiil oldugunu gosterebiliriz.

Agiklama 3.2.7: Yukarida tanimlanan (m,g) — m.g islemi G’nin M {izerine saga

dogru etkisi olarak adlandirilabilir ve M ’ ye sag G- modiil denir.

Benzer sekilde, sola dogru etki ve sol G modiiliinii de tanimlayabiliriz. Biz bu

boliimde G modiillerini sol G modiilleri olarak ele alacagiz.

Eger M bir G-modiil ise, 0 zaman T : G — GL(M ) gorinimii T (g) = T,
seklinde tamimlanir, burada T (m) = g.m, (g € G; m €M ) bir homomorfizmdir, ve

boylece G’nin lineer bir temsilidir. T ’ye M G-Modiil tarafindan saglanan bir
temsil denir. Buna karsilik, eger G bir grup ve M de K iizerinde bir n boyutlu
vektor uzayi ise, o zaman G’nin Nxn matrisleri tarafindan olusturulan bir temsili M
tizerindeki G-modiilii yapisi tektir. Bu nedenle, lineer temsil, matris temsili ve G-

modiili denk kavramlardir.

Tamm 328 : M ve M~ G-modiilleri olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa

p: M — M’ fonksiyonu bir G-modiil homomorfizmidir.

(I) @ (k1m1+k2m2) = kl. Q (ml) + kz. Q (mz); ve

(i) ¢ (g.m)=g.9o (M), VK, ko €EK;m,m;, myeM ; g €G.
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Ayrica, eger ¢ 1-1 ve orten ise, 0 zaman ¢ izomorfizimdir. Eger M ’nin ¢
izomorfizmi M iizerine mevcut ise, M ve M~ G-modiillerinin izomorfik oldugu

soylenebilir. O zaman M =~ M olarak yazabiliriz.

@ : M — M" bir G-modiilii homomorfizmi olsun. Herm €M ,

Cekp = meM: p(m)=0 kiimesine ¢’ nin gekirdegi denir ve Cek¢p

ile gosterilir

. Ornek 329 : G={1-1}, M=Cve M" =R olsun. O zaman M ve M~ R

iizerinde G-modiillerdir. ¢ : M — M’ fonksiyonu,
p(X+iy)=x+y, Vx+iyeM

seklinde tanimlanir.

O zaman ¢ bir G-modiil homomorfizmidir ve ¢ekirdegi

Cekp = X+iyeM x=-y

olur.

Tamm 3.2.10: [9] M bir G-modiili olsun. Eger N de G’nin ayn etkisi altinda bir

G-modiilii ise, M ’in bir N altvektdr uzayina bir G- altmodiil denir.

Bu tanim ile , Cekg M ’nin bir G-alt modiiliidiir.

Ornek 3.2.11: Q bir rasyonel sayilar kiimesi, G={1,-1} ve M = R olsun. O zaman
M de Q lizerinde bir G-modiildiir. Her bir irrasyonel say1 ‘r’ i¢in, N = Q(r) M ’nin

bir G-altmodiludiir.
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3.3. G-Modiillerinin  Indirgenemezligi, Indirgenebilirlizi ve Tam

Indirgenebilirligi

Tammm 3.3.1: [9] M sifir olmayan bir G-modiil olsun. O zaman, eger M ’ nin G-
altmodiilleri yalnizca M ve {0} ise, M’ ye indirgenemez denir. Aksi durumda

M ’ye indirgenebilir denir.

Tammm 3.3.2:[9] Eger T, M ile saglanan bir temsil ise, o zaman M ’nin
indirgenebilir ya da indirgenemez olmasina baglh olarak, T ’nin indirgenebilir ya da

indirgenemez oldugunu sdyleyebiliriz.

3.3.2.0rnek. o birimin kiip kokii, S== 1,0 , »*  olsun,
1 o a)2 1 o a)2
¢ = s W =
o 1 a)2 o a)z 1 ve

G=S:={¢ v 0w, w0, yIkimesi 3. Dereceden simetrik grup olsun.

M =span(S) = a+pfo+yo’:a, B,y<R ile verilen M 'nin R iizerine vektor

uzayini géz oniinde bulunduralim. Herx € Gigin, T, M — M,

T (o + fo+y0°) = ax(l) + fx(@) + yx(®)

seklinde tanimlanir.
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O zaman, T M ’nin  kendisi lizerine bir izomorfizmidir. Ayrica,

X

T:G — GL(M) doniisiimii,
TX=T,,V xXeG

seklinde tanimlanir ve G’nin bir temsilidir ve boylece M bir G-modiildiir.
G=S3;, oldugundan, M ’nin 6zaltvektor uzaylar1 G-altmodiilleri degildir, ve bdylece
M ’nin G-altmodiilleri yalnizca M ve {0}’dir. Bu yiizden, M indirgenemezdir ve

boylece T de indirgenemezdir.

Ornek 334:G= 1,-1 , M =Cde Q iizerinde bir vektor uzayr olsun. O

zaman M, Q ve R tam G-altmodiilleri olan bir G-modiildiir ve bu yiizden

indirgenebilirdir.

Tamm 3.3.5: [10] M, M,,........... ,M_ bir F cismi iizerinde vektor uzaylari olsun.

Ozaman m +m, +......... +m,:m; €M, kiimesi

a(M +M, + .+ M ) = M, +aM, +........ +am,; aeK,m,m eM,

islemleri altinda K iizerinde bir vektor uzayi olur.
Bu,M;,M,,...... , M vektor uzaylarinin direkt toplami olarak adlandirilir ve M,

i=1

Seklinde gosterilir.
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Ornek 3.3.6: Q ( +/2,/3 ) kiimesi +/2,+/3 gercel sayilarinin Q’ya eklenmesiyle elde

edilen kiimedir. Bu, Q iizerinde bir vektor uzaydir ve 1,\/5 ,\/5,\/6 kiimesi Q

iizerinde Q( /2,/3) i¢in bir tabandur.

M, =Q, M,=Q(v2), M,=Q(+3)ve M, =Q(+6)

olsun.

O zaman,

Q-(2.3)-@M,

bulunur.

Aciklama 3.3.7: [10] M, vektor uzaylarinin = M :(-nBMi direkt toplam1 asagidaki
-1

ozelliklere sahiptir.

(i) Her m €M elemani, M,’ nin (1< 1 < n) elemanlarinin

toplam1 olarak tek tiirlii yazilir.

(i) M ’nin M;,M,,......, M altvektor uzaylari bagimsizdir.

(Or) m+m,+.....+m, =0 tiimiigin m,=0"1ifade eder.

IA
=3

(iii)  Her bir 1< ;
M;NM+M, +..+ M+ M+ + M) ={0}

i¢in,

(iv)  Eger B ’ler M, i¢in taban ise, i=1,2,...,n i¢in, 0 zaman
B=(B,B,,.....,B,) dizisi i¢in M bir tabandur.

G modiilleri vektér uzaylar oldugundan, direkt toplam kavrami da G-

modiillerine uzanir. Ayrica, yukaridaki tiim 6zellikler korunur.

Tamm 3.3.8: [9] M G-modiil ve N de G-altmodiilii olsun. M =N@N" olacak

sekilde sifirdan farkli bir N° G- altmodiilii varsa, M G-modiiliine tamamen

indirgenebilirdir denir.
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Onerme 3.3.9 [10] V F cismi iizerinde bir sonlu boyutlu vektér uzayr ve Wy de V °
nin herhangi bir altuzayi olsun. O zaman V ’ nin V = W; © W, olacak sekilde bir

W, alt uzayr mevcutdur.

Sonuc: Tiim sonlu boyutlu G-modiilleri tamamen indirgenebilirdir.

Aciklama 3.3.10: En az iki boyutlu tiim tamamen indirgenebilir G-modiilleri
indirgenebilirdir; ancak tim indirgenebilir G-modiiller tamamen indirgenebilir
degildir.

Ornek 3.3.11: Q iizerinde M = C G-modiiliinii g6z 6niinde bulunduralim. Burada
2.3.4. ornekte verildigi lizere G={1,-1}’dir. Bunun tam G-altmodiillerine sahip

oldugunu ve bu nedenle indirgenebilir oldugunu goézlemledik. Ancak, tamamen
indirgenebilir degildir, ¢iinkii M ’nin N :Q(\/E ) G-altmodiilii ile ilgili olarak,
M=N® N*(N" =C-[Q(\/§)-{O}] olacak sekilde N* G-altmodiilii mevcut degildir.

Onerme 3.3.12: Eger M bir G-modiil ve N de M ’nin bir G-altmodiilii ise, o

zaman M /N de bir G-modiildiirve M /N ¢ ye boliim G-modiilii denir.
Ispat: ge Gve x+N € M / N olsun. G'nin M / N iizerine etkisi

g(xtN)=gx+N € M /N seklinde tanimlanir.

Bu da tim G-modilii kosullarin1 saglamaktadir ve bu yiizden M /N bir G-

moduldiir.

Aciklama 3.3.13:[9] M ,K  iizerinde bir sonlu boyutlu vektér uzay ve
T :G— GL(M) bir temsil olsun. N de M ’nin tam bir G-altmodiilii olsun.

17



O zaman N icin bir ¢,a,.. taban1  secebiliriz, bdylece

a, de M (r # n)icin bir tabandir, bu nedenle

N=Kg ®Ka,®....0Ka, ve

M=Kg®Ka,®....0Kag, ®Ke,,, @.....0 Ka,

r+1

olur.

T ve T,  sirastyla, bu tabanlarla ilgili olarak, M ve N tarafindan saglanan matris

temsiller olsun. O zaman her x € G igin,

T,(x) V(x
0 T,(x
Burada,V (x) bir rx(n—r) matrisidir.
T, (x)’in 6neminin igyiizlinii anlamak i¢in,
T,(X)(M+N)=T (x)m+N, VXeG @)
seklinde tanimlanan bir T, : G — GL(M/N) temsilinin oldugunu

gozlemleyebiliriz,

Burada m+ N, M /N uzaymndaki tiim kosetlere yayilmaktadir. T, (x) fonksiyonu,
M /N ’nin kendi igine iyi tanimlanan bir homomorfizmidir, ¢iinkii N M ’nin bir G-

altmodilidir. o, ,+N,,, +N,...,a, +N kosetleri M /N igin bir taban

olusturmaktadirlar, ve T, ise bu tabana gére T, matris temsilini saglamaktadir.
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Simdi M ’nin tamamen indirgenebilir oldugunu farz edelim. O zaman M ’nin

M= N @ N olacak sekilde bir N* G-altmodiilii mevcuttur. Burada

N=Kog®Ka,®...0Ka, ve

M= Ko ,®Ka. .®D...... ® Ko

r+l r+2

olur.

Herx € Giginve o,a,,....Q,,,,,,....cr, ileilgili olarak, T
T,(x 0
T(x)= 9 , ©)
0 T, (0

matris temsilini saglamaktadir.

(1), (2) ve (3)’ten, T, (X) ve T, (X) matris temsilleri esdegerdir. Yani, T *nin tamamen

indirgenebilirligi, her bir (1) matris temsilinin form (3)’ten birine denk oldugunu

gostermektedir.

Bu da matris temsilinin indirgenemezligi ve tamamen indirgenebilirligi
kavramlarin1 tanimlamaktadir. Eger U (1) ile verilen bir T temsiline esdeger ise,
bir U : G — GL(n,K) matris temsili indirgenebilirdir. Eger boyle bir indirgeme
mevcut degil ise, o zaman U indirgenemez bir matris temsilidir. Eger, U *nun form
(1) matris temsiline denk oldugu tiim yerlerde , U ayrica bir (3) temsiline de denk
ise, U : G — GL(n,K) temsili tamamen indirgenebilir bir matris temsili olarak

adlandirilir.

Onerme 3.3.14: [9] Tamamen indirgenebilir bir G-modiiliiniin bir G-altmodiilii de

tamamen indirgenebilirdir.
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Onerme 3.3.15: [9] T: G — GL(M ) G’nin tamamen indirgenebilir bir temsili
olsun, bdylece M tamamen indirgenebilir bir G-modilidir. O zaman M,

indirgenemez G-altmodiillerinin direkt bir toplamidir.

Teorem 3.3.16: ([9], [11]) (Maschke) G sonlu birgrupve T:G — GL(M ) G’nin

bir temsili ise ve p=char(K) * o(G) ise, 0 zaman T tamamen indirgenebilirdir.

Ornek 3.3.17: G={1,-1} ve K =Z;3 cisminde

x 0
T :G— GL(2,K) X —> (O J seklinde tanimlansin.
X

O zaman, T bir homorfizmdir, ve bu yiizden T, M =K?*? temsil uzay1 ile G’nin bir
temsilidir. Ayrica agiklama 3.3.13’ten anlagilmaktadir ki, T temsili de ayrica

indirgenebilirdir ve dolayisiyla buna karsillk gelen M temsil uzayr da
indirgenebilirdir. Ancak, Char K =3 * 0(G) = 2, boylece teorem 3.3.16° dan, matris

temsili ve dolayisiyla temsil uzayr M tamamen indirgenebilirdir.
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BOLUM 4
BULANIK G-MODULER VE BULANIK TAM INDIRGENEBILIiRLIiK

4.1.Giris

Bu boliimde, G-modiilleri, grup temsilleri, indirgenebilirlik, indirgenemezlik ve
tamamen indirgenebilirlik kavramlarinin bulanik paralellerini tanitiyoruz ve bunlarin

bazi temel 6zelliklerini gozlemliyoruz.

4.2.Bulanik G-Modiil

Tamim 4.2.1: [13] G sonlu bir grup ve M de C’nin bir alt cismi olan K {izerinde bir
G-modiil olsun. O zaman M {izerindeki bulanik G-modiil asagidaki o6zellikleri

saglayacak sekilde M ’nin bir g bulanik altkiimesi olur.

() p (@x+by)> u(X) A u(y); VabeK vexyeM ve

(i) u(gm)>pu(m),vge G meM.

Aciklama 4.2.2: Eger T: G— GL(M), G tarafindan saglanan bir temsil ise, o zaman

ikinci kosul su sekilde yeniden yazilabilir.
u(Tm=pu(m), vge G,me M.

Ornek 4.2.3: Ormnek 3.2.2.°deki M = F (a) G-modiiliinii goz 6niinde bulunduralim.
u: M — [01],
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u (X)=1,egerx=0Iise
=1/2, Egerx € F - {0}
=1/4,Egerx € F (a)-F

O zaman u bulanik bir G-modiildiir.

Tamm 4.2.4: [13] G bir grup, M K {izerinde bir vektor uzay ve T : G— GL(M )

ise M ’de G’nin bir temsili olsun. gz G {izerinde bulanik bir grup ve v ise T
araliginda bulanik bir grup olsun. O zaman, eger T g ’nun v {lizerine bulanik bir

homomorfizmi ise, T temsili bulanik bir temsildir.

Ornek 4.25: G={1-1} ve M de R iizerinde bir vektér uzay olsun.
T:G—-GL(M), T(x)=T, olarak tanimlansin, burada T, (m) = xm, Vx € G ve

vVme M.Ozaman T, M iginde G’nin bir temsili olsun.

o ={(1,1), (-1,0)} olarak verilen G iizerindeki g bulanik altgrubu goézdiinde
bulunduralim ve v ={T, ,1), (T ,,0)} olarak tanimlanan T, {T,,T,} arahg:

tizerinde bulanik bir alt grup olsun.

O zaman ; n(M)= sup wu(x)=1 ve
xeT *(T,)

n(M_1)= sup wu(x)=0
xeT™(T,)

Boylece,7=T () =v ve T dolayistyla bulanik bir temsildir.

Teorem4.26: T:G— GL(M ), M temsil uzayi ile G’nin bir temsili ise, 0 zaman
G’nin herhangi bir g bulanik grubu i¢in, T g ’nun T () = v igine bulanik bir

homomorfizmidir.
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Ispat: 2.3.4. 5nermedeki sonugta ¢ikmaktadir.

Onerme 4.2.7: Herhangi bir n-boyutlu G-modiiliiniin, A () = n+1 ile, bulanik bir

4 G-modiilii vardir.
Ispat: my,mo,.....,m, M igin taban olsun. O zaman, x: M — [0,1]

i (Cgmy +Comy +......+Ccymy) = 1, eger ¢;=0 V iigin,

=1/2 ,eger ¢;#0, Cp=C3 =....... =C,, =0 ise,
=1/3 eger Cy#0, C3=Cy =....... =C, =0ise,
=1/4 eger c3 #0, C4=Cg5 =....... =c,, =0 ise,

=1/n-1, eger ¢ _o #0, c,_1=C, =0ise,
=1/n, eger C,_170, c,=0 ise,

=1/n+1, eger c, #0 ise,

Seklinde tanimlanan | Au) | =n+lile M iizerinde bulanik bir G-modiildiir.

Ornek 4.2.8: G={1,-1}, M Riizerinde R* G-modiilii olsun. { &,£5,63,64}, M igin

standart sirali bir taban olsun. x#:M — [0,1];
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1 (C1&1 +Coep +C383 +Ch84) =1, eger ¢;=0 V iise,
=1/2,eger 1 #0, Co=C3 = C4 =0 ise,
=1/3 eger Ccy#0,c3 =C4 =0 ise,
=1/4 eger c3#0, c4=0ise,
=1/5, eger ¢4 #0 ise,

seklinde tanimlanir.

O zaman u bulanik G-modiiliin tiim aksiyomlarini karsilamaktadir, ve bu nedenle

| A(p) | = 4+1=5 ile bulanik bir G-modiildiir.

Aciklama 4.2.9: Yukaridaki yapr ayrica sonsuz boyutlu G-modiillerine de
genisletilebilir.

n
Onerme 4.2.10: M , K iizerinde bir G-modiil ve M = @M; olsun, burada M; ’ler
i=1

M ’in G-altmodiilleridir. Eger vj ( 1<i<n ) M; iizerinde bulanik G-modiiller ise,

ozamanv:M — [0,1]

v(m)=a vi(m;):i=L2..,n olarak tanimlanir,

n
m=>meM burada M iizerinde bulanik bir G-modiildiir.
1

Ispat: Her v; M iizerinde bulanik bir G-modiilii oldugundan, herx,y € M , g €G

& a,b € K igin,

vi(ax+by)>vi(x) Avi(y) ve vj(gx)=v;(x) olur.

x=>m,y=>m eM ve abeK olsun.
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O zaman ;
v(ax+by) =v(>_ (am; +bm; "))
= A vj(amy+bm;') :i=1,2,....... n
=vj(@amj+bm;j"), bazij’ ler i¢in (1< j<n)
Zvj(mj)/\vj(mj')
2v(X) Av(y)

olur.

Ayrica, g € Gve X:Zmi € M igin,

v(gx) =vQ_ gm) =A vi(Q_gm):i=12,...n
=vj(gmj) baz1j’ ler i¢in
Zl/j(mj)

>y(x) olur.

Boylece v bulanik bir G-modiildiir.

4.2.11. Aciklama. Yukaridaki dnermede, eger v;j(0)’ 1n hepsi esit ise, 0 zaman tiim

v’ler igin v(0)=A vj(0):i=12,...,n =v;(0) olur.
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n
Tamm 4.2.12: [13] 4.2.10. 6nermedeki M = @M; lizerindeki, tiim i’ler i¢inv (0) =
i=1

v;(0) ile,v bulanik G-modiilii v;j bulanik G-modillerin direkt toplami olarak

n
adlandirilir ve v = @ v; seklinde ifade edilir.
i=1

Ornek 4.2.13:. G={1,-1} ve M = C R iizerinde olsun. O zaman M bir G-
modiildiir. M =M; @ M, *dir, burada M1=R, M,=iR’dir. v : M — [0,1] su sekilde

tanimlanir:

v (x+iy) =1, eger x=y=0 ise,
=1/2, eger x#0, y=0 ise,
=1/3 y#0 ise.

O zaman v M fiizerinde bulanik bir G-modiildiir.
Ayrica,
v (X) =1, eger x=0 ise,
=1/2, eger x#0 ise,

seklinde tanimlanan v; : My — [0,1] doniisiimii; ve

vy (y) =1, eger y=0 ise,
=1/2, eger y#0 ise,

seklinde tanimlanan v, : M5, — [0,1] doniisiimii, sirastyla Mg ve M5 bulanik

G-modiillerdir ve v =v; ® V.
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4.3. Bulanik Tam Indirgenebilirlik

Bu kisimda, indirgenebilirlik, indirgenemezlik ve tamamen indirgenebilirlik
kavramlarin1 bulanik G-modiillerine genisletiyoruz. Bu kisimda ele alinan bulanik

G-modiillerinin basit olmadiklar1 (6r. Sabit olmayan) varsayilmaktadir.

Tamim 4.3.1: Eger M bir G-modiil olarak indirgenebilir ise, M iizerindeki bulanik

bir x# G-modiilii indirgenebilirdir denir. Aksi durumda indirgenemez oldugu

sOylenebilir. [13].

Ornek 43.2: G = {1,-1} ve Q iizerinde vektér uzayr olarak kabul edilen
M = C olsun. O zaman 0rnek 3.3.4’ten, M ’nin indirgenebilir oldugunu biliyoruz.

u:M — [0,1],
4 (m) =1, eger m=0 ise,
=1/2, eger m (#0) gergel ise,
=1/4 aksi durumda, seklinde tanimlanir.

O zaman ux M iizerinde bulanik bir G-modiildiir, ve bdylece indirgenebilirdir.

Ornek 4.3.3: p herhangi bir asal say;, M = Z,, G=M — 0 olsun. O zaman M kiime

islemleri altinda bir G-modildir. M ’in G-altmodiilleri yalmizca M ve {0}

oldugundan M {izerindeki herhangi bir 1 G-modiili indirgenemezdir.

Tanmm 4.3.4: [13] M iizerindeki bir v bulanik G-modiilii eger asagidaki sartlari

saglarsa tamamen indirgenebilirdir denir.
(i) M tamamen indirgenebilir ise,

(i) herhangi bir M;@® M, ayrigmast ile ilgili olarak, M;”’ ler
tizerinde vj bulanik G-altmodiilleri mevcut ise, Oyle ki  A(v)=A(vp) ile

v=v®vy .
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Ornek 4.35: G={1,-1} ve Q iizerinde M=Qx/§ olsun. O zaman, M
bir  G-modiildir ve M ’nin  G-altmodiilleri yalmizca {0}, M;=Q,

M> =2 Q= bv2 / be Q}ve M = Q(\/E )’dir. Boylece, M ayrismalar1 yalnizca
M=M® 0 ve M=M;®M,’dir ve bu nedenle M tamamen indirgenebilirdir.

Burada M =M;@®M,’dir. v:M — [0,1]

1% (a+b\/2) =1, eger a=b=0 ise,
= 0.8, eger a#0, b=0 ise,
=0.2, eger b#0 ise,

seklinde tanimlanir. O zaman v M tizerinde bulanik bir G-modiildiir.

Ayrica,
1 (X) =1, eger x=0 ise,
=0.8, eger X#0 ise,
seklinde tanimlanan v;:Mq —[0,1] dontisimii  ve
vy (Y) =1, eger y=0ise,
=0.2, eger y#0 ise,

seklinde tanimlanan v, : My — [0,1] doniisiimii, sirasiyla My ve M, iizerinde
bulanik G-modiillerdir, dyle ki v =v; ®v, = Ayrica A(vq) # A(v9), Ve bu yiizden v

bulanik G-modiilii tamamen indirgenebilirdir.

Teorem 4.3.6: En az 2 boyutu olan herhangi bir sonlu boyutlu G-modiiliiniin

bulanik bir tamamen indirgenebilir G-modiilii vardir.
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Ispat : M G — modiil ve DimM =n olsun.B= ¢q,ay,....cty M igin bir taban

olsun. O zaman M ’nin herhangi 6z G-altmodiilleri baz1 B ’nin 6z altkiimelerinin

araligidir. v : M — [0,1] su sekilde tanimlanir;

v(Cioq +Coap +......+ Cp_10q_1 + Cnaxp) =1 eger tiim i’ler igin ¢j =0 ise,

=1/2eger g #0,cp =C3 =.....=C,, =0 ise,
=1/3eger Cy #0,c3=C4 =.....=C, =0 ise,
=1/4eger c3#0,64 =C5=......=C, =0 ise

=1/n-1eger cq_p #0,c,_1 =C, =0 ise,
=1/n eger c,_1 #0,c, =0 ise,

=1/n+1eger c, #0 ise.

O zaman v M iizerinde bulanik bir G-modiildiir. v 'nin gereken bulanik tamamen

indirgenebilir G-modiil oldugunu ispat edecegiz.

M1 M ’nin herhangi bir 6z G-altmodiilii olsun. Mj; = Span O 1 Qe O

burada 1<r <n ve 1<i,ip,.....,Iir <n olsun.

O zaman M =M@ M,, burada M, kalan baz elemanlarinin gerdigidir..

(Or) Mp=Span o, ... burada 1<irig,ip i, eeeeip <N
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1. My —[0,1] ve vy: My— [0,1] gonderimleri su sekilde tanimlanir ;

Vl(Cila/il -i—Ci2 a, +... +Cira’ir) =1 eger Ci1 = Ci2 = = Cir =0ise,
=1/ +1,eger ¢ #0,¢ =Cj, =..... =¢c; =0ise,
=1/iy +1eger ¢, #0,¢j, =...... Ci =0 ise,

vo(Ci .o . +Ci o
2( Ir+1a|r+1 Ir+2 a|r+2

=171y, eger G #0 ise.

O zaman v; ve vy, sirastyla Mgy ve My iizerinde bulamik G-modiillerdir, dyle ki

v=1®vy, ve A(1n)#A(rp). Boylece, v ve dolayisiyla teorem tamamen

indirgenebilirdir.

Ornek 4.3.7: G={1,-1} ve Q rasyoneller alam olsun. M = Q(:/2,4/3)=
{atb\2+c\3+dV6 / ab,dc € Q} olsun. O zaman bir G-modiildiir, dyle Ki
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DimM=4ve B={o =1, o) =42, a3:\/§, a4:\/€} M i¢in Q iizerinde bir

tabandr.
v :M —[0,1] gonderimi su sekilde tanimlanir:
v(Clon +Coarp +Cgag +Chory) =1 eger tiim 1’ ler icin ¢; =0 ise,
=1/2,eger ¢; #0,c) =C3 =C4 =0 ise,
=1/3, eger c; #0,c3=C4 =0 ise
=1/4, eger c3 #0,c4 =0 ise=1/5,
eger C4 #0 ise.

O zaman v M fiizerinde bulanik bir G-modiildir. M ’nin herhangi bir 6z
altmodiiliinii goz Oniine alahm,Mq =Span ¢q,c3 . My = Spamy,a 4 olsun.
O zaman M =M; @M, olur. v; : My — [0,1] ve vy : My — [0,1] doniisiimleri su

sekilde tanimlanir:

(g +C3a3) =1 eger ¢ =c3=0ise,
=1/2 ,eger g #0,c3=0 ise,

=1/4 ,eger c3 =0 ise.

Vo (Coap +Cqaxy) =1, eger Co =C4 =0 ise,
=1/3, eger cp #0,cq4 =0ise,

=1/5, eger c4 =0 ise.
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O zaman v; ve vy, sirastyla Mq ve M, lizerinde bulanik G-modiillerdir, dyle ki

v=1@vy ve A(v) = A(vp)

Sonug: Bir n-boyutlu (n>2) M G-modiili tizerindeki herhangi bir x bulanik G-

modiilii, yalnizca eger | A(x)| =3 ise tamamen indirgenebilirdir.

Ispat: M > 2 boyutunun tamamen indirgenebilir bir G-modiilii oldugundan, en az

bir ayrismaya M = M{ ® M sahiptir.

Eger 4 M lizerinde bulanik tamamen indirgenebilir G-modiil ise, M;( i=1,2)
iizerindeki > bulanik v; G-modiilii, dyle ki, Ay #Aavy ve | () |>2 ile
u=v1®vy olur. Bu sadece | A(v))UA(vyp) | 2306r, yalnizca | A(x) | =3olursa

miumkindiir.

Onerme 4.3.8: Her bulamk tamamen indirgenebilir G-modiili bulanik
indirgenebilirdir.
Ispat: # M iizerinde bulanik tamamen indirgenebilir bir G-modiil olsun. O zaman

M en az iki boyutta tamamen indirgenebilir G-modiildiir. Bu nedenle, agiklama

3.3.10 ile, M indirgenebilirdir ve yukaridaki sonugtan |A(z)| >3. Boylece 4 M

tizerinde bulanik indirgenebilir bir G-modiildiir.

Onerme 4.3.9: Herhangi bir M G-modiilii iizerindeki z bulanik G-modiilii igin ve
her re[0,1] icin, g (X)=r.u(x), Vv x € M olarak tanimlanan z, : M — [0,1]

ayrica M iizerindeki bulanik bir G-modiildiir.

Onerme 4.3.10: En az 2 boyutlu herhangi bir sonlu boyutlu G-modiil iizerinde

sonsuz sayida tamamen indirgenebilir bulanik G-modiil mevcuttur.
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Ispat: M, en az 2 boyutlu bir sonlu boyutlu G-modiil olsun.
Teorem 4.3.9° dan > M f{izerinde bulanik tamamen indirgenebilir bir v G-modiilii

vardir. r € [0,1] olsun, o zaman yukaridaki 6nermeden,
VxeM igin v, (X) =r.v(X)

seklinde tanimlanan v, M iizerinde bulanik bir G-modiildiir.

Bulanik v G-modiil ve bulanik v;’ ler G-altmodiillerin 4.3.6. teoremindeki
taniminda, r olan payi 1 ile degistirin. O zaman M {izerindeki v, bulanik G-modiili
ve M;’ ler (vir (X)=r.v; (X), ¥X € M;) lizerindeki Vi, > ler bulanik G-altmodiilleri

4.3.6. teoreminin sonuglarim1 saglamaktadir. Boylece, her r € [0,1] i¢in, v, M

tizerinde bulanik tamamen indirgenebilir bir G-modiildiir.

Aciklama 4.3.11:

(i) Eger r=0 ise, o zaman v, tim x € M igin sabit v (x) = 0 bulanik G-modiildiir.

Dolayisiylar = 0 ile v, tamamen indirgenebilir bulanik bir G-modiil degildir.

(i) Teorem 4.3.6° daki bulanik tamamen indirgenebilir G-modiil, yukaridaki

onermede bulanik tamamen indirgenebilir bir 1, G-modiildiir.

(iif) Teorem 4.3.6° daki bulanik tamamen indirgenebilir G-modili v ( =v;) ve
yukaridaki Onermedeki v, bulanik tamamen indirgenebilir G-modiilleri tiim

r € [0,1] i¢in v, € v’ yi saglamaktadir.
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Sonu¢: M en az 2 boyutlu sonlu boyutlu bir G-modiil olsun. O zaman yukaridaki

onermede bulunan v, r € [0,1] bulanik tamamen indirgenebilir G-modiillerin
bulanik birlesimi bulanik tamamen indirgenebilir bir G-modiildiir. Ancak v;’ lerin
bulanik kesisimi ve her v,’ in bulanik tiimleyeni bulanik tamamen indirgenebilir

G-modiiller degildirler.

Boylece ,

u= sup (vp)=w ve n= inf (v,)=vy olur.
re(0,1] re(0,1]

O zaman yukaridaki agiklamadan, x =v; bulanik tamamen indirgenebilir bir G-

modiildiir ve 7 = v bulanik tamamen indirgenebilir bir G-modiil degildir.
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5.BOLUM
SONUC

Bu calismada klasik cebirsel yapilardan G-modil kavraminin bulanik kiime
yapilar1 incelenmistir. Ozellikle bu calismada bulanik G-modiillerde indirgenebilir,
indirgenemez ve tamamen indirgenebilir kavramlar1 iizerinde durulmustur. Bu
yapilarin cebirsel 6zellikleri incelenmis ve bir takim ornekler verilmistir. Bulanik
G-modiiller giincel bir konu olup giniimiz matematik¢ileri tarafindan

calisilmaktadir.
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