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ABSTRACT

SYMMETRiIC MODULES ON UNIVERSAL MODULES

GEZER, Yasemin
M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Assist . Prof. Dr. Necati OLGUN
January 2014, 42 pages

The aim of this thesis , examine the symmetric derivation modules and with the
help of these to obtain the results of universal modules. For that reason first modules,
some definitions and important theorems of universal modules are given. After that
symmetric modules and some properties of symmetric modules are studied.

First of all in thesis, the importance and historical development of universal
modules are given.

Secondly modules and universal modules focuses on the basic definitions and
theorems.

Then some definitions and properties of symmetric modules are given and some
examples are axamined.

Finally, some results of symmetric derivations are obtained.

Key Words: Module, R-module, Free Module, Universal Module, Projective

Module, Symmetric Module
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EVRENSEL MODULLERIN SIMETRIK MODULLERI

GEZER, Yasemin
Yiiksek Lisans Tezi , Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Necati OLGUN
Ocak 2014, 42 sayfa

Bu tezin amaci simetrik tiirev modiillerinin incelenmesi ve bunlar yardimiyla
evrensel modiiller hakkinda sonuglar elde edilmesidir. Bu yilizden oncelikle modiil,
evrensel modiil tanimlar1 ve bazi 6nemli teoremleri verilmistir. Daha sonra simetrik

modiiller ve 6zellikleri incelenmistir.
Tezde ilk olarak evrensel modiillerin tarihi gelisimi ve dnemi verilmistir.

Ikinci olarak modiil, evrensel modiil ile ilgili temel tanim ve teoremler iizerinde

durulmustur.

Daha sonra, simetrik modiillerin tanim1 ve Ozellikleri hakkinda genel bilgiler

verilip , baz1 6rnekler incelenmistir.

Son olarak da simetrik tiirevlerle ilgili birtakim sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Modiil, Evrensel Modiil, Serbest Modiil, R-modiil, Projektif
Modiil, Simetrik Modiil.
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SEMBOLLER LIiSTESI

hd, (M)
(G2 aen
Anng ()
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M, R-modiiliiniin homolojik boyutu
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n’ inci dereceden diferansiyel operatér modiilii

R’nin ikinci dereceden simetrik kuvvet modiilii

N’ inci dereceden evrensel tlirev operatorii



BOLUM 1
GIRIS
Evrensel Modiiller, Cebir ve Sayilar Teorisi Bilim Dalinda Degismeli Cebir

alanindaki en 6nemli konulardan birisidir. Evrensel Modiiller ilk kez 1960 yilinda
Nakai Y. [1]tarafindan tanimlanmuistir.

Bir Cebirin Yiiksek Dereceden Diferansiyel Operatorlerinin  Evrensel
Modiilleri ise ilk defa 1967 yilinda Osborn H. [2] tarafindan tanimlanmistir. Daha
sonra benzer tamimlar 1969 yilinda yapilan Heyneman ve Sweedler'in [3]
calismalarinda goriilmektedir. Bu konuda en kapsamli ¢alisma ise 1970 yilinda Nakai
Y. [4] tarafindan yapilmistir. Daha sonraki yillarda ise Yiiksek Dereceden
Diferansiyel Operatorlerin Evrensel Modiilleri ile ilgili ¢aligmalari Erdogan A. [5]
1993 yilinda yapmis oldugu calismasinda gérmekteyiz.

Evrensel Tiirev Modiilleri ve Simetrik Tirev tanimi ise ilk olarak 1968
yilinda Osborn H. [6] tarafindan yapilmistir. Ayni konu tizerinde Vasconcelos W. [7]
Heyneman ve Sweedler [8] gibi bir takim matematikg¢iler de ¢alismistir. Ve ayn
zamanda Evrensel Tiirev Modiilleri ve Simetrik Tiirev ile ilgili ¢alismalar: Olgun N.
[9,10] ‘nin ¢alismalarinda gérmekteyiz.

Bu tezde ilk olarak simetrik cebirlerin simetrik modiilleri tanimi tizerinde
durulmustur. Bu tezin ikinci bdlimiinde modiil, tam dizi, projektif modiiliin temel
tanim ve teoremleri verilmistir. Bazi teoremler tanimlari ile birlikte verilmistir. Bu
tezin ti¢iincii boliimiinde Evrensel Modiil tanimi ile bazi teoremleri verilmistir.

Dordiincii boliimde ise Simetrik Tiirev tanimi yapilmistir. Simetrik Cebirlerin
Simetrik modiilleri ve baz1 teoremleri, 6rnekleri verilmistir. Son olarak birka¢ sonug
elde edilmistir.



BOLUM 2

Bu béliimde Evrensel Modiiller ve Simetrik Tiirev’ e temel olusturacak sekilde

modiil tanimlari ile bazi teoremleri Sharp, R.Y [11] kullanilarak verilmistir.

MODULLER

2.1 Modiiller

Tamim 2.1.1 R birimli ve degismeli bir halka, S degismeli bir grup olsun. Asagidaki
sartlar1 saglayan S ye R-modiil denir.
RXS—-S
(r,s) »r.s
i) VreR ve s,s"€Siginr(s+s')=rs+rs’
i) Vr,r'eRve seSicin(r+r')s=rs+7r's
iii) Vr,r'" €R ve s€Sicin(rr')s =r(r's)

Iv) Vs €Sigcinlgs =s

Ornek 2.1.2 Bir T cismi iizerinde tanimlanan her modiil, T tzerinde bir vektor

uzayidir.

Ornek 2.1.3 1- Her degismeli grup, tamsayilar halkasi iizerinde bir Z-modiil olarak
diistintilebilir. S degismeli grup olsun.
wZzZ xS
(n,s) »un,s)=ns=s+s........+s,s€S,ne’z

modiil yapis1 vardir.
2-R degismeli halka, I <R olsun;

i) R nin kendisi R-modiildiir.

i) I, R- modiildiir

iii) R/ bolim halkasi bir R-modiildiir.



RXR/I - R/I
(rrm+1)->rm+1
R-modiil yapisi vardir.
3- R degismeli halka ve f:R — M halka homomorfizma yapisi ile M bir R cebir
olsun. O zaman M bir R-modiildiir ve
RXM->M

(r,m) - f(r)m
yapis1 kurulur.
4- R, M degismeli halka ve f:R — M halka homomorfizmasi olsun. Eger G, M
modiil ise G ayn1 zamanda R-modiildiir.

RXG-G
(r,g) = f(r)g

2.2 Alt Modiiller

Tamim 2.2.1 S R-modiil ve G € S olsun. G R-modiil ise G ye S nin alt modiilii

denir.

Onerme 2.2.2 R degismeli halka ve G, S R-modiiliiniin bir alt kiimesi olsun. O
zaman G, S nin alt modilidir © Vg,,9, €EG ve Vr €R igin g; + g, € G ve

rg € G dir.

Onerme 2.2.3 S nin alt modiillerinin bos olmayan herhangi bir ailesinin kesisimi

yine bir alt modiildiir.

R degismeli halka, S R-modiil, (G3),en S nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.
Ujen G, tarafindan tiretilen S nin alt modiillerinin toplamint )},c, G, ile gosterilir

1) 2i=1Gi ={i=19i: gi €EG;icini =1,........,n}
) J1,J2) e vee veeee, ju € MooOISUN. jq,j5, cov v vee, i, tarafindan dretilen S nin alt



Tamim 2.2.4 R degismeli halka, S R-modiil, I, /] < R ve IS, S nin alt modiilii olsun.
IS, rg:r € I,g € S kiimesi tarafindan tiretilir. Asagidaki 6zelliklere sahiptir;

) IS={,rgi:1r€l,g; €S neIN}

i) 1US) =UDS

iii) a € Ri¢in (Ra)S nin yerine a$ yazilir. (Ra)S = {as: s € S}

Tamim 2.2.5 R degismeli halka, S R-modiil, G S nin bir alt modiilii ve ] € S olacak
sekilde / # @ olsun.
(G:]) =(G:g]) ={r €eR: Vj €]icinrj € G}

ideal olarak tanimlanir.

Eger N, J tarafindan iiretilen S nin alt modili ise (G:J) = (G:N) dir. s € Sigin
(G:{s}) ninyerine (G:s) yazlir.

Eger G =0 ise (0:J) ={r € R:Vj €] iginrj =0} kimesine J nin sifirlayan:
denir ve Anngz(J) yada Ann(J) ile gosterilir. Ayni zamanda s € S i¢in s elemaninin

sifirlayant (O : s) ile gosterilir.

Onerme 2.2.6 I < R degismeli halka olsun. I = Anng(R/I) = (0:x 1+ I) dir.

Tamim 2.2.7 R degismeli halka , S R-modiil ve I, I € Ann(S) olacak sekilde R nin

ideali olsun. S tizerinde R/I modiil yapist kuralim.

rnr"€ERr+I1=r"+1 ve s€e€Solsun. O zaman r —r' € I € Ann(S) ve boylece

(r—r)s=0vers=r's olur.

Boylece R/I xS =S (r+1,s) = rs olarak bir déniisiim tanimlanabilir.
S tizerinde R-modiil ve R /I modiil yapilari asagidaki yolla yapilir.
Her r€R, s€S igin(r+1)s=rs

G modili S nin bir alt R-modiiliildir & G modiili S nin bir alt R/I moduliidiir.

Tanmm 2.2.8 R degismeli halka, S R -modiil, G modiilii S nin alt modiili ve



I < Rolsun. O zaman (G:;1) ={s € S: Vr €l icinrs € G} modili S nin alt
modili ve G < (G:gI) dir.
Eger G =0= (0:;1) ={s € S:Vr €liginrs = 0} dir.

Tamm 2.2.9 R degismeli halka, S R-modiil ve G, S nin bir alt modiilii olsun.
(G, S toplamsal degismeli grubunun bir alt grubudur.) S/G = {s + G: s € S} bolim
grubunu olusturabiliriz.
s+G=s5"+Gos—s'€aq
Vs, xEGicin(s+G)+x+6G)=(+x)+G
Boylece RxS/G—->S/G (r,s+G)—>rs+G S/G
degismeli grubu bir R-modiildiir. Bu S R-modiile, S’ nin boliim modiilii denir ve

S/G ile gosterilir.

Onerme 2.2.10 R degismeli halka, S R-modiil ve I < R olsun. O zaman
I € Anng(S/IS) ve S/IS,herr€e Rves €S icin(r+(s+1S) =rs+1S le
R/I modiil yapisina sahiptir.

Onerme 2.2.11 R degismeli halka, S R-modiil ve G, S nin bir alt modiilii olsun.
i)G',S nin alt modiilii yani G' 2 G ise G'/G ,S/G nin bir alt modiiliidiir.

i)S/G nin herhangi bir alt modiilii G © G gibi S ninG" bir alt modiilii i¢in G /G
seklindedir.

iii)G1, G, G yiigeren S nin alt modiilleri G, € G, & G,/G S G,/G dir.

Tanim 2.2.12 R degismeli halka, S R-modiil, s €S i¢inrs = 0 olacak sekilde
0 #r € Rvarsa S ye S nin torsion elemani denir.

7(S) ={s€S: 0#r €Ricinrs = 0}

Onerme 2.2.13 Eger R tamlik bolgesi ise T(S), S nin bir R-alt modiilidiir ve 7(5)

ye S R-modiiliiniin torsion modiilii denir.

R x1(S) - 1(S)

(r.s) - 1 (r'(rs) =r(r's)=0 r' €R)

Not 2.2.14 Eger R tamlik bolgesi degil ise T(S) nin alt modiil olmas1 gerekmez.
Ciinkii



X1, X2 € T(S)
X1 + x5, € T(S)
T'1x1 * T'sz = 0 (rlrz)(xl + xZ) = 0

0  R=Z,>S2) ={024) 1(S)={024)R =2 >
x=5®={" Z):a,b,c,d e R}
5 (3

5 0

: 0) ¢ 7(X)

_ (2 0 _ 0 _
A= (0 0), = (0 O)ET(X) fakat A+ B _(
Tamm 2.2.16
i)7(S) =S iseS ye torsion modiil denir.

i) 7(S) =0 ise S ye torsion serbest modiil denir.

Onerme 2.2.17 R tamlik bélgesi olsun. O zaman

D1(R) =0 dir.

2)R-modiil ve 7(X) =X ve S c X alt modiil ise 7(S) = S dur.
3)t(X) = 0 ve S c Xalt modiil ise (S) = 0 dur.

4)T(T(X)) =1(X)

2.3 R-Modiil Homomorfizmalari

Tanmm 2.3.1 S, T R degismeli halka {izerinde modiiller olsun. f:S — T doniisiimii
Vs,s'€Sicin f(s+5s") =f(s)+ f(s)
VseSve r €R icin f(rs) =rf(s)
sartlarm1  sagliyorsa  bu  dOniisime  R-modiil  homomorfizmas1  denir.
Z:S —» T doniisimii her s €S i¢in Z(s) =0, tamimlanarak bir R-modiil

homomorfizmasidir ve buna sifir homomorfizma denir ve 0 ile gosterilir.

Tammm 2.3.2 f:S— T birebir ve oOrten bir modill homomorfizmas: ise bu

homomorfizmaya bir izomorfizma denir ve S =~ T ile gosterilir.



Onerme 2.3.3 R degismeli halka S, T R-modiil ve f:S — T bir izomorfizma olsun.
O zaman fL:T—>S de aym zamanda bir izomorfizmadir ve S=T ile

gosterilir. S = S ise S nin kendi {izerine idy 6zdes donlistimdiir.

Onerme 2.3.4 f:S > T, g:T - G R-modiil homomorfizmalari ise g o f de R-modiil
homomorfizmasidir. f:S—= T, g:T - G R-modiil izomorfizmast ise go f de

R-modiil izomorfizmasidir.

Tamm 2.3.5 S R degismeli halkasi {izerinde modiil ve G, S nin alt modiilii olsun.
Her s € S i¢in s —» f(s) = s + G olarak tanimlanan f:S — S/G doniisimi dogal

(kanonik) homomorfizma diye adlandirilir ve f ortendir.

Tamim 2.3.6 R degismeli halka, S R-modiil olsun.

)T R-modiil ve f:S = T R-modiil homomorfizmasi ise f nin gekirdegi

Cekf ={s € S: f(s) = 0y} ile gosterilir. Cekf S nin bir alt modiiliidiir.

Cekf = 0 & f monomorfizmadir. f nin goriintiisii Imf ile gosterilir ve

f(S) ={f(s):s € S} kiimesi T nin alt kiimesidir. Imf T nin alt modiiliidiir.

i) f:S—>S/G,Cekf =GveS/0=S du.

lii)HcS alt kimesi S nin bir alt modilidir. < Cekf = H olacak sekilde
f:S = S’ homomorfizmasi vardir .

(e 3f:S - S homomorfizma Cekf = H dir)

Teorem 237 R degismeli halka S, T R-modil ve f:S—-T R-modiil
homomorfizmasi olsun. O zaman V s € S i¢in f(s + Cekf) = f(s) olacak sekilde
f:S/Cekf — Imf izomorfizmasi vardir ve S/Cekf =~ Imf dir.

Teorem 2.3.8 R degismeli halka, S R-modiil, G,G',S nin G’ 2 G olacak sekilde alt
modiilleri olsun. G'/G, S/G R-modiiliiniin bir alt modilidiir. O zaman burada
Vs € Sigin n((s +G)+ G’/G) =s+ G' tamimiyla

n:((S/G6)/G'/G) - (S/G")

izomorfizmasi vardir.



Teorem 2.3.9 Rdegismeli halka, S R-modil, G,H S nin alt modiilleri olsun. O
zaman burada Vg € G igin (g + GNH) = g + H tanimiyla
eG/(GNH) » (G+H)/H

izomorfizmasi vardir.

Tamim 2.3.10 R degismeli halka, G, S, T R -modiillerve g:G - Sve f:S—>T

R-modiil homomorfizmalar1 olsun.

¢, L 1

dizisinde Img = Cekf ise budiziye S R-modiillerin tam dizisi denir.

Genel olarak

dt—l dt dt+1
81— 85— St41 — St — e

dizisi her S, de tam ise bu diziye R-modiillerin tam dizisi denir.

Omegin Imdt - Cekdt+1 |ken

de | deta
St-1 8 — St41

dizisi tamdir.

Onerme 2.3.11 1) 0 — S —f>T tamdir. & f,1—1 dir.

2)S L T —— 0 tamdir. & f Ortendir.

i

3)T € S alt modiil ise 0 T S S/T “,0 dizisi her zaman tamdir.

f e N
Genel olarak 0 K L—255 0 dizisi i¢in f birebir, g 6rten ve

Imf = Cekg ise bu diziye kisa tam dizi denir.

Tamim 2.3.12 R degismeli halka (S3),ea R-modiillerinin bos olmayan bir ailesi

olsun. [T1ea Sy kartezyen ¢arpim kiimesi her

(nenr (9'2),., € [18:m €R igin (gaea+(9')),., = (92 +9'1),.,
AeA

(G ren = (g2 zen

ile bir R-modiildiir. Bu R-modiile (S3) ;ep ailesinin ¢arpimi denir.



l_IS,1 ‘nin alt kiimesi (her A € A igin g, € S; ile) (gi)iea ailesini igerir ve g,
AeA

elemanlarinin sonlu sayidaki bilesenleri sifirdan farkli olma 6zelligiyle HS ,nin
AeA

bir R-alt modiiliidiir ve @S, ile gosterilir. Buna (S3) ¢, ailesinin direkt toplamidir
AeA

denir.

AN=0ise @S, ve H S, her ikisi de sifir R-modiildiir.

e’ A'el’
Asonluise @S,=]]S. elde ederiz.
AeA AleA

Tammm 2.3.13 S, R degismeli halkasi {izerinde bir modiil olsun. (G3);exS nin alt
modiillerinin bos olmayan bir ailesi olsun. S = Y,3c4 G, ise her bir s € S elemani
s = Y-, g, formunda ifade edilebilir ki burada {4, .......,4,}, heri=1,....,n

i¢in g;, € G, ve A nin sonlu bir alt kiimesidir.

S, (G3)ep alt modiillerinin ailesinin direkt toplamidir ve her bir s € § elemani i¢in

g nin sonlu sayida elemant sifirdan farkli ve her 4 € A igin g;, € G35 = Xep ga

formunda tek tiirlii yazilabilir ve bu S = @G, ile gosterilir.
AeA

Onerme 2314 S, (Gy)iea alt modill ailesinin  direkt toplamudir.

(=4 l) Z)lEAg)l ll)heT birv € Al(,'ln Gv N Z)LeA G}L =0 elde edilir.

A#v

Onerme 2.3.15 R degismeli halka (S3);ex R-modiillerinin bos olmayan bir ailesi
olsun. Her bir u € A igin

Sy = {(g;t);te,\ €E @PS,: gr=0her A€ Ailed # ,ui(;in}

AeA

ile verilen @S, nin alt kiimesi ile gosterilir. S, @S, nin bir alt modiiliidiir.
AeA AeA

Tanmim 2.3.16 (S;),ea R degismeli halkasi tizerinde modiillerin bos olmayan bir

ailesi ve u € A olsun.



S=@S, kiimesinden S, lizerine P;:S — S, doniisiimii her (g3)ep €S icin
AeA

P, (D)) =g , tanimryla kanonik izdiisiim doniistimiidiir.

S, den S=@S, icine g,:S, - S doniisiimii her 4 € A i¢in g; = 0ile A # p ve

AeA
VzE€S,q, =ziginq,(z) = (g)rea tanimiyla kanonik doniisiimdiir.
Her iki p, ve q, R-modiil homomorfizmasidir. p, bir epimorfizma ve q, bir
monomorfizmadir.
Dpu e qu = Idu
i) Herv € Aile v # piginp, o q, =0

iii)A sonlu iken Y 3eapy © g, = Id,, dir.

Onerme 2.3.17 S, S, ... ... ,S, (ki burada n € N ile n > 2) R degismeli halkasi

uzerinde modiiller olsun.

n n
a1 g P1 g
0—-85 —, 35— ,;55—0
n
dizisi bir tam dizidir ki burada q; kanonik ve her (sq,.......,s,) € ifiSl- i¢in
pl((sl, ....,sn)) = (81, e oo+, Sp) ile p; kanonik izdiigtimdiir.

Tanim 2.3.18 R degismeli halka ve L, S, T R-modiil,

0—L—2ss—97 0

R modiil homomorfizmalarinin kisa tam dizisi olsun. Bu dizide Imf = Cekg, S
nin bir direkt toplam1 oluyorsa bu diziye split denir.

Yani; Dizi splittir & S = Cekg®G olacak sekilde S nin bir G alt modiilii vardir.

Onerme 2.3.19
i) 0 H S »S/H — 0 kisa tam dizidir.

)0 —85;, — 5,05, —> S, —> 0 split kisa tam dizidir.
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Onerme 2.3.20 R degismeli halka ve 0 L ! S J T 0 kisa tam

dizi olsun. Bu dizi splittir & eof =1d, goh=Id; eoch=0
foe+hog=1ds olacak sekilde h:T - S ve e:S - L

R-modiil homomorfizmalar: vardir.

2.4 Serbest R-Modiiller

Tanim 2.4.1 R degismeli halka, S {s;: 2 € A} tarafindan iiretilen bir R-modiil olsun.
Her s€ S ve s =),eamS; Olarak mp € R, s; €S ile tek tirlii yazilabiliyorsa
(s3)2ep, S igin bir tabandir.

S, bir tabana sahip oldugundan bir serbest R-modiildiir. R nin kendisi 1z eleman1
tarafindan bir tabana sahip oldugundan bir serbest R-modiildiir. Sifir R-modiilii

tabani bos kiime olan bir serbest R-modiildiir.

Onerme 2.4.2 R degismeli halka, S R-modiil {s;: 1 € A} S nin bir iireteg ailesi
olsun. O zaman {s;: A € A}, Y.1ea RS, icin bir tabandir

©VAEAigin Y31ms; =0=>r =0 dir.

Onerme 2.4.3 R degismeli halka olsun.
)(R)en, her 1€ A igin Ry = R ile R-modiillerinin bir ailesi olsun. O zaman

@R, .(ex)1en tabani ile serbest R-modiildiir ki her 4 € A igin ¢, € PR, elemanm
AeA AeA

R, iginde kendisi 1 e esit ve diger biitlin elemanlar sifirdir.
{(1,0,0,.....)(0,1,0,0, .....)(0,0,1,0, ... ....), e eu. ... gibi}
i) S R-modiil, S serbest R-modiildiir & S, (i) deki tiirden bir R-modiile izomorftur.

S(s2) sea tabanina sahip ise S = @R, ki R; = R dir. Burada Rs; = R dir. Boylece

AeA
Rs); = R/(O:S/‘l) = R dir.

f:R - Rs;

155, olmak tizere R/(0:s3) =~ Rs; = Rs; =R

Boylece S~ PR, dir.

AeA
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Onerme 2.4.4 F, (e;) ;e tabani ile bir serbest R-modiil olsun. S, serbest R-modiil ve
(s1)2ea S nin elemanlarmin bir ailesi olsun. O zaman VA1 € A igin f(ey) = s,

tanimiyla f: F = S Dbir R-modiil homomorfizmasi vardir.

Ispat

S, {s3}1ea tabanina sahip serbest R-modiil olsun. A = @ ise agiktir. Boylece

A+Q iseVAEe Al(;ln RS/'L =R ve v(r)L))LEA € (—D Rﬂ 1@11’1 f((r)l))lEA) = Z/lEArAS/l

AeA

tanimiyla f: @R, — S doniisiimiiyle f bir R-modiil homomorfizmasidir.
AeA

S, {s;: 1 € A} kiimesi tarafindan tiretildiginde f ortendir.

Onerme 2.4.5 S, R degismeli halkas1 iizerinde bir modiil olsun. O zaman F serbest
R-modiil olmak iizere f: F — S R-modiil epimorfizmasi vardir.
Ayrica S, sonlu eleman tarafindan iretilirse F, n sonlu tabana sahip bir serbest

R-modiildiir.

Sonu¢ 2.4.6 S = F/Cekf dir.

Onerme 2.4.7 0 #R degismeli halka, F sonlu taban ile serbest R-modiil olsun. O
zaman F icin her taban sonludur ve F i¢in iki tabanin elemanlar1 ayni sayiya sahiptir.
F i¢in bir taban i¢indeki elemanlarin sayisina F nin ranki denir ve rank(F) ile

gosterilir.

Onerme 2.4.8 R# 0 degismeli halka, F serbest R-modiil ve F sonlu iiretilmis olsun.

O zaman F ig¢in her taban sonludur.
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2.5 Projektif R-Modiiller

Tammm 2.5.1 X R-modiil ve g:4A - B o6rten R-modiil homomorfizmasi olsun.
Vf:X - B R-modiill homomorfizmasi i¢in h:X - A R-modill homomorfizmasi

varsa X R-modiiliine projektif R-modiil denir.

Teorem 2.5.2 Her serbest R-modiil projektiftir.

Onerme 2.5.3 X projektif R-modiil ve X = S @ T ise S projektif R-modiildiir.
Onerme 2.5.4 Projektif modiillerin direkt toplam1 projektiftir.

Teorem 2.5.5 X R-modiil, i: X — X i¢in asagidaki durumlar denktir.

1) X projektiftir.

ii) Her 0 — U — v —2x —50 kisa tam dizisi splittir.

i) X serbest R-modiillerinin direkt toplamina izomorftur.
iv) Her g:A - B epimorfizma i¢in g, = Hom(i,G): Hom(X,A) - Hom(X, B)
ayn1 zamanda bir epimorfizmadir.

V) Her 0 A ! B—2s¢ 0 kisa tam dizisi i¢in

f
0 —— Hom(X, A) —— Hom(X, B) —2— Hom(X, C) —— 0

dizisi ayn1 zamanda kisa tam dizidir.

Onerme 2.5.6 S R-modiil olsun. X projektif R-modiil olmak iizere

0 L x—25 0

kisa tam dizisi elde edilir.

Tamim 2.5.7 S € Sy nin projektif boyutu

pd(S) = pdg(S) = min{n: P"[S] = 0}
olarak tanimlanir. Eger boyle bir n yoksa pd(S) = oo dur. S bir projektif R-modiil
ise pdgr(S) =0 dir.
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Onerme 2.5.8 S € Sy ve n > 0 icin asagidaki durumlar denktir.
1) pdr(S) <n
2) Herhangi projektif ¢oziintirliigi
Py an—_iPn_z —iiiin.. ™ P — Py — 5 —0
icin Ceka,_, projektiftir.
(n=0 durumunda S nin projektif oldugu kolaylikla gosterilebilir.)

3) Bir sonlu projektif ¢oziiniirliigii vardir.

an n—1
0—P, —P,_1— e n.. P; Py S 0

pdz(S) = n dirancak ve ancak «, split degildir.

Tanim 2.5.9 R halkasinin global boyutu gl.dimR = sup{pdz(S):S € Sz} <

olarak tanimlanir.

Teorem 2.5.10 0 A B C 0 R modillerin tam dizi olsun.

Eger pd(A), pd(B), pd(C) nin ikisi sonlu ise tglinciisii de sonludur. Her bir
durumda

(L)pd(A) < pd(B) ise pd(C) = pd(B) dir.

(2)pd(A) > pd(B) ise pd(C) =pd(A) +1 dir.

(3)pd(A) = pd(B) ise pd(C) < pd(A) + 1 dir.

Sonuc¢ 2.5.11 0 A B C 0 R-modiillerin tam dizisi olsun.
pd(B) < max{pd(A),pd(C)} iken pd(C)=pd(A) + 1 esitligi vardir.

Sonu¢ 2.5.12 0=B,cB c....cB, =B B; modiiliiniin bir sonlu ayrigim1 olsun.

O zaman pd(B) < max{pd(B;;1/B;)} dir.

Onerme 2513 S=@;S; olsun. O zaman pd(S) = sup{pd(S;)} dir.
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BOLUM 3

Bu béliimde Evrensel Modiillerin tanimi, dzellikleri ve bazi sonuglar1 6rneklerle
birlikte Olgun N. [9] calismalarindan yararlanilarak verilmistir.

3.1 EVRENSEL MODULLER

Bu boéliimde ilk olarak diferansiyel operatorlerin tanimi, 6zellikleri ve bazi
sonuglar1 6rneklerle birlikte verilerek konuya baglangi¢ yapilacaktir.

3.1.1 DIFERANSIYEL OPERATOR MODULLERI
Bu caligmada R ile birim elemanli ve degismeli bir halkay1 gosterelim.

R karakteristigi 0 olan bir k cismi tiizerinde k-cebir ve M, N de R-modiil
olsun. Hom; (M, N) , meM ve r €R igin

rf:xm- rf(m)
Jr:m—fr(m)=f(rm)
tanimlar1 ile Hom, (M, N) {izerinde bir ikili R-modiil yapis1 kurulabilir.
fr(m)-rf(m)=[f, r](m)
olarak gosterelim. [f,r] eHom, (M, N) olur.

Tamm 3.1.1 Homz (M, N)=D3(M,N) = {f eHom, (M, N): [f,r] = 0 VreR} olarak
tanimlayalim. DZ~*(M, N) tanimlanmis olsun.

O zaman DE(M,N) = {f eHom, (M, N): [f r]eDE 1(M, N)VreR} ile tanimlanir ve
Dg(M,N) ye n inci dereceden diferansiyel operator modiilii denir.

Onerme 3.1.2 D}(M, N) modiili Hom,(M,N) nin bir alt R-modiiliidiir.
Bu tezde her sifirdan kiigiik n tamsayisi i¢in DF (M, N) = 0 olarak alacagiz.
Tanimdan dolay1

DR(M,M) = DR(M) = Endg(M)
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DS(R,M) = Homg(R,M) = M
D2(R,R) =R

Oldugu gortliir.

Onerme 3.1.3 Her n tamsayis1 icin DF(M,N)c DF*1(M,N) dir.
Diferansiyel operator modiiliiniin tanimina gore eger ;
feD3(M,N) = Homg(M, N) ise her r, eR ve her meM icin
[f,0](m) = f(rom) — 1of (M) = 1of (M) —1of (m) = 0 dur.,
Yani feD2(M,N) ise [f,1,] = 0

feDA(M,N) ise [[f, 1o, 7] = 0

Benzer sekilde devam edilirse

70,11y wor e, Ty €R icin fe Dg (M, N) ise [.....[[[f, ro]rl]] .....,rn] = 0 bulunur.

Bundan sonra [ [[[f, ro]rl]] .....,rn] Vi [f, 70,71 e ey Tn]  ile gbsterecegiz.

Tanim 3.1.4 M den N ye olan biitiin k-lineer diferansiyel operator uzayi

Dy (M,N) = U Dy (M, N)
n=0

Ile tanimlanur.

Simdi diferansiyel operator modiilleri ile ilgili 6rnekler verelim.
Ornek 3.1.5 R = k[x] olsun.

DR(R)~k[x]

Di(R) =< —,1>
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Ornek 3.1.6 R=K[x,y] olsun.

Di(R) =<1

DZ(R) =< 1,

2.
'

F
"y

@|Q) §’|%

o &
o’ ox?’

§>
xcy

Ornek 3.1.7 R=K[x4, ... ....., x;] polinomlar cebiri olsun. DA(R), bazt

) o & i
A

olan bir serbest R-modiildiir. Bunu gésterelim.

o &
D eDA(R) vel(:{l,a,%,...... =

D(x;™) = nx!*"'D(x;) dir. Boylece

< iDm—) X e xB) =0

Ve buradan da

(D = zn: D(x;) ﬁxi>
i=1 ‘

d )
}kumem olsun. O zaman 1=

I
—_
W
-
-0
=,
=

elde edilir. Boylece De<K> oldugu goriiliir. Bu kiime ayn1 zamanda lineer bagimsiz

oldugundan K kiimesi Di(R) nin bir bazidir.

Ornek 3.1.8 R=K[xy, ... ....., x;] polinomlar cebiri olsun.

a =§:R SR i,j=12..,5 icin

i

éi(xj) o;,j olsun. (5 Kronecker deltaSl)xﬁ = xﬂl,

|a|'inci dereceden & = &1, ......, & kismi tiirevi

17
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B s
FP)={G-a”
0, ;diger yerlerde

b= a

R’nin |a|'inci dereceden diferansiyel operatoridir.

Tanmim 3.1.9 End, (M) nin bir k — alt cebiri olan Dy (M,M) ye M {lizerinde
diferansiyel operatorler halkasi denir ve Dy (M) ile gosterilir.

Onerme 3.1.10 f € D¥(M,N) ve g € DI*(N,K) ise gf € DF**"(M,K) dir.

R, k-cebir ve R&,R de R halkasimin yine kendisiyle olan tensor ¢arpimini
gostersin. 7,715,855 €R olmak tzere

(Zriéaksi) eréaksj =anj®ksisj

i j i.j
Carpimiyla R&,R birim elemanl degismeli bir halkadir.
Herrs e R, feHom,(M,N) ve meM i¢in
(r&s).frm - rf(sm)
Olarak tanimlanirsa , Hom, (M, N) fizerinde R &), R-modiil yapisi kurulabilir.
0: R&R = R ¢arpim donlisimi
z 1; &s; — Z 7;S;
i i

Ile tanimlansin. Bu déniisiim hem halka hem de R-modiil homomorfizmasi ve ayni
zamanda Ortendir.

[=Cekf olmak lizere
0—I—R&R—R—0

R-modiil homomorfizmalarinin bir tam dizisi elde edilir.

Lemma 3.1.11 l ideali {1&r —r&®1|r € R} kiimesi tarafindan tretilir.
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Onerme 3.1.12 M, N R-modiil ve f € Hom, (M, N) olsun. O zaman her

r€R veherm €M igin

[f,r1(m) = (1&r —re)f(m)

esitligi vardir.

Yukaridaki tanimlarda I ideali R&,R nin bir ideali idi. O zaman I™*! deR®,R nin
bir ideali olup

{H(l@n - Tl’@l)lri € R}

1=0

kiimesi tarafindan tretilir.

(1&r; — 1) = (=DM (o)
L_O[ Tg{z TYIT

0,1,..,n}

Formiilii ile verilir. Bu formiilde T* T nin {0,1, ....., n} kiimesine gore tiimleyenini ,
rr =[lxerme yt ve |T| de T nin eleman sayisini gosteriyor. 75 =1 olarak
almacaktir.

Onerme 3.1.13 M, N R-modiill ve f € Hom,(M,N) olsun. O zaman f, n-inci
dereceden diferansiyel operatordiir < I"*1f = 0 dur.

Sonu¢ 3.1.14 f € Dg(M,N) olsun.

f(roﬁ -----Tnm) = ZTg{O,l,....,n}vellel(_1)|T|_1TT f(TT'm) dir.

3.2 EVRENSEL DIiFERANSIYEL MODULLERI

Bu boliimde , verilen herhangi bir M R-modiil iizerinde evrensel modiiliin
nasil tanimlandig1 gosterilecek. Evrensel modiillerin o6zellikleri, bazi 6rnekler ve
diferansiyel modiillerle arasindaki bagintilar verilecek.

M, R-modiil ve r®s € R&R ,r'®me R&OM igin (r&s)(r'®@m)=rr'&sm ile
R&,M iizerinde R&,R -modiil yapisi tanimlanabilir.
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p:M - R&M
m - u(m) =18m
Sag carpim doniisiimii ve

REM R&.M
: T e —
R T L (R M)
rédm - n(rédm) = rém

dogal doniistimii olsun.

R&M

Onerme 3.2.1 mu:M - (RO M)

nu(m) = 1®m bileskesi bir k-lineer doniisiimii olup n inci dereceden diferansiyel
operatordiir.

Tamm 3.2.2 M, N ve K R-modiil ve A,,: M - Nn inci dereceden diferansiyel
operatdr olsun. Herhangi bir n-inci dereceden f: M — K diferansiyel operatorii i¢in

M - K
Ayl 1,
a
N - K

diyagramin1 degismeli yapan aA,= f olacak sekilde bir tek a: N - K R-modiil
homomorfizmasi varsa o zaman A,:M — N diferansiyel operatdriine n-inci
dereceden evrensel diferansiyel operatorii denir.

Teorem 3.2.3 R k- cebir ve M, N R-modiil olsun. O zaman
Hom,(M,N) ~ Homgz(R&,M,N)

dir. Herhangi bir M R-modiilii tizerinde n-inci dereceden evrensel diferansiyel
operatoriin varligi asagidaki teoremde gosteriliyor.

. R&M
Teorem 3.2.4 mu:M — RO
mu(m) = 1&m

doniisiimii n-inci dereceden evrensel diferansiyel operatordiir.
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R&M
"1 (R® M)
modiilii denir ve J,(M) ile gosterilir. Burada M R-modiilii yerine R nin kendisi

R®R
alinirsa [, (R) = Infl

Tamm 3.2.5 modiiliine M tizerinde n inci dereceden evrensel diferansiyel

olur.

Herhangi bir M R-modiilii iizerinde n-inci dereceden evrensel diferansiyel
modiiliin tekligi asagidaki teoremde gosteriliyor.

Teorem 3.2.6 M R-modiil olsun. Eger J;,(M),M R —modiiliiniin bagka bir evrensel
diferansiyel modiilii ise o zaman J,,’(M) = J,(M) dir.

Simdi evrensel modiillerle ilgili baz1 6rnekler verelim.

Ornek 3.2.7 R=K[xy, ........,x;] polinomlar cebiri ve &,:R —J,(R) n inci
dereceden evrensel diferansiyel operatorii olsun. O zaman n inci dereceden evrensel
diferansiyel modiilii  J,,(R),

{6,(x%): x%=x,"1......... x:%,|la| < n}

baz kiimesi ile serbest bir R-modiildiir.

Ornek 3.2.8 K=k(xy, ... ....., x5) Cismi R=K[xy, ... ....., xs] nin kesir cismi olsun.
6n: K = J,(R) n-inci dereceden evrensel diferansiyel operatorii olmak tlizere

{6n(xﬁ): xﬁleﬁl ......... stS,|ﬁ| < n}

baz kiimesi ile n inci dereceden evrensel diferansiyel modili J,(K) bir K-vektor
uzayidir.

Teorem 3.2.9 M ve N R-modiil olsun. O zaman
Homg(J,,(M),N) =~ € Dg(M,N)

R-modiill homomorfizmasi vardir.

Sonu¢ 3.2.10 Homz(J,(R),R) = € DF(R) R-modiil homomorfizmasi vardir.

21



Teorem 3.2.11 M, R-modiil olsun. O zaman J,(M) = M &gJ,(R) dir.

3.3 Evrensel Tiirev Modiilleri

Bu béliimde tiirev modiilleri ve evrensel tiirev modiillerinin tanimi 6zellikleri
ve evrensel diferansiyel modiillerle olan baglantis1 ve bazi sonuglar verilecek.

Tamm 3.3.1 M, R-modiil olsun.
Derg(R,M) ={D € DE(R,M) : D(1) = 0}

kiimesine n inci dereceden tiirev modiili denir.

Teorem3.3.2 J,(R),n inci dereceden diferansiyel operatoriin evrensel modiilii
olsun.

o\

f
Jn(R) —— R

diyagrami degismelidir ve J,(R) = Cek f @ RA, (1) .

ispat

1z : R = R birim doniisim ve A,: R — J,(R) evrensel diferansiyel operator
olsun. J,(R) nin evrensellik 6zelliginden dolay1

1r
R — R

diyagrami degismeli yapan fA, = 1g  olacak sekilde bir tek f : J,(R) — R

R-modiil homomorfizmasi vardir. Bu homomorfizma 6rten olup fA, (1) = 1 dir.
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R projektif R- modiil oldugundan dolay1

R
g/ \1R
» R

diyagramini degismeli yapan g: R — J,(R) g(r) =rA, (1) olacak sekilde

> 0

Jn(R)

R-modiil homomorfizmasi tanimlanabilir.

x € J,(R)olsun.0 zaman x = (x — gf (x) + gf (x)) ve f(x — gf (x)) = 0 dur.
Boylece J,(R) = Cek f + RA, (1) dir.

Egerx =rA, (1) € Cek f NRA, (1) iseozaman 0= f (x) =rfA, (1) =rve
x = 0dw.Yani Cekf nRA, (1) dir.

Sonug olarak J,(R) = Cek f @ RA, (1) bulunur.

Onerme3.3.3 M, R-modil ve p: J,(R) - Cekf dogal izdiisiim doniisiimii
olsun.

(i) pA,, n-inci dereceden diferansiyel operatordiir ve pA, (1) = 0 dir.

(ii) D € Derg(R,M) ise o zaman

D
R— M

pAnl XlM
Cekf — .M

diyagramimi degismeli yapan bir tek a« : Cekf — M R-modiil homomorfizmasi
vardir.

Ispat
(A, € DE(R,Jo(R)) ve p € DR(J,(R),Cekf) olsun.
pA, € DR (R,Cekf) dir.

p homomorfizmasinin ¢ekirdegi RA, (1) olup pA, (1) =0 dur.
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(i)D € DF(R,M) olsun .J,(R) nin evrensellik 6zelliginden dolay1

BA, (1) = 0 olacak sekilde

R—— M

N b

Jo(R) —— M

diyagramimni degismeli yapan bir tek S:],(R) > M R-modil homomorfizmasi
vardir.

Sonug olarak

R—>M

N4\

Jn(R) — Cekf

diyagramimi degismeli yapan bir tek a : Cekf - M R —modiil homomorfizmasi
vardir.

Bundan sonra Cekf modiiliini Q,,(R) ile gosterecegiz.

Tanim3.3.4 Q,(R) modiiliine R nin n inci dereceden evrensel tiirev modiilii ve
pA, doniisiimiine de n-inci dereceden evrensel tiirev operatorii denir. Bdylece

Jn(R) i
Q,(R)®R = J(R)

seklinde iki modiiliin dik toplam1 olarak yazilabilecegini gdstermis olduk.
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BOLUM 4

4.1 SIMETRIK KUVVET MODULLERI

Bu bolimde R iizerinde verilen bir M modiiliiniin ikinci dereceden simetrik
kuvvet modiiliiniin tanim1 verilecek. Bu tanimdan yola ¢ikilarak simetrik tiirev tanimi
ve evrensel tiirev modiilleriyle iliskisi arastirilacak.

TANIMLAR VE EVRENSELLIK OZELLIiGi

M ,R modiil M @z M ise M nin kendisiyle olan tensor ¢arpimi ve K da x,y € M
icinx @ y —y @ x elemanlar: tarafindan tiretilen M @z M nin alt modiilii olsun.

S2(M) = (M @z M)/K

alalim.
Tamim 4.1.1 [9] S?(M) ye M nin ikinci dereceden simetrik kuvvet modiilii denir.

Lemma 4.1.2 [9] (Evrensellik Ozelligi) M , N R-modiil olsun. &:M x M ikili lineer
doniisiim olsun. O zaman asagidaki diyagrami degismeli yapan fg=60 olacak sekilde
bir tek f:S2(M) > N R-modiil homomorfizmasi vardir.

0

MxXM —
g 1
sty T AN

Onerme 4.1.3 [9] T, R-cebir ve M de R-modiil olsun. O zaman S?(M) ®x T ile
S2(M @z T) izomorfiktir.

Onerme 4.1.4 [9] M ranki r olan serbest R-modiil ise 0 zaman S?(M) de rank1
(r +2— 1)
r—1
olan serbest R-modiildiir.
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Onerme 4.15 [99 M ve N R-modil olsun. O zaman S?(M +N) ile
S2(M) ®p S%(N) izomorfiktir.

Benzer sekilde verilen herhangi bir M R-modiilii i¢in n inci dereceden simetrik
kuvvet modiilii tanimlanabilir.

4.2 Simetrik Tiirev Operatorleri

Tamm 4.2.1 [6] R, k-cebir olsun. S2(Q,(R)) cebiri ¥,5; 5%(Q4(R)) tarafindan
iretilen Q4(R) iizerinde simetrik cebir olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan S (Ql (R))
den yine kendisi lizerine tanimlanan p doniisiimiine simetrik tiirev operatori denir.

i) 2 (57(0(R))) € 5741 (Q,(R))

ii) p birinci dereceden k lineer tiirev operatoriidiir.

i » nun R ye (R =5°Q,(R))) kisitlanis1 birinci dereceden evrensel tiirev
operatoridir.

Ornek 4.2.2 R=k|[x,y] polinomlar cebiri olsun.

Q;(R) evrensel tirev modiilii serbest R-modiil olup {dx, dy} baz kiimesi ile ranki
ikidir. S2(Q,(R)) de {dx ® dx,dx ® dy,dy ® dy} baz kiimesi ile ranki ii¢ olan
serbest R-modiildiir.

Q,(R) evrensel tiirev modiilii serbest R —modiil olup {dx,dy, dx?, dy?, dxy}
baz kiimesi ile ranki bestir. S2(Q,(R)) de {dx ® dx,dx ® dy,dy Q@ dy,dx ®
dx?,dx @ dy?, dx @ dxy,dy ® dx?,dy ® dy? dx ® dxy,dx?* @ dx?,dx* ®
dy?,dx? @ dxy,dy? ® dy?,dy?* ® dxy,dxy ® dxy} baz kiimesi ile ranki on bes
olan serbest R-modiildiir.

Teorem 4.2.3 [9] R lokal halka olsun. Q,,(R) serbest R-modiildiir ancak ve ancak
52(0,(R)) serbest R-modiildiir.

Ispat
=) Onerme 4.1.4 ten agiktir.

€)S2(Q,(R)) serbest R-modiil olsun. Q, R nin Kesir cismi olmak iizere
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S%(02,(R)) ® Q= 5%2(Q,(Q)) = S*(2,(R) ® Q) dir. Q,(Q) nun ranki s olmak
iizere S2(Q,(R)) ‘nunranki (3*1) dir.

s—1

Diger taraftan m, R nin maksimal ideali olmak tizere

Q,(R)
S2(Q, (R R/m = §%(—
(Q,(R)) ® R/m (mﬂn(R))
.. 2, W(R) : S+1\ 4 Qn(R) :
R/m vektér uzayidir. S G in boyutu ($*7) dir ancak ve ancak g Nin

boyutu s dir. Nakayama Lemmasindan €, (R) modiilii s tane eleman tarafindan
iiretilir. Boylece rank(, (Q)=p(Q,(R)) esit olup Q,(R) serbest R-modiildiir.

Teorem 4.2.4 [9] R afin tamlik bdlgesi olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
)R regiiler halkadir.
ii)Q, (R) projektif R-modiildiir.

iii)S2(Q, (R)) projektif R-modiildir.

.o .2
Onerme 4.2.5[9] 0 — J /].3 —Q,(R)— Q;(R)—0

2
Tam dizisi vardir ve S%(Q,(R)) ile J /].3 izomorfiktir.

Ispat
2
0— /3 — 0, —0,® —0

1®a-a®1DAQb-bR®1)
=1Q®ab—ab®1—-a(1®b—-»bHRX1)-b(1RQRa—-—a®1)

Oldugundan Dya.Dib,Dyab — aD,b — bD,a olarak ~ tanimlanirsa  istenen
izomorfizma bulunur.m

Teorem 4.2.6 [6] S(Q;(R)) nin simetrik tiirevlerinin varlig ile

0— 5%(Q,(R)) — 2,(R) — 0, (R) — 0
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Tam dizisinin split olmasi birbirine denktir.
Ispat

S(Q,(R))lzerinde simetrik tirev tanimlanmis olsun. D;{:R — Q;(R) ve
D:Q;(R) — S?(94(R)) birinci dereceden tiirev operatdrii olup bileskesini aldigimiz
zaman DD;: R - S2(Q,(R)) ikinci dereceden tiirev operatdrii olur. Q,(R) nin
evrensellik 6zelliginden dolayr asagidaki diyagrami degismeli yapan hD, = DD,
olacak sekilde bir tek h R-modiil homomorfizmasi vardir.

R P2 §2(0,(R))

> | !

h
Q,(R) —— S*(Q,(R))
h(Dzab - aDzb - sza) - thab - athb - thza
- D(Dlab) - aDle - bDDla

- D(ale + bDla) - aDle - bDDla

(aDD1b + D;bDa) + (bDD;a + D;aDb) —aDD;b — bDD,a
= 2D1aD1b
O halde h yerine %h alirsak istenen split 6zelligi saglanir.

Diger taraftan n: Q,(R) - S?(Q,(R)) split 6zelligini saglasi.

YabaDia, € Q;(R)alalm. 8  orten  oldugundan 6}, b,D, ay) = Yq baD1 g
olacak sekilde bir )., b,D, a, € Q,(R) vardir ve

N g beDs ag) = 0 dir.

Eger ., boD,a, =0 ise 0zaman

Yabe(1®ay—aa ®1) =Xaby ® ag —baa, @1 € J° dir.

Buradan
2(1 ® byay — byay ® 1) — a,(1 ® by — by @ 1)
=Z(1 ® byay — byay @ 1) — ay ® by + aghy @ 1

a
== ZDzba aa - aaDzba == 0
[24

bulunur.
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Sonu¢ olarak Y., b,D;a, € Q;(R) elemanim Y., D,b, a, —a,D,b, € Q,(R)
elemanina tasiyan bir k-lineer doniisiim vardir.

NXabeDrag) =0 oldugu igin Q,(R) L’ Q,(R) L’ 52(91 (R))
doniisiimlerinin ~ bileskesini  alirsak 5B = D:Q,(R) — S%(Q,(R)) ve
D}y b,D;a,) = Y4 Di1b,D; a, olup istenen simetrik tiirev operatorii bulunur. m

Onerme 4.2.7 [9] S(Q,(R)) iizerinde simetrik tiirevler var olsun. O zaman Q,(R)
projektif modiil ise Q4(R) de projektif modiildiir.

Ispat
Bir 6nceki 6nermeden dolayr S(;(R)) iizerinde simetrik tiirevlerin varhigi ile
0 - S2(Q1(R)) = Q,(R) » Q;(R) » 0

Tam dizisinin split olmasi birbirine denkti. O halde splitlik 6zelliginden dolay:
Q,(R) ile Q;(R)®S?(Q,(R)) birbirine izomorfiktir. Bu ise bize Q;(R) nin
projektif  oldugunu gosterir. Burada ayni zamanda S?(Q;(R)) de projektif
modildiir. m

Onerme 4.2.8 [9] R k-cebir ve S(Q;(R)) iizerinde simetrik tiirevler var olsun.
Q, (R) projektif modiildiir ancak ve ancak R regiilerdir.

Sonug 4.2.9 [9] S(Q,(R)) tizerinde simetrik tiirevler var olsun. Q;(R)’nin projektif
boyutu sonsuz ise Q,(R) nin projektif boyutu da sonsuzdur.

4.3 Yiiksek Mertebeden Simetrik Turevler

Lemma 4.3.1 [10] R, k-cebir olsun. S? (Qq (R)) cebiri ¥, 5057 (Qq (R)) tarafindan

tiretilen 4 (R) lizerinde simetrik cebir olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan S (Qq (R))

den yine kendisi lizerine tanimlanan p doniistimiine simetrik tiirev operatorii denir.

i)p (SW (Qq (R))) C s#+1 (Qq (R))
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i) p birinci dereceden k lineer tlirev operatoriidiir.

iii) p nun R ye(R=S° (Qq(R))) kisitlanigt birinci dereceden evrensel tiirev

operatoridiir.
Ornek 4.3.2 [10] R = k[x4, .. ... ... , Xs] boyutu s olan polinomlar cebiri olsun. O
zaman 0,(R) baz kiimesi { 8q(¥1'x o xl): i +ip+oeHig<Sq ) Ve

ranki (q : S) — 1 olan serbest bir R-modiildiir.
S2(224(R)) ise baz kiimesi

{ 6q(xi1 ....x;5)® 6q(xi1 e e X ) i +i, + +i;<q }

vet = (q : S) — 1 olmak iizere ranki (t +1

- 1) olan serbest bir R-moduldir.

Teorem 4.3.3 [10] R bir afin cebir olsun. O zaman her g= 0 i¢in R-modiillerin

0
0 —> Cek® — 2,,(R) — J;(24(R)) — EsCek® — 0 olur.
bir tam dizisi vardir.
Ispat

R bir k-cebir ve £,(R) de R’nin g-uncu mertebeden evrensel tiirev modiilii olsun.
Iq (.Qq (R)) , Bg:024(R) — 4 (.Qq (R)) diferansiyel operatoriiile 2, (R) lizerinde
g-uncu mertebeden evrensel diferansiyel modiiliidiir.

2,4(R) ’nin evrensellik 6zelliginden dolayr asagidaki diyagrami degismeli
yapan 66,, = A;6, olacak sekilde tekbir 6:42,,(R) —>]q(.(2q(R)) R-modiil

homomorfizmasi vardir.

R 6—> .Qq (R)
L8, LA,
)
2q(R) —> ]q(ﬂq(R))

Homolojik 6zellikler kullanilirsa istenen tam dizi elde edilir.
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Lemma 4.3.4 [10] R degismeli bir k-cebiri olsun. O halde S?(R);

d5: R — 02,(R) evrensel tiireviyle R nin tiirevlerinin bir evrensel modiiltidiir. O
halde;

Dy:02,(R) - 52(-(22 (R)) ,D,(X a;0,(by)) =Y d,(a;) Vo, (b;) dontisimii a;, b; € R
iken 02, (R) de 2. dereceden diferansiyel operatordiir.

ispat
8
R®,R-S? (.(22 (R)) K-lineer doniistimii olarak tanimlansin.

§(Xa; ® b;) = ¥ 0,(a;) Vo, (b;)ve varsayalm ki

Zai@)biEl,zai’@)bj',Zai"@bj” €l
(R®kR3R,@(Zai®bj)=Zaibj I = Ker)
O halde ;% a;bj =Y a;'b;' =Y a;'b; =0

Ker® = j > R @, R SR 6,:R - 0,(R)
R@LR > S2(2,(R))

3
1/13

5(1%) =0

Za@b,Za’ ®b',za" b =Za"®b" =0
9,(ab) = ady(b) + bd,(a)=0

9,(a’b") = a'd,(b") + b'd,(a’)=0

9,(a’b") =a'd,(b") + b'9,(a")=0
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9 [(Z a®b) (z a ®b') (z a®b)| =49 (z (z (Z aa’a’ Vb'b")))
=> > > 8(aa'a’vob'n')
= > > > 0y(aaa’ Vo, (bb'h")
= > > Y [ads(a'a) + a'd,(aa’) + a9, (aa’) — aa'd,(a)
—aa'd,(a’) —a'a' d,(a)|V[pd,(b'b") + b'd,(bb") + b 0, (bb")
— bb'd,(b") — bb"0,(b") — b'b"0,(b)]
= ) aba, (¢’ Vo, (b'b") + ) ab’ 8,(’a’ WV, (bb") + ) ab"0,(a'a’)Va,(bb")

= > bl 9,( @’ WVa,(b") — ) abb’ 8,(a'a’)Va,(b")

=) ab'b'0,(a'a’ Vo, (b) + ) a'bd,(aa )Va,(b'D)

) a'b'0,(aa’ Vo, (bb") + ) a'b"0,(aa Vo, (bb")

=) @bl 9,(ad )Va,(b") = ) a'bb’ 8,(aa’ WV, (b")

- Z a'b’ b'9,(aa’)Vo,(b) + Z a'b d,(aa")Vo,(b'b")

+ z a'b' 3,(aa’)Va,(bb") + z a'b’ 8,(aa’)Va,(bb")

- Z a'bb’ 9,(aa’)Vo,(b") - Z a'bb" 8,(aa’ )V, (h")

- z a'b’ b9, (aa’ Vo, (b) — z aa'b d,(a"\Vo,(b'b")

_ z aa'b’ 0,(a")Va,(bb") — Z aa'b’ 0,(a" )V, (bb")

£ aabb'a,(a Vo, (b") + ) aa'bb'd,(a’)Va,(b)

+ 2 aa’ b'b"0,(a" )V, (b) — z aa'bd,(a")Va,(b'b")

- z aa'b’ 9,(a")Va,(bb") — Z aa'b’ 3,(a’)Va,(bb")

+ 2 ad'bb'd,(a”)Va,(b") + z aa'bb'd,(a)Va,(b")

+ z aa' b'b’8,(a’)Va,(b) — Z a'a’b d,(@)\Vo,(b'b")

- 2 a'a’b' 9,(a)Va,(bb") - z a'd'b’ 3,(a)Va,(bb")

+ Z a'a’bb'a,(a)Vo,(b") + Z a'd'bb'8,(a)Va,(b")

+ 2 a'd’ b'b'd,(a)Va,(b)
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=Y. ab’' d,(a’a")Va,(bb") + Y ab" 8,(a’a")Va,(bb") — X ab’ b'd,(a’a")Va,(b) +
Y a'bd,(aa )Va,(b'b") + X a'b" 8,(aa )Va,(bb") — X a’'bb" d,(aa’ )Va,(b") +
S a'bdy(aa’)Vo,(b'b") + X a'b' 9,(aa’)Vdy(bb") — 5 a’bb’ 3,(aa’)Vo,(b") -
Yaa'b 9,(a")Vo,(bb") — ¥ aa'b’' 8,(a’)Vo,(bb") — Y a’'a'bd,(a)Vo,(b'b")
= > aab'bo,(aWa,(b") + ) aa'b'b’ 3,(a’)Va,(b)

+ Z aa’b'b 8,(a’)Vo,(b") + Z aa’b'b" 3,(a")Vo,(b)

) aab'bo,(a)Vo,(b) + ) aa'b'h’ 0,(a IV, (b)

+ ) ad’bh"0,(a V(b)) + ) ad'b'h’ 9,(@)Va(b)

_ Z aa'b'b’ 3,(a Vo, (b) — Z aa'b'b’ 8,(a")va,(b)

) aa'b'h3,(a")vay(b) + ) aa'h’h d,(a")va,(b")

+ Z d'a'b'h d,(a)vay(b") + Z a'a'bb’ 3,(a)va,(b")

+ z aa'b’b 9,(a’)va,(b") + z aa’b'b’ 9,(a")va,(b)

+ z a'a'bb’ 3,(a)vd,(b') + z a'a'b'b’ ,(a)v,(b)

- Z aa'b"b 3,(a’)vd,(b') — Z a'a'bb’ 8,(a)vd,(b")

+ z aa'b'b 9,(a’)vdy(b") + z a'a'b'b 9,(@)vay(b")

+ Z aa'bb’ 8,(a’)va,(b') + Z a'a'bb’ 3,(a)vd,(b")

+ Z aa'b'b 9, (a")vdy(b") + z aa’'b'b’ 3,(a’)va,(b)

+ z d'a'b'b ,(a)vay(b") + Z a'a'b'b’ 8,(a)vd,(b)

- 2 aa'b'b 3,(a)va,(b") - z a'a'b'b 3y(a)vd,(b")

- 2 aa'b"b 3, (a’)va,(b') z aa'b'b’" 3, (a’)va,(b)

- z aa'b'b 3,(a")vd,(b") — Z aa'b'b’ 8,(a")va,(b)

- 2 a'a'b'b 3y (a)vd,(b") - z a'a'bb’ 8,(a)vd,(b") = 0
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Ornek 4.3.5 R =k[x,y] polinomlar cebiri ve | da f= y2 —x3 elemam tarafindan
tiretilen R nin bir ideali olsun. S = R/ I alalim. S afin tamlik bolgesi olup boyutu 1 dir.

2,(5) = F/ N
F baz1 {e; = 0,(y),e; = 0;(x)} kiimesi olan serbest S-modiil ve

N,F nina = 2ye; — 3x2e, eleman tarafindan iiretilen alt modiilii olsun.

Buradan S%(2,(R)) = SZF/5N Oyle ki S*F = R(e;Ve,) @ R(e;Ve;) @ R(e;Ve,)
serbest modiil olup ve

6y = R(aVe,) @ R(aVe,) e

aVe; = 3x%e,Ve,=2ye,Ve, — 3x%e; Ve,

avez = 2y61Vez=2y81Vez — 3x282Vez
2 _R ~11(01(R))/
S%(2,(R)) = /yR + 2R = Ime  olur.

2,R) =F /  Oyle ki F serbest R-modiil ve bazi

{0,(x),0,(y), 0, (xy), 0,(x?),d,(y?)} ile birlikte N ,F nin alt modiilii olsun. Ve
N,(R) = F/N F ,{e;, e, e3, ey, €5} ile birlikte serbest R — modiil olsun.

N F nin alt modiilii sunlar tarafindan iiretilmis olsun;

x= es — 3xe, + 3x%e;

B = xes — 6x%e, + 2ye; + 7x3e, — 2xye,

¥y = —3xye, + 3yes — 3x%e; + 6x%ye; — y2e, yani;

o= 0,(y?) — 3x0,(x?) + 3x20,(x)

B = x0,(y?) — 6x%0,(x?) + 2y0,(xy) + 7x°0,(x) — 2xyd,(y)

¥ = 3y0,(y?) — 3xyd,(x*) — 3x20,(xy) + 6x%yd,(x) — y?0,(y)

0,R) =F/y rank0,(R)=2 N=R.+Rg+R,

F = (az (X), a2 (Y), a2 (xJ’), a2 (xZ))

J1(922(R))=RA, (92 (x)) + RA; (92(¥)) + R (x05(x) )+ RAL (x0,(y)) +
RA, (xaz (xz)) + RA, (xaz (xy)) + RAl(yaz (x))+ RAl(yaz (y)) +
RA1(yaz(x2)) + RA1(J’62 (XJ’))
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S? (-Qz (R)) =
< 0,(0)V0,(¥), 2 (X)V, (xy), 82 (x)V, (x?), 0, (x)V0,(x), 8, (Y)VI, ()

,0,(YIVO,(xy), 0,(y)VO, (x?),0, (xy)Va,(xy), 0,(xy)Vo, (x2),0,(x*)VI, (x?) >

ve sunlarla birlikte

o Va,(x) BV, (x) YVo,(x)
o<V, () BV, (y) YVa, (y)
o Vo, (xy) BV, (xy) YV, (xy)
o« V,(x?) BV, (x?) yYVo,(x?)

o Va5 (x) = 3,(y2)V,(x) — 3x0, (x2)VD,(x) + 3x28,(x)Vd,(x)
o V() = 0,(Y2IVE,(y) — 3x0,(x2)Vd,(y) + 3x20,(x)Va, (y)
o Vi, (xy) = 0,(y2)Vd,(xy) — 3x0,(x*)Vd,(xy) + 3x20,(x)Va, (xy)
o Va, (x2) = 0,(y2)Va, (x2) — 320, (x2)V, (x2) + 3x20,(x)V, (x2)

BV, (x) = x0,(y*)V0,(x) — 6x%0,(x*)V0,(x) + 2y, (xy)Vo,(x)
+ 70, (x)V0,(x) — 2xy0,(y)VI,(x)

BV, (y) = x0,(y*)V0,(y) — 6x20,(x*)V0,(y) + 2y0,(xy)Va,(y)
+70;(x)V,(y) — 2xy0,(y)V0,(y)

BV, (xy) = x0,(y*I)VO,(xy) — 6x%0,(x*)V0,(xy) + 2y0,(xy)Vo,(xy)
+ 70, (x)VO,(xy) — 2xy0,(y)V,(xy)

BV, (x?) = X0, (yZ)V(')Z (x?) — 6x2(')2 (xz)Vaz(xz) + Zyaz(xy)Vaz(xz)
+ 70, (x)V0,(x?) — 2xy0, (y)V,(x?)

YV0,(x) = 3y0,(y*)Va,(x) — 3xyd,(x*)VI, (x) — 3x20,(xy)Vd,(x)
+ 6x2y0,(x)V0,(x) — y?0,(y)V0,(x)

YV, (y) = 3y0,(y*)VO,(y) — 3xyd,(x*)Va,(y) — 3x20,(xy)Vi,(y)
+ 6x2y62 (x)Vo,(y) — yzaz (Y)Vo,(y)

YV, (xy) = 3yd,(y*)Va,(xy) — 3xy0,(x*)V0,(xy) — 3x?0,(xy)Vd,(xy)
+ 6x%y0,(x)V0,(xy) — y?0,(y)Vo,(xy)

YV, (x?) = 3y0,(y*)V, (x?) — 3xy0, (x*)V0, (x?) — 3x20, (xy)V, (x?)
+ 6x2y0,(x)V0,(x?) — y28,(y)V, (x?)

d,(f) = az(yz) - 3x02(x2) + 3x262(x) =0

0, (xf) = x0,(y?) — 6x20,(x?) + 2y0,(xy) + 7x0,(x) — 2xy0,(y) = 0
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0,(yf) = =3xy0,(x?) + 3y0,(y?) — 3x20,(xy) + 6x%yd,(x) — y?0,(y) =0
J1(22(R))=RA,(9,(x)) + RA,(9,(»)) + R

_ A1(62 (x)), A1(62 (}’)), Ay (xaz (x)), A1(9562 ()’)), Ay (xaz (xz)), A1(9“92 (xy)),
Ay (yaz (x)), Aq (yaz (}’))» A1(3’62 (xz)), A1()"32 (xy)), A1(62 (xy)), Al(az (xz))

]1(-(22 (R)): RA1(62 (x)) + RA1(62(J’)) + R, A1(xaz(x)) + RA1(xaz(3’)) +
RA1(3’62 (x)) + RA1(J’02(3’)) + RA1(J’62(XY)) + RAl(xaz(xz)) +
RA;(y9;(x?)) + RA;(0,(xy)) + RA1(0,(x2)) + RAL (0, (xy))

)

Ornek 4.3.6 R=K[x,y,z] polinomlar cebirive I da f = y? —xz elemam tarafindan
iiretilen R nin bir ideali olsun. S = R / ; alalim. S afin tamlik bolgesi olup boyutu 2
dir. 0,(8) =F/p

F bazi {e; = 0,(x),e, = 0,(y),e3 = 0,(2)} kiimesi olan serbest S modiil ve N de
a = 2ye, —ze; — xe; elemam tarafindan {retilen alt modiili olsun. Buradan

S (2,(R)) = SZF/()«N oyle ki S2F = R(e;Ve,Ves) serbest modiil olup ve

6y = R(aVe,) @ R(aVe,) @ R(aVes) olur.

aVe, = 2ye,Ve; — ze;Ve, — xesVey

aVe, = 2ye,Ve, —ze;Ve, — xe3Ve,

aVe; = 2ye,Ve; — ze;Ves — xe3Ves

0:(f) = 0;(y? — xz) = 2y9,(y) — 29, (x) — x9;(z) olup 2,(S) = F/N dir.

rank;(S) = 2 oldugu igin rankN = rankF — rank,(S) =3 — 2 = 1 olur.
Buradan da 2, (S) igin serbest ¢oziinirlikk olup hd2,(S) < 1 bulunur.

0,(8):F = {az (xz), 0,(xz),0,(xy), 0, (ZZ)' 0;(yz), 0, (}’2), 02(x),0,(y), 0, (2)}
kiimesi olan serbest S-modiill ve N = {3,(f),d,(xf),d,(yf),d,(zf)} elemanlar
tarafindan uretilen F “nin bir alt moduli olsun. Buradan

d,(f) = 62(}’2) — 0,(x2)

0, (xf) = =20, (x?) + x0,(y*) + 2y0,(xy) — 2x0,(x2) + x20,(x) — 2xy0,(y)
+ x20,(2)

0,(yf) = 3y0,(y*) — z0,(xy) — y0,(xz) — x0,(yz) + yz0,(x) — 2x20,(y)
+ xy0,(z)
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0,(zf) = 20, (y?) — x0,(2%) — 220,(xz) + 2y0,(yz) — 220, (x) — 2yz0,(y)
+ xz0,(z)

J»(S) = F/N dir. Burada d,(f) = a, d,(xf) = B,8,(yf) =y, 9,(zf) = 0 alalim.
aVo,(x?)BV o, (x?)y Vv a,(x2)0 Vv d,(x?)
aV o,(xz)BV d,(xz)y V 0,(xz) 6 V 0,(xz)
aV d,(xy)B V 0, (xy)y v 0,(xy)6 v d,(xy)
aV o,(z>)BV 0,(z2)y Vv 0,(z2)0 v 3,(z2)
aVo,(yz)fVo,(yz)yV d,(yz)0 v d,(yz)
aVo,(x)BVad,(x)yVa,(x) 8V ad,(x)
aV o (y) BV o, (y)yVa.(y) 6Vd(y)
aVad,(z) BV O,(z)yVvad,(z) 6VaD,(z)

52(-(22 (R)) = (0, (x?) V 05(x2), 0, (x*) V 0, (xy), 0, (x*) V 0,(22), 0,(x%)
V 0,(yz),0,(x*) V 0,(x), 0;(x?) V 0, (y), 0, (x?) V 0,(2), 0, (x2)
V 0,(2%),0,(x2) V 0,(xy), 0, (x2) V 0,(y2), 0,(x2) V 0, (x), 0, (x2)
V 0,(y), 0,(x2) V 0,(2), 0, (xy) V 0,(2%), 0,(xy) V 0, (y2), 0, (xy)
V 0, (x)0;(xy) V 0, (), 0, (xy) V 0, (1), 0, (xy) V 0,(2), 0 (2%)
V 0,(yz2),0,(2*) V 0,(x), 0,(2%) V 0,(y), 02(2%) V 0,(2), 0, (yz)
V 0,(x),0,(xz) V 05(y), 0,(xz) V 0,(2), 0, (x) V 05(y), 3, (x)
V 03,(2),0,(y) V 3,(2))

@V 3,(x2) = 0,(y2) V 0, (x2) — 9,(x2) V 9, (x2)
aV d,(xz) = 0,(y?) vV 0,(xz) — 0,(xz) V 0, (xz)
aV d,(xy) = 9,(y?) Vv d,(xy) — 9,(xz) V 0, (xy)
aV 0,(z?) = 0,(y?) vV 0,(z%) — 0,(xz) V 9,(z?)

aV d,(yz) = 0,(y?) vV 0,(yz) — 0,(xz) vV 0,(yz)
aV d,(x) = 0,(y?) vV o,(x) — 0,(x) Vv 3, (x)

a Vv 0,(y) = 0,(y*) V 0,(y) — 0, (x2) v 0,(y)

aV 8y(z) = 0;(y*) V 8,(2) — 0,(x2) v 0,(2)
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BV 0y(x?) = —20,(x*) V 0,(x*) + x0,(y*) V 0,(x*) + 2y0,(xy) V 0, (x?)
— 2x0,(xz) V 05 (x?) + x20,(x) V 0,(x?) — 2xy0,(y) V 0,(x?)
+ x20,(2) V 05(x?)

BV 0,(xz) = —z0,(x?) V 0,(xz) + x0,(y?) V 0,(xz) + 2y0,(xy) V 3, (xz)
— 2x0,(xz) V 05(xz) + xz0,(x) V 0,(xz) — 2xy0d,(y) V 0,(xz)
+ x20,(2) v 0,(x2)

BV 0y (xy) = —20,(x*) V 0, (xy) + x0,(y*) V 0, (xy) + 2y0,(xy) V 0, (xy)
— 2x0,(x2) V 0, (xy) + x20,(x) V 0, (xy) — 2xy0,(y) V 0, (xy)
+ x20,(2) V 0, (xy)

BV 0,(2%) = —20,(x*) V 0,(2%) + x0,(y?) V 0,(2%) + 2y0,(xy) V 0,(z?)
— 2x0,(x2) V 0,(2%) + x20,(x) V 0,(2%) — 2xyd,(y) V 0,(z?)
+ x20,(2) v 0,(z?)

BV 0,(yz) = —20,(x*) V 0,(yz) + x0,(y*) V 0, (yz) + 2yd,(xy) V 8,(yz)
—2x0,(x2) V 0,(yz) + x20,(x) V 0,(yz) — 2xy0,(y) V 0,(y2)
+ x20,(z) v 0,(yz)

BV 0y(x) = —z0,(x*) V 0,(x) + x0,(y*) V 0,(x) + 2y, (xy) V 9, (x)
— 2x0,(xz) V 05(x) + x20,(x) V 0, (x) — 2xy0d,(y) V 05(x)
+ x20,(2) vV 0,(x)

BV 0,(y) = —z0,(x*) V 0,(y) + x0,(y*) V 0,(y) + 2y0,(xy) V 0,(y)
— 2x0,(x2) V 0,(y) + x20,(x) V 9, (y) — 2xyd,(y) Vv 0,(y)
+ x20,(2) v 0, ()

BV 0,(2) = —20,(x?*) V 0,(2) + x0,(y*) V 0,(2) + 2y0,(xy) V 0,(2)
— 2x0,(xz) V 05(2) + x20,(x) V 05,(2) — 2xy0,(y) V 0,(2)
+ x20,(2) v 0,(2)

YV 0y(x?) = 3y0,(y?) V 0,(x*) — 20, (xy) V 0,(x*) — y09,(x2) V 3,(x?)
—x0,(yz) v az(xz) + yz0,(x) v az(xz) — 2xz0,(y) Vv az(xz)
+xy0,(2) V 0, (x*)

YV 0;(xz) = 3y0,(y*) V 0, (x2) — 20, (xy) V 05(x2) — y0,(x2) V 0,(xz)
—x0,(yz) V 0,(xz) + yz0,(x) V 0,(xz) — 2x20,(y) V 0,(xz)
+ xyd,(z) V 0,(x2)

YV 0;(xy) = 3y0,(y?) V 0, (xy) — 20, (xy) V 0, (xy) — y09,(xz) V 3, (xy)
— x0,(yz) V 05(xy) + yz0,(x) V 9,(xy) — 2x20,(y) V 05 (xy)
+ xy0,(z) V 0, (xy)
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YV 02(2%) = 3y0,(y*) V 0,(2%) — 20, (xy) V 0,(z*) — y0,(xz) vV 0,(z%)
—x0,(yz) v 0,(z%) + yz0y(x) v 0,(z%) — 2xz0,(y) v 0, (z%)
+ xy0,(2) v 0,(z*)

YV 0,(yz) = 3y0,(y*) V 0,(yz) — 20, (xy) V 0,(yz) — yd,(xz) V 0,(yz)
—x0,(y2) V 0,(yz) + yz0,(x) V 0,(yz) — 2x20,(y) V 9,(yz)
+ xy0,(2) v 0,(yz)

YV 0,(x) = 3y0,(y?*) V 0,(x) — 20, (xy) V 05 (x) — y9,(x2) V 0,(x) — x0,(yz)
Vd,(x) + yz0,(x) V 0,(x) — 2x20,(y) V 05(x) + xyd,(2) V 0,(x)

YV 0,(y) = 3y0,(y*) V 0,(y) — 20, (xy) V 0,(y) — y0,(x2) V 0,(y) — x0,(yz)
V 0,(y) +yz0,(x) V 0,(y) — 2x20,(y) V 0, (y) + xy0,(2) V 0,(y)

YV 0;(2) = 3y0,(y?) V 0,(2) — 20, (xy) V 0;(2) — y0,(x2) V 0,(2) — x0,(y2)
V 0,(z) + yz0,(x) vV 0,(z) — 2x20,(y) V 0,(2) + xy0,(z) V 0,(2)

OV 0,(x?) = z0,(y?) vV 0,(x2) — x0,(2%) V 0,(x?) — 220, (xz) V 05(x?)
+2y0,(yz) V 0,(x*) — 220, (x) V 0, (x?) — 2yz0,(y) V 9,(x*)
+ x20,(z) V 0,(x?)

OV 0,(xz) = z0,(y?) vV 0,(xz) — x0,(z%) V 0,(xz) — 220,(xz) V 0,(xz)
+ 2y0,(yz) V 8, (xz) — z20,(x) V 0,(xz) — 2yz0,(y) V 0,(xz)
+ x20,(z) V 0,(xz)

OV 0, (xy) = z0,(y*) V 0,(xy) — x0,(2%) V 0,(xy) — 220,(xz) V 3,(xy)

+2y0,(yz) V 0, (xy) — 2%0,(x) V 0, (xy) — 2yz0,(y) V 0,(xy)
+ x20,(z) V 0,(xy)

OV 0,(z2) = z0,(y?) V 0,(2%) — x0,(2%) V 0,(2%) — 220,(xz) V 0,(2?)
+2y0,(yz) v 0,(2%) — z%0,(x) V 0,(2%) — 2yz0,(y) v 09, (z%)
+ x20,(z) V 0,(z?)

OV 0;(yz) = 2z0,(y*) V 0,(yz) — x0,(2%) V 0,(yz) — 220, (xz) V 9,(yz)
+2y0,(y2) V 0,(yz) — 220, (x) V 0,(yz) — 2yz0,(y) V 0,(yz)
+ x20,(z) v 0,(yz)

OV 0,(x) =z0,(y?) vV 0,(x) — x0,(z2) vV 0,(x) — 220, (x2) V 3,(x) + 2y0,(yz)
V 0,(x) — 220,(x) v 0,(x) — 2yz0,(y) V 0,(x) + x20,(2) Vv 9,(x)

OV 0,(y) =20,(y*) V 0,(y) — x0,(2%) V 0,(y) — 220,(xz) V 0,(y) + 2y0,(yz)
V 0,(y) — 220, (x) V 0,(y) — 2y20,(y) V 0,(y) + x20,(2) V 0,(y)

OV 0,(2z) = z0,(y?) V 0,(2) — x0,(22) V 0,(2) — 220, (x2) V 0,(2) + 2yd,(yz)
V 0,(2) — z20,(x) V 0,(2) — 2yz0,(y) V 05(2) + x20,(2) V 9,(2)
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J1(22(R)) = RA,(8,(x)) + RA1(0,(3)) + RAL(92(2)) + R
=< £1(02()),01(8:(3)), 81(05(2)), A1 (%02 (x)), A1 (x0, (), A1 (x0,(2)),
Ay (x05(x?)), A (x85(22)), Ay (x02(xy)), Ay (%03 (v2) ), Ay (x84 (x2) ), Ay (¥, (),
01 (¥92(1)), 81 (¥92(2)), 81 (y02(x?)), A1 (¥92(22)), A1 (¥92 (x)), A1 (¥92 (v 2)),
Ay (y8,(x2)), A1(205(x)), A1 (202(3)), A1 (20,(2)), Ay (205 (x2)), A, (20,(22)),
Ay (20,(xy)), 01 (20,(y2)), Ay (20, (x2) ), A1 (02 (x2)), A1(02(22)), A1 (92 (xy)),
A (05(y2)), 81(02(x2)) >

J1(22(R)) = RA;1(02(x)) + RA;1 (0:()) + RA;(02(2)) + RA1 (x0,(x))
+ RA,(x05(y)) + RA, (x0,(2)) + RAL (x05(x?)) + R Ay (x0,(22))
+ RA; (x5 (xy)) + RA,(x8,(y2)) + RAL(x0,(x2)) + RAL(y9,(x))
+ RA; (y0,(3)) + RA; (y05(2)) + RA (y9,(x?)) + RA; (v0,(2%))
+ RAl(yaz (xy)) + RAl(yaz (yz)) + RAl(yaz (xz)) + RAl(Z(')z (x))
+ RA,(20,(y)) + RAL(20,(2)) + RA, (20, (x?)) + RAL(20,(2%))
+ RA1 (20, (xy)) + RA, (20,(y2)) + RA; (20, (x2)) + RA,(8,(x2))
+ RA,(85(z%) + RA(85(xy)) + RA,(85(y2)) + RAL(02(x2))
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BOLUM 5

SONUCLAR

Cebirsel kiimeler ve onlarin koordinat halkalar ile ilgili sonuglari ispatlamak
i¢in kullanilan yontemlerden birisi de evrensel diferansiyel operatorleri ¢alismaktir.
Bu sekilde cebirsel kiimelerle ilgili problemler modiil teorisine taginmis olur.

Bu tezde simetrik modiil kavrami ile ilgili temel tanim ve sonuglar verilerek
evrensel tirev modiillerinin simetrik kuvvet modiilleri incelenmis ve konu ile ilgili
bir takim Ornekler verilmistir. Evrensel modiiller konusu degismeli cebir alaninda
hala giincelligini korumakta olup matematikgiler tarafindan ¢alisilmaktadir.
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