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EVRENSEL MODULLERIN EKSTERIOR MODULLERI
BUDAK, Emine
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Tez Yoneticisi : Yrd. Dog. Dr. Necati OLGUN

Ocak 2014, 42 sayfa

Bu tezin amaci evrensel modiillerin bulunmasi ve bunlarla ilgili sonuglarin elde
edilmesidir. Bu yiizden 6ncelikle modiil tanimlari,diziler ve bazi dnemli teoremleri
verilmistir. Daha sonra evrensel modiillerin  baz1 teoremlerinden ¢ikan sonuglar

verilmigtir.

Tezde ilk olarak evrensel modiillerin eksterior modiillerinin anlasilabilmesi igin

bazi tanimlara yer verilmistir.
Ikinci olarak halka, evrensel modiiliin tanim ve dnemli teoremleri incelenmistir.

Daha sonra, evrensel modiillerin eksterior modiilleri ve 6zellikleri hakkinda genel

bilgiler verilip, bu konu ile ilgili yapilan ¢aligmalar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Modiil, Evrensel Modiil, Serbest Modiil, R-modiil, Projektif

Modiil, eksterior modiil.



ABSTRACT

EXTERIOR MODULES OF UNIVERSAL MODULES

BUDAK, Emine
M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Necati OLGUN
January 2014, 42 pages

The aim of this thesis, examine the symmetric derivation modules and with the help
of these to obtain the results of universal modules. For that reason first modules,
some definitions and important theorems of universal modules are given. After that
symmetric modules and some properties of symmetric modules are studied.

First of all in thesis, the importance and historical development of universal
modules are given.

Secondly modules and universal modules focuses on the basic definitions and
theorems.

Then some definitions and properties of symmetric modules are given and some
samples are axamined.

Finally, some results of symmetric modules are obtained

KeyWords: Module, R-module, Free Module Universal Module, Projective

Module, Exterior Module
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BOLUM 1
GIRIS
Evrensel Modiil, Klasik Cebir ve Sayilar Teorisi Bilim Dalinda Degigsmeli Cebir

alanindaki en 6nemli konulardan birisidir. Evrensel Modiiller ilk kez 1960 yilinda
Nakai Y. [1] tarafindan tanimlanmaistir.

Bir Cebirin Yiiksek Dereceden Diferansiyel Operatorlerinin Evrensel Modiilleri
ise ilk defa 1967 yilinda Osborn H. [2] tarafindan tanimlanmigstir. Daha sonra benzer
tanimlar 1969 yilinda yapilan Heyneman ve Sweedler'in [3] c¢alismalarinda
goriilmektedir. Bu konuda en kapsamli calisma ise 1970 yilinda Nakai Y.[4]
tarafindan yapilmstir.

Daha sonraki yillarda ise Yiiksek Dereceden Diferansiyel Operatorlerin
Evrensel Modiilleri ile ilgili galismalar1 Erdogan A. [5] 1993 yilinda yapmis oldugu
calismasinda gérmekteyiz.

Evrensel Tiirev Modiilleri ve Simetrik Tiirev tanimi ise ilk olarak 1968 yilinda
Osborn H. [6] tarafindan yapilmistir. Ayni konu {izerinde Wolmer Vasconcelos V.[7]
Heyneman ve Sweedler [8] gibi bir takim matematikgiler de ¢alismistir. Ve ayni
zamanda Evrensel Tiirev Modiilleri ve Simetrik Tirev ile ilgili ¢alismalar: Olgun N.
[9,10] ¢alismalarinda gérmekteyiz.

Bu tezde ilk olarak simetrik evrensel modiillerin tarihcesi modiillerin tizerinde
durulmustur. Bu tezin ikinci boliimiinde modiil, tamdizi, projektif modiiliin temel
tanim ve teoremleri verilmistir. Bazi teoremler tanimlari ile birlikte verilmistir.

Bu tezin {icilincii boliimiinde Evrensel Modiil tanimi ile bazi teoremleri
verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise modiillerin ikinci Eksterior kuvveti tanimlari verilip
bunlarla ilgili teoremlerden bahsedilmistir. Ayrica tiirevin evrensel modiiliiniin
eksterior denkligi ele alinmistir. Daha sonra ise evrensel modiiliin Eksterior modiilii
ile alakali agiklayici bilgilere yer verilmistir ve bir takim sonuglar elde edilmistir.



BOLUM 2

Bu boliimde Evrensel Modiiller ve Eksterior Tiireve temel olusturacak sekilde modiil

tanimlart ile bazi teoremler Sharp,R.Y. [11] kullanilarak verilmistir.

MODULLER

2.1 Modiiller

Tanim 2.1.1 R birim elemanli ve degigmeli bir halka, M degismeli bir grup olsun.

Asagidaki sartlar saglayan M <ye R-modiil denir.
RxM > M

(r,m)—>rm

) VreR ,ve mm'eM igin r(m+m")=rm+rm'’
i) vrreR,ve meM igin (r+rYm=rm+r'm
i) vrreR,vemeM igin (r.r)Ym=r(r'm)
iv) VmeM igin Im=m

Ornek 2.1.2

1- Her degismeli grup, tamsayilar halkasi lizerinde bir Z-modiil olarak diisiiniilebilir.

G degismeli grup olsun.

w:7ZxG—->G

(N,g) > u(Ng)=Ng=g+g+.... +0,0€G, neZ

modiil yapis1 vardir.



2- R degismeli halka, | <R glsun:
1) R nin kendisi R-modiildiir.
i) |, R-modiildiir.
iii) R/l boliim halkasi bir R-modiildiir.

RxR/l >R/

R-modiil yapis1 vardir.
(r,s+1)—>rs+l

3- R degismeli halka ve f:R—S halka homomorfizma yapisi ile S bir R cebir

olsun. O zaman S bir R-modildiir ve

RxS — S
(r,s) > f(r)s

yapisi kurulur.

4- R, S degismeli halka ve f:R-—>S halka homomorfizmasi olsun. Eger G, S-

modiil ise G ayni1 zamanda R-modiildiir.

RxG—->G
(r,g)—> f(r)g

2.2 Alt Modiiller

Tammm 2.2.1 M R-modil ve G M olsun. G R-modiil ise G ye M nin alt

modiilu denir.

Onerme 2.2.2 R degismeli halka ve G, M R-modiiliiniin bir altkiimesi olsun. O
zaman G, M nin alt modilidir < VvQ,,0,€G ve VreR i¢in 9,+0,€G ve

rgeG dir.



Tanim 2.2.3 R degismeli halka, M R-modiil, |, J <R ve IM, M nin alt modiilii

olsun.

IM, {I‘g i rel, ge M} kiimesi tarafindan tretilir. Asagidaki 6zelliklere sahiptir;

1) IM :{Zn:rigi rel, g, eM,nelN}

i=1
i) 1(IM)=(1J)M
iii) aeR i¢in (Ra)M nin yerine aM yazilr.

(RA)M ={am : meM}

Tamim 2.2.4 R degismeli halka, M R-modiil, G M nin bir alt modiilii ve J =M

olacak sekilde J = olsun.
(G:3)=(GRrJ)={ reR:VjelicinrjeG}

ideal olarak tanimlanir.

Eger N, J tarafindan iiretilen M nin alt modili ise (G:J)=(G:N) ‘dir.

meM igin (G:{m}) ‘nin yerine (G:m) yazilr.

Eger G=0 ise (OZJ)z{I‘eR:VjeJ icin I‘j:O} kiimesine J nin
sifirlayan1 denir ve Anng(J) ya da Ann(J) ile gosterilir. Ayn1 zamanda me M

icin m nin sifirlayan1 (0 : m) ile gosterilir.

Onerme 2.2.5 | <R degismeli haka olsun. | = Ann (R/1)=(0:;1+1)



Tanim 2.2.6 R degismeli halka, M R-modiil ve |, I < Ann(M) olacak sekilde R

nin ideali olsun. M iizerinde R/l modiil yapisi kuralim.

r,r'eR r+l=r+1 ve meM olsun. O zaman r-r'el < Ann(M) ve

boylece (r—r)m=0 ve rm=r'm olur.

R/IxM > M
Boylece /1> bir doniisiim tanimlanabilir.
(r+1,m)—rm

M iizerinde R-modiil ve R/l modiil yapilari asagidaki yolla yapilir.
Her reR, meM i¢in (r+1)m=rm
G modiili M °nin bir alt R-modiiliidiir < G M -nin bir alt R/l modiilidiir.

Tamim 2.2.7 R degismeli halka, M R-modiil ve G, M nin bir alt modiilii olsun. (G,

M toplamsal degismeli grubunun bir alt grubudur.) M/G={m+G :meM} bdlim

grubunu olusturabiliriz.
m+G=m+G<<m-m'eG

v mxeG icin (M+G)+(X+G)=(Mm+x)+G

RxM/G >M/G

M/G degismeli grubu bir R-modiildiir. Bu M
(r,m+G) »>rm+G

Boylece

R-modiile, M nin boliim modiilii denir ve M /G ile gosterilir.

Onerme 2.2.8 R degismeli halka, M R-modiil ve | <R olsun. O zaman

I < Ann (M/IM) ve M/IM , her reR ve meM igin (r+1)(m+IM)=rm+IM

ile R/l yapisina sahiptir. .



Onerme 2.2.9 R degismeli halka, M R-modiil ve G, M nin bir alt modiilii olsun.
i) G', M nin alt modiilii yani G'>G ise G'/G , M/G nin bir alt modiiludiir.

ii) M/G nin herhangi bir alt modiili G">G gibi M nin G" bir alt modiilii i¢in
G"/G seklindedir.

iif) G,G, G yiigeren M nin alt modiilleri
G, cG,=G/GcG, /G dir

Tamim 2.2.10 R degismeli halka, M R-modiil, me M i¢in rm=0 olacak sekilde

O#reR varsa m ye M nin torsion elemani denir.

r(M)={meM :0=reR icin rm=0}

Onerme 2.2.11 Eger R tamlik bolgesi ise (M), M nin bir R-alt modiiliidiir ve

(M) ye M R-modiiliiniin torsion modiilii denir.

Rxz(M)— (M)
(r,m)—>rm (r'(rm)=r(r'm)=0 r'eR)

Not 2.2.12 Eger R tamlik bolgesi degil ise (M) nin alt modiil olmas1 gerekmez.
Cilinkii

X, X, € 7(M)
X, +X, €t(M)
LX # X, =0 (rlrz)(x1 + Xz) =0

Ornek 2.2.13 23=0 R=Z, M(2)={0,2,4} z(M)={0,2,4}



b
R=Z, = X=M,(R) ={(: d} :a,b,c,deR}

2 0 30 50
AZ[O Oj, B:(O OJET(X) fakat A+B=(0 OJ$T(X)

Tanim 2.2.14

i) 7(M)=M ise M ye torsion modiil denir.

i) (M) =0 ise M ye torsion serbest modiil denir.

Onerme 2.2.15 R tamlik bdlgesi olsun.O zaman

1) 7(R)=0 dur.

2) R-modiil ve 7(X)=X ve M c X alt modiil ise 7(M)=M dur.
3) 7(X)=0ve M c X alt modiil ise 7(M)=0 dur.

4) 7(z(X)) =7(X).
2.3 R-Modiil Homomorfizmalari

Tammm 2.3.1 M,N R degismeli halkasi {izerinde modiiller olsun. f:M — N

doniigtimii
vVmm'eM igin f(m+m’)=~f(m)+ f(m’

v meM vereR igin f(rm)=rf(m)



sartlarin1 sagliyorsa bu doniisiime R-modiil homomorfizmasi denir. Z:M — N

dontigtimii her me M i¢in Z(m) =0, tanimlanarak bir R-modiil homomorfizmasidir

ve buna sifir homomorfizma denir ve 0 ile gosterilir.

Tanim 2.3.2 f:M — N birebir ve Orten bir modiil homomorfizmasi ise bu

homomorfizmaya bir izomorfizma denir ve M = N ile gosterilir.

Onerme 2.3.3 R degismeli halka M,N R-modiil ve f:M — N bir izomorfizma

olsun. O zaman f™:N —M de aym1 zamanda Dbir izomorfizmadir ve M =N ile

gosterilir.

M =M ise M nin kendi lizerine idy 6zdes dontistimdiir.

Onerme 2.3.4 f:M >N, g:N —G R-modiil homomorfizmalar1 ise gof de R-

modiil homomorfizmasidir.

f:M—>N, g:N—>G R-modil izomorfizmasi ise gof de R-modiil

izomorfizmasidir.

Tanmm 2.3.5 M R degismeli halkasi lizerinde modiil ve G, M nin alt modiilii
olsun. Her meM igin m— f(m)=m+G olarak tanimlanan f:M — M/G

dontigiimii dogal (kanonik) homomorfizma diye adlandirilir ve f ortendir.

Tanmim 2.3.6 R degismeli halka, M R-modiil olsun.

i) N R-modil ve f:M — N R-modiil homomorfizmasi1 ise f nin ¢ekirdegi

Cekf ={meM : f(m)=0,} ile gosterilir. Cekf, M nin bir alt modiilidir.



Cekf =0« f monomorfizmadir. f nin gorlintisi Imf ile gosterilir ve

f(M)={f(m) : meM} kiimesi N nin alt kiimesidir. In f N nin alt modiiliidiir.

i) f:M—>M/G, Cekf =G ve M/0=M dur..

iii) Hc M alt kiimesi M nin bir alt modiilidiir. < Cekf =H olacak sekilde

f :M — M' homomorfizmasi vardir .

(<3f:M — M ' homomorfizma Cekf = H dir.)

Teorem 2.3.7 R degismeli halka M,N R-modil ve f:M —>N R-modiil

homomorfizmasi olsun. O zaman ¥V meM igin f(m+Cekf)=f(m) olacak

sekilde f:M /Gekf — Im f izomorfizmasi vardir. (M/Cekf =Im f)

Teorem 2.3.8 R degismeli halka, M R-modiil, G,G' M nin G'>G olacak sekilde
alt modiilleri olsun. G'/G, M/G R -modiiliiniin bir alt modiiliidiir. O zaman burada

vV meM igin n(M+G)+G'/G)=m+G" tanimiyla

n:(M/G)/(G'/G) >(M/G)

izomorfizmasi vardir.

Teorem 2.3.9 R degismeli halka, M R-modiil, G,H M nin alt modiilleri olsun. O

zaman burada V g eG i¢in £(g+G(H)=g+H tanimiyla
&:G/(GNH) > (G+H)/H

izomorfizmasi vardir.



Tanmm 2.3.10 R degismeli halka, G,M,N R-modiller ve ¢g:G—>M ve

f:M —> N R-modil homomorfizmalari olsun.

G—2>M—">N
dizisinde Img =Cekf ise budiziye M R-modiillerin tam dizisi denir.

Genel olarak

n+l
—4 S5M_,—

n+l n+2 S

i— M~ M —2 M
dizisi her M de tam ise bu diziye R-modiillerin tam dizisi denir. Ornegin

Imd, =Cekd. ., iken

d (o I
M—l ! \Mn - >Mn+1

n

dizisi tamdir.

Onerme 2.3.111) 0——>M —" >N tamdir. < f, 1-1 dir.

2) M—5N——0 tamdir. < f ortendir.

3) NcM alt modiil ise O sN——>M —= >M/N >0 dizisi her zaman

tamdir.

Genel olarak 0—— K ——L—2>M >0 dizisi i¢in f birebir, g orten

ve Im f =Cekg ise bu diziye kisa tam dizi denir.

Tamm 2.3.12 R degismeli halka (M), , R-modiillerinin bog olmayan bir ailesi

olsun. l_IM/1 kartezyen c¢arpim kiimesi her (9,),..,(95) 4 EHMA,I’ € Rigin

AeA AeA

(gl)ﬂ.e/\ + (9;1),16/\ = (9,1 + g;l),ie/\

r(gl)leA = (rgﬂ)ieA

10



ile bir R-modiildiir. Bu R-modiile (M,),_, ailesinin ¢arpimi1 denir.

l_IM/1 ‘nin alt kiimesi (her A€ A i¢in g, €M, ile) (9,),., ailesini igerir ve

AeA

g, elemanlarinin sonlu sayidaki bilesenleri sifirdan farkli olma 6zelligiyle HM B
AeA

‘nin bir R-alt modiiliidir ve l@A M, ile gosterilir. Buna (M), , ailesinin direkt

toplamidir denir.

A =0ise ® M L Ve H M ;. her ikisi de sifir R-modiildiir.
A'eA’

A'en’

A sonlu ise g M, =HM1 elde ederiz.

AeA

Tamm 2.3.13 M, R degismeli halkasi iizerinde bir modiil olsun. (G,),.,, M nin

alt modiillerinin bos olmayan bir ailesi olsun. M :Z:Gi ise her bir meM
AeA

n

elemam  m=Y)"g, formunda ifade edilebilir ki burada {4,....,4,}, her
i=1

M, (G,),., alt modillerinin ailesinin direkt toplamidir ve her bir meM
elemani i¢in g, nin sonlu sayida elemani sifirdan farkli ve her A€ A igin g , €6,

m= Z g, formunda tek tiirlii yazilabilir ve bu M = i@ G, ile gosterilir.
AeA €A

Onerme 23.14 M, (G,),., alt modil ailesinin direkt toplamudir.

< ) D.G,=M ii)herbir veAicinG,[1D>.G, =0 elde edilir.

AeA AeA
Azv

11



Onerme 2.3.15 R degismeli halka (M,),_, R-modiillerinin bos olmayan bir ailesi
olsun. Herbir x e A igin
M;, ={ (9,) 101 EAC‘BAMA 19, =0her AeAile A= u igin } ile verilen A@AMA nin

alt kiimesi ile gosterilir. M,I, , ﬂ@ M, mn bir alt modiiltidiir.
eA

Tanim 2.3.16 (M,),., R degismeli halkasi iizerinde modiillerin bos olmayan bir

ailesi ve 1 e A olsun.

M=®M, kimesinden M, izerine P, :M—>M, doniistimii  her
AeA

(9,) 20 €M igin P,((9,),.,) = 9, tamimiyla kanonik izdiisiim doniistiimiidiir.

M, den M =l€%\M,1 igine ¢,:M, > M doniisiimii her A€ A igin g, =0 ile
A#p Ve VieM, q,=z i¢in q,(2)=(9,),., tammiyla kanonik orten

doniisimdiir.

Her iki P, ve g, R-modiil homomorfizmasidir. P, bir epimorfizma ve g, bir

monomorfizmadir.
i) p,oq,= Idm
if) Her v e A ile v # u i¢in p,o0q, =0

iii) A sonluiken > p,oq, =1d, dir.

AeA

12



Onerme 2.3.17 M,M,,...,M_ (ki burada neN ile n>2 ) Rdegismeli halkasi

uzerinde modiiller olsun.

D>
<
5
<
£

0 >M, —

Il
JUN
Il
N

dizisi bir tam dizidir ki burada ¢, kanonik o6rten ve her (m,....,m

P ((m,....m))=(m,,...,m )ile P kanonik izdiisiimdiir .

Tanim 2.3.18 R degismeli halka ve L,M,N R-modiil,

0—sL—"5SsM—9 5N——0

R modiil homomorfizmalarinin kisa tam dizisi olsun. Bu diziye Im f =Cekg, M

nin bir direkt toplami oluyorsa bu diziye split denir. Yani;

< M =Cekg ®G olacak sekilde M nin bir G alt modiilii vardr.

Onerme 2.3.19

i) O >H >M >M/H >0 kisa tam dizidir.

i) 0 >M, >M, &M, >M, >0 split kisa tam dizidir.

Dizi splittir

Onerme 2.3.20 R degismeli halka ve 0——L——>M —%

dizi olsun. Bu dizi splittir <<h:N —M ve e:M — L olacak sekilde
eof =1d, goh=1d,, eoh =0, foe+hog =1d,,

R-modil homomorfizmalar: vardir.
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2.4 Serbest R-Modiiller

Tamm 2.4.1 R degismeli halka, M {m, : 1€ A} tarafindan iiretilen bir R-modiil

olsun. Her meM ve m=>rm, olarak r,eR, m eM ile tek tirli
AeA

yazilabiliyorsa (M,),_,, M icin bir tabandir ve M , bir tabana sahip oldugundan bir

serbest R-moduldur.

R nin kendisi 1; eleman: tarafindan bir tabana sahip oldugundan bir

serbest R-modiildiir. Sifir R-modiilii tabani bos kiime olan bir serbest R-modiildiir.

Onerme 2.4.2 R degismeli halka, M R-modiil {M, : AeA} M nin bir ailesi

olsun. O zaman {M/1 :/16/\}, Z:Rm/1 icin bir tabandir << V AeA igin

AeA

Zrymy =0=r,=0 d.
A

Onerme 2.4.3 R degismeli halka olsun.

I)(R,),.a, her €A i¢in R, =R ile R-modiillerinin bir ailesi olsun. O zaman @ R,
eA

, (e,),., tabam ile serbest R-modiildiir ki her e A igin e, € @ R, elemanm1 R
2] den H € T M

icinde kendisi 1 ‘e esit ve diger biitiin elemanlar1 sifirdr.

{(10,0.....)(0,1,0,0,....)(0,0,1,0,.....)  cccccrcc gibi}
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i) M R-modiil, M serbest R-modiildiir < M, (i) deki tiirden bir R-modiile

izomorftur. M (m,),_, tabanma sahip ise DR, ki R, =R‘dir. Burada Rm, =R

dir.Béylece Rm, =R/(0:m,) =R dir.

f:R—>Rm,

olmak iizere R/(0:m, )= Rm, = Rm, =R
15m, uz /( 1) 2 i

Boylece M = @ R, d.

AeA

Onerme 2.4.4 F, {ei } en tabani ile bir serbest R-modiil olsun. M , serbest R-modiil

ve {m,} 2en M nin elemanlarimin bir ailesi olsun. O zaman VAe A igin f(e,)=m,

tanimiyla f : F — M bir R-modiil homomorfizmasi vardir .

fspat : M, {ml} ., tabanina sahip serbest R-modiil olsun. A=9 ise agiktr.

Boylece A=Q ise VAeA Rm, =R, V(rﬂ)leAel@)/\Rl i¢in f((rl)leA)=Zrﬂml

AeA

tanimiyla f :1@A R, > M doniisiimiiyle f bir R-modiil homomorfizmasidir. M ,

{m, : AeA} kiimesi tarafindan iiretildiginde f ortendir.

Onerme 2.4.5 M, R degismeli halkas: {izerinde bir modiil olsun. O zaman F

serbest R-modiil olmak {izere f :F — M R-modiil epimorfizmasi vardir.

Ayrica M, n sonlu eleman tarafindan iretilirse F, n sonlu tabana sahip bir

serbest R-modiildiir .

Sonu¢ 2.4.6 M = F/Cekf “dir .
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Onerme 2.4.7 0% R degismeli halka, F sonlu taban ile serbest R-modiil olsun. O
zaman F ig¢in her taban sonludur ve F icin iki tabanin elemanlari ayni sayiya
sahiptir. F igin bir taban ig¢inde ki elemanlarin sayisina F nin ranki denir ve

rank(F) ile gosterilir .

Onerme 2.4.8 R#0 degismeli halka, F serbest R-modiil ve F sonlu iiretilmis

olsun. O zaman F i¢in her taban sonludur.

2.5 Projektif R-Modiiller

Tamm 2.5.1 X R-modiil ve g:A— B o6rten R-modiil homomorfizmasi olsun. ¥V
f : X - B R-modill homomorfizmasi i¢in h: X — A R-modiil homomorfizmasi

varsa X R-modiiliine projektif R-modiil denir.

Teorem 2.5.2 Her serbest R-modiil projektiftir.

Onerme 2.5.3 X projektif R-modiil ve X =M @ N ise M projektif R-modiildiir.

Onerme 2.5.4 Projektif modiillerin direkt toplam1 projektiftir.

Teorem 2.5.5 X R-modiil, i: X — X i¢in asagidaki durumlar denktir.

i) X projektiftir.

i) Her O sU— 5V 95X >0 kisa tam dizisi splittir.

Iii) X serbest R-modiillerinin direkt toplamina izomorftur.
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iv) Her g:A—B epimorfizma i¢in g, =Hom(i,g): Hom(X, A) > Hom(X, B)

ayni zamanda bir epimorfizmadir.

V) Her 0 A—5b—95C >0 kisa tam dizisi icin
0——Hom(X, A)—— Hom(X,B)——>Hom(X,C)——0 dizisi ayn1 zamanda

kisa tam dizidir.

Onerme 2.5.6 M R-modiil olsun. X projektif R-modiil olmak iizere

0 >L >X —4>M >0

kisa tam dizisi elde edilir.

Tanmm 2.5.7 M € M nin projektif boyutu
pd(M) = pd, (M) =min(n: P"[M]=0)

olarak tanmimlanir. Eger boyle bir n yoksa pd;(M) oo dur. M bir projektif R-

modiil ise pd;(M)=0 dir.

Onerme 2.5.8 M e M ve n>0 igin asagidaki durumlar denktir.
1) pd;(M)<n

2) Herhangi projektif ¢oziiniirliigi

Ceke, , in projektiftir.
(n=0 durumunda M nin projektif oldugu kolaylikla gdsterilebilir.)

3) Bir sonlu projektif ¢oziiniirliigi vardir.
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0 /Pn y \Pn_l n g > i, \P]_ ,PO )M \O

pd.(M)=n dirancak ve ancak «, split degildir.

Tanim 2.5.9 R halkasinin global boyutu
gl.dimR=sup{pd,(M):M eM_} <o

olarak tanimlanir.

Teorem 2.5.10 0 >A >B >C >0 R modiillerin tam dizi olsun. Eger
pd(A), pd(B), pd(C) ‘nin ikisi sonlu ise li¢iinciide sonludur. Her bir durumda

(1) pd(A)< pd(B) ise pd(C)=pd(B) dir.
(2) pd(A)> pd(B) ise pd(C)= pd(A)+1 dir.

(3) pd(A) = pd(B) ise pd(C)< pd(A)+1 dir.

Sonu¢ 2.5.11 O >A >B >C 0 R -modiillerin tam dizisi olsun.

pd(B) <max{pd(A), pd(C)} iken pd(C)= pd(A)+1 esitligi vardir.

Sonug 2.5.12 0=B, B, c...c B, =B B; modiiliiniin bir sonlu ayrigim1 olsun.

O zaman pd(B) <max{pd(B,,/B)} dir.

Onerme 2.5.13 M =®, M, olsun. O zaman pd(M) =sup{pd(M,)}
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BOLUM 3

Bu boliimde Evrensel Modiillerin tanimi, 6zellikleri ve bazi sonuglart 6rneklerle
birlikte Olgun N. [9] calismalarindan yararlanilarak verilmistir.

EVRENSEL MODULLER
3.1 Diferansiyel Operator Modiilleri

Bu boliimde ilk olarak diferansiyel operatorlerin tanimi, 6zellikleri ve bazi
sonuclar1  Orneklerle  birlikte  verilerek  konuya baglangic  yapilacaktir.
Bu calismada R ile birim elemanli ve degismeli bir halkayr gosterelim. R
karakteristigi O olan bir k cismi {izerinde k-cebir ve M, N de R modiil
olsun.Hom;(M,N) , meM ve r R igin

rf:m- rf(m)

from—fr(m)=f(rm)

tanimlar1 ile Hom, (M, N) {izerinde bir ikili R-modiil yapis1 kurulabilir.
fr(m)-rf(m)=[f, r](m)

olarak gosterelim. [f,r] eHom; (M, N) olur.

Tamm 3.1.1 Hom,(M,N)=D3(M,N) = {feHom;(M,N) : [fr] =0 VreR}
olarak tanimlayalim.

DE~1(M, N) tanimlanmis olsun.O zaman

DE(M,N) = {f eHom;(M,N) : [f,r]eDF"1(M,N) VreR} ile tanimlamir ve
Dg(M,N) ye ninci dereceden diferansiyel operatér modiilii denir.

Onerme 3.1.2 D} (M, N) modiilii Hom, (M, N) nin bir alt R-modiiliidiir.
Bu tezde her sifirdan kiigiik n tamsayisi i¢in D§ (M, N) = 0 olarak alacagiz.
Tanimdan dolayi D3(M,M) = D3(M) = Endz(M)
D2(R,M) = Homg(R, M)~M

DR(R,R)~R
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oldugu gortiliir.

Onerme3.1.3 Her n tamsayist icin  DR(M,N)cDRI(M,N)  dir.
Diferansiyel operatér modiiliiniin tanimina gore eger ;

feD3(M,N) = Homgx(M, N) ise her r, eR ve her meM igin

[f, r0l(m) = f(rom) — rof (M) = rof (M) —1pf (m) = 0 dur.

Yani feD3(M,N) ise [f,1,] = 0

feDA(M, N) ise [[f,rol, 11| =0

Benzer sekilde devam edilirse
70,11y wor e, Ty €Ri¢In feDR (M, N) ise [ [ [f, 70 rl]] ,rn] = 0 bulunur.
Bundan sonra [ [ [f, 7o rl]] ,rn]’yi [f, T0,T1) o ....,rn] ile gosterecegiz.

Tamm3.1.4 M den N ye olan biitiin k-lineer diferansiyel operator uzayi

D (M,N) = | | DR M)
n=0

[le tanimlanur.
Simdi diferansiyel operatdr modiilleri ile ilgili 6rnekler verelim.

Ornek 3.1.5 R = k[x] olsun.

DR(R)~k[x]

0
DA(R) =< 5,1 >

DZ(R) =< 2, ’ 1>

o’ o’
o & Gk
D}T;l(R) =<< 1,5,@, ,% >
Ornek 3.1.6 R=Kk[x,y] olsun.
o 0
1 — - -
Dgr(R) =< 1,@(,@/ >
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D2(R) =< 1.0 F o F 7
z(R) =< ;5;&2,5,@2,&@>

Ornek 3.1.7 R=K[xy, ... ....., x5] polinomlar cebiri olsun. DA (R), baz1
L0 7 o
A A

olan bir serbest R-modiildiir. Bunu gosterelim.

D eDi(R)veK = {1,@%,%, ,%} kiimesi olsun. O zaman i=1,....... ,S igin

D(x;™) = nx*"'D(x;) dir.Boylece

(D — 2i=1 D(x) éxi) (xiil x;s) =0

i

Ve buradan da

(D = Zn: D(x;) 0%)

elde edilir. Boylece D e<K> oldugu goriiliir. Bu kiime ayni zamanda lineer bagimsiz
oldugundan K kiimesi DA(R) nin bir bazidur.

Ornek 3.1.8 R=K[xy, ... ....., x5] polinomlar cebiri olsun. &, = §:R - R

i,j=12,...,s iginﬁi(xj) = 0;j olsun. (5i,j Kronecker delta51)

xB=xP .. xPseR  olmak iizere |al'incidereceden & =&, ..., 55

kismi tiirevi

B s
FF)=1B-a)”
0, ; diger yerlerde

b= a

R nin |a| inci dereceden diferansiyel operatoriidiir.

Tanim 3.1.9 End,(M)'nin bir k — alt cebiri olan Dy (M,M)'ye M {izerinde
diferansiyel operatorler halkasi denir ve Dy (M) ile gosterilir.

Onerme 3.1.10  fe D} (M, N) ve g€ DI*(N,K) ise gf € DI**™(M, K) dir.
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R k-cebir ve  R®,R de R halkasinin yine kendisiyle olan tensor ¢arpimini
gostersin.r;, 73,5, S; € R olmak tizere

(Z T'i@ksi) ZT}@]{SJ = ETiT}'@ksi Sj

i Ji ij
carpimiyla R&, R birim elemanli degismeli bir halkadir.
Herr,s e R, feHom;(M,N) ve meM igin
(régs).fim - rf(sm)
olarak tanimlanirsa , Homy, (M, N) iizerinde R &, R-modiil yapisi kurulabilir.
0: R&R — R ¢carpim doniisuimi
Z 1; &s; — z TiS;
i i

ile tanimlansin. Bu doniisiim hem halka hem de R-modiil homomorfizmas: ve ayni
zamanda Ortendir.

I=Cekf olmak lizere

0->I->R&R->R-0
R-modiil homomorfizmalarinin bir tam dizisi elde edilir.
Lemma3.1.11 lideali {1®r —r&l1|r € R} kiimesi tarafindan tiretilir.

Onerme 3.1.12 M, N R-modiil ve f € Hom,(M,N) olsun. O zaman her r €
R ve herm € M igin

[f,r1(m) = (1&r —r&)f(m)

esitligi vardir.

Yukaridaki tammlarda | ideali R&), R nin bir ideali idi. O zaman I"*! de R®,R nin
bir ideali olup

n
{n(l@n - rl-@l):ri €ER
i=0

kiimesi tarafindan tretilir.
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n

[ [a@i-ren=" > omeren,

i=0 TH0,1,....n}

formiilii ile verilir.Bu formiilde T’ T nin {0,1, .....,n} kiimesine gére tiimleyenini ,
rr =[lxerme Y1 ve |T| de T nin eleman sayisint gosteriyor. 75 =1 olarak
alinacaktir.

Onerme 3.1.13 M, N R-modiil ve f € Hom,(M,N) olsun.f, n-inci dereceden
diferansiyel operatordiir & I"*1f =0 dir.

Sonug¢ 3.1.14: f € DF(M,N) olsun.

ff(rory e lum) = 2Tg{0,1,....,n}ve|T|21(_1)|T|_1rTf(rT,m) dir.

3.2 EVRENSEL DIiFERANSIYEL MODULLERI

Bu boéliimde verilen herhangi bir M R-modiil iizerinde evrensel modiiliin nasil
tanimlandig1 gosterilecek. Evrensel modiillerin o6zellikleri, bazi Ornekler ve
diferansiyel modiillerle arasindaki bagintilar verilecek.

M, R-modiil ve r®SeR&,R, r'®meR&,M icin (r®s)(r'®@®m)=rr'®sm ile
R&,M iizerinde R& R — modiil yapisi tanimlanabilir.

wM > ROM
m - u(m) =18m

sag carpim doniisiimii ve

R&M

TI.'IR@kM ﬁw

rom - n(rédm) = rém

dogal doniistimii olsun.

R&M

Onerme 3.2.1: M - I REOM )

nu(m) = 1®m bileskesi bir k-lineer doniisiimii olup n-inci dereceden diferansiyel
operatordiir.

Tamm 3.2.2 M, N ve K R-modiil ve A,,: M - N n — inci dereceden diferansiyel
operatdr olsun. Herhangi bir n-inci dereceden f: M — K diferansiyel operatorii i¢in
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M - K
Al l1p

(24
N - K
diyagramini degismeli yapan aA,= f olacak sekilde bir tek a: N - K R — modiil

homomorfizmas1 varsa o zaman A,:M — N diferansiyel operatériine n-inci
dereceden evrensel diferansiyel operatorii denir.

Teorem 3.2.3 R k- cebir ve M, N R-modil olsun. O zaman
Homy(M,N) ~Homzr(R&®,M,N)

dir. Herhangi bir M R-modiilii {izerinde n-inci dereceden evrensel diferansiyel
operatoriin varligi asagidaki teoremde gosteriliyor.

Teorem 3.2.4

R®OM

ﬂM:M—)W

nu(m) = 1&m
dontisiimii n-inci dereceden evrensel diferansiyel operatordiir.
R&M

I"*L(RE&LM)
diferansiyel modiilii denir ve J,(M) ile gosterilir. Burada M R-modiilii yerine R nin

.. ROKR
kendisi alinirsa J,,(R) = = fl

Tanmm 3.2.5 modiliine M {izerinde n-inci dereceden evrensel

olur.

Herhangi bir M R-modiilii izerinde n-inci dereceden evrensel diferansiyel modiiliin
tekligi asagidaki teoremde gosteriliyor.

Teorem 3.2.6 M R-modiil olsun. Eger J;,(M), M R — modiiliiniin baska bir evrensel
diferansiyel modiilii ise o zaman J,,"(M)~/, (M) dir.

Simdi evrensel modiillerle ilgili baz1 6rnekler verelim.

Ornek 3.2.7 R=K[xy,........,xs] polinomlar cebiri ve &,:R - J,(R) n-inci
dereceden evrensel diferansiyel operatorii olsun. O zaman n-inci dereceden evrensel
diferansiyel modiilii J,,(R),

8 (x%) 1 x%=xt xS, Jo/<n}
baz kiimesi ile serbest bir R-modiildiir.

Ornek 3.2.8 K= k(xg, ... ....., x5) Cismi R= K[xy, ... ....., xs’nin kesir cismi olsun.
6n: K = J,(R) n-inci dereceden evrensel diferansiyel operatorii olmak {izere
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{8, (xP): xP=x,Pr........ xPBs, 1Bl <n}

baz kiimesi ile n-inci dereceden evrensel diferansiyel modiilii J,(K) bir K-vektor
uzayidir.

Teorem 3.2.9 M ve N R-modiil olsun. O zaman
Homg(J,(M),N) ~Dg (M, N)

R-modiil homomorfizmas1 vardir.

Sonug¢ 3.2.10

Homg(J,(R),R) ~Dg (R)

R-modiil homomorfizmasi1 vardir.

Teorem 3.2.11 M, R-modiil olsun. O zaman J,,(M)~M &gJ,,(R) dir.

3.3 Evrensel Tiirev Modiilleri

Bu boliimde tiirev modiilleri ve evrensel tiirev modiillerinin tanimi 6zellikleri ve
evrensel diferansiyel modiillerle olan baglantis1 ve bazi sonuglar verilecek.

Tanim 3.3.1 M, R-modil olsun.
Der}(R,M) ={D € Dg(R,M) : D(1) =0}
kiimesine n-inci dereceden tiirev modiilii denir.

Teorem3.3.2 J,(R) n-inci dereceden diferansiyel operatoriin evrensel modiilii
olsun. O zaman

f
Ja(R) — R
diyagrami degismelidir ve J,(R) = Cek f @ RA,, (1).

Ispat 1, :R —> R birim doniisim ve A,: R - J,(R) evrensel diferansiyel
operator olsun. [, (R) nin evrensellik 6zelliginden dolay1
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f
Ja(R) — R
diyagrami degismeli yapan fA, = 1g  olacak sekilde birtek f : J,(R) — R
R-modiil homomorfizmasi vardir.Bu homomorfizma 6rten olup fA, (1) = 1 dir.

R projektif R- modiil oldugundan dolay1

R
ﬁ \ 1
» R >

diyagramini degismeli yapan g: R = J,(R) g(r) =rA, (1) olacak sekilde
R-modiil homomorfizmasi tanimlanabilir.

0

Jn(R)

X € Jo(R) olsun.0 zaman x = (x — gf (x) + gf (x) ve f(x — gf (x) = 0 dir.
Boylece J,(R) = Cek f + RA, (1) dir.

Eger x =rA, (1) € Cek f NRA, (1) ise o zaman 0 = f (x) =rfA, (1) =
rve

x = 0diwr.Yani Cekf N RA, (1) dir.
Sonug olarak J,(R) = Cek f @ RA, (1) bulunur.

Onerme 3.3.3 M, R-modil ve p: J,(R)— Cekf dogal izdiisim doniisiimii
olsun.

(i) pA,, n-inci dereceden diferansiyel operatordiir ve pA, (1) = 0 dir.

(i) D € Derg(R,M) ise o zaman
D
R — M
pAn l l 1M
Cekf — M

Diyagramini degismeli yapan bir tek
a: Cekf — M R — modiul homomorfizmasi vardir.

Ispat (i) Ay € DE(RJ.(R)) ve p € DR(Jn(R),Cekf) olsun. pA, €
DI(R, Cekf) dir.
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p homomorfizmasinin ¢ekirdegi RA,, (1) olup pA,, (1) =0 dir.

(i) D € DE(R,M) olsun.J,(R) 'nin evrensellik ozelliginden dolayi
BA, (1) = 0 olacak sekilde

R — M

S

Ju(R) —— M

Diyagramini degismeli yapan bir tek S:/,(R) > M R-modil homomorfizmasi
vardir.Sonug olarak

Jn(R) —— Cekf

Diyagramini degismeli yapan bir tek a : Cekf — M R —modiil homomorfizmasi
vardir.

Bundan sonra Cekf modiilini Q,(R) .ile gosterecegiz.

Tanim3.3.4 Q,(R) modiiline R nin n-inci dereceden evrensel tirev modiili ve
pA, doniisimiine de n-inci dereceden evrensel tiirev operatorti denir. [, (R) i

Qn(R)®R = J,(R)

seklinde iki modiiliin dik toplami olarak yazilabilecegini gostermis olduk.
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BOLUM 4

MODULLERIN iKiNCi EKSTERIOR KUVVETI

4.1. Tammmlar ve Evrensel Ozellikler

Bu bolimde verilen temel tanim ve teoremler i¢in H.Osborn(1967) (Modules of
Diferentials)[5], N.Olgun(2005) (Sonlu iiretilmis cebirlerin evrensel diferansiyel
modiilleri)[4], 1.Kaplansky(1970) (Commutative rings)[2], kaynaklarindan
faydalanildu.

Tanmm 4.1.1 M, R ve N, R-modiilleri olsun. m € M i¢in ;
r((m,m)) =0iset:MXM->N
doniisiimii alterne bilineer doniistim denir.

M Qr M , M’nin kendisi ile tensor ¢arpimi olsun. N, m € M, m@®@m formunun
elemanlar tarafindan olusturulan M @z M nin bir alt modiilii olsun. Asagidaki
carpim modiiliinii diistinebiliriz:

._ M®M
NeM = MM/

Tamm 4.1.2 A?M modiiliine M nin ikinci eksterior kuvveti denir. Dolayisiyla
QMXM - MIJIM
Q(m,m) = m@m'

Ile tanimlanan kanonik déniisiim ve 7 : M®M — A2M doniisiimii dogal orten bir
dontisiim olup ® ve  nin bileskesi bilineer alterne doniisiimdiir ve A ile tanimlanir.

Lemma 4.1.3 (Evrensellik 6zelligi) N, R-modiil ve 7: M X M — N  bilineer
alterne doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki diyagrami saglayan

f: AN*M — N

R-modul homomorfizmasi vardir:
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MXM —— N
A\ /f
A*M

diyagrami degismeli yapan fA= 7 olacak sekilde tek bir f:A> M -» N R modiil
homomorfizmasi vardir.

Onerme 4.1.4 M, bazi {e;,e,, ...es} olan bir serbest R modiil ise 0 zaman A?> M
de ranki  (5) olan serbest R modildiir ve baz1  {e;Ae| 1<i<j<s}

kimesidir.
Onerme 4.1.5 S bir R-cebir ve M de bir R-modiil olsun. O zaman
(/\ZM) RS = /\2(M®RS) dir.

Not  Benzer sekilde herhangi bir M R-modiil igin A™ M ifadesi n-inci dereceden
eksterior kuvvet olarak tanimlanabilir.

Onerme 4.1.6 M bir R-modiil ve N, de M ’nin bir altmodiilii olsun. Ly
{mAn|lmeMve n€ N} ileiiretilen A2M ‘nin altmodiilii ise o zaman

NM/ = A2 (M/N)

izomorfizmasi vardir.

fspat «: M xM - A? (M/N) bilesik déniisiim olsun. w : M - M/N dogal
orten doniisiim oldugunda

(m,m) A
MXM——M/N X M/N —— A2 (M/N) olur.

O halde a bir bilineer alternatif doniisiimdiir. Sonug olarak A%M nin evrensellik
Ozelliginden dolayt fA=a olacak sekildeasagidaki diyagrami degismeli yapan
f: A2M - A%? (M/N) R-modiil homomorfizmasi vardir.

MxM —— A2 (M/N)

Buradan f(£y)=0 olup bu r; € R ve m;,m; € M igin

fCimmAm)) =f Qirm; Am]) =Y;r;m, A m] iletanimlanan
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f :N>M/Ly— A* (M/N)

dontisiimii vardir.

A
MxM—5 A2 M 2572 M/Ly  doniisiimlerinin bileskesi alterne bilineer
dontistimdiir.Burada p bir dogal doniisiimdiir. mE M ve n € N igin

pA(m,n) € Ly ise

Ly ye aitolannAm igin nAm+mAn =0 olup

buradan sunu gorebiliriz: f: M/N X M/N — A* M/Ly bilineer doniisiimii
B(m,m') =mAm iletammlanir. Benzer argiimentlerle S,

g:N2 (M/N) - A>M/Ly R modiil homomorfizmasi ile olusur dyleki asagidaki
diyagram sekline doniisiir:

M/N x M/N —— a2 M/L,,
A g
AX(M/N)

Boylece gf ve fg istendigi gibi birim doniisiimiidiir.

4.2. Evrensel Tiirev Modiillerinin Eksterior Kuvvetleri

R= k[xy, ...,xs] sonlu iiretilmis R-cebir ve F de fi, ..., f;, elemanlar tarafindan
iiretilen R nin bir ideali olsun. S=R /I polinom cebiri igin A% Q;(S) calisilacaktir.

Bu bolim boyunca R = k[xy,...,xs]iken R/I ile tamimlanan bir afin cebir
anlamia gelen S bir polinom cebiridir ve 1=(f;, ..., f,,) R’nin idealidir. Bu kismin
sonunda S nin A% Q,(S) tiirevinin evrensel modiiliiniin ikinci eksterior kuvvetine
calismis olacagiz. Simdi bir hatirlatma yapalim:

F |, baz1 {d;(x;),..,dy(x5)} verilen ranki s olan serbest S-modiili, ve N,
{d(f1), ...,d1(f,)} ile iiretilen F nin alt modiilii oldugunda

0 | > F » 2, () — 0

dizisi S-modiiliiniin tam dizisi olur. Burada d;:R — Q;(R) evrensel tiirevdir.

Onteorem 4.2.1 K bir degismeli k-cebiri olsun. Buradan Q;(K) |,
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A: K = Q4(K) evrensel tiireviyle K nin tiirevlerinin evrensel modiiliidiir. O halde
D: .Ql(K) % .Ql(K) , D (ZiaiAbi ) = ZiAal- AN Abl donusumu ai,bl- EK
oldugunda Q, (K) iizerinde 1. Mertebeden diferansiyel doniisiimdiir.

Ispat K bir k-cebiri, Q,(K) K mnn ikinci tiirevinin evrensel modiilii
olsun. ]1(91(1()) ifadesi A: Qi (K) - J1(Q.(K)) evrensel diferansiyel
operatoriiyle  Q;(K) lizerinde 1 * esit veya daha az mertebenin diferansiyel
operatoriiniin evrensel modiilii olsun. Burada A;d; ikinci dereceden diferansiyel
operator olup Q,(K) ‘nin evrensellik 6zelliginden asagidaki diyagrami degismeli
yapan 6 : Q(K) = J; (Q,(K)) K-modiil homomorfizmas1 vardir.

d
K ——— 0,(K)

d; A%}

0, (K) ————— 1 (2(K) )

D: Q,(K) »A? Q;(K) ifadesi dénteorem 4.2.1. deki gibi olsun. J;(Q;(K) ) nm
evrensellik ozelligi kullanilirsa o zaman asagidaki diyagrami degismeli yapan
¢ : J1(Q(K) )~ A*Q,(K) bir tek K-modiil homomorfizmasi vardir.

Q4 (K) — A% Q4 (K)

N,

J1(Q,(K))

Onerme 4.2.2 S, R/I ile belirlenen afin cebiri olsun.

9(di(x) A di(x)) =d;(x) Ady(x) ile tanimlanan g:A? (F/N) > A2 F /Ly

Doniistiimii bir S-modiil izomorfizmasidir. Burada
N F, {dy(x) A dl(xj)| 1 <i<j < s} baz ile serbest S-modiil (6nerme 4.1.3) ve

Lyde{d(fi) A d(x)|k=1,..,m,j=1,..,s} kiimesi ile iiretilen A> F nin bir

altmodiiliidiir.
Ispat Onerme 4.1.6 deki gibi Ispatlanr.
Onerme 423 S, R/I ile gosterilen afin cebir olsun. O zaman
0 @
0,() —— /1)) ———A2 () ————> 0
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dizisi S-modul tam dizisidir.

Onerme 4.2.4 K bir boyutlu lokal k-cebiri olsun. R bir regiiler halka olsun ancak
veancak ,(K) nin ikinci eksterior kuvveti sifirdir.

Ispat  Farz edelim ki K bir boyutlu regiiler lakal k-cebiri olsun. O halde ~ Q,(K)
ranki bir olan serbest K-modiil ve A% Q;(K) = 0 ‘dur.

Tersine diyelim ki A2Q,(K) =0. m de K nin maksimal ideali olsun. O halde
Onerme 4.1.4. ten A% (Q,(K)/m Q,(K)) = 0.

Q(K)/mQ;(K) , K/m ftzerinde vektor uzayidir, bu da Q;(K)/m Q,(K) =0
veya dimg /m, Qq(K)/mQ;(K) = 1 oldugunu gosterir. O halde
Ql(K)/mﬂl(K) = 0 dir.

Buradan Q, (K) =mQ; (K) olur ki bu da Nakayama’nin lemmasina gore geliskidir.
O halde Q,(K) = uQ,(K) rankini elde ederiz. Boylece Q,(K) ranki s olan serbest
K-modiil olup R regiilerdir.

Teorem 4.2.5 K bir boyutlu afin cebiri olsun. 8 : Q,(K) — J;(Q,(K)) daha 6nce
belirttigimiz gibi olsun. O halde K bir regular k-cebir olsun ancak ve ancak 8 bir
orten K-modiil homomorfizmadir.

Ispat  Eger K bir boyutlu regiiler halka ise 6 izomorfizma oldugunu biliyoruz.
Tersine 6 orten olsun. Tam dizilerden biliyoruzki A% Q,(K) =0 dir. m, K nin
maksimal ideali olsun. Onerme 4.1.4 ten A% Q,(K,,) = (4 (K)) ®kK,, = 0. Son
onermeden K, nin reguler oldugunu elde ederiz.

Onerme 4.2.6 K, s> 1 boyutlu tamlik bdlgesi olsun ve M de sonlu iiretilen K-
modiil olsun dyleki A2 M, ranki (s? —s)/2 olan projektif modiildiir. O halde, M
nin minimal {reteglerinin sayis1 olan u(M) , s ye esittir.

Ispat  Genelligi kaybetmeden K s boyutlu tamlik bélgesi oldugunu kabul edelim.
Boylece A2 M |, ranki (s? —s)/2 olan serbest K-modiiliidiir. m , K nin maksimal
ideali olsun. Buradan A2M Q®yxK/m , (s?>—s)/2 boyutunun K/m —vektor
uzayidir. Eger u(M) = t , t=s dir ancak ve ancak dimy ,, A*> (M/mM) = () = ().
Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.7 R, s> 1 boyutlu afin bélgesi olsun. A2 Q,(R) projektif R-modiil
ise R regiilerdir.

Ispat Q;(R) nin projektif oldugunu gostermek yeterlidir. Q;(R) nin ranki S
oldugundan son 6nermeden u(Q;(R) )=s olup istenen elde edilir.
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4.3.0rnekler
Bu boliimde konuyu agiklayici bazi 6rnekler verecegiz.

Ornek 4.3.1. R=k[x,y] polinomlar cebiri ve N de y? = x3 eleman tarafindan
tiretilen r nin bir ideali olsun. O halde  F bir {ey, e;} baziyla serbest R-modiil
oldugunda Q,(R) = F/N dir,ve N

a = 2ye; — 3x%e,
tarafindan uretilen F nin alt moduludur .

A2 F = R(e; A ey) bir serbest modiil odugundan A% Q,(R) = A2 F/Ly ve
Ly =R(aNey) +R(ane,)dir. Buradaa Ae; = 3x%e; Ae, ve ale, =
2ye; Ae,. Ohalde A2 Q(R) = R/(YR+x?R) = J,(2,(R))/Im6 bulunur.

Uyan : A% Q;(R) nin projektif boyutu sonsuzdur.

Ornek 4.3.3 :R =k[x,y] polinomlar cebiri velda f= y2 —x3 eleman tarafindan
tiretilen R nin bir ideali olsun. § = R/ ; alalim. S afin tamlik bélgesi olup boyutu 1 dir.

2 =F/y:
Fbaz1 {e; = 0,(y), e, = 0,(x)} kiimesi olan serbest S-modiil ve

N,F nin a = 2ye; — 3x?e, eleman tarafindan iiretilen alt modiilii olsun.

Buradan S2(2,(R)) =S°F /5, 9Yle ki S2F = R(e1Ae;) @ R(erAer) @ R(ezAe,)
serbest modiil olup ve

6y = R(ale,) @ R(ale,) e

ale; = 3x2e;Ne,=2ye;Ne; — 3x%e;N\e,

a’/\ez = Zyel/\ez=2y81/\ez - 3x282/\ez
2 ~ R ~]1(-(21(R))/
S%(2,(R)) = /yR + 2R = Ime olur.

N,(R) = F / n Oyle ki F serbest R-modiil ve bazi
{0,(x),0,(y), 8, (xy), 0, (x2),8,(y?)} ile birlikte N ,F nin alt modiilii olsun. Ve

N,(R) = F/N F ,{e;, e, e5, ey, €5} ile birlikte serbest R — modiil olsun.

33



N F nin alt modiilii sunlar tarafindan iiretilmis olsun;
a = e — 3xe, + 3x%e;
f = xes — 6x%e, + 2ye; + 7x3e, — 2xye,
¥y = —3xye, + 3yes — 3x%e; + 6x%ye; — yle,
a = 0,(y?) — 3x0,(x?) + 3x20,(x) yani;
B = x0,(y?%) — 6x20,(x2) + 2y0,(xy) + 7x30,(x) — 2xy0,(y)
y =3y0,(y%) — 3xy0,(x?) — 3x?0,(xy) + 6x2y0,(x) — y?0,(¥)
Q,(R)=F/N rankQ,(R) =2 N =R, + Rg*R,
F = (0;(x),0;(y), 02 (xy), 8, (x?))
]1(92(R)) = RA1(az(x)) + RA1(02(3’)) + RA1(xa2(x)) + RA1(xaz(Y)) +

RA, (xaz (x®) + RAl(xaz (xy) + RAl(yaz (x)) + RA,(v8,(y)) + RAL(yd, (xz))
+ RA1(yaz(x3’))

Az(-Qz(R)) =< () A 02(y), 02(x) A 02 (xy), 0,(x) A 05(x?),0,(x)
A 0,(x),0,(y) A 0x(y)

,0;(¥) A 05(xy), 0;(¥) A 05(x2), 02(xy) A B5(xy), 0, (xy) A 0, (x?), 02(x*) A
9,(x?) > ve sunlarla birlikte

oA 0, (x) B A 0d,(x) Y A 0y(x)
oA 9, () B A0 (y) Y A2 ()
A 9, (xy) B A 0z(xy) Y A0(xy)
A 35 (x?) B A d5(x?) Y A 05(x?)

XA 05 (x) = 0,(y2) A0, (x) — 3x0,(x%) A 05(x) + 3x20,(x) A 05 (x)

XA 0, (y) = 0,(¥%) A 0,(y) — 3x0,(x*) A0, (y) + 3x%0,(x) A 0,(y)
A 07 (xy) = 0,(y%) A 0, (xy) — 3x0,(x%) A 3,(xy) + 3x20,(x) A 0, (xy)
A 0,(x?) = 0,(y?) A 0, (x2) — 3x0,(x?) A9, (x?) + 3x20,(x) A 9,(x?)

B A0y (x) = x0,(y%) A 0y(x) — 6x%0,(x?) A 05(x) + 2y0,(xy) A 0,(x) + 70,(x)
A 05 (x) — 2xyd,(y) A 9, (x)
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B A0 (y) = x0,(y*) A0, (y) — 6x20,(x?) A 02(y) + 2y0,(xy) A 0, (y) + 70,(x)
A 0y(y) — 2xyd,(y) A9, (¥)

B A0y (xy) = x0,(y%) A0, (xy) — 6x%0,(x*) A0, (xy) + 2y0,(xy) A 9, (xy)
+ 70,(x) A 0x(xy) — 2xy0,(y) A 9,(xy)

B A 0,(x?) = x0,(y%) A 0,(x%) — 6x20,(x?) A 0,(x?) + 2y0,(xy) A 0, (x?)
+ 70,(x) A 0, (x?) — 2xy0,(y) A 0,(x?)

¥ A0y (x) = 3y0,(y?) A 0,(x) — 3xy0,(x?) A 0 (x) — 3x20,(xy) A 05(x)
+ 6x%y0,(x) A 0,(x) — y?0,(y) A 0, (x)

Y A0, (¥) = 3y0,(¥?) A0 (¥) — 3xy0,(x*) A 0,(y) — 3x%0,(xy) A 0,(y)
+ 6x2y0,(x) A0, (y) — y20,(y) A 0,(y)

Y A 02(xy) = 3y0,(y?) A 0y(xy) — 3xy0d,(x*) A 0, (xy) — 3x%0,(xy) A 3,(xy)
+ 6x2y0,(x) A 35 (xy) — y20,(y) A 05 (xy)

¥ A0 (x%) = 3yd,(y?) A 0, (x?) — 3xy0,(x?) A 0,(x*) — 3x20,(xy) A 0, (x?)
+ 6x%y0,(x) A 0,(x*) — y?0,(y) A 0,(x?)

0,(f) = 0,(y?) — 3x0,(x?) + 3x20,(x) =0

0, (xf) = x0,(y?) — 6x20,(x2) + 2y0,(xy) + 7x30,(x) — 2xyd,(y) = 0
0,(¥f) = =3xy8,(x?) + 3y0,(y?) — 3x%0,(xy) + 6x%yd,(x) — ¥*8,(y) = 0
J1(2;(R))=RA1(9,(x)) + RA,(8,(»)) + R

=<

Ay (62 (x)), Ay (az (3’))» Aq (xaz (x)), Aq (xaz (3’))' Ay (xaz (XZ))' Ay (xaz (xy)),
A, (yaz (x)), A, (yaz (3’))' A1()’(72 (xz))’ A1()’az (xY)) >

]1(-(22 (R)): RA, (32 (x)) + RA1(62(3’)) + R, Al(xaz(x)) + RAl(va(y)) +
RA1(3’62 (x)) + RA1(3’62(J’)) + RA1(3’62(XY)) + RA1(xa2(x2)) +
RA, (y(')z (xz)) + RAl((')Z (xy)) + RA, (0, (xz)) + RA; (%0, (xy))

Ohalde 8%(0;(R) =R/ o, o >

Ornek 4.3.4 R=K[x,y,z] polinomlar cebirive I da f = y? —xz elemam tarafindan
iiretilen R nin bir ideali olsun. S = R / ; alalm. S afin tamlik bélgesi olup boyutu 2

dir. ,(8) =F/p
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F baz1 {e; = 0;(x),e, = 3,(y),e5 = 8,(2)} kiimesi olan serbest S modiil ve N de
a = 2ye, —ze; — xe3 elemani tarafindan iiretilen alt modiili olsun. Buradan

S%(2,(R)) = SZF/(SN oyle ki S%F = R(e,Ve,Ves) serbest modiil olup ve
Sy = R(aley) @ R(ale,) @ R(ales) olur.

ale, = 2ye,N\e; — ze;\ey — xes/N\ey

ale, = 2ye,Ne, — zeqpe, — xez/\e;

ale; = 2ye,Ne; — ze;\es — xez/\e;

0,(f) = 0,(y* — xz) = 2y0,(y) — 20, (x) — x0,(2) olup 2,(S) = F/N dir.

rank;(S) = 2 oldugu i¢in rankN = rankF — rank,(S) =3 — 2 = 1 olur.
Buradan da 2, (S) igin serbest ¢oziiniirlik olup hd2,(S) < 1 bulunur.

“QZ (S) F = {62 (xz)l a2 (XZ), a2 (XY): a2 (Zz)' a2 (YZ)' a2 (}’2): a2 (X), a2 (:V)ﬁ a2 (Z)}
kiimesi olan serbest S-modiil ve N = {0,(f), 0,(xf), d,(vf),0,(zf)} elemanlar
tarafindan tretilen F “nin bir alt modili olsun. Buradan

0,(f) = az(yz) — 0,(x2)
0, (xf) = =20, (x?) + x0,(y?) + 2y0,(xy) — 2x0,(x2) + x20,(x) — 2xy0,(y)

+ x20,(2)

0,(yf) = 3y0,(y*) — 20, (xy) — y0,(xz) — x0,(yz) + yz0,(x) — 2x20,(y)
+ xyd,(2)

d,(zf) = 20,(y?) — x0,(2%) — 220,(x2) + 2y0,(yz) — 2%0,(x) — 2yz0,(y)
+ xz0,(z)

J2(S) = F/N dir. Burada 8,(f) = @, 8,(xf) = B8, 3,(yf) =y, d,(zf) = 6 alalim.
aNdy (x?)BAD, (x2)y Nd, (x2) BN, (x2)
a0, (xz) BND,(xz)y N0, (xz) OND,(x2)
a0, (xy)BNO, (xy)y N, (xy)O N, (xy)
alNd,(z2) BN, (22)y D, (22) 0N, (22)
al\d,(yz) BAD,(yz) Y35 (y2) 8D, (y2)
aNd, (X)BAD, (x) YA, (x) OAD,(x)
al\d;(y) BAO2(¥)yNd.(y) OA0,(y)
ald,(z) BAO,(z)yNd,(z) 6N, (2)
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532, (R))

= (0, (x*)N0,(x2), 0, (x*) N0, (xy), 0, (x*) N3, (2?), 0, (x*) N0, (y2),

02 (x*)N0,(x), 02 (x2) 0, (¥), 02 (x*)N0(2), 0, (x2) ND2 (27), 0, (x2) NO, (xy),

0, (x2)\0, (y2), 0, (x2) N3, (x), 0, (x2) N, (), 02 (x2)ND2 (2), D, (xy)ND, (22),

02 (xy) N2 (y2), 82 (xy) N0, (x) 02 (xy) N2 (), 02 (xy) A2 (), 02 (xy) N2 (2),
0,(2*)N0,(y2), 0,(2*) N0, (x), 0, (2*) N3, (¥), 0 (2*) N0, (2),

0,(¥2)N0,(x), 0,(xz)N0,(y), 0,(x2)0,(2), 02 (x)NI,(¥), 02(x)N3,(2), 0, (YIND,(2))

a3y (x?) = 0, (y?) N3, (x?) — 9, (x2) A3, (x2)
ahd,(xz) = 0, (y*)N3, (xz) — 8,(xz) N3, (xz)
ald,(xy) = 8, (y2)Nd, (xy) — 05(x2) A3, (xy)
ahd,(z%) = 3, (y2)N5(22) — 0,(x2) N3, (2%)
ald,(yz) = 0,(y*)AD,(y2) — 3,(x2)AD,(y2)
aNd,(x) = 0,(Y*)AD5(x) — 05 (x)AD(x)
al\dy(y) = 0;(y*IN0,(y) — 05 (x2) N3, (¥)
ald,(2) = 8,(y2)Nd;(2) — 3,(x2)AD,(2)

BN, (x?) = =20, (x*)N0,(x?) + x0,(¥*)N0,(x*) + 2y 0, (xy) N0, (x?)
— 2x0,(x2) N3, (x?) + x20,(x)N\F, (x2) — 2xy0,(y) NI, (x?)
+ x20,(2) N\, (x?)

BN, (xz) = —z0,(x*)N0,(x2) + x0,(Y2)ND,(xz) + 2y0,(xy) N\, (xZ)
— 2x0,(x2)N\0,(xz) + x20,(x)N0y(x2) — 2xy0, (y)ND,(x2)
+ x20,(2)N\,(xz)

BN, (xy) = —20,(x*)A3,(xy) + x0,(y*)N0, (xy) + 20, (xy) A0, (xy)
— 2x0,(x2) N0 (xy) + x20,(x)N\3,(xy) — 2xy0,(y)NI, (xy)
+ xz(')z (2)A\9,(xy)

BN, (2z?) = —20,(x*)N02(2%) + x0,(y*)NI,(2%) + 20, (xy) N, (2?)
— 2x0,(x2)\0,(2%) + x20,(x)N0,(2?) — 2xy0,(y)Nd,(2?)
+ x20,(2)N\9,(2?)

BAD,(yz) = —20,(x*IN0,(yz) + x0,(y*)N0,(yz) + 2y0,(xy) N0, (vz)
— 2x0,(x2)\0,(yz) + x20,(x)\3,(yz) — 2xy0,(y)N\I,(yz)
+ x20,(2)N\3,(yz)
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BN, (x) = —20,(x*)N0,(x) + x0;(y*) N3z (x) + 2y0,(xy) NI, (x)
— 2x0,(x2)N\05(x) + x20,(x)N\0,(x) — 2xy0,(y)N\I,(x)
+ x20,(2) N\, (x)

BN, (y) = —20,(x*)N3,(y) + x0,(y*)N0,(¥) + 2y, (xy) N0, (y)
— 2x0,(x2)N0,(y) + x20,(x)N\3,(y) — 2xy0,(y) N0, (¥)
+ x%0,(2)N\0, (y)

BN, (2) = —20,(x*)N02(2) + x0,(y*)N2(2) + 2y0,(xy) NI, (2)
— 2x0,(x2)N\0,(2) + x20,(x)N\0,(2) — 2xy0,(y)NO,(2)
+ x20,(2)N\0,(2)

YN0z (x?) = 3y0,(y*)N0,(x?) — 20, (xy) N0, (x*) — y3,(x2) N3, (x?)
— x0;(y2)N0, (x?) + yz0, ()N, (x?) — 2x20,(y) N0, (x?)
+ xy0,(2) A0, (x?)

YN, (xz) = 3y0,(y?)N,(x2) — 20, (xy) N\, (x2) — y0,(x2) N\, (x2)
— x0,(yz)N0,(xz) + yz0,(x)N0,(xz) — 2x20,(y)N\0,(x2)
+ xy0,(2)N\d,(xz)

YN0, (xy) = 3y, (y*)Nd,(xy) — 20, (xy) N0, (xy) — y0,(x2) N0, (xy)
— x0,(¥2)N\0,(xy) + yz0,(x) N0, (xy) — 2x20,(y) N\, (xy)
+ xy0,(2) N0, (xy)

YN0, (2%) = 3y0,(y*)N,(2%) — 20, (xy) N0, (2%) — y0,(x2) N, (2?)
- xaz(yz)/\az(zz) + yz0, (x)/\az(zz) — 2x20,(y)N\0, (Zz)
+ xy0,(2)\0,(z?)

YN0, (yz) = 3y0,(y*IN0,(yz) — 20, (xy) N0, (yz) — y0,(x2) N0, (yz)
— x0,(y2)N\0,(yz) + yz0,(x)N3,(yz) — 2x20,(y) N0, (yz)
+ xy0,(2)N\0,(yz)

yA9,(x) = 3y0, (yz)/\(')z(x) — 20, (xy)N0(x) — y0,(x2) N\, (x)
— x0,(y2)N0,(x) + ¥z, (x)N\9,(x) — 2x20,(y) N\, (x)
+ xy0,(z) N0, (x)

YN0, (¥) = 3y0,(y*)N0,(y) — 20, (xy)N\0,(y) — y0,(x2z) N3, (y)
— x0;(¥2)N0,(y) + ¥z, (x)NI,(y) — 2x20,(y)NI,(y)
+ xy0,(2)\0,(y)

YN0,(2) = 3y0,(y*)N0,(2) — 20, (xy) N, (2) — y0,(x2)\D,(2)
— x0,(yz)N\0,(2) + yz0,(x)N\05(z) — 2x20,(y)N\0,(2)
+ xyd,(z)N\d,(z)

38



0N, (x?) = 20,(Y*)ND,(x?) — x05(2*) N3, (x?) — 220, (x2) NI, (x?)
+ 2y0,(y2) N3, (x*) — 220, (x) N3, (x*) — 220, (y) N3, (x*)
+ x20,(2) N\, (x?)

OND,(xz) = z0,(y?)N0,(xz) — x0,(22)ND,(xz) — 220, (x2) D, (x2)
+ 2y0,(yz) N0, (xz) — z20,(x)N\0,(x2) — 2yz0,(y) N0, (x2)
+ xz0,(z)N\d,(xz)

ONO,(xy) = Zaz(yz)/\az (xy) — x0, (ZZ)/\az (xy) — 220, (xz) N9, (xy)
+ 2y0,(y2) N0, (xy) — 2%, (X) N0, (xy) — 2yz0,(y) N9, (xy)
+ x20,(z)\d,(xy)

OND,(z%) = 20, (Y*)ND,(2%) — x0,(22)N,(22) — 220,(x2) N, (2?)
+ 2y0,(yz)N05(2%) — 220, (x) N0, (2%) — 2y20,(y) NI, (z?)
+ x20,(2)\0,(z?)

N, (yz) = z0, (}’2)/\02(3’2) — X0, (ZZ)/\az(yZ) — 220, (x2)\0,(yz)
+2y0,(y2) N0, (yz) — 2%0,(x) N0, (yz) — 2y2z0, (y)N\0,(yz)
+ x20,(z)N\d,(yz)

OND,(x) = 20, (Y*)NO,(x) — x0,(22)ND, (x) — 220, (x2) N0, (x)
+ 2y0,(y2)N\0,(x) — 220, (x) N3, (x) — 2yz0, (y)N\D,(x)
+ x20,(z)N\d,(x)

N0, (y) = 20, (Y*IN0,(¥) — x0,(2*)N0, (y) — 220, (x2) N0, (y)
+ 2y0,(y2) N3, (y) — 2%0,(x)\3, (y) — 2yz0,(y)N\0,(y)
+ xz0,(z)N\d, (y)

OND,(2) = 20, (y*)N0,(2) — x0,(22)N0,(2) — 220, (x2) N0, (2)
+ 2y0,(y2) N0, (2) — 220, (x) N3, (2) — 220, (y)N\0,(2)
+ xz0,(2)\0,(z)

J1(2;(R)) = RA,(8,(x)) + RAL(0,(y)) + RA,(8,(2)) + R
=< 0,(0,(%)),0,(8,(1)), 81(02(2)), A1 (202 (x)), Ay (x0, (), Ay (x84 (2)),
Ay (x0,(x?)), A (x0,5(2%)), Ay (%02 (xy)), Ay (%05 (¥2) ), Ay (x84 (x2) ), Ay (¥, (),
21 (y02(1)), 81 (¥92(2)), 81 (y02(x2)), A1 (¥92(22)), A1 (¥92 (x) ), A1 (¥92 (v2)),
Ay (y8,(x2)), A1 (205(x)), A1 (202(1)), A1 (205(2)), Ay (20, (x2)), A, (20,(22)),
Ay (20,(xy)), A1 (20,(y2)), Ay (20,(x2) ), A1 (92 (%)), A1(82(22)), A1 (82 (xy)),

Al(az (}’Z))» A1(62 (xz)) >

39



J1(22(R)) = RA,(0,(x)) + RA1(0,()) + RA1(02(2)) + RA; (x0,(x))
+ RA;(x0;,(¥)) + RA;(x05(2)) + RAL (x05(x2)) + R Ay (x0,(2?))
+ RA;(x8,(xy)) + RA,(x8,(y2)) + RAL(x0,(x2)) + RAL(y9,(x))
+ RA; (y9,(y)) + RA; (y92(2)) + RA, (y0,(xD)) + RA (y0,(27))
+ RA, (v, (xy)) + RA, (y3,(y2)) + RAL (9, (x2)) + RA,(20,(x))
+ RA,(20,(¥)) + RAL(20,(2)) + RA,(20,(x?)) + RAL(20,(2%))
+ RA,(20,(xy)) + RA; (20, (y2)) + RA,(20,(x2)) + RA, (9, (x?))
+ RA,(85(z%) + RA,(85(xy)) + RA,(85(y2)) + RAL(02(x2))
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BOLUM 5

SONUCLAR

Cebirsel kiimeler ve onlarm koordinat halkalari ile ilgili sonuglar1 Ispatlamak
icin kullanilan yontemlerden birisi de evrensel diferansiyel operatorleri ¢alismaktir.
Bu sekilde cebirsel kiimelerle ilgili problemler modiil teorisine tasinmis olur.

Bu tezde eksterior modiil kavram ile ilgili temel tanim ve sonuglar verilerek
evrensel tiirev modiillerinin eksterior kuvvet modiilleri incelenmis ve konu ile ilgili
bir takim Ornekler verilmistir. Evrensel modiiller konusu degismeli cebir alaninda
hala giincelligini korumakta olup matematikgiler tarafindan ¢alisiimaktadir.
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