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OZET

NEWTONIAN OLMAYAN AKI SKANLAR ICIN BAZI MATEMAT IKSEL
PROBLEMLER

BAYAZIT, Yildirim
Yuksek Lisans tezi, Matematik Bolimu
Tez Yoneticisi: Prof.Dr. Fahir Talay AKYILDIZ

Temmuz 2014, 47 sayfa

Bu tez dort bolimden ofmaktadir.ilk bélimde énemli tanim ve teoremler,
kitlenin korunumu ve hareket denkleminin lineer neotam prensibi U¢ ana $iek
altinda incelenngtir.

Ikinci bolumde, problemin tanim ve ortak eksenlinsiirler arasindaki sarmal
akislar ve 6zelikleri incelenngtir.

Ucuncti  bolimde, problemin tam ¢6zumi ve kayma lgeleri
hesaplannstir.

Dordunci bolumde, problemin lineer olmayan denkkgsteminin analatik
¢6zUmuU ve zayif ¢cozamlerin ve benzgirirerildi.

Anahtar Kelimeler: Maxwell sivi, Sarmal aklari hiz alani, Zamana pla kayma
gerilmelerin Hankel dérgiimu



ABSTRACT

SOME MATHMETICAL PROBLEMS FOR NOT BELENG TO
NEWTONION FLOATING

BAYAZIT, Yildirm
M.Sc.Thesis, Math. Department
Adviser: Associate Professor Doctor Fahir Talay AK¥IZ

July 2014, 47 pages

This thesis has four sections. In the first section, It is examined important
definitions and theorens , equations of motion , conservaton of mass and. Linear
momantun.

In the second section , it is examined the problem definition and spirad flow
etween coaxial cylinders and their properties.

In the third section it is counted exact problem solution and calculation of the shear
stresses.

In the fourth section, it is given the analytical solution of the problem ofnan - linear
systems of equations and smilarity of weat solutions.

Keywords: Maxwell fluid, Helical flows Velocity field Time épendent shear
stresses Hankel transform
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SEMBOLLER L ISTES
LP(Q) Fonksiyonel uzay

llullpporxy Banach uzayi

H™(Q) Hilbert uzayi
Lp Normlu uzay
L{f(t)} Laplace dogimu

L7 Yf(q)} TersLaplace dongimii
H{f(r)} Sonlu Hankel dégimu

HYfn(k)} Ters sonlu Hankel dogiim

P Ygunluk

a Cismin ivmesi

A Esnetme zamani

A, Genigletme zamani

; Stres tensorinlin upper convected tlirevi
o Cauchy stres tensoru

[Vv] Hiz vektdrinun gradyanti

B, (rry,) Bessel fonksiyonlari

Jm(.),Y.m(.) mnin birinci ve ikinci tar Bessel fonksiyonlari
Il L? normu

Il lx X ile X' in dual uzayini

H! Hilbert uzaylari

{w;} Feadon Galerkin yajlal



BOLUM 1
GIRIS
Bu calsmada bir Maxwell akkan icin sarmal akimlar iki sonsuz koaksiyonel
dairesel iki silindir arasinda= 0* oldusu zamana ki olarak kayma ve burkulma
baslar. Bu olgan matematiksel modelin ¢6zUmu icin Sonlu Hankehi{gdmi
yardimiyla tam cozimler biangic sinirsartlarini sglar. Calsmada mixed non

homojensartlari ile uyumlu non lineer dalga denklem sistaimerinede Feado-
Galerkin metod kullanarak zayif cozumun varltekligi ispat edilmgtir.

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1.1X bir kime olmak UzereM de X ‘in alt kiimelerinin bir koleksiyonu
olsun ger

1—-—XeM
2—AeM => A eM

3—Egerd, e M,n=123,.., veeger A= U,_,;Apise A € M oluyor ise
M yeX in o cebiri adi verilir [1].

Eger M X in ¢ cebiri ise(X, M)’ ye 6lgulebilir uzay veM nin elemanlari d& ‘de
Olcilebilir kime denir.

Tanim 1.1.2 Q bir 6lcilebilir kime olmak Uzereger her reel r sayisi icin{x €
Q: f(x) > r}kimesi 6lgiulebilir is¢f: Q = R fonksiyonu ol¢ilebilirdir.

Q, R¥de bg olmayan olgulebilir kiime olmak tizerg: Q — R ile tanimli tim
integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi.! (@) ile gosterilir ve genel olarak

ffdu yerine ff yazilir.
Q

Tanim 113 peR ve 1<p<ow olsun ve f:Q - R;f Ol¢llebilir ve
|fIP € L*(Q) kiimesi, aagidaki norm ile birlikte

1/P
Il = f 0Py
Q

Olusturulan fonksiyonel uzay? (Q) ile gdsterilir.



Tanim 1.1.4Kabul edelim kim > 2 bir tam say! vep € [1, ) olsun ve timevarim
ile W™P(Q) kiimesini:

du
Wwme (Q) = {u € WMIP(Q): ~~ € WTIP(Q) Vi = 1,2,..,N}
i
Wwm™P(Q) ile gosterelim bu kiime alternatif olarak

WP (Q) = Ju € LP(Q)|

Va icin |a| < m,3g, € LP(Q) byle ki
Jo uD%p = (=D [ g, Vo € CF

Buradaki ,a = (ay,ay, ...,ay ) olupa; =0,

N

_ ap_ 0% ay =
la| = ) a; ,D%p = ve D%u = g, dir.

ag a an
axl axz axN

i=1
Bu takdirde W™P(Q) uzayi,
lullms = > ID%ull,

o<|alsm

Normu ile birlikte Banach uzayidir.[2] Ozel olarHK'(Q) = W™2(Q) ise; bu
uzay Hilbert uzay! adini alir, buradaki i¢ carpim

(u,v)ym = Z (D%*u, D%v),2 seklinde tanimlidir.
o<|alsm
Hatirlatma: Eger Q bélgesi yeterince dizgin VE = dQ sinirli ise W™P(Q)
Uzerindeki norm,
lully + > 1Dl
|a|l=m

Normuna denktir. Bu tezdeQ = (1,R) olup yeterince duzgin bdlgedir.
Yine wu:(0,T) — X (Banach Uzay!) Olculebilir reel dgerli fonksiyonlarin Banach
uzayll < p <o olmak tzerd?(0,T; X) ile gosterilir Buradaki norm

T Yo
llror = f @) <wi<p<o
0
ve
[l 2c0,7,x) = ess sup|lu(®)|lx,p = oo dir.
o<t<T

Tanim1.1.5 Bir V vektor uzay Gzerindeki ||x]|| ve ||x]|" normlari icin ger C ve D
pozitif reel sayilari igin



Cllxll < llxll” < Allx|l (D
oluyor ise bu iki norm denktir denir.

Tanim 1.1.6 Q , R™ Uzerinde bir alan veu(x), tUzerinde tanimli fonksiyon
1<p<wigin

flu(x)lpdx < oo
Q

dir.

1/p
luCllr = (flu(x)lpdx) <o
Q

Kosulunu sglayan buattn dlgulebilir R™ ‘deki fonksiyonlarin sinifi Lp(Q) ile
gosterilir gostermek mumkuindur KiP(2), ||lu(x)|l,r normuna gore bir Banach
uzaydir.

Tanim1.1.7 Matematiksel, bir adi veya kismi diferansiyel diemkin zayif yada
genellatiriimis ¢dzim 0yle bir fonksiyondur ki bu fonksiyonun tiesi olmaya
bilir fakat bu fonksiyon verilen diferansiyel ddeki 6zel tanimlanngi formda
salamalidir.

Simdi zayif ¢ozim kavraminisagidaki ornekte verelim.

Ornek 1.1.1Birinci dereceden dalga denklemi

6u+6u_0 )
ot  dx )

kismi turev buradau = u (t,x) iki bir fonksiyonudur gercek dgskenler. U
oldugunu varsayalim sirekli tirevlenebilir tizerinde @klizayindaR?: bir bu
denklem(2) carpma diizgin fonksiyorp bir kompakt desg@ ve integral ile elde
edilir.

j faug:x)fﬂ(t,x)dtdx+ f jaug;x)w(t,x)dtdx=0.

—00 —O00 —00 —00

kullanarak Fubini teoremi bir integrasyon dizehgem de dgisimi saslayan
parcalar ile integrasyoft ilk donem ve ikinci donem igir in) bu denklem olur.

a(pgt'x) dtdx + f f u(t.x) 9980 jrax = o )

f fu(t. X) . %

—00 —00 —00 —00



Biz u surekli turevlenebilir oldgu gibi denklem (2) sirece denklem(3) ile

gostermgtir.  Zayif bir ¢co6zim kavrami icin ¢6zim herhanginéllem (3) tahmin

fonksiyonlari u var olur ¢ ve bu nedenleU turevlenebilir ve olmayabilir, bu
denklem(1) yerine yoktur. Bu fonksiyon basit bir 6rnek(t,x) = |t — x| tim

t ve x. Denkleminin bir ¢c6zimiu (3) 'dir denklem(2) zayif bir ¢c6zim olarak
adlandirilr.

Tanim 1.1.8 (Laplace Dongimu) Kabul edelim kiu(x,t),a<x<b, t>0
aralginda tanimh herhangi fonksiyon olsun(x, t)'nin t degiskenine gére Laplace
dontsumu

L{u(x,t)} = u(x,s) = f e~ u(x,t)dt,Re S >0

0
Seklinde tanimlanir, buradalsi kompleks bir sayl olup dogiim desiskeni olarak

adlandirihr. Eer u(x,t)' t'ye gore ustel mertebeden fonksiyon ise kolayca
gosterilebiliriz kizi(x,s), Re S > ¢ yan duzlemde analitik fonksiyondur (Lokenath
Depnath, Nonlineer Partial Differantial Equantiono)

L7 Yu(x,s)} = u(x, t)

ile gosterilir ve
c+ioo
L7 Yu(x,s)} = ulx, t) = —f estu(x, s)ds, c>0
210 ) _ oo
Kompleks integral vasitasiyla tanimlanir[3].

Tanim 1.1.10 (Sonlu Henkel Dongiimu) Herhangi bir f(r) fonksiyonun n.
mertebeden Hankel dogsiimiuH,{f (1)} = f,(k;) ile gosterilir ve
a

Holf ) = falk) = [ rF @k
Seklinde tanimlanir. ’

L 2 Jn(rk)
Ha (k) = 1) an(k) e

seklinde olup, buradakk;’ler J,(ak) = 0 nin p02|t|f kokleridir[4].

Teoreml1.1.1 (Holder Kitsizligi): p > 1,q > 1ve $+ % =1 olmak Uzere
eger f(x) €ELP(R)ve g(x) € LP(R) ise f(x)g(x) € L1(2) ve



<f 1/p f 1/q
< If(x)lde> < Ig(x)lqu>
Q Q

Teoreml1.1.2 (Minkowski Esitsizligi): p > 1icin f(x),g(x) € LP(R) ise

(frevscof )" (Jrwae) "]
dx) S( If(x)lpdx) +< Ig(x)lpdx>
Q Q

[ ragedx
Q

1/p

fﬂm+gu)
Q

olur.

Teorem 1.1.31 < p < o ve g, p’nin eslenigi olsun. Bir[a, b] aralginda tanimlif, g

surekli fonksiyonlari
b Yo /b Yq
s(fvwnmu> (fm@ﬂ%u>

esitli gini saglar. Buna Cauchy-Schwaegitsizligi denir.

b
fﬂmguwx

Teorem 1.1.4 (Gronwall's Lemma) Kabul edelim ki f:IR* — IR*fonksiyonu
[0,T] kapali araiginda Usten sinirlia(t) artan bir fonksiyon veb(t) pozitif
integrallenebilir fonksiyon olmak tzere

fUUSaUD+L%@VGMt )
szelligini saglyor ise
F(T) < a(T)eko P®% g, (5)
V(E) = e~ Job®ds jo b(s)f(s)ds
Fonksiyonunu géz 6niine alalim. Bu ifadenin tiresinisak
V'(E) = —b(t)e o b©as fo D($)f (s)ds + ¢~ PSS jo b()f(s)ds
< —b() fa b(s)ds fa Cb()f(s)ds + e POB B £(6)

t
+ b(t)e—fatb(s)dsf b(s)ds = a(t)b(t)e—fotb(s)ds

a



T T
e~ Ja b(D)at f b(O)f()dt = V(T)

T T
< f a(t)b(t)e” fotb(s)dsdt <a(T) j b(t)e” fotb(s)dsdt
0 0

a(t) artan oldgundan integral alinirsa a(T) [1 — e‘foTb(S)ds] bulunur. O halde bu
esitlik asagida kullanilir ise

T
£(T) < a(T) + f bOF(O)dt  ifadesi

T T T
< a(T) + elo P®atg(T) [1 —e o b(s)ds] = a(T)elo P®at pylunur.

Tanim 1.1.12 (Lipschitz kgulu): DcR?, R? bir bolge olsu.a3K > 0 sayisi oyle
ki V(x,y,) ve (x,y,) igin

|f G y1) = F(x,y2)| < Kly: — yal
sartl sglaniyorsaf (x, y) fonksiyonuy desiskenine goére Lipschitzdir denir.

Teorem 1.1.5 (Varlik ve Teklik teoremi): Varsayalimf (x, y) fonksiyonu kapali
D={(xy):lx—xl<aly-y Isb}  (ab)>0

bdlgesinde surekli olsun.
f(x,y) fonksiyonu strekli v&k kapali oldgundan.f(x,y) R b6lgesinde sinirhidir.
Bu durumdav(x,y) icin3 K > 0 oyle ki|f(x,y)| < M ve a = min{a, b/M}

olmak Uzere(y(x,) = yo) baglangic dger problemix — x,| < a aralginda en az
bir y = y(x) ¢b6ziimUne sahiptir.

f(x,y) fonksiyonu(x,,y,) € D € R? nin bir konyulugunda Lipschitz keulunu
sglasin. Bu durumday(x,) = y,) balangic dger problemix,in komsulugunda
tek cb6zime sahiptir.

Onerme:
of
@;
D={(y):lx—xl<a |ly-ylIsb} (ab)>0
Dortgeninde surekli olsurR bolgesindeK = max|df /dy| olarak secilirse
f fonksiyonuR dortgenindey degiskenine gore Lipschitz olma o6zegini saslar.
Sonugc: Varsayalmf ve df /0y, (Varlik teoreminde tanimlanah) c R? de surekli

olsun. Bu durumd# ve df /0y, D bdlgesinde sinirhdir. Yar? bélgesinde
If o) < M,|0f /oyl <K

Bu durumda
a =min{a,b/M}

6



olmak Gzerey(x,) = y,) balangic dger problemilx — x,| < a aralginda tek
y = y(x) ¢dzUmuine sahiptir.

1.2. KUTLENIN KORUNUMU KANUNU

Bu o6zellik, gger sonsuz kucukli hacme sahip bir cismi hareketiuhoa
izlersek, onun hacimdV ve ygzunluk p nun dgisebilecgini fakat toplam kutlesinin
pdV desismeyecgini ifade eder.

D
Bunun anlami: D (pdV) =0, (1.1)

Carpimin tarevi alinir ise

D Dp

Esitlikteki birinci turev ifadesiD burkulma tensérinin birinci skalergidgnmezidir[5]
bu takdirde yukaridaki ifade

dv; Dp

— 0 1.3
paxi + Dt ( )

Yukaridaki uzaysal tanimlama

=—+vVp (1.4)

(1.4) ifadesi, katlenin korunumu ya da sureklilik denkieadini alir. Eer akgkan
sikistirllamaz ise

Dp
57 =0 (1.5)

olup, sikstirflamaz akgkanin sureklilik denklemi Kartezyen koordinat sratede

UL b 16
ax "oy oz om (16)



1.3. HAREKET DENKLEM i: LINEER MOMENTUM PRENSiBi

A
Ax4 te, (X1, X2+A%x3, x3)

\ te, (x1 + Axy, X2, x3)

Ax,

Ax / /

te, (X1, %2, x3 + Ax3)

Yukaridakiekilde goruldigu gibi, Stress vektorl, surekli ortamin secfimi
x; noktasinin komulugunda kiguk dikdortgensel elemanin alti yizine etki
etmektedir. Kabul edelim ki, birim kutleye etki edkitle kuvvetiB = B;e;, x; nin
yogunlugu p, x; pozisyonunda cismin ivmesi olsun, bu takdirde dik Kartezyen
koordinat sisteminde ikinci Newton yasasa@adaki formdadir.

{tel Gxq + Axqg, X0, %3) + t_e, G x1, %2, x3)}(Ax2Ax3)

+ {tez Gxg,xp + Axg,x3) +t_q,( Xy, xz,x3)}(Ax1Ax3)

+ {te3 (xq, %5, x3 + Ax3) + te, (xq, xz,x3)}(Ax1Ax2) + pBAx;Ax,Axs

= (pAx;Ax,Ax3)a (1.7)

t_, = —t,, oldugundan

-eq1

Le, G xq + Axq, x5, x3) + l_e, ( xq, X2, X3)

t,. (xy +Axq,%5,x3) — t,. (X1, %5, X
:{el( 1 1, X2, X3) 91( 1, X2 3)}Ax1 (1.8)
Axq
Benzersekilde
Le, (x4, %z + Axp, x3) + te, (X1, X2, X3)
t, (,xq,x, + Axy, x3) — . (X1, X5, X
— { ez( 1 2 2 3) ez( 1 2 3)}Ax2 (1.9)
Ax,

Diger bilesen i¢in ayni gitlik yazilip (8) de yerine yazilir ise



{tel Gx1 + Axq, x5, X3) — te, G x1, xz,x3)}

Axq
{tez G x1, X + Axp, x3) — e, (, xl,xz,xg)}
+
Ax,
t..(x1, %5, %3 + Axg,x3) — Lo, (X1, X0, X
+{e3( 1, X2, X3 3 3) e3( 1, X2 3)}+pB=pa
Ax,
Ax; — 0 icin limit alinir ise, yukaridaki denklemden
ot,, Ot,, Ot,, at,,
B = — 4+ pB;e; = pa;e; 1.10
oy + o, + 3, +p pa veya ox, + pBje; = paje; ( )
elde ederiz.
te; =Te; =Tjje; oldugundan, yukaridakisglik
a_xjei + pBiei = pa;e; (111)
seklinde yazilir, bu ise Tensoérial formda
divT = pB = pa (1.12)
Kartezyen koordinat sisteminde galerin formu
ox, + pB; = pa; dir. (1.13)

Surekli ortamin kati veya ajkan olmasina bakilmaksizin bu denklemlediaair. Bu
denklemlere Cauchy hareket denklemleri adi velidger (1.13) denkleminde ivme
sifir ise,(1.14 denklemi statik denge denklemine dginti

oT;;

—Y 4 pB; =0. (1.14)

0x;

Hareket denklemi stres bglenleri vasitasi ile

v 00 0Ty g 1.15
P\t " ox ) oy, " P (1.15)

seklinde yayilabilir. Silgtirlamaz Newton akkani icin binye denklemi

dir.



Diger taraftan

1 avi avj

oldugundan yukaridaki binye denklemi

ov; 0v;
Tij = _p5ij + U (a—x] +a—xl> (118)
seklinde elde edilirOldroyd-B modeli viskoelastik akgkan akgini tanimlamak icin
kullanilmis modeldir. Bu model, upper convected Maxwell model bir
genellgtiriimesidir. Modeli ismini yaraticisi_ JameS. Oldroyddan almstir [6].
Model gagidaki gibi yazilabilir:

T+ ; =211 (D + 2, IV)) (1.19)

Buradaki

A4 Esnetme zamani;

ns

A, Geciktirme yada Genisletme zamani = .
0

T stres tensorunlin upper convected tirevi:

v_20 .
7 =37 +v VT = (V). T+T.(W)); (1.20)

7o solvent ve polimer bilesenlerinin toplam yari sivi buttinlGgiddr,

Mo =1Ns + My

Eger A, = 0, ise bu model Ust konveksiyonel Maxwell modelinakr. Baska bir
viskoelastik modeli ikinci derece gkan modelidir{7 — 21]. Cauchy stres tensori
o bir gerilmesiz homojen ikinci derece glkani icin bunye denklemi

0=—pl+T,T=ulA +a4, +a,A? (1.21)
dir.
a, ve a, normal stres modelleri olup, buradakj ve A,
DA,
Al = ZD, Az = E + Al(vv) + (VU)TAl (1.22)

10



seklinde tanimlannstir. Termo dinangin esas prensibine gore , yukaridaki sabitler
u=0, a; =0 and a; +a, =0. (1.23)

esitsizliklerini saglamalhidir. Gerekli bilgiler Dunn ve Rajagopal [2#) bulunabilir.

11



BOLUM 2
2.1.PROBLEMIN TANIMI

Bir Maxwell sivi akgkani icin sarmal akimlar iki sonsuz merkezli dairesel
silindirler arasinda callmistir. ¢ = 07 oldugu zaman dtaki silindir sabit olmak
sartiyla i¢ silindir kendi ekseni etrafinda donmeslaa ve zamana Igh kayma
gerilmeleri nedeniyle ayni eksen tzerinde burkulregboylamasina kayma gar.
Bu takirde bu akim icin monemtum denklemi bir linegaperbolik denkleme
donigir. Bu hiperbolik denklen Sonlu Hankel d@ding kullanilarak adi
diferansiyel denkleme dogiir olusan adi diferansiyel denklemin kesin ¢ozumleri
tum bglangic sinir kgullari yerine bir diziseklinde verilmgtir. Newton tipi sivi ile
ilgili ¢6zumlerde sinirlayici durumlara yer verigni. Sonug olarak, hem ilgili
parametrelerin etkisi hem de Maxwell ve Newtonlannin kasilastirma etkisi, hiz
bilesenleri ve kayma gerilmeleri grafiksel cizimlerle adim edilmistir.
Hiz alani burkulma stresagidaki formdadir.

v=v(rt) =w(,t)eyg +v(r,t)e,, T =T(rt) (2.1)

oldugu yerdee, veey’ler hve z icinder, h ve z silindirik koordinat sisteminin birim
vektdrleridir. Bu tir alglari sikstirilmaz olarak kabul edelim.
Eger aks geri kalandagu ana kadar olursa = 0, oldusunda akim durur.

v(r,0) = 0 (2.2)

(2.1)’denkleminden hiz vektdrintin gradyanti

o =)

wol=|3 ° O (2.3)
v
E 0 0

dir.
Oncelikle D nin tanimini kullanarald; hesaplanir sonug olarak stress gaitderini
asagidaki gibi hesaplayabiliriz.

0 1

ov(r,t)
Trg=u <a - ;) w(r,t), T,=p

or

(2.4)

Hatirlatma : Silindirik koordinatlarda tam momentum denklemi;
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:f =0 = =0 =0 =0
. 1Wa_w+va_w+iw)__1a_v OTrg , 10Tsg 0o, z/‘
P\ac ™% 20 " Yoz " r ro9 ' or 'r 00 ' oz ' r "
=0,nedeniyle donme simetrisine
= =0 =0 =0 = =0
v 00 1, 00 OV 10p | 0Ty | 10Tes | 0Ty 1
p(6t+u6r rW69+v62)_ vz T 70 T oz +rT”

Bu nedenle yukaridaki denklemler azaltmak

6W_
Pt =

ve

av_
Par =

(2.5), (2.3) ve (2.4) esitliklerinden

0T, 2
oT,. 1
a;r +=T,, (2.6)

(2.6), bulunur.

Aazw(r, t) odw(r,t) _ 02 N 10 1 (r,£);7 € (R, Ry),t >0 2.7
ot2 ot “\arz Trar p2)WIOHT v - @7
Aazv(r;t)_}_ dv(r,t) _ 9* +1 4 (r,t); r € (R,Ry),t>0 2.8
atz at =7 arz rar v T, ) r 1 2 ) ( * )

V= % nin oldugu yerde kinematik viskozite akiskanidir.

Kismi diferansiyel denklemle¢2,7) ve (2,8), yeterli balangic ve sinigartlariyla,
cok caitli metodlarla prensipte cozilebilir, etkinliklelmamen etki alani tanimina

ogeler sunar. Sonlu Hankel dariminin uzaysal gekeni ortadan kaldirma igin
kullanilirken, Laplace dosiminde zaman dgkenini ortadan kaldirmak igin
kullanilir. Ancak inversiyon Laplace dégiimi ¢ok zor vesiem gerektirmektedir.
Bu yuzden biz bu ¢aimada sonlu Hankel dogiimini kullanacgaz.
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2.2. ORTAK EKSENLI SILINDIRLERIN ARASINDAK i SARMAL AKI SLAR

Varsayalim ki, sitirlamaz Maxwell alyi sonsuz ortak eksenli
R, ve R, (R, > R;) yaricapl iki dairesel silindir arasindaki dairededlimde
bulunsun. Zamart = 0% icin i¢ silindir, 27R;7,(R,,t) indirgenm§ momentum
denklemi uzunluk torkuna Bh olarak kendi ekseni etrafinda donmeysléave
kaymar, (R4, t) ve 7,(Ry, t)’i asagidaki denklemlerle ifade edilir.

Ryt = f [t ~2 (1 - e_%>] ver,(Rut) = g [t ~2 (1 - e_%>] .9
ve f, g ler sabitlerdir.

Kesmeye bgi, akis kademeli olarak kendi hiz form{2.1) hareket denklemi ile
ifade edilir. Sinir keullarini sglayan denklemler(2.7) ve (2.8) tarafindan verilir.
Ilgili baslangic ve sinir ksullari

w(r,0) = v(r,0) = dw(r,0) _ dv(r,0) _

O; Tl(T, 0) = Tz(r, O) = 0;

at at
r € (Ry,R,) (2.10)
(2.10) dur.
Sirasiyla,
1+/1a t = 6_1 t =Tt t>0 2.11
& Tl(r) )|r=R1 =Uu a F W(T, )rle _f ) ( . )
d _dv(rt) o
(1 + A%> (1 )=, = U 3 o = gt; t>0 (2.12)
ve
w(R,,t) = v(R,,t) =0; t>0. (2.13)

Denklem(2.9)’'dan 2 —» 0 giderken(2.11) ve (2.12) denklemlerinden singartlari
olan 7, (R;,t) ve T,(Ry, t) ifadeleri dizenlenerek2.14) ve (2.15) denklemleri elde
edilir.

Sinirsartlart:

(R4, 1) (a 1) (r,t) ft t>0 (2.14)
TRy, t) = u\z——— ) w(r, =ft; .
1 or r r=R,
ov(r,t)
T(Ryt) = 5 = gt; t>0 (2.15)
r T=Rq
ve

w(R,, t) = v(R,,t) = 0; t>0 (2.16)
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(2.16) Denklemi nedeniyle sinirli lineer denklenmazma bgl kayma gerilmeleri
Newton sivi hareketine kahk denklemler(5.3), (4.3), (5.4)ve (4.4) dir. [23]
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BOLUM 3
3.1 LINEER DENKLEM SISTEMININ ANAL iTiK COZUMU

Bu boélimde olgan Matematiksel ifadenin Sonlu Hankel dginétinden
yararlanirak problemin Adi difarensiyel denkleme nikitrilmis olusan Adi
difarensiyel denklemin ¢6zumu bulungnue Ters Hanken dégimu uygulanarak
denklemin tam ¢6zumu hesaplagtm (2.10) Balangic sinir keullari O dan t ye
kadar integralleri alinarak, (r,t) ve t,(r,t) kayma gerilmelerini hesaplangtir. Bu
bolimde son olarak 6zel duruin— 0 giderken Newton akkani wy(r,t), vy(r,t),

T, (1, t) ve T,y (1, t) hesaplanmtir. Bu ¢dzilen Matematiksel modellerin grafikleri
cizilerek ¢c6zuUmun analizi yapilgtir.

3.2. COZUMLER

Hiz bilesenleriw(r,t) vev(r,t) belirlemek amaciyla, [24,25,26] tarafindan
ifade edilmgtir

R;
wy(t) =f rw(rt)B,(rri)dr;  1In =123, .. (3.1)
Ry
Ry
vy (t) =f rv(rt)B,(rry,)dr;  2n=1,23, .. (3.2)
Ry

(3.1),(3.2) Sonlu Hankel dorgiimint ifade eder.

B, (rrip) = J1(rin)Y2(Ri1in) — o(Rimin) Y1 (1),
B,(r713n) = Jo(rran)Yi(Riman) — J1(R1120) Yo (172n),

w (r,t) vev (r,t) ‘nin Sinirh Henkel dongiimleri, Buraday, ve r,,, sirasiyla
B,(R,r) = 0 ve B,(R,r) =0, transandantal denkleminin pozitif kokleridir ve
Jm (), Y (.) ‘ler m nin birinci ve ikinci tir Bessel fonksiyonlaridir.

Esitlik (2.16), kullanarak ve Bessel fonksiyonlarinin Wronskiaglantisidir.

2
B, (Ri11n) = J1(R111n)Y2(Ri11p) — o (Rimn)Vi(RiTin) = — )
TR T1p
2
B,(R172) = Jo(R1120)Y1(R1720) — J1(R172) Yo (R1T2p) = —
TR 1y,

ispat edebiliriz.

R 702 10 1
f r —+———; w(r,t) B, (rry)dr =

R or? ror
1
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2 0 1 ,
Trn <a B ;> W(T, t) _— — TinWh (rln; t); (33)
R 92 19
2 0dv(r,q) ,
- t). 3.4
Ty, Ot R, "2nVh (TZn, ) (34)

dir;

_ LN i) (Rarin) By (rrin)
w(r,t) = 7,1:1 7 Rirn) =2 Roran) wy (1), (3.5)

2

? 7”2n]§ (Ra120) By, (112p,)
v(r,t) = >
m

T Rir) — 2 Ryryy) (- (3.6)

=1

Denklem(2,7) ve (2,8) ile rB,,(rry,,) ve rB,(rry,)’yi Sirasiyla ¢arparal®, R, den
r ye ba&li sonucu integral alinir ve sinirli gdlari (2.11) ve (2.12)'i kullanilir ve
(3.3) ve (3.4)’u tanimlayarak biz(3.7) ve (3.8)'i buluruz;

2ft

My (6) +wy () + vrgwy(t) = , t>0, (3.7)
TPT1n
. . 2 2gt
AV (t) + vy (t) + vrs,vg(t) = , t>0. (3.8)
TPT2n

Yukaridaki(2.10) denklemlerden singartlari gagidaki gibidir.
wy(0) = v4(0) = wy(0) =v4(0) =0 (3.9)

Baslangic kaullari (3,9) ile adi diferansiyel denklemlef3,7) ve (3,8)'nin
¢cbzumleri gagidaki gibidir.

2 epznt — epln"L 1 epln"L — epznt i
Wy (£) :_fg £ - {1 _ Pan Pin } . (3.10)
TTUT T, P2n — P1in 17/17'1,1 P2n — Pin
2 eq2nt —_ eqlnt 1 eqlnt — qunt i
vy (t) = ‘93 [t — -— {1 _ & hin } ,  (3.11)
U, 92n — q1n Vhn 92n — q1n
Burada
-1+ 41— 4vArd, —1 41— 4vAr},
PonP1n = 21 , Q2n,Q1n = 21 ’
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Son olarak3,5) ve (3,6)'yi kullanarak ters Hankel dori kullanarak gagidaki
ifadeleri elde edebiliriz.

R, 2
4 (R,
f (2 — R?) B,y (rryn)dr = — (—) , (3.12)
Ry g, \Rq

R, r
f rln(R—) B, (rry,)dr = , (3.13)

3
R, TRy,

w(r,t) v(r,t) buifadeleri sagida elde ederiz.

_ ft(Ry 2 R3\ nf - Jt (Ror1) By (171)
"0 =5 (z,) (r ) _> " v Ly UF Ruri) = I (Roran)]

2u T
+ nfi ]12 (RaT10) By (r715) l 1 pypePint —py,ePent  gPant — emntl
H
n=1

Tin Uzz (erln) _]12 (Rzﬁn)] vrlzn P2n — Pin P2n — Pin
(3.14)
gt r g - J§ (Ry120) By (r12)
U(T‘, t) = —Rll‘l’l <_> — 3 2 2
u R, uv n=17"1n [J5 (Rir1n) — Ji (Ra71,)]
+@§: J§ (Ror20) B, (r72p) 1 queint — gyuetent _ ezt — e‘hntl
u n=17"2nU12 (erZn) _]g (RZan)] 177"2211 92n — q1n d2n — q1n .
(3.15)

(3.14) ve(3.15) denklemleri daha basgekilde gagidaki gibi diizenlenngiolarak
verebiliriz.

Ry\? R?
w(r,t) =£—;<R—z) <r— TZ>

_T[_f - - ]212 (Rzrln)Bw(erln) [1 . Aplznepznt - p%nepmt] (3.16)
uv n:1T1nU2 (Ri117) — J§ (Ramin)] P2n — Pin
gt "\ g% J§ (Ra72n) By (1725)
v(r,t) =—R1ln<—>—— 3172 2
U R, uv n=17”1n [J5 (Ri1r1n) — Ji (Rorip)]
0 t
ng ]g (RZan)Bv(ran) q%neqzn B q%neqlnt
+— : : — 2 (3.17)
o TonlJi (RiT2n) — J§ (Ra12n)] 92n ~ 1n
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3.3. KAYMA GERILMELER INiN HESAPLANMASI

Kayma gerilmelerit, (r,t) ve 1,(r,t)'yi hesaplamak icin2.10) baslangic
sinir kaullari ile (2.11) ve (2.12) denklerinden(3.18) ve (3.19) denklemleri elde
edilir.

po_t(tsro 1
T,(r,t) = e /lj el <a—;> w(r,s)ds; r € (R,,R,), t>0, (3.18)
0

t (t sov(r,s
a "j el ( )ds; r € (Ry,Ry), t>0, (3.19)
0

To(r,t) = e ] Ew

(3.16),(3.17) icinde (3.18)ve (3.19) ifadelerin glemleri yapildiktan sonra
asagidaki denklemler elde edilir.

T(rt)=f <%)2 [t -2 (1 - e_%>] + 2 (1 — e‘%)i - ]2% (Ro11,) B,y (r1)
n=1

v — T1nl/, (Rir1,) = J5 (Ry11)]
2 t L 2 t -L
—1 rlzn UZZ (erln) _]12 (Rzrln)] (pZn - pln) 1+ Apln 1+ APZn '
.6 (Rl) [ t ng £\ ]é (Ror20) B, (rr3y)
(r,t) =g|— t—/l(l—e_I)]+—(1—e7)z 2
? g r v ower T%nUl (Ry720) —](2) (Ry120)]
2 t L 2 t -L
g i J6 (Rarzn) By (rrzn) G ) 0 (et - e73) (3.21)
=1r22n U12 (erZn) _]g (RZan)] (an - ‘hn) 1+ A‘hn 1+ AQZn '
Burada

By (rrin) = J,(rr1)Y2(Rir1) = Jo(Rary, )Y2(rr1n),
By (r1yp) = J1(rren) Y1 (Ri12n) — J1(Ri72n) Y1 (rzn).

Denklem (3.20) ve (3.21) islemleri yapilarak daha basit haldgagidaki gibi
yazariz.
2

=% (-

nf ]1 (Rzrln)Bw(rrln) Don ePint _ P1in ePant
Z 7‘1nU (Ri715) — ]1 (Ry110)] l — P1n '

(3.22)
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() =g (%) [t —4 (1 B e_%)]

+ g i ](2) (RZan)EU(ran) l ane‘hnt — qlne‘hnt
— 2 —
v r%nUl (Rir2) — Jo (Ryr2,)]

(3.23)
q2n — q1n

3.4. OZEL DURUM A - 0 (NEWTON AKI SKANI)

Denklem (3.16), (3.17), (3.22) ve (3.23)'de~ 0 giderken Newton akkani
¢cbzumleri gagidaki gibidir.

t (Ri\* R2
wy(r,t) = g_ll (R_:) <r - 72>
_E = J3 (Ry11n) By (rriy)
uv n=17'13n Uzz (R1T1n) —]12 (Ra11n)]
_gt r
vy(r,t) = p Riln <R2)

g - J§ (Ry720) By (r1y)

(1 — e vrint), (3.24)

_ng 1— e Vit 3.25
uv n=17”13n[/12 (Ri71n) — J§ (Rarin)] ( ¢ ) ( )
T (7, 1) _
_ Rl 2 T[f - ]i (Rzrln)Bw(rrln) 1 — e_w%nt (3.26)
=ft ( r ) + v ; T%nUz (R171,) —]% (Rar1,)] ( )

Ty2(7,t) = gt (%)

- ]2 (RZTZn)Ev(TTZn)
ng 0 )
* Z 1—e7vmnt 3.27

v n=1 r%nUi (erZn) _](2) (RZan)] ( ¢ ) ( )

Yukaridaki denklemler elde edili{8) denklemindel — 0 yaklasirken (3.28) elde
edilir.
Tl(Rll t) = ft, TZ(RII t) = gt (328)

Bu (3.24) ve (3.25) denklemleri(2.14) ve (2.15) ifadelerinin (2.10) baglangic
sinirsartlarini ile ¢ézumunde elde ediktir.[27]
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4.BOLUM
4.1 NON LINEER DENKLEM SIiSTEMININ ZAYIF COZUMU

Bu bolumde dalga denklemini non lineer dalga demklgsistemi igin
baslangic sinir dger probleminin ¢c6zimunin vagini ele alacgiz. Calsmada 6nce
lineer dalga denklemi i¢in tam c¢ozumlerin varlBolim 3 de gdsterilngtir. Bu
bélimde lineer dalga denkleminfg(u, v) ve f,(u, v) ifadeleri eklenerek nonlineer
hale getirilmgtir. Bu bulimde olgan Matematiksel modelin ¢ozumun varlve
Feado Galerkin yakiamindan yararlanarak ¢ozimin tgklgosterilmitir.

4.2 GIRIS

Asagidaki non lineer dalga denklem sistemi icinslbagic sinir dger
problemini ele alagaz.

( ( 1 1
Upe — Aq | Usy + = Uy — —zu) + Lus + fi(u,v) = Fi(x, t),
f x (4.1)
Vet — @z <vxx +;vx> + v + fLb(u,v) = F(x,t),1 <x<R0<t<T,
uy(L,t) = byu(L,t) + iy (6) v (1,8) = hy(2)
lu(R,t) = v(R,t) = 0, (4.2)
{u(xr 0) = ﬁO(x)r ut(xl 0) = al(X), (4 3)
U(x, 0) = ﬁO(X), Ut(xr 0) = ﬁl(x)r '

Burada a, >0,a,>0,b;>0,1,>0,1,>0, R>1 verilen sartlar ve
iy, i1, Uy, U1, F1, Fy, f1, f2, he, hy, sartlarl sglayan verilen fonksiyonlardir.

Sonlu Hankel transformlari ve,(x),Yy(x), /1 (x),Y;(x),J,(x) ve Y,(x) Bessel
fonksiyonlarinin seri formlarini kullanarak, butieslangic ve sinirsartlarini
sgilayan tam bir ¢c6zim elde edilgniDaha sonralari ordinayt ve kesirli tirev
modelleri i¢in Helical flowslar Gzerinde ¢cgllmistir.[28-32]

1 1
(Autt+ut=v<uxx+;ux——u>, 1 < x <R, t>0,

xZ
1
AVtt-l'Vt:V(V;cx-l';V)c): 1<x<R, t>0,
4 f g
u,(1,t) —u(l,t) = ;t, V.(1,t) = ;t, t>0, (4.4)

u(R,t) =V(R,t), t>0,
u(x,0) = u(x,0) =0, 1<x <R,
\V(x,0) =V,(x,0) =0, 1<x<R,
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Burada (4,4) problemi Maxwell'in Helical flows’u olarak tanimtan 4, u, v, f, g
verilen sabitlerdir.

4.3 ON BILGILER

N =(1,R), Qr = 2x(0,T), T >0, olsun.  C™(2), LP(R), W™P(Q).
alisiimig fonksiyon uzaylarinin tanimlarini vermeye gereirdadik
wmP = WmP(Q), LP = WOP(Q), Hm" = W™?(2),1<p <oo,m=0,1,2..
olarak tanimlayalimL? normul| .||, ile gosterilir. Ayrica(.,.) ile L? deki skaler
carpim veya surekli lineer fonksiyoneller ile banksiyon uzayinin bir elemaninin
dual skaler carpim ciftini gosterege. || .||y ile X tGzerindeki normu v& ile X' in
dual uzayini gosterecegiz? (0,T;X),1 < p < o ile oOlgulebilir, reelu: (0,T) = X
fonksiyonlarinin Banach uzayini gostergeeyle ki,

T p 1/p ..
lullrior = (f; Iu(OlRdt) <o iginl<p<oo
ve
lullLpo,r.x) = esssupllu(t)|[x igin p = oo
0<t<T

u(t), u'(t) = u(t), u"(t) = uy (B), ug(t), u(t) ile sirasiylau(x, t),%(x, t),
0%u

ou 0%u .. . 1 - .
-z K1), (% 1), = (x,1), gosterelimH* Uzerinde

lvllgr = (lvI* + IIUxIIZ)% (4.5)

normunu kullanagaz.
V = {v € H(2): v(R) = 0}. (4.6)
olarak alacgiz. V,H! in kapall bir alt uzayidir ve tzerindekj|v||y: ve ||v,]|?

normlari denktir. Dikkat edilirsé? ve H! ayni zamandasagidaki ic carpimlar ile
birer Hilbert uzaylaridir.

R
(u,v) =f xu(x)v(x)dx, (u,v)+ (Uy, vy), 4.7)
1

L? ve H! nin normlari|| .|, ve |l .||, ile gosterilen uygun skaler carpimlarindan
indirgenmitir. H strekli ve ygun olarakL? icine gomulmgtir. (L2)" L? nin
dualini gostersin. Ote yandai! - L? < (H')’;dir. (burada (.,.) notasyonu
Hve (HY)' cifti icin kulanihr.

Lemma 4.3.1 Asagidaki esitlikler dogrudur.
@ llvll <llvllo < VRIv||, her v € L?,

@) 11Vl < [[vlly < VRIvlly, her v € HY. (4.8)
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Ispat Lemma 4.3.1
R

@ j V2 (x)dx
1

v2(x) > 0 vex € [1,R] olup v2(x) < xv?(x) dir. Bu nedenle,

R R R
Her v € L? i(;in,f v? (x)dx < jxvz (x)dx <R f v? (x)dx
1 1 1

(ii) v € H' icin , yukaridakine benzaekilde

R

R
f(vz (x) + vZ(x))dx < fx(v2 (x) + v2(x))dx
1

1
R

<R f(v2 (x) + v2(x))dx, her v € H? (4.9)
1

elde edilir.
Lemma 4.3.2 H! & C°(Q)) Gomiilmesi kompakttir ve

[lvllco@) < aollvllys her v € HY, (4.10)

Burada aozﬁ\/1+\/1+16m—1)2 :

Ispat Lemma 4.2.2 Bilindigi gibi H!' < €°(Q) gomiilmesi kompakttir.[32]
C1(Q) ,H' ‘de yosun oldyundan biz sadece butime C1(2) icin (4.10) nin
sgladigini gosterecéz.

Her v € C1(Q) vex,y € Q, icin
X

V2(x) = v2(y) + 2 j OV (B)dt. (4.11)
y

0’ dan s’ ye kadar t Gizerinden integral alinirsa,

R X
(R — Dv2(x) = ||v]|? + 2 j dyf (V' (t)dt
1 y

R X R y
= (oI +zjdyjv(t)v’(t)dt—2fdyfv(t)v'(t)dt
1 1 1 1
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x R
=||v||?+2(R—-1) f v(v'(t)dt — 2 f(R —tHv()v' (t)dt

R
<|lv||>+4R-1) f|v(t)v’(t)|dt. (4.12)
1
0 < (aa — b)? Esitli ginden hera, b € R, a > 0, igin (4.8) den
1
R = Dv?() < I +2(R = 1) [all/|I” + | [v]P?
1
=|1+2(R - D—|lIvIl* + 2R - Dallv'|]% (4.13)
sonucuna variriz.

1
1+2(R-1) o= 2(R — 1)a olacak sekilde o > 0 segilir veya

14,1+ 16(R —1)?
B 4(R - 1)

alinirsa (4.10) saglanir.

Lemma 4.3.3

V o €°(Q) gomiilmesi kompakttir ve

) lIvllcoy S VR—1]|vg]] herveV,

(i) [lv]| < her vev, (4.14)

R
(iid) ||v||os£<R—1>||vx||o her v €V,

Ispat Lemma 4.3.3

V o H* surekli veH! & €°(Q) kompakttir. Boylecd < C°(Q) kompakttir.

(i) her v € Vvex € [1,R], i¢in
R R R 1/2
lv()| = —jv'(y)dy < flV'(y)ldy <VR-1 flV'(y)lzdy
X 1 1
= VR = 1]|v]l. (4.15)

29



(i) her v € Vvex € [1.R], icin

R 2 R
' ' 2
v = |- [vo)d| < ®R-0 [PO dy=R-Dlwl @16)
X X
1 ‘den R ‘ye kadar x Uzerinden integral alinirsa
R R

R—1)2
vl = [ v2eoar < [(R =0 Idax =2 (417)

1

elde edilir.

(iii) her v €V igin,

R R
Ivllo < VRIVIl < j;(R — Dl < j;(R = D [lvxllo (4.18)

Remark 4.3.1:L? Uzerindev - ||v|| ve v - ||v|l, normlari denktir. Boyleced?!
Uzerindeki bu iki normv - ||v||y: ve v = |[v|l; ,v = |lvell ve v - |lvello Hp
Uzerinde dort norm ver = |[v]|1 , v = ||[v]l1, v = |[vell vev = |lvellg V Uzerinde
dort norm vardir.

Remark 4.3.2: Baglangi¢ sinir dger probleminin zayif formulasyonyagidaki gibi
verilebilir.

(u,v) € L*(0,T; VxV): (u;,v,) € L*(0,T; szLz),}
(Uge, V) € LY(O,T; V' xV'
(u,v) Asagidaki varyansyonel denklemidar.

(u,v)EI/T/={

((utt(t)r w) + a;a(u(t), w) + arhy (Ow(1) + A4 (u (), w) + a; (xlzu(t), w)
+(f1(w, v), w) = (F1 (), w), (4.19)
(Ve (£), 0) + azb(v(t), B) + azh, ()B(1) + A(v. (), 0)
+(f2 (u' 17), Q)> = (FZ (t)' ®>:

Her (w,®) € V X V,hemen hemen her yerde, t € (0,T), baglangic sartlari ile
birlikte

{u(x, 0) =1tp(x), u(x,0) =1y (x), (4.20)

v(x, O) = ﬁo(x)' vt(x, O) = 171(-’6);
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Buradaa(.,.),b(.,.) VxV Uzerinde heu,w €V, b; > 0icin a(u,w) = b(u,w) +
byu(1)w(1), b(u, w)=(u,, w,) seklinde tanimli biliner formdur.

4.4. ZAYIF COZUMLER IN VAROLU S VE BENZERSIZL iGi

Asagidakileri ifadeleri kabul edelim.
(Hy) ay,a,, A, A, pozitif sabitlerdir

(H1) (ﬁo ;ﬁ1) , (ﬁo ,171) € VxL? ’
(Hy) F; F, € L*(0,T; L?);
(H3) hllhz € Wll(o’T)’

(H,) (i) ve (ii) olacak sekilde F € C'(R?; R) vardur.
® = @wv) = Av), S wv) = @),

(ii) —F(u,v) <C;(1+u?+ v?),Yu,v € R; olacak sekilde C, sabiti vardur.

(Hs) Her M > 0 igin |f;(uy, v1) — fi(uz, v2)| < Ly (lug — uz| + vy — v,|), olacak
sekilde birL,, > 0 sabiti vardir. Heru,, v, ,u, ,v, € [-M ,M], i = 1,2.

Remark 4.4.1
f1 ve f, fonksiyonlarinin (H,) ve (Hs) sartlarini sagladigi bir 6rnek verelim.
Asagidaki fonksiyonu goz 6niine alalim.

2
fl(u,v)=2< za -~ + ! )vzu,
(a?+u?)?  p? +v?
p? 1
fo(u,v) =2 ((,82 ot ey u2>u2v,

Burada a ve f sabitlerdir. (x) ssitlikleri saglayacak sekilde (xx) ile tanimh
F € C*(R?% R) var oldgundan (H,) ve (Hs) sartlarini sgladigi aciktir.

1 1
() {F(u, v) = (az + u? * f? + v2>u2v2
(OF a’ 1 ,
%(u’v) =2 (a? + u?)? +ﬁ2 + p2 viu = f1(w,v),
oF B’ 1
¢ V) =2 ((ﬁz T2 Ty u2>u2v = f(u,v),
1 1

Diger taraftan 2F(u,v) <uf,(u,v) + vfo(u,v) < 4F(u, v), her (u, v) € R?
esitli gi ile f; ve f, yi H, ni de asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 4.4.1HerT > 0 icin (Hy) — (H,) sa&lasin Bu durumda (*) ‘nin ggandgi
(4.1) — (4.3) denkleminin

(u,v) € L*(0,T; VxV), (u,,v,) € L*(0,T; L>xL?),

(Uge, Vye) € L2(O, T; V' xV"). (4.21)
En az bir(u, v) zayif ¢cozumu vardir.
Ek olarak(Hs) de s@liyorsa ¢ozum tektir.

Teorem ispati 4.4.1

Ispat 4 basamaktan ghnaktadir.

Basamak 1 :

Feadon Galerkin yakjani {w;} , V'nin sayilabilir bir bazi olsun (4.1), (4.3)
probleminin(4.22) formunda yaklgik ¢c6zumunu buluruz

U (6) = Z i (OW;, V() = Z i ()W}, (4.22)
j=1 j=
Burada(cmj, dmj) fonksiyonlari(4.23) denklemini sglayan fonksiyonlardir.

( R m R m R m
II 1 !
ch "mj(Ow; Wldx—alchm](t)W] dx—alf;Z Cmj ()W) widx
1 j=1 1 Jj=1 1 j=1
R 1 m R m
+a1fx—220 i(Ow; Widx+llf ¢'mj(O)w; widx
1 j=1 1 Jj=1
R m R m R m
(chmj(t)wj Widx,jdej(t)Wj widx | = fZFlmj(t)Wj w;dx
1 j=1 1 Jj=1 1 Jj=1
< R m R m Rl m
fz d”mj(t)Wj Widx —ay f z dm](t)W] Wl-”dx —day f ;Z dm](t)W] Wl,dx
1 j=1 1 Jj=1 1 Jj=1
R m R m R m
Aszd’m](t)W] widx + f, fZij(t)Wj Widx,jdej(t)Wj w;dx
1 Jj=1 1 j=1 1 j=1
R m
= szzm](t)W] Widx
1 Jj=1
m R m R m R1
=Zc”mj(t)jwj Wl-dx—alzcmj(t)fW]-Wi”dx—alzcmj(t)f;WjW{dx
Jj=1 1 Jj=1 1 j=1 1
m R 1 m R
+alzcmj(t)fx—zwj Wl-dx+Alzc’mj(t)jo w;dx
j=1 1 j=1 1
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m R m R m R
Zcmj(t)fwj Widx,z dmj(t)fwj w;dx =ZF1mj(t),[Wj w;dx
j=1 1 j=1 1 j=1 1

R R

i=j oldugundaj w; Widx,j w'; w/dx ifadeleri ortanormal oldugundan
1 1

1'e esit olur.

R R
i # j oldugunda fwj Wl-dx,fw’j widx ,w;. w;'|¥ ve w.w;|} ifadeleri
1 1

0'a esit dir.
m m R
=ZC”mj(t)-1—a1szj(t) w;. w;'|§ —fw’jwl-'dx
j=1 j=1 1

S 1 . 1 1,
—alzcmj(t) ;Wj.Wih - j(—x—zwj.wi +;Wj.Wi) dx
1

j=1
m R
1
+ alz cmj(t)jx—zwj.widx
j=1 1
m m m m
+,112 (O .1+ fi Z e (). 1,2 dpi(8).1 ] = ZFlmj(t).{l}
j=1 j=1 j=1 j=1
m m
=) O = a1 ) (00 - 1)
j=1 =1
m R
1
—alzcm](t) f — wjw;dx — f;w’j.wi dx
j=1 1
+alzcmj(t)f 5 wywidx. +/112C'mj(t) +f Zij(t),z ()
j=1 1 j=1 j=1 j=1
m
= Z Flmj(t)
j=1
m m m R 1
= Z " mi() +ay Z Cmj ({1} — alz Cmj () — j ;W’j.Wi dx
j=1 j=1 j=1 1
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m m

IWIGETA PICIO i dnj(©) | = i Fimj (©
j=1 j=1

j:l ]=1

m m

m R
1, 1
= Z ") + alz Cmj (t) +alz Cmj (1) ﬂijiﬁ + f PR .wjw; dx
1

j=1 j=1 j=1

m m m m
H12 ) @+ i D emp(©, ) dmy(®) | = ) Fimy(0)
Jj=1 j=1 j=1 j=1
m m
=D (O 11 ) (0
=1 =1
m m R 1
+alzcm](1:)+a1 Cnj (1) +f2—zwj.widx
j=1 j=1 1
m m m
Hil D emi®, ) d(®) | = > Fiy®
j=1 j=1 j=1

1 <l < m alinirsa

n !
i ©OFAich; (©) + asch,; (1)
m
a,

1
+7 ij(t)_[x_zwj'wi dx +f1(c,lnj,d£n]-) = Flm;(@®)
Jj=1

m

R m R m R
n 1 !
Zd”m]-(t)fwj Widx—aZdej(t)jo W] dx—aZdej(t)f;ijidx
1 j=1 1 j=1 1

j=1

m R m R m R
+Azzd’mj(t)fwj widx + f, Zcmj(t)jwj Wl-dx,z dm]-(t)jwj w;dx
Jj=1 1 Jj=1 1 Jj=1 1
m R
Jj=1 1

R R

i = j oldugunda _[Wj Wl-dx,jw’j w;dx ifadeleri ortanormal oldugundan
1

1'e esit olur.
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R R
i # j oldugunda fwj w;dx ,fw’j widx ,w;.w;'|¥ ve w.w;|} ifadeleri
1 1

0'a esit dir.

m m R1
:Z d"m;(t).1- aZdeJ(t)fW] aZdej(t)f;iji’dx
j=1 1

=

m m m m
+,122 A (D). 14 f Zij(t).l,dej(t) 1= szmj(t).1
j=1 j=1 j=1 j=1
m m R
= z d" mj(t).—a; Z dm; () Jwj. w;' |} — f w'j widx
=1 j=1 1

m

m R
1 1 1
—da, z dm](t) ;W]Wl|§ - f(—x—ZW]Wl + ;W’]Wl) dx ; + AZ z d’m](t)
j=1 1

i s (8), i i (8) | = i Fom (6)
' j=1 j=1

=D @)= 0 ) dmy (D0 - 1)
=1 j=1

—azz () 0+] v — wjw;dx — j(—w w;) dx

+4; i d'mj(t) + f> i ij(t);i dpj(t) | = i Fomj(t)
j=1 ' j=1 j=1

= i d" () + a; i dpj(t)
j=1 j=1

—azz A (t) 0+f — wjwdx — f(—w w;) dx

+4; i d' () + 1> i Cmj (£) :i dpi(t) | = i Fymj(t)
j=1 ' j=1 j=1
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= i ”m] (t) + a, Z dm] (t) a, Z dm](t) {jR 1 > Wj Wld.X'}
j=1 1
+4,; i d'mj(t) + f> i ij(t)’i dm;(®) | = i Fymj(®)
j=1 j=1 j=1 j=1

1 <l < malinirsa

db” (O+2dh; (0 + ayd ,(t)

2 iy (1) f W5 W+ by, ) = Flay (6

elde edilir .

3

‘

1

m] (t)+llcm] (t) + alcm](t) 712 Cm](t) J‘ x_2Wle dx +f1(C,lnj, d.ﬁn]) = Fllm](t)
j=1 1

3

R
n ! 1
A () +22d0; () + azdy, (1) —?zz Ay (2) f 2V Wi dx + fo(ctyjr i) = Flom;(©)
\ j=1 1

burada (cm]-, dm]-)fonksiyonlarl (4.23)denklemini saglayan fonksiyonlardir.

((um@®),w;) + a;a(um (6), w;) + a;hy (Ow; (1) + Ay (up, (£), w))
1
+ay (7 um (8, wy) + (fi(um (@), v (D)), wj) = (F, (1), w)), (4.23)

| (0 (6), W) + azb (v (6), W) + azha (OOW; (1) + A5 (v (D), W)
L+ (um (D, v (D) W) = (F(D,wy),  1<j<m,

um(o) = Upm, u;n(o) = Uim, Um(o) = Vom, vrln(o) = VUim, (4‘-24)
burada
( m
Ugm = Z uﬁngwj - 1l gugli bir V,
=1
m
Uy = Z ufgwj - 1, giiclii bir L?,
. J=1 (4.25)
Vom = Z vr(r?]).(z)j - Py glclibirV,
j=1
m
Vi = Z vr(:])-Q)j - 7; gilclii bir L?,
\ ]:1
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Teorem 4.4.1'in kabullerinden(4.23) ve (4.24) sistemi icin Cauchy problemi
[0, T,,] Gizerinde en az b, (t), v, (t)) lokal ¢oziimiine sahiptir. Bu Caratheodory

teoreminin bir sonucudur. Lokal ¢6zUmUf,T,,] den [0,T]ye genklemesi
tahminlerin bir sonucudur.(bakiniz [8,p.34])

Adim  2: (4.14),, cpy(t) ve (4.23),,dy,;(t) ve de jnin zaman dgiskeninin
0’dan t'ye kadar integrali ile bazi dizenlemelerden sq@ta6) ‘yi elde ederiz.

f z ¢ mj(SIwj(x)cp; () ds + a4 f Z Cmj (SIW;" (X)cpy () ds

+ abyu(Dw(1) f zc;nj(s) ds + aw(1) f Zhl(s)c,'nj(s) ds
0 Jj=1 0 Jj=1

+ A ' mj(S)wj(x)cpy;(s) ds

M

+
| -

a

Z Cmj (S)W;(x)cpy;(s) ds

N

O ”O\”

j=1

X
( oy (D0 (0), Edm,(s)w,(x)> Cinj ()ds

j=1

_ f Z Fimj (5)W; (x)cp (5)ds,
0

=1

f D A (W (O ds + f D g (I ()l (5) ds

j=1 j=1

+ ayw(1) f Zh (s)dly; () ds + 1, f Zd’m,(s)w,(x)d (s)ds

j=1 j=1

+ Offz (; Cmj ($)w; (x) ; dmj(S)Wj(x)> dpj(s)ds

_ f szmj(t)wj(x)d;nj(s)ds
0

j=1

olur ifadelerin integralleri alinirsa

e (Z m](s>> +Saw” () (Zcm,@) +a1b1u<1)w(1>zcm](s)

j=1
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+a1W(1)jih1(s)c;nj(s) ds +Alfiw (x) m](s)
0 0

j=1 j=1

m

1
+a1fx—2 Cmj (S)W;(x)cpy(s) ds
0

=1
+ j fi (Z Cmj (S)w; (x) :z dmj(S)Wj(x)> cmj(s)d
0 j=1

- [ 3 om0

j=1

1 < ’
e (Z o (s)) +Zaw () (Z Cm; (s)>

j=1

+ aw(1) j > ha()dy (s ds + 2, f > wiw (€' ®) ds
0

j=1

0
f 2 ( Emy(IW; (), ) dmy () (x)) dpy(5)ds
j=1

j=1

= finmj(S)Wj(x)d;nj(s)ds

j=1

cikar 1. ve 2. Denklemi 2 ile carpip taraf tarafplarsak (4.26) ve (4.27)
denklemlerini buluruz.

Sm(t) = 5 (0) — 2 j[(fl(um(s): U (5)), um (8)) + {fo (U (), v (5)), v (5))] ds
0

t t t
+2 j(Fl(s),u;n(s))ds +2 j(Fz(s),v,’n(s))ds - 2a4 j hi(s) u,, (1, s)ds
0 0 0
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t t
—Zathz(s) v, (1,5)ds — Zalj(xizum(s),u;l(s))ds
0 0
6
=5,,00) + I;, (4.26)

Burada

Sm(®) = llum O3 + v (O3 + aza(um (0, um () + azb(vy, (), v (1))

t t
+24, f i ($)II2ds + 22, f v () 112dls. (4.27)
0 0

Ote yandar(4.27) ‘den

S () = S, (t), elde edilir. (4.28)
S m(@® = lumONF + v (O + @l O + Ve (O11F)
t
+ 24, f(”u;n(s)”(z) + [lvn (15 ds, (4.29)
0
ve
a, = min{a;, a,}, A, = min{iy, 1,}. (4.30)

(4.25) veH' © €°() ‘dan
Sm(0) + |ugm (D] + [vom (D] < Gy (4.31)

olacak sekilde, sadecsdi,, ti,,7,,U; ya ba&h olan bir pozitif C,sabiti
ve ay, a,, b; vardir.
Ote yandan

t 2

U, (0) +fu;n(s)ds

0

t

lum (DI = < 2lluomll§ + thlluin(S)Il?)dS- (4.32)
0

0

Boylece(4.29), (4.31) ve (4.32) den aagidaki ¢ikarilir.

t

lum (ONIF + lom(ONIF < Co + 2Tf§m(5)d5- (4.33)

0

(4.26) nin sg tarafindaki gagidaki integralleri hesaplayaga.

Birinci integral.(H, ) ve H! & €°(2) ‘dan (4.29), (4.31) ve (4.32) ‘U kullanarak
(4.34)’0 cikaririz.
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I ==2 fot[(f1(um(8), U (8)), U (8)) + (f2 (U (5), vm (5)), v (5))] ds

t p R
= —ZJ%ij(um(x,s), vm(x,s)) dx

0o 1

R R
=2 f xF(uOm(x),vOm(x))dx -2 f xF(um(x, t), vy (x, t)) dx
R
<(R*-1) sup |F(y,2)|+2¢C j x[1 4+ u2,(x, t) + vi(x,t)]dx
MBS J
< Cy + Cy f S..(s)ds, (4.34)

0

Burada Cy, T ‘ye bagh bir sinirdir. Kisalik icin gagidaCy ‘yi genellikle ayni sabit
olarak dgunecgiz.
ikinci integral.(H,) kabull kullanilirsa Cauchy-Schwartgtk gini saglanir.
t t
=2 [R5 uin()ds <2 [ IR lolluin()llods
0 0

< [IF)llods + [IIF (llollum()l13ds

t t
< Fillx oy + f”Fl(s)”OS_m(s)ds <Cr+ fIIFl(S)Ilofm(S)dS- (4-35)
0 0

Ucuinct integral. Benzer olarak

t t
I =2 j (Fy(5), viu($))ds < 1Fllys oz, + f 1F> () lloS m(s)ds
0 0

<G+ jIIFz(s)IIOS_'m(s)ds. (4.36)
0

Dordinci integralintegrasyonu kullanarak

t
I, = —2a, j hy ()1l (1, 8)ds = 2a;hy (0)ug (1) — 2a3hy (D (1, £)
0
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t
+2a, j hi(s)u,ds.
0

4.4.3 lemmasini vesagidaki sitsizligi

1
2ab£sa2+;b2, hera.b >0, > 0,

ve

R—-1 [_
[um (1, 0] < M[um (O] co@y < VR = Lty (Dl < / . /Sm(t)

kullanilirsa gaagidaki ifadeye varilir.

R—1 [_
Iy < 2a4|hq (0)]|ugm (1)| + 2a4 |y (B)] 3 "S m(t)

*

t
R—-1 _
+ 20, [ [R5 (52
0

1 _
< 2a,]hy (0)1Cy + - aF ——hF(6) + S m(0)

*

t t
R—-1 _
+az=— [In()lds + [I5IS m(s)ds
0 0

1 R-1_ R—1
< 2a,1h,(0)|C, + ;af . A llfeo oy + af 2 I3 [[L2 o)
t
+ j|h;(s)|§m(s)ds +e5,.(0)
0
R-—-1

a,

1
< (1+7) [2arColts @)1 + a2 —— (oo + Ml com))|

+ f RIS m()ds + €5 m(©)

< (1 + %) Cr+ f|h;(s)|§m(s)ds NG

2 R-1

HerE > 0, |(;|n CT 2 2a1C0|h1(0)| + a1 a_*(”hlllioo(o,T) + ”hi”Ll(O,T))'

Besinci integral benzer olarak
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(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)



t
1 _R-1
Is < —2a4 j h,(s)vy,(1,s)ds < 2a,|h,(0)|C, + Ea%a_”hZHi”(OI)
0

R—-1

+a3
d,

t
Il omy + j IR, (IS m(s)dds + £5 m(0)
0

R—-1

a,

1
< (1 + g) [ZCOaZIhZ(O)l + a2

t

+ f IR, ()15 m(s)ds + €5 m(?)

0

(2o, + Il o))

1 t ) )
< (1 + E) Cr + f IRy (IS 1 (s)ds + 5 (D), (4.41)

here > 0 Cr = 2Cya;|h,(0)| + a3

1 5 :

Altinci integral. Lemmat.2.3’t kullanarak(4.29) ‘dan (4.42) ‘yi ¢ikaririz.

1
2

t
5 m () d5 < 201 [ e Gl Nt (5 o
0

t
16 S_Zalj(
0

R t ,
<20 |5 (R~ 1)f||umx(s)”0 lum (s)llods

R X _
<2aq 2a (R- 1)f5m(s)ds. (4.42)

(4.26), (4.28), (4.29), (4.31), (4.34)- (4.36) ve (4.40)- (4.42),

birlikte distinilurse(4.43)’uU elde ederiz.

t

(1-28)S ,(t) < ECT (e) + Ef Cr-=(s)S ,,(s)ds, (4.43)
0
Here > 0,
1 1
( 6P (e) = 26, +2 (2 + ;) Cy (4.44)

IécT(”(s) = ;ah;(sn +IF()llo) + 2a, jf R-D+Cr P el (0.
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€= % segilirse Gronwall Lemmasini kullanarék43) ‘dan (4.45) elde ederiz.

t
S (@) < ;P (e)exp jCT(Z)(S)dS < Cr,
0
vmeN,Vte[0T],VT >O0. (4.45)
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BOLUM 5

SONUC

Bu calsmada Maxwell aki icin merkezleri ¢ iki dairesel silindir arasinda
t = 0% oldugu zaman kayma ve donme matematiksel modtelhglangic sinir
sartlarint  sgladigi ve olwan modelin tam c¢o6zumleri, kayma gerilmeleri
hesaplannstir.

4. Bolumde ise bu lineer dalga denklemi nonlinealgd deklemi sistemi
oldugzunda nonlineer dalga denkleminin Gzerinde Feado-Herda metodu
kullanilarak zayif c6zimun vagh ve bu ¢c6zimun tek ol@u ispat edilmitir.
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