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ÖZET 

NEWTONİAN OLMAYAN AKI ŞKANLAR İÇİN BAZI MATEMAT İKSEL 
PROBLEMLER 

BAYAZIT, Yıldırım 

Yüksek Lisans tezi, Matematik Bölümü 

Tez Yöneticisi: Prof.Dr. Fahir Talay AKYILDIZ 

Temmuz 2014, 47 sayfa 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde önemli tanım ve teoremler, 
kütlenin korunumu ve hareket denkleminin lineer momentum prensibi üç ana başlık 
altında incelenmiştir. 

İkinci bölümde, problemin tanım ve ortak eksenli silindirler arasındaki sarmal 
akışlar ve özelikleri incelenmiştir. 

 Üçüncü bölümde, problemin tam çözümü ve kayma gerilmeleri 
hesaplanmıştır. 

 Dördüncü bölümde, problemin lineer olmayan denklem sisteminin analatik 
çözümü ve zayıf çözümlerin ve benzerliği verildi.  

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Maxwell sıvı, Sarmal akışları hız alanı, Zamana bağlı kayma 
gerilmelerin Hankel dönüşümü 

 

 

 

 



 

 

 

 

ABSTRACT 

SOME MATHMETICAL PROBLEMS FOR NOT BELENG TO 
NEWTONION FLOATING 

BAYAZIT, Yıldırım   

M.Sc.Thesis, Math. Department 

Adviser: Associate Professor Doctor Fahir Talay AKYILDIZ    

July 2014, 47 pages 

 

This thesis has four sections. In the first section, It is examined important 

definitions and theorens , equations of motion , conservaton of mass and. Linear 

momantun. 

In the second section , it is examined the problem definition and spirad flow 

etween coaxial cylinders and their properties. 

In the third section it is counted exact problem solution and calculation of the shear 

stresses.  

In the fourth section , it is given the analytical solution of the problem ofnan - linear 

systems of equations and smilarity of weat solutions. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

 Bu çalışmada bir Maxwell akışkan için sarmal akımlar iki sonsuz koaksiyonel 
dairesel iki silindir arasında 7 = 09 olduğu zamana bağlı olarak kayma ve burkulma 
başlar. Bu oluşan matematiksel modelin çözümü için Sonlu Hankel dönüşümü 
yardımıyla tam çözümler başlangıç sınır şartlarını sağlar. Çalışmada mixed non 
homojen şartları ile uyumlu non lineer dalga denklem sistemi üzerinede Feado-
Galerkin metod kullanarak zayıf çözümün varlığı, tekliği ispat edilmiştir.  

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Tanım 1.1.1 5 bir küme olmak üzere, ℳ ;< 5 ‘in alt kümelerinin bir koleksiyonu 
olsun eğer 

1 − 5? ℳ                                                                                                                                 2 − A? ℳ ⇒  AD  ∈ ℳ                                                                                                        3 − Eğer AK ? ℳ, L = 1,2,3, … , ve eğer  A = ⋃ AKPQ<   A ∈ ℳ oluyor ise   XKYZ 
 

ℳ ye 5 in [ cebiri adı verilir [1]. 

Eğer ℳ 5 in [ cebiri ise �5, ℳ�’ ye ölçülebilir uzay ve ℳ nin elemanları da 5 ‘de 
ölçülebilir küme denir. 

Tanım 1.1.2  Ω bir ölçülebilir küme olmak üzere, eğer her reel  \ sayısı için �] ∈
Ω: _�]� > \� kümesi ölçülebilir ise _:Ω → ℝ  fonksiyonu ölçülebilirdir. 

Ω, ℝbde boş olmayan ölçülebilir küme olmak üzere   _:Ω → ℝ ile tanımlı tüm 
integrallenebilir fonksiyonların uzayı   3Z�Ω�  ile gösterilir ve genel olarak 

         c _;d  yerine.
Ω

  c _          yazılır. 
Tanım 1.1.3 h ∈ ℝ ve 1 < h < ∞ olsun ve _:Ω → ℝ; _ ölçülebilir ve                      |_|l ∈ 3Z�Ω� kümesi, aşağıdaki norm ile birlikte  

‖_‖l = mc|_�]�|l;d
Ω

n
Z lo

 

Oluşturulan fonksiyonel uzay 3l�Ω� ile gösterilir. 
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Tanım 1.1.4 Kabul edelim ki 2 ≥ 2 bir tam sayı ve h ∈ *q1,∞�q olsun ve tümevarım 
ile rs,l�Ω� kümesini: 

rs,l�Ω� = tu ∈  rs�Z,l�Ω�: vuv]w ∈ rs�Z,l�Ω�  ∀P = 1,2, . . , yz 
rs,l�Ω� ile gösterelim bu küme alternatif olarak 

rs,l�Ω� = {qu ∈ 3l�Ω�| ∀| için ||| ≤ 2, ∃�� ∈ 3l�Ω� öyle kP� u��� = �−1�|�|
Ω � ��� ∀� ∈ ��∞Ω

� 
Buradaki ,  | = �|Z, |4, … , |b �  olup |w ≥ 0 , 

||| = � |w
b

wYZ  , ��� = v|�|�v]Z��v]4�� …  v]b��   �<  ��u = �� dır. 
Bu takdirde  rs,l�Ω�  uzayı, 

‖u‖��,� = � ‖��u‖l��|�|�s  

Normu ile birlikte Banach uzayıdır.[2]  Özel olarak �s�Ω� = rs,4�Ω�  ise; bu 
uzay Hilbert uzayı adını alır, buradaki iç çarpım 

�u, ���� = � ���u, ��������|�|�s  şeklinde tanımlıdır. 
Hatırlatma:  Eğer Ω bölgesi yeterince düzgün ve Γ = vΩ sınırlı ise rs,l�Ω� 
üzerindeki norm, 

‖u‖l + � ‖��u‖l|�|Ys  

Normuna denktir. Bu tezde Ω = �1, R�  olup yeterince düzgün bölgedir.                                 
Yine  u: �0, �� → 5 �Banach Uzayı� ölçülebilir reel değerli fonksiyonların Banach 
uzayı 1 ≤ h ≤ ∞  olmak üzere 3l�0, �; 5� ile gösterilir Buradaki norm 

‖u‖����,�; � = ¡c‖u�7�‖ ¢
�

�
£

Z lo < ∞, 1 ≤ h < ∞, 
ve 

‖u‖�∞��,�; � = ess sup�¥¦¥� ‖u�7�‖  , h = ∞  dır. 
Tanım1.1.5  Bir § vektör uzayı üzerindeki    ‖]‖ ve ‖]‖′  normları için eğer � �< � 
pozitif reel sayıları için  
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�‖]‖ ≤ ‖]‖¨ ≤ ∆‖]‖                                                  �1�                                 

 oluyor ise bu iki norm denktir denir. 

Tanım 1.1.6 Ω , «K üzerinde bir alan ve u�]�, ¬ üzerinde tanımlı fonksiyon                1 < h < ∞ için  

c|u�]�|l;] < ∞

.
�

 

dir. 

‖u�]�‖�� = ­c|u�]�|l;].
�

®Z lo < ∞ 

Koşulunu sağlayan bütün ölçülebilir  «K  ‘deki fonksiyonların sınıfı  3h�Ω� ile 
gösterilir göstermek mümkündür ki 3l(¬), ‖u�]�‖�� normuna göre bir Banach 
uzaydır. 

Tanım1.1.7 Matematiksel, bir adi veya kısmi diferansiyel denklemin zayıf yada 
genelleştirilmi ş çözüm öyle bir fonksiyondur ki bu fonksiyonun türevleri olmaya 
bilir  fakat bu fonksiyon verilen diferansiyel denklemi özel tanımlanmış formda 
sağlamalıdır. 
Şimdi zayıf çözüm kavramını aşağıdaki örnekte verelim. 
 
Örnek 1.1.1 Birinci dereceden  dalga denklemi  

vuv7 + vuv] = 0                                                                   �2� 

kısmi türev burada u =  u �7, ]� iki bir fonksiyonudur gerçek değişkenler. ¯  
olduğunu varsayalım sürekli türevlenebilir üzerinde Öklid uzayında «4, bir bu 
denklem �2� çarpma düzgün fonksiyon  �  bir kompakt desteği ve integral ile elde 
edilir. 

c c vu�7. ]�v7 ��7, ]�;7;]X
�X

+X
�X

c c vu�7. ]�v] ��7, ]�;7;]X
�X

= 0.X
�X

 

 kullanarak Fubini teoremi bir integrasyon düzeni, hem de değişimi sağlayan 
parçaları ile integrasyon (t ilk dönem ve ikinci dönem için x in) bu denklem olur. 

c c u�7. ]� v��7, ]�v7 ;7;]X
�X

+ c c u�7. ]� v��7, ]�v] ;7;]X
�X

= 0.X
�X

X
�X

                   �3� 
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Biz u sürekli türevlenebilir olduğu gibi denklem �2� sürece denklem �3� ile 
göstermiştir.  Zayıf bir çözüm kavramı için çözüm herhangi denklem �3� tahmin 
fonksiyonları u var olur � ve bu nedenle ̄   türevlenebilir ve olmayabilir, bu 
denklem �1� yerine yoktur.  Bu fonksiyon basit bir örnek u �7, ]�  =  | 7 −  ] | tüm 7 ve ]. Denkleminin bir çözümü u (3) 'dir denklem (2) zayıf bir çözüm olarak 
adlandırılır. 

Tanım 1.1.8 (Laplace Dönüşümü) Kabul edelim ki u(], 7), ° ≤ ] ≤ ±, 7 > 0 
aralığında tanımlı herhangi fonksiyon olsun, u(], 7)’nin 7 değişkenine göre Laplace 
dönüşümü 

ℒ�u(], 7)� = u�(], Q) = c <�³¦
∞

�
 u(], 7);7, «< ´ > 0 

Şeklinde tanımlanır, buradaki ´  kompleks bir sayı olup dönüşüm değişkeni olarak 
adlandırılır. Eğer u(], 7)¨ 7¨ye göre üstel mertebeden fonksiyon ise kolayca 
gösterilebiliriz ki u�(], Q), «< ´ > µ yarı düzlemde analitik fonksiyondur (Lokenath 
Depnath, Nonlineer Partial Differantial Equantiono). 
 
Tanım 1.1.9 (Ters Laplace Dönüşümü) Ters Laplace dönüşümü 

 ℒ�Z�u�(], Q)� = u(], 7) 
ile gösterilir ve  
 

 ℒ�Z�u�(], Q)� = u(], 7) = 12¶P c <·¦u�(], Q);Q, µ > 0�9wX
��wX  

 
Kompleks integral vasıtasıyla tanımlanır[3]. 
 
Tanım 1.1.10 (Sonlu Henkel Dönüşümü) Herhangi bir _(\) fonksiyonun n. 
mertebeden Hankel dönüşümü ℋK�_(\)� =  _¹K(ºw) ile gösterilir ve 

ℋK�_(\)� =  _¹K(ºw) = c \_(\)»K(\ºw);\
¼

�
 

Şeklinde tanımlanır.  
 
Tanım 1.1.11 (Ters sonlu Henkel Dönüşümü) Ters Hankel dönüşümünün tanımı 
  

ℋK�Z�_¹K(ºw)� = _(\) = 2°4 � _¹K(ºw) »K(\ºw)»K9Z4 (°ºw) ∞

wYZ
 

şeklinde olup, buradaki  ºw ’ler J¾(ak) = 0 nın pozitif kökleridir[4]. 
 
 

Teorem1.1.1 (Hölder Eşitsizliği):   h > 1 , ¿ > 1 ve Zl + Z³ = 1  olmak üzere                            

eğer _(])  ∈ 3l(À ) ve �(])  ∈ 3l(À )  ise _(])�(])  ∈ 3Z(À)  ve 
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Ác _�]���]�;].
�

Á ≤    ­c|_�]�|l;].
�

®Z lo ­c|��]�|³;].
�

®Z ³o
 

Teorem1.1.2 (Minkowski Eşitsizliği):   h > 1 için _�]�, ��]�  ∈ 3l�À� PQ< 

­Ác _�]� + ��]�.
�

Ál ;]®Z lo ≤ ­c|_�]�|l;].
�

®Z lo + ­c|��]�|l;].
�

®Z lo
 

  olur . 
 

Teorem 1.1.3 1 < h < ∞ ve ¿, h’nin eşleniği olsun. Bir *°, ±, aralığında tanımlı _, � 
sürekli fonksiyonları  

Äc _�]���]�;]Å
Æ

Ä ≤ ¡c|_�]�|l;]Å.
Æ

£
Z lo ¡c|��]�|³;]Å

Æ
£

Z ³o
 

eşitli ğini sağlar. Buna Cauchy-Schwarz eşitsizliği denir. 

Teorem 1.1.4 (Gronwall’s Lemma) Kabul edelim ki _: Ç«9 → Ç«9fonksiyonu *0, �, kapalı aralığında üsten sınırlı, °�7� artan bir fonksiyon ve ±�7� pozitif 
integrallenebilir fonksiyon olmak üzere 

_��� ≤ °��� + c ±�7�_�7�;7                                             �4��
�  

özelliğini sağlıyor ise  

_��� ≤ °���<� Å�¦�É¦ÊË     dir.                                                 �5� 

§�7� = <� � Å�·�É·ÍË c ±�Q�_�Q�;Q¦
�  

Fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu ifadenin türevini alırsak 

§¨�7� = −±�7�<� � Å�·�É·ÍË c ±�Q�_�Q�;Q¦
� + <� � Å�·�É·ÍË c ±�Q�_�Q�;Q¦

�≤ −±�7� c ±�Q�;Q¦
¼ c ±�Q�_�Q�;Q + <� � Å�·�É·ÍË ±�7�_�7�¦

¼+ ±�7�<� � Å�·�É·ÍÎ c ±�Q�;Q¦
¼ = °�7�±�7�<� � Å�·�É·ÍË  
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<� � Å�¦�É¦ÊÎ c ±�7�_�7�;7 = §����
¼ ≤ c °�7�±�7�<� � Å�·�É·ÍË ;7 ≤�

� °��� c ±�7�<� � Å�·�É·ÍË ;7�
�  

°�7� artan olduğundan integral alınırsa = °��� Ï1 − <� � Å�·�É·ÊË Ð bulunur. O halde bu 

eşitlik aşağıda kullanılır ise  

_��� ≤ °��� + c ±�7�_�7�;7�
�     ifadesi 

≤ °��� + <� Å�¦�É¦ÊË °��� Ï1 − <� � Å�·�É·ÊË Ð = °���<� Å�¦�É¦ÊË    bulunur. 
Tanım 1.1.12 (Lipschıtz koşulu): D⊂«4, «4 bir bölge olsun.  ∃Ó > 0 sayısı öyle 

ki ∀�], ÔZ� ve �], Ô4� için 

|_(], ÔZ) − _(], Ô4)| ≤ Ó|ÔZ − Ô4| 
şartı sağlanıyorsa _(], Ô) fonksiyonu Ô değişkenine göre Lipschitzdir denir. 

Teorem 1.1.5 (Varlık ve Teklik teoremi):  Varsayalım _(], Ô) fonksiyonu kapalı � = � (], Ô): |] − ]�| ≤ °, ∣∣ Ô − Ô� ∣∣≤ ± �, (°, ±) > 0 
bölgesinde sürekli olsun.  _(], Ô) fonksiyonu sürekli ve « kapalı olduğundan, _(], Ô) « bölgesinde sınırlıdır. 
 Bu durumda ∀(], Ô) için ∃ Ó > 0 öyle ki |_(], Ô)| ≤ Ö ve  | = 2PL�°, ±/Ö� 
olmak üzere (Ô(]�) = Ô�) başlangıç değer problemi |] − ]�| ≤ | aralığında en az 

bir  Ô = Ô(]) çözümüne sahiptir. 

_(], Ô) fonksiyonu (]�, Ô�) ∈ � ⊂ «4 nin bir komşuluğunda Lipschitz koşulunu 
sağlasın. Bu durumda (Ô(]�) = Ô�) başlangıç değer problemi ]�‘ın komşuluğunda 
tek çözüme sahiptir. 

 
Önerme: 

 v_vÔ, 
� = � (], Ô): |] − ]�| ≤ °, ∣∣ Ô − Ô� ∣∣≤ ± �, (°, ±) > 0 

Dörtgeninde sürekli olsun.  « bölgesinde Ó = 2°]|v_/vÔ| olarak seçilirse  _ fonksiyonu « dörtgeninde Ô değişkenine göre Lipschitz olma özelliğini sağlar. 
Sonuç: Varsayalım _ �< v_/vÔ, (Varlık teoreminde tanımlanan) � ⊂ «4 de sürekli 
olsun. Bu durumda _ �< v_/vÔ,  � bölgesinde sınırlıdır. Yani � bölgesinde |_(], Ô)| ≤ Ö, |v_/vÔ| ≤ Ó 
Bu durumda | = 2PL�°, ±/Ö� 
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olmak üzere (Ô�]�� = Ô�) başlangıç değer problemi |] − ]�| ≤ | aralığında tek 
 Ô = Ô(]) çözümüne sahiptir. 
 
 
 
1.2. KÜTLENİN KORUNUMU KANUNU 

Bu özellik, eğer sonsuz küçüklü hacme sahip bir cismi hareketi boyunca 
izlersek, onun hacim ;§ ve yoğunluk Ø nun değişebileceğini fakat toplam kütlesinin Ø;§ değişmeyeceğini ifade eder.  

Bunun anlamı:         ��7 (Ø;§) = 0,                                                                                (1.1) 

Çarpımın türevi alınır ise 

Ø ��7 (;§) + �Ø�7 ;§ = 0                                                                  (1.2) 

Eşitlikteki birinci türev ifadesi � burkulma tensörünün birinci skaler değişmezidir[5]   
bu takdirde yukarıdaki ifade 

Ø v�wv]w + �Ø�7 = 0                                                                                (1.3) 

Yukarıdaki uzaysal tanımlama 

�Ø�7 = vØv7 + �∇Ø                                                                              (1.4) 

(1.4) ifadesi, kütlenin korunumu ya da süreklilik denklemi adını alır. Eğer akışkan 
sıkıştırılamaz ise  

�Ø�7 = 0                                                                                     (1.5) 

 olup, sıkıştırılamaz akışkanın süreklilik denklemi Kartezyen koordinat sisteminde 

vuv] + v�vÔ + vÚvÛ = 0dır.                                                                   (1.6) 
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1.3. HAREKET DENKLEM İ: L İNEER MOMENTUM PRENS İBİ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

             Yukarıdaki şekilde görüldüğü gibi, Stress vektörü, sürekli ortamın seçilmiş ]w noktasının komşuluğunda küçük dikdörtgensel elemanın altı yüzüne etki 
etmektedir. Kabul edelim ki, birim kütleye etki eden kütle kuvveti Ý = Ýw<w, ]w nin 
yoğunluğu  Ø, ]w pozisyonunda cismin ivmesi % olsun, bu takdirde dik Kartezyen 
koordinat sisteminde ikinci Newton yasası aşağıdaki formdadır. 

��Þ��, ]Z + ∆]Z, ]4, ]ß� + ��Þ��, ]Z, ]4, ]ß���∆]4∆]ß�+ ��Þ'�, ]Z, ]4 + ∆]4, ]ß� + ��Þ'�, ]Z, ]4, ]ß���∆]Z∆]ß�        + ��Þà�, ]Z, ]4, ]ß + ∆]ß� + ��Þà�, ]Z, ]4, ]ß���∆]Z∆]4� + ØÝ∆]Z∆]4∆]ß= �Ø∆]Z∆]4∆]ß�%                                                                                                                    �1.7� 

��Þ� = −�Þ�  olduğundan 

�Þ��, ]Z + ∆]Z, ]4, ]ß� + ��Þ��, ]Z, ]4, ]ß�
= â�Þ��, ]Z + ∆]Z, ]4, ]ß� − �Þ��, ]Z, ]4, ]ß�∆]Z ã ∆]Z                                                           �1.8� 

Benzer şekilde 

�Þ'�, ]Z, ]4 + ∆]4, ]ß� + ��Þ'�, ]Z, ]4, ]ß�
= â�Þ'�, ]Z, ]4 + ∆]4, ]ß� − �Þ'�, ]Z, ]4, ]ß�∆]4 ã ∆]4                                                            �1.9� 

Diğer bileşen için aynı eşitlik yazılıp �8� de yerine yazılır ise 

7æ��]Z, ]4+∆]4, ]ß� ∆]ß 

7æ��]Z + ∆]Z, ]4, ]ß� 

∆]4 

∆]Z 

7æç�, ]Z, ]4, ]ß + ∆]ß� 
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â�Þ��, ]Z + ∆]Z, ]4, ]ß� − �Þ��, ]Z, ]4, ]ß�∆]Z ã
+ â�Þ'�, ]Z, ]4 + ∆]4, ]ß� − �Þ'�, ]Z, ]4, ]ß�∆]4 ã
+ â�Þà�, ]Z, ]4, ]ß + ∆]ß, ]ß� − �Þà�, ]Z, ]4, ]ß�∆]4 ã + Ø- = Ø% 

∆]w → 0 için limit alınır ise, yukarıdaki denklemden 

v�Þ�v]Z + v�Þ'v]4 + v�Þàv]ß + Ø- = Ø%  veya v�Þèv]é + Ø-èÞè = Ø°èÞè         �1.10� 

elde ederiz.                                                                                                                                          �Þè ≡ 
Þè ≡ �wéÞ#  olduğundan, yukarıdaki eşitlik 

v�wév]é Þ# + Ø-#Þ# = Ø°#Þ#                                                �1.11� 

şeklinde  yazılır, bu ise Tensörial formda 

div 
 = Ø- = Ø%                                                        �1.12� 

Kartezyen koordinat sisteminde bileşenlerin formu 

v�wév]é + ØÝ# = Ø°#  dir.                                                �1.13� 

Sürekli ortamın katı veya akışkan olmasına bakılmaksızın bu denklemler sağlanır. Bu 
denklemlere Cauchy  hareket denklemleri adı verilir. Eğer �1.13� denkleminde ivme 
sıfır ise, �1.14 denklemi statik denge denklemine dönüşür: 

v�wév]é + ØÝ# = 0.                                                             �1.14� 

 

Hareket denklemi stres bileşenleri vasıtası ile  

Ø ëv�wv7 + �é v�wv]éì = v�wév]é + ØÝ#                                      �1.15� 

şeklinde yayılabilir.   Sıkıştırılamaz Newton akışkanı için bünye denklemi                                                   

�wé = −híwé + 2d�wé                                                   �1.16� 

dır.  
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Diğer taraftan  

�wé = 12 ëv�wv]é + v�év]wì                                                 �1.17� 

olduğundan yukarıdaki bünye denklemi 

�wé = −híwé + d ëv�wv]é + v�év]wì                                         �1.18� 

şeklinde elde edilir. Oldroyd-B modeli viskoelastik akışkan akışını tanımlamak için 
kullanılmış modeldir. Bu model, upper convected  Maxwell modelinin bir 
genelleştirilmesidir. Modeli ismini yaratıcısı James G. Oldroyd’dan almıştır *6,. 
Model aşağıdaki gibi yazılabilir: 

      

� + îZ ∇� = 2ï� ð� + î4 ∇�ñ                                            �1.19�                                       

Buradaki  

îZ  Esnetme zamanı; 

î4 Geciktirme yada Genişletme zamanı =  òóòË 

∇�  stres tensörünün upper convected türevi: 

∇� = vv7 � + �. ∇� −  ô�∇��� . � + � . �∇��õ;                                  �1.20� 

ï� solvent ve polimer bileşenlerinin toplam yarı sıvı bütünlüğüdür, 

ï� = ï· + ïl 

Eğer  î4 = 0, ise bu model üst konveksiyonel Maxwell modelini azaltır. Başka bir 
viskoelastik modeli ikinci derece akışkan  modelidir *7 − 21,. Cauchy stres tensörü [ bir gerilmesiz homojen ikinci derece akışkanı için bünye denklemi 

[ = −hÇ + �, � = d AZ + |ZA4 + |4AZ4                                      �1.21�  
 
 dır. 
 |Z ve |4 normal stres modelleri olup, buradaki  AZ ve A4   
 AZ = 2�, A4 = �AZ�7 + AZ�∇�� + �∇���AZ                                   �1.22� 
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şeklinde tanımlanmıştır. Termo dinamiğin esas prensibine göre , yukarıdaki sabitler 
 d ≥ 0, |Z ≥ 0  and   |Z + |4 = 0.                                       �1.23� 

eşitsizliklerini sağlamalıdır. Gerekli bilgiler Dunn ve Rajagopal [22] da bulunabilir. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

12 

 

 

 

 

BÖLÜM 2 

2.1.PROBLEMİN TANIMI 

Bir Maxwell sıvı akışkanı için sarmal akımlar iki sonsuz eş merkezli dairesel  
silindirler arasında çalışılmıştır. 7 = 09 olduğu zaman dıştaki silindir sabit olmak 
şartıyla iç silindir kendi ekseni etrafında dönme başlar ve zamana bağlı kayma 
gerilmeleri nedeniyle aynı eksen üzerinde burkulma ve boylamasına kayma başlar.  
Bu takirde bu akım için monemtum denklemi bir lineer hiperbolik denkleme 
dönüşür. Bu hiperbolik denklen Sonlu Hankel dönüşümü kullanılarak adi 
diferansiyel denkleme dönüşür oluşan adi diferansiyel denklemin kesin çözümleri 
tüm başlanğıç sınır koşulları yerine bir dizi şeklinde verilmiştir. Newton tipi sıvı ile 
ilgili çözümlerde sınırlayıcı durumlara yer verilmiştir. Sonuç olarak, hem ilgili 
parametrelerin etkisi hem de  Maxwell ve Newton sıvılarının karşılaştırma etkisi, hız 
bileşenleri ve kayma gerilmeleri grafiksel çizimlerle analiz...edilmiştir.                                        
Hız alanı burkulma stres aşağıdaki formdadır. 

              � = +� , �� = Ú�\, 7�<ö + ��\, 7�<÷ , � = ��\, 7�                  �2.1� 

olduğu yerde <÷ ve <ö’ler ℎ ve Û  içinde \, ℎ ve Û silindirik koordinat sisteminin birim 
vektörleridir. Bu tür akışları sıkıştırılmaz olarak kabul edelim. 
Eğer akış geri kalandan şu ana kadar olursa  7 =  0, olduğunda akım durur.  
 

                                      +�\, 0� = 0                                                                         �2.2� 
 �2.1�’denkleminden hız vektörünün gradyantı  
 

                                       *(+, =  
ù
úû

0 − Ú \⁄ 0vÚv\ 0 0v�v\ 0 0ý
þ�                                                    �2.3� 

 
dır.  
Öncelikle  � nin tanımını kullanarak AZ hesaplanır sonuç olarak stress bileşenlerini 
aşağıdaki gibi hesaplayabiliriz. 
 ��ö = d � vv\ − 1\� Ú�\, 7�,       ��÷ = d v��\, 7�v\                                  �2.4� 

 
 
 
Hatırlatma : Silindirik koordinatlarda tam momentum denklemi; 
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              =0            =0               =0             =0                               =0        =0 
 
 Ø �vÚv7 + u vÚv\ + 1\ Ú vÚv� + � vÚvÛ + 1\ �Ú� = − 1\ vhv� + v��öv\ + 1\ v�ööv� + v�ö÷vÛ + 2\ ��ö 

 
                                                                              

 
  =0, nedeniyle dönme simetrisine  

 
 
 
               =0            =0       =0           =0                  =0       =0 
 
 
 Ø ð���¦ + u ���� + Z� Ú ���ö + � ���÷ñ = − Z� �l�÷ + ���	�� + Z� ��
��ö + �����÷ + Z� �÷� 

 
Bu nedenle yukarıdaki denklemler azaltmak 
 
                                          Ø vÚv7 = v��öv\ + 2\ ��ö                                                     �2.5� 

 
ve 
                                        Ø v�v7 = v�÷�v\ + 1\ �÷�                                                       �2.6� 

 �2.5�, �2.3� ve �2.4� eşitliklerinden  �2.6�, bulunur.   
 

î v4Ú�\, 7�v74 +  vÚ�\, 7�v7 = � ë v4v\4 + 1\ vv\ − 1\4ì Ú�\, 7�; \ ∈ �«Z, «4�, 7 > 0, … �2.7� 
  

î v4��\, 7�v74 +  v��\, 7�v7 = � ë v4v\4 + 1\ vv\ì ��\, 7�;  \ ∈ �«Z, «4�, 7 > 0,                 �2.8� 

 � = dØ  nin olduğu yerde kinematik viskozite akışkanıdır.   
Kısmi diferansiyel denklemler �2,7� ve �2,8�, yeterli başlangıç ve sınır şartlarıyla, 
çok çeşitli metodlarla prensipte çözülebilir, etkinlikleri tamamen etki alanı tanımına 
bağlıdır. Bizim durumumuzda integral dönüşümleri bir sistematik, etkinlik ve güçlü 
öğeler sunar. Sonlu Hankel dönüşümünün uzaysal değişkeni ortadan kaldırma için 
kullanılırken, Laplace dönüşümünde zaman değişkenini ortadan kaldırmak için 
kullanılır.  Ancak inversiyon Laplace dönüşümü çok zor ve işlem gerektirmektedir. 
Bu yüzden biz bu çalışmada sonlu Hankel dönüşümünü kullanacağız. 
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2.2. ORTAK EKSENLİ SİLİNDİRLERİN ARASINDAK İ SARMAL AKI ŞLAR 
 

Varsayalım ki, sıkıştırılamaz Maxwell akışı sonsuz ortak eksenli «Z ve «4 �«4 > «Z� yarıçaplı iki dairesel silindir arasındaki dairesel bölümde 
bulunsun. Zaman 7 = 09 için iç silindir, 2¶«Z�Z�«Z, 7�  indirgenmiş momentum 
denklemi uzunluk torkuna bağlı olarak kendi ekseni etrafında dönmeye başlar ve 
kayma �Z�«Z, 7� ve �4�«Z, 7�’i aşağıdaki denklemlerle ifade edilir. 

 �Z�«Z, 7� = _ �7 − î �1 − <�¦���  ve �4�«Z, 7� = g �7 − î �1 − <�¦���  ,           �2.9� 

 
ve _, g ler sabitlerdir.  
 
Kesmeye bağlı, akış kademeli olarak kendi hız formu �2.1�  hareket denklemi ile 
ifade edilir. Sınır koşullarını sağlayan denklemler �2.7� ve �2.8� tarafından verilir. 
İlgili başlangıç ve sınır koşulları 
 Ú�\, 0� = ��\, 0� = vÚ�\, 0�v7 = v��\, 0�v7 = 0;      �Z�\, 0� = �4�\, 0� = 0;          \ ∈ �«Z , «4�               �2.10� �2.10� dur. 
Sırasıyla, 
 ë1 + î vv7ì q�1�\, 7�|\=«1 = qd ë vv\ − 1\ì Ú�\, 7��\=«1

= _7;               7 > 0             �2.11� 

 ë1 + î vv7ì q�2�\, 7�|\=«1 = d qv��\, 7�v\ �\=«1
= �7;                        7 > 0              �2.12� 

 
ve  Ú�«4, 7� = ��«4, 7� = 0;     7 > 0.                                           �2.13� 

 
 
Denklem �2.9�’dan î → 0  giderken �2.11� ve �2.12� denklemlerinden sınır şartları 
olan �Z�«Z, 7� ve �4�«Z, 7� ifadeleri düzenlenerek �2.14� ve �2.15� denklemleri elde 
edilir.  
 
Sınır şartları: 
 ��«Z, 7� = qd � vv\ − 1\� Ú�\, 7���Y�� = _7;             7 > 0                       �2.14� 

 ��«4, 7� = d qv��\, 7�v\ ��Y��
= g7;          7 > 0                      �2.15� 

ve Ú�«4, 7� = ��«4, 7� = 0;                    7 > 0                     �2.16� 
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(2.16) Denklemi nedeniyle sınırlı lineer denklem zamana bağlı kayma gerilmeleri 
Newton sıvı hareketine karşılık denklemler �5.3�, �4.3�, �5.4�ve �4.4� dir. *23, 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 



 

16 

 

 
 
 

BÖLÜM 3 
 

3.1 LİNEER DENKLEM S İSTEMİNİN ANAL İTİK ÇÖZÜMÜ 
 

Bu bölümde oluşan Matematiksel ifadenin Sonlu Hankel dönüşümünden 
yararlanırak problemin Adi difarensiyel denkleme dönüştürülmüş oluşan Adi 
difarensiyel denklemin çözümü bulunmuş ve Ters Hanken dönüşümü uygulanarak 
denklemin tam çözümü hesaplanmıştır. (2.10) Başlangıç sınır koşulları 0 dan t ye 
kadar integralleri alınarak τZ�r, t� ve τ4�r, t� kayma gerilmelerini hesaplanmıştır. Bu 
bölümde son olarak özel durum î → 0 giderken Newton akışkanı Úb�\, 7�,  �y�\, 7�, �Zb�\, 7� ve �4b�\, 7� hesaplanmıştır. Bu çözülen Matematiksel modellerin grafikleri 
çizilerek çözümün analizi yapılmıştır. 

 
 
3.2. ÇÖZÜMLER 
 

Hız bileşenleri Ú�\, 7� ve ��\, 7� belirlemek amacıyla, [24,25,26] tarafından 
ifade edilmiştir 
 

Ú��7� = c \��
�� Ú�\7�Ý��\\ZK�;\;       1L = 1,2,3, …                             �3.1� 

 

���7� = c \��
�� ��\7�Ý��\\4K�;\;       2L = 1,2,3, …                             �3.2� 

  �3.1�, �3.2�  Sonlu Hankel dönüşümünü ifade eder. 
 Ý��\\ZK� = »Z�\\ZK��4�«Z\ZK� −  »4�«Z\ZK��Z�\\ZK�, Ý��\\4K� = »��\\4K��Z�«Z\4K� − »Z�«Z\4K����\\4K�, 
 Ú �\, 7�  ve � �\, 7� ‘nin Sınırlı Henkel dönüşümleri, Burada \ZK ve \4K, sırasıyla  Ý��«4\�  =  0  ve Ý��«4 \� = 0, transandantal denkleminin pozitif kökleridir ve »s�. �, �s�. � ‘ler  2 nin birinci ve ikinci tür Bessel fonksiyonlarıdır. 
Eşitlik �2.16�,  kullanarak ve Bessel fonksiyonlarının Wronskian bağlantısıdır. 
 Ý��«Z\ZK� = »Z�«Z\ZK��4�«Z\ZK� −  »4�«Z\ZK��Z�«Z\ZK� = − 2¶«Z\ZK  , 
Ý��«Z\4K� = »��«Z\4K��Z�«Z\4K� −  »Z�«Z\4K����«Z\4K� = − 2¶«Z\4K     ,    
İspat edebiliriz. 
 
 

c \ ë v4v\4 + 1\ vv\ − 1\ì Ú�\, 7���
�� Ý��\\ZK�;\ = 
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q 2¶\ZK � vv7 −  1\� Ú�\, 7���Y��
− \ZK4 Ú��\ZK, 7�,            �3.3� 

 
 

c \ ë v4v\4 + 1\ vv\ì ��\, 7���
�� Ý��\\4K�;\ =     

 q 2¶\4K
v��\, ¿�v7 ��Y��

− \4K4 ��ô\4K,7õ.            �3.4� 

Ters Hankel dönüşümlerini formüllere �3.1� ve �3.2�’ya karşılık gelen *24,25,26, 
dir; 
 

Ú�\, 7� = ¶42 �   \ZK4 »Z4 �«4\ZK�Ý��\\ZK�»44 �«Z\ZK� − »Z4 �«4\ZK� Ú��7�,                                             �3.5�∞

KYZ  
��\, 7� = ¶42 �  \4K4 »�4 �«4\4K�Ý��\\4K�»44 �«Z\ZK� − »�4 �«4\4K� ���7�.                                             �3.6�∞

sYZ  
 
Denklem �2,7� ve �2,8� ile \Ý��\\ZK� ve \Ý��\\4K�’yi sırasıyla çarparak, «1, «2 den  \ ye bağlı  sonucu integral alınır ve sınırlı koşulları �2.11� ve  �2.12�′i kullanılır ve �3.3� ve �3.4�’u tanımlayarak biz  �3.7� ve �3.8�′P  buluruz; 
 îÚ� ��7� + Ú� ��7� + �\ZK4 Ú��7� = 2_7¶Ø\ZK   ,     7 > 0,                        �3.7� 

 î����7� + ����7� + �\4K4 ���7� = 2�7¶Ø\4K   ,     7 > 0.                          �3.8� 

 
Yukarıdaki �2.10� denklemlerden sınır şartları aşağıdaki gibidir.  
 Ú��0� = ���0� = Ú� ��0� = ����0� = 0                                         �3.9� 
 
Başlangıç koşulları �3,9� ile adi diferansiyel denklemler  �3,7� ve �3,8�’nin                                
çözümleri aşağıdaki gibidir. 
 Ú��7� = 2_¶d\ZKß �7 − <l��¦ − <l��¦h4K − hZK − 1�î\ZK4 â1 − h4K<l��¦ − hZK<l��¦h4K − hZK ã� , �3.10� 

 

���7� = 2�¶d\4Kß �7 − <³��¦ − <³��¦¿4K − ¿ZK − 1�\4K4 â1 − ¿4K<³��¦ − ¿ZK<³��¦¿4K − ¿ZK ã� , �3.11� 

 
Burada 
 

h4K, hZK = −1 ± �1 − 4�î\ZK42î , ¿4K, ¿ZK = −1 ± �1 − 4�î\4K42î  , 
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Son olarak �3,5�  ve �3,6�’yi kullanarak ters Hankel dönüşü kullanarak aşağıdaki 
ifadeleri elde edebiliriz. 

c �\4 − «44 ���
�� Ý��\\ZK�;\ = 4¶\ZKß �«4«Z�4 ,                                     �3.12� 

c \ L� \«4���
�� Ý��\\4K�;\ = 2¶«Z\4Kß    ,                                              �3.13� 

Ú�\, 7�  ��\, 7� bu ifadeleri aşağıda elde ederiz.  
 

Ú�\, 7� = _72d �«Z«4�4 ë\ − «44\ ì − ¶_d� � »Z4 �«4\ZK�Ý��\\ZK�\ZKß *»44 �«Z\ZK� − »Z4 �«4\ZK�,          
∞

KYZ  

+ ¶_d � »Z4 �«4\ZK�Ý��\\ZK�\ZK*»44 �«Z\ZK� − »Z4 �«4\ZK�, � 1�\ZK4
h4K<l��¦ − hZK<l��¦h4K − hZK − <l��¦ − <l��¦h4K − hZK �  ∞

KYZ  

�3.14� 
 

��\, 7� = �7d «Z L � \«4� − ¶�d� � »�4 �«4\4K�Ý��\\4K�\ZKß *»44 �«Z\ZK� − »Z4 �«4\ZK�,          
∞

KYZ  

+ ¶�d � »�4 �«4\4K�Ý��\\4K�\4K*»Z4 �«Z\4K� − »�4 �«4\4K�, � 1�\4K4
¿4K<³��¦ − ¿ZK<³��¦¿4K − ¿ZK − <³��¦ − <³��¦¿4K − ¿ZK � .∞

KYZ  

�3.15� 
  �3.14� ve �3.15� denklemleri daha basit şekilde aşağıdaki gibi düzenlenmiş olarak 
verebiliriz. 
 

Ú�\, 7� = _72d �«Z«4�4 ë\ − «44\ ì 

− ¶_d� � »Z4 �«4\ZK�Ý��\\ZK�\ZKß *»44 �«Z\ZK� − »Z4 �«4\ZK�,          
∞

KYZ �1 − î hZK4 <l��¦ − h4K4 <l��¦h4K − hZK �             �3.16� 

��\, 7� = �7d «Z L � \«4� − ¶�d� � »�4 �«4\4K�Ý��\\4K�\ZKß *»44 �«Z\ZK� − »Z4 �«4\ZK�,          
∞

KYZ  

+ ¶�d � »�4 �«4\4K�Ý��\\4K�\4K*»Z4 �«Z\4K� − »�4 �«4\4K�, !1 − î ¿1L2 <¿2L7 − ¿2L2 <¿1L7
¿2L − ¿1L "         �3.17�∞

KYZ  
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3.3.  KAYMA GER İLMELER İNİN HESAPLANMASI 
 

Kayma gerilmeleri τZ�r, t� ve τ4�r, t�′yi hesaplamak için �2.10� başlangıç 
sınır koşulları ile �2.11� ve �2.12� denklerinden  �3.18� ve �3.19�  denklemleri elde 
edilir. 

 
�Z�\, 7� = dî <�¦î c <·î¦

� � vv\ − 1\� Ú�\, Q�;Q;    \ ∈ �«Z , «4�,         7 > 0,       �3.18� 

 �4�\, 7� = dî <�¦î c <·î v��\, Q�v\¦
� ;Q;        \ ∈ �«Z , «4�,                7 > 0,           �3.19� 

 
 �3.16� , �3.17� içinde �3.18� ve �3.19� ifadelerin işlemleri yapıldıktan sonra 
aşağıdaki denklemler elde edilir.  
�Z�\, 7� = _ �«Z\ �4 �7 − î �1 − <�¦î�� + ¶_�  �1 − <�¦î� � »12 �«2\1L�Ý#Ú�\\1L�\1L2 *»22 �«1\1L� − »12 �«2\1L�,         

∞

L=1  
+ ¶_�  � »Z4 �«4\ZK�Ý!��\\ZK�\ZK4 *»44 �«Z\ZK� − »Z4 �«4\ZK�, î�h4K − hZK� $h4K4 �<l��¦ − <−7��1 + îhZK − hZK4 �<l��¦ − <−7��1 + îh4K %

         
∞

KYZ  �3.20� 
�4�\, 7� = � �«Z\ � �7 − î �1 − <�¦î�� + ¶��  �1 − <�¦î� � »02 �«2\2L�Ý#��\\2L�\2L2 *»12 �«1\2L� − »02 �«2\2L�,         

∞

L=1  
+ ¶��  � »�4 �«4\4K�Ý!��\\4K�\4K4 *»Z4 �«Z\4K� − »�4 �«4\4K�, î�¿4K − ¿ZK� $¿4K4 �<³��¦ − <−7��1 + î¿ZK − ¿ZK4 �<³��¦ − <−7��1 + î¿4K %

         
∞

KYZ  �3.21� 
Burada 
 Ý!��\\ZK� = »2�\\1L��2�«1\1L� − »2ô«1\1Lõ�2�\\1L�, Ý!��\\4K� = »Z�\\4K��Z�«Z\4K� −  »Z�«Z\4K��Z�\\4K�. 
 
Denklem  �3.20� ve  �3.21� işlemleri yapılarak daha basit halde aşağıdaki gibi 
yazarız. 

�Z�\, 7� = _ �«Z\ �4 �7 − î �1 − <�¦î�� 
+ ¶_� � »12 �«2\1L�Ý#Ú�\\1L�\1L2 *»22 �«1\1L� − »12 �«2\1L�,         

∞

L=1 �1 − h4K<l��¦ − hZK<l��¦h4K − hZK � ,                         �3.22� 
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�4�\, 7� = � �«Z\ � �7 − î �1 − <�¦î�� 
+ ¶�� � »02 �«2\2L�Ý#��\\2L�\2L2 *»12 �«1\2L� − »02 �«2\2L�,         

∞

L=1 �1 − ¿4K<³��¦ − ¿ZK<³��¦¿4K − ¿ZK �                   �3.23� 
 
 
 
3.4.  ÖZEL DURUM  & → � (NEWTON AKI ŞKANI)  
 

Denklem  (3.16), (3.17), (3.22) ve (3.23)’de  λ → 0 giderken Newton akışkanı 
çözümleri aşağıdaki gibidir. 
 

Úb�\, 7� = _72d �«Z«4�4 ë\ − «44\ ì
− ¶_d� � »Z4 �«4\ZK�Ý��\\ZK�\ZKß *»44 �«Z\ZK� − »Z4 �«4\ZK�,          

∞

KYZ ô1 − <������ ¦õ,                             �3.24� 
�b�\, 7� = �7d «Z L � \«4�

− ¶�d� � »�4 �«4\4K�Ý��\\4K�\ZKß *»Z4 �«Z\ZK� − »�4 �«4\ZK�, ð1 − <−�\2L2 7ñ                     �3.25�         
∞

KYZ  

�Zb�\, 7�
= _7 �«Z\ �4 + ¶_� � »12 �«2\1L�Ý#Ú�\\1L�\1L2 *»22 �«1\1L� − »12 �«2\1L�, ð1 − <−�\1L2 7ñ,                                �3.26�         

∞

L=1  

�b4�\, 7� = �7 �«Z\ �
+ ¶�� � »02 �«2\2L�Ý#��\\2L�\2L2 *»12 �«1\2L� − »02 �«2\2L�,         

∞

L=1 ð1 − <−�\2L2 7ñ                            �3.27� 
 
Yukarıdaki denklemler elde edilir. �8� denkleminde î → 0 yaklaşırken �3.28� elde 
edilir.   �Z�«Z, 7� = _7,    �4�«Z, 7� = �7                                         �3.28�  
 
 
Bu �3.24� ve �3.25�  denklemleri �2.14� ve �2.15�  ifadelerinin �2.10� başlangıç 
sınır şartlarını ile çözümünde elde edilmiştir.[27] 
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 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 _ = −5, � = 0.0357541, d = 32, î = 2 , 7 = 10 için    denklem �3.16�¨un Ú�\� gra'iği 
 

 

 
 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 g = −5, � = 0.0357541, d = 32, î = 2 , 7 = 10 için    denklem �3.17�¨un ��\� gra'iği 
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 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 g = −5, � = 0.0357541, d = 32, î = 2 , 7 = 12 için    denklem �3.16�¨un Ú�\� gra'iği 
 
 
 

 
 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 g = −5, � = 0.0357541, d = 32, î = 2 , 7 = 12 için    denklem �3.17�¨un ��\� gra'iği   
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 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 f = −5, � = 0.02, Ø = 895, î = 2 , 7 = 15 için    denklem �3.16�¨un Ú�\� gra'iği 
 
 

 
 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 g = −5, � = 0.02, Ø = 895, î = 2 , 7 = 15 için    denklem �3.17�¨un ��\� gra'iği 
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 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 _ = −5, � = 0.0357541, d = 32, î = 5 , 7 = 5 için    denklem �3.16�¨un Ú�\� gra'iği 
 
 

 
 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 _ = −5, � = 0.0357541, d = 32, î = 5 , 7 = 5 için    denklem �3.17�¨un ��\� gra'iği 
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 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 _ = −5, � = 0.0357541, d = 32, î = 5 , 7 = 20 için    denklem �3.16�¨un Ú�\� gra'iği 
 
 

 «Z = 0.5 , «4 = 0.9 g = −5, � = 0.0357541, d = 32, î = 5 , 7 = 20 için    denklem �3.17�¨un ��\� gra'iği 
 
 



 

26 

 

 
 
 

4.BÖLÜM 
 

4.1 NON LİNEER DENKLEM S İSTEMİNİN ZAYIF ÇÖZÜMÜ 
 

Bu bölümde dalga denklemini non lineer dalga denklem sistemi için 
başlangıç sınır değer probleminin çözümünün varlığını ele alacağız. Çalışmada önce 
lineer dalga denklemi için tam çözümlerin varlığı Bölüm 3 de gösterilmiştir. Bu 
bölümde lineer dalga denklemine _Z�u, �� �< _4�u, �� ifadeleri eklenerek nonlineer 
hale getirilmiştir. Bu bülümde oluşan Matematiksel modelin çözümün varlığı ve 
Feado Galerkin yaklaşımından yararlanarak çözümün tekliği gösterilmiştir. 

 
 

4.2 GİRİŞ 
 

Aşağıdaki non lineer dalga denklem sistemi için başlangıç sınır değer 
problemini ele alacağız. 

 

(u¦¦ − °Z �u)) + 1] u) − 1]4 u� + îZu¦ + _Z�u, �� = *Z�], 7�,                            
�¦¦ − °4 ��)) + 1] �)� + î4�¦ + _4�u, �� = *4�], 7�, 1 < ] < «, 0 < 7 < �,     �4.1�q 

 tu)�1, 7� = ±Zu�1, 7� + ℎZ�7�       �)�1, 7� = ℎ4�7�u�«, 7� = ��«, 7� = 0,                                                                                                      �4.2�q 
 tu�], 0� = u+��]�,      u¦�], 0� = u+Z�]�,��], 0� = �+��]�,       �¦�], 0� = �+Z�]�,                                                                          �4.3�q 
 

Burada °Z > 0,  °4 > 0,  ±Z > 0,  îZ > 0,  î4 > 0, « > 1 verilen şartlar ve u+�, u+Z, �+�, �+Z, *Z, *4, _Z, _4, ℎZ, ℎ4,  şartları sağlayan verilen fonksiyonlardır. 
Sonlu Hankel transformları ve »��]�, ���]�, »Z�]�, �Z�]�, »4�]� ve �4�]� Bessel 
fonksiyonlarının seri formlarını kullanarak, bütün başlangıç ve sınır şartlarını 
sağlayan tam bir çözüm elde edilmiş Daha sonraları ordinayt ve kesirli türev 
modelleri için Helical flowslar üzerinde çalışılmıştır.[28-32] 
      

,--
-.
---
/îu¦¦ + u¦ = � �u)) + 1] u) − 1]4 u� ,         1 < ] < «, 7 > 0,                                  

î§¦¦ + §¦ = § �§)) + 1] §)� ,          1 < ] < «, 7 > 0,                                                 
u)�1, 7� − u�1, 7� = _d 7, §)�1, 7� = �d 7,       7 > 0,                                            �4.4�u�«, 7� = §�«, 7�,     7 > 0,                                                                                                    u�], 0� = u¦�], 0� = 0,          1 < ] < «,                                                                            §�], 0� = §¦�], 0� = 0,           1 < ] < «,                                                                            

q 
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Burada �4,4� problemi Maxwell’in Helical flows’u olarak tanımlanan î, d, �, _, � 
verilen sabitlerdir. 
 
4.3 ÖN BİLGİLER 
 
          ¬ = �1, «�,   0� = ¬x�0, ��, � > 0, olsun. �s�¬��, 3l�¬�,  rs,l�¬�. 
alışılmış fonksiyon uzaylarının tanımlarını vermeye gerek duymadık  rs,l =  rs,l�¬�,  3l =  r�,l�¬�,  �s =  rs,4�¬�, 1 ≤ h ≤ ∞, 2 = 0,1,2 …    
olarak tanımlayalım. 34 normu ‖ . ‖, ile gösterilir. Ayrıca �. , . � ile  34 deki skaler 
çarpım veya sürekli lineer fonksiyoneller ile bir fonksiyon uzayının bir elemanının 
dual skaler çarpım çiftini göstereceğiz. ‖ . ‖    ile 5 üzerindeki normu ve 5’ ile 5′ in 
dual uzayını gösterecegiz. 3l�0, �; 5�, 1 ≤ h ≤ ∞  ile ölçülebilir, reel u: �0, �� → 5 
fonksiyonlarının Banach uzayını göstereceğiz öyle ki; 
 
 ‖u‖����,�; � = ð� ‖u�7�‖ l ;7�� ñZ l⁄ < ∞    için 1 ≤ h < ∞   

ve ‖u‖����,�; � = <QQQuh�¥¦¥� ‖u�7�‖   için  h = ∞ 

 u�t�, u¨�t� =  u2�t�, u¨¨�t� =  u22 �t�,  u3�t�, u33�t�  ile sırasıyla u�], 7�, �4�¦ �], 7�,��4�¦� �], 7�, �4�) �], 7�, ��4�)�  �], 7�, gösterelim. �Z üzerinde       

‖�‖��  =  �‖�‖4  +  ‖�)‖4�Z4                                             �4.5� 
 
 normunu kullanacağız.  
 § =  �� ∈  �Z�¬�: ��«� =  0�.                                           �4.6� 
 
olarak alacağız.  §, �Z  in kapalı bir alt uzayıdır ve üzerindeki  ‖�‖5�  ve ‖�)‖4        
normları denktir.  Dikkat edilirse 34 ve  �Z  aynı zamanda aşağıdaki iç çarpımlar ile 
birer Hilbert uzaylarıdır. 
     〈u, �〉 = c ]u�]���]�;],�

Z      〈u, �〉 + 〈u), �)〉,                          �4.7� 

 
 34 ve  �Z nin normları ‖ . ‖� ve ‖ . ‖Z ile gösterilen uygun skaler çarpımlarından 
indirgenmiştir. �Z  sürekli ve yoğun olarak 34  içine gömülmüştür. � 34 �′   34  nin 
dualini göstersin. Öte yandan  �Z ↪  34  ↪ ��Z�′; dir. (burada   〈. , . 〉  notasyonu   �Z ve ��Z�′  çifti için kulanılır. 
 
Lemma 4.3.1  Aşağıdaki eşitlikler doğrudur. �P�  ||�||  ≤ ||�||� ≤ √«||�||,    her  � ∈ 34 , 
(PP)  ||�||�� ≤ ||�||Z ≤ √«||�||�� ,     her  � ∈ �Z.                                                      (4.8) 
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İspat Lemma 4.3.1  

(P) c �4�
Z

(]);]                                                                 
 �4(]) > 0 ve ] ∈ *1, «, olup  �4(]) ≤ ]�4(]) dır. Bu nedenle, 

Her  � ∈ 34 için, c �4�
Z

(]);] ≤ c ]�4�
Z

(]);] ≤ « c �4�
Z

(]);] 

(PP)  � ∈ �Z için , yukarıdakine benzer şekilde 

c(�4�
Z

(]) + �)4(]));] ≤ c ](�4�
Z

(]) + �)4(]));] 

                                     ≤ « c(�4�
Z

(]) + �)4(]));], her  � ∈ �Z                                   (4.9) 

elde edilir. 

Lemma 4.3.2   �Z ↪ ��(Ω;) Gömülmesi kompakttır ve  

||�||?Ë(@;) ≤ |�||�||��  her  � ∈ �Z,                                             (4.10) 

Burada          |� = Z�4���Z� A1 + �1 + 16�« − 1�4  . 
İspat Lemma 4.2.2 Bilindiği gibi �Z ↪ ���Ω;� gömülmesi kompakttır.[32]  �Z�Ω;�  , �Z ‘de yoğun olduğundan biz sadece bütün � ∈  �Z�¬��  için  �4.10� nın 
sağladığını göstereceğiz. 

Her  � ∈  �Z�Ω;�  ve ], Ô ∈ Ω;, için 

�4�]� = �4�Ô� + 2 c ��7�� ′�7�;7)
B .                                               �4.11� 

0’ dan s’ ye kadar t üzerinden integral alınırsa, 

�« − 1��4�]� = ||�||4 + 2 c ;Ô c �(7�� ′�7�;7)
B

�
Z

                                                
= ||�||4 + 2 c ;Ô c �(7�� ′�7�;7)

Z
�

Z
− 2 c ;Ô c ��7�� ′�7�;7B

Z
�

Z
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= ||�||4 + 2(« − 1) c �(7�� ′�7�;7)
Z

− 2 c�« − 7���7�� ′�7�;7�
Z

                                
≤ ||�||4 + 4(« − 1) cC�(7�� ′�7�C;7�

Z
.                                                              �4.12� 

0 ≤ �|° − ±�4 Eşitli ğinden her  °, ± ∈ ℝ, | > 0, için �4.8� den 

�« − 1��4�]� ≤ ||�||4 + 2(« − 1) �|||�′||4 + 1| ||�||4�                         
 = �1 + 2�« − 1� 1|� ||�||4 + 2(« − 1)|||�′||4,                                              (4.13) 

 sonucuna varırız. 
1 + 2(« − 1) 1| = 2�« − 1�| olacak şekilde α > 0 seçilir veya  
| = 1 + �1 + 16�« − 1�44�« − 1�   alınırsa �4.10� sağlanır. 
Lemma 4.3.3 

  § ↪ ���Ω;� gömülmesi  kompakttır ve  

�P�               ||�||?Ë(D;) ≤ √« − 1 ||�)||        her  � ∈ §,                                           
(PP)             ||�|| ≤ « − 1√2 C|�)|C                her  � ∈ §,                                                  (4.14) 

(PPP)           ||�|| � ≤ E«2  (« − 1) ||�)||�            her  � ∈ §,                                          
İspat Lemma 4.3.3 

 § ↪ �Z sürekli ve �Z ↪ ��(Ω;) kompakttır. Böylece § ↪ ��(Ω;) kompakttır. 

(P)            her  v ∈ V ve x ∈ *1, R,, için              
|�(])| = Ä− c � ′�Ô�;Ô�

) Ä ≤ cC� ′�Ô�C;Ô�
Z

≤ √« − 1 ¡cC� ′�Ô�C4;Ô�
Z

£Z 4⁄
 

= √« − 1‖�)‖.                                                                                        �4.15� 
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(PP)            her  � ∈ § ve ] ∈ *1. «,, PçPL              
�4(]) = Ä− c � ′�Ô�;Ô�

)
Ä4 ≤ �« − ]� cC� ′�Ô�C4�

)
;Ô = �« − ]� ‖�)‖4.             �4.16� 

1 ‘den R ‘ye kadar x üzerinden integral alınırsa  

‖�‖4 = c �4�]�;] ≤ c�« − ]��
Z

�
Z

‖�)‖4;] = �« − 1�42 ‖�)‖4                   �4.17� 

elde edilir. 
 

 

�PPP�            her  � ∈ §   için,              
‖�‖� ≤ √«‖�‖ ≤ E«2  �« − 1�‖�)‖ ≤ E«2  �« − 1� ||�)||�                        (4.18) 

Remark 4.3.1: 34 üzerinde � → ‖�‖ ve � → ‖�‖� normları denktir. Böylece �Z 
üzerindeki bu iki norm � → ‖�‖�� ve � → ‖�‖Z , � → ‖�)‖ ve � → ‖�)‖�   ��Z 
üzerinde dört norm ve  � → ‖�‖�� , � → ‖�‖Z , � → ‖�)‖ ve � → ‖�)‖�  § üzerinde 
dört norm vardır. 

Remark 4.3.2: Başlangıç sınır değer probleminin zayıf formulasyonu aşağıdaki gibi 
verilebilir. 

 (u, �) ∈ r# = t�u, �� ∈ 3X�0, �; §]§�: �u¦ , �¦� ∈ 3X�0, �; 34]34�, �u¦¦ , �¦¦� ∈ 3Z�0, �; §¨]§¨                                              z                     
�u, ��  Aşağıdaki varyansyonel denklemi sağlar. 

,-.
-/〈u¦¦�7�, Ú〉 + °Z°�u�7�, Ú� + °ZℎZ�7�Ú�1� + îZ〈u¦�7�, Ú〉 + °Z 〈 1]4 u�7�, Ú〉                                       +〈_Z�u, ��, Ú〉 = 〈*Z�7�, Ú〉,                                                                                    �4.19�                             〈�¦¦�7�, ∅〉 + °4±���7�, ∅� + °4ℎ4�7�∅�1� + î4〈�¦�7�, ∅ 〉                                                                          +〈_4�u, ��, ∅〉 = 〈*4�7�, ∅〉,                                                                                                                                
Her �Ú, ∅� ∈ § × §, hemen hemen her yerde , 7 ∈ �0, ��, başlangıç şartları ile 
birlikte 

tu�], 0� = u+��]�,       u¦�], 0� = u+Z�]�,��], 0� = �+��]�,      �¦�], 0� = �+Z�]�, q                                                                         �4.20� 
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Burada °(. , . ), ±(. , . )   §x§ üzerinde her u, Ú ∈ §,  ±Z > 0 için °(u, Ú) = ±�u, Ú� +±Zu�1�Ú�1�, ±�u, Ú�=〈u), Ú)〉 şeklinde tanımlı biliner formdur. 

 4.4. ZAYIF ÇÖZÜMLER İN VAROLU Ş VE BENZERSİZL İĞİ 

Aşağıdakileri ifadeleri kabul edelim. ���� °Z , °4 , îZ, î4  pozitif sabitlerdir 

��Z�  �u+I , u+Z� , ��+I , �+Z�  ∈ §]34 ; 
��4� *Z , *4 ∈ 3Z�0, �; 34�; 
��ß�  ℎZ , ℎ4  ∈  rZ.Z�0, ��; 
��J� �P� ve �PP� olacak şekilde * ∈ �Z�ℝ4; ℝ� vardır. 
       �P�  �K�4 �u, �� = _Z�u, �� , �K�� �u, �� = _4�u, ��, 
       �PP�   − *�u, �� ≤ �Z�1 + u4 +  �4�, ∀ u, � ∈ ℝ;  olacak şekilde �Z sabiti vardır. 
��L� Her Ö > 0  için  |_w�uZ, �Z� − _w�u4, �4�| ≤ 3M�|uZ − u4| + |�Z − �4|�, olacak 
şekilde bir 3M > 0 sabiti vardır. Her  uZ, �Z , u4 , �4 ∈ *−Ö , Ö,, P = 1,2.  
Remark 4.4.1 _Z ve _4 fonksiyonlarının ��J� ve ��L� şartlarını sağladığı bir örnek verelim.   
Aşağıdaki fonksiyonu göz önüne alalım. 

_Z�u, �� = 2 ë |4�|4 + u4�4 + 1N4 + �4ì �4u, 
_4�u, �� = 2 ë N4�N4 + �4�4 + 1|4 + u4ì u4�, 
Burada | ve N sabitlerdir. �∗� eşitlikleri sağlayacak şekilde �∗∗� ile tanımlı                                 * ∈ �4�ℝ4; ℝ� var olduğundan  ��J� ve ��L�  şartlarını sağladığı açıktır. 

�∗∗� t*�u, �� = � 1|4 + u4 + 1N4 + �4�u4�4 q 

�∗� 
,--
.
--/

v*vu �u, �� = 2 ë |4�|4 + u4�4 + 1N4 + �4ì �4u = _Z�u, ��,                          
v*v� �u, �� = 2 ë N4�N4 + �4�4 + 1|4 + u4ì u4� = _4�u, ��,                           
 *�u, �� = � 1|4 + u4 + 1N4 + �4�u4�4 ≤ u4 + �4, her �u, �� ∈ ℝ4       

q 

Diğer taraftan 2*�u, �� ≤ u_Z�u, �� +  �_4�u, �� ≤ 4*�u, ��, her �u, �� ∈ ℝ4               
eşitli ği ile _Z  ve _4 yi  �J̈̈  nü de aşağıdaki teoremi verebiliriz. 
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Teorem 4.4.1 Her � > 0 için (��) − (�J)  sağlasın Bu durumda (*) ‘nın sağlandığı (4.1) − (4.3) denkleminin  
 
 (u, �) ∈ 3X(0, �; §]§), (u¦ , �¦) ∈ 3X(0, �; 34]34), (u¦¦, �¦¦) ∈ 3Z(0, �; §¨]§¨).                       (4.21) 
En az bir (u, �) zayıf çözümü vardır. 
Ek olarak (�L) de sağlıyorsa çözüm tektir. 
 
Teorem ispatı 4.4.1 
İspat 4 basamaktan oluşmaktadır. 
Basamak 1 : 
Feadon Galerkin yaklaşımı �Úw� , §’nin  sayılabilir bir bazı olsun  (4.1) , (4.3) 
probleminin (4.22) formunda yaklaşık çözümünü buluruz. 

                   us(7� = � µsé�7�Úé
s

éYZ  ,            �s�7� = � ;sé�7�Úé ,s
éYZ                      �4.22� 

Burada ôµsé, ;séõ  fonksiyonları �4.23� denklemini sağlayan fonksiyonlardır. 

,-
--
--
--
-.
--
--
--
--
/ c � µ¨¨sé�7�Úé

s
éYZ

�
Z

Úw;] − °Z c � µsé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úẅ ¨;] − °Z c 1] � µsé�7�Úé

s
éYZ

�
Z

Úẅ ;]                                
+°Z c 1]4 � µsé�7�Úé

s
éYZ

�
Z

Úw;] + îZ c � µ¨sé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úw;]                                                                           

+_Z ¡c � µsé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úw;], c � ;sé�7�Úé

s
éYZ

�
Z

Úw;]£ = c �*Zsé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úw;]                                      

c � ;¨¨sé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úw;] − °4 c � ;sé�7�Úé

s
éYZ

�
Z

Úẅ ¨;] − °4 c 1] � ;sé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úẅ ;]                               

î4 c � ;¨sé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úw;] + _4 ¡c � µsé�7�Úé

s
éYZ

�
Z

Úw;], c � ;sé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úw;]£                                    

= c �*4sé�7�Úé
s

éYZ
�

Z
Úw;]                                                                                                                                      

 

= � µ¨¨sé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;] − °Z � µsé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úẅ ¨;] − °Z � µsé�7�s
éYZ c 1]

�
Z

ÚéÚẅ ;] 

+°Z � µsé�7�s
éYZ c 1]4 Úé

�
Z

Úw;] + îZ � µ¨sé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;] 
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+_Z ¡� µsé(7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;], � ;sé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;]£ = � *Zsé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;] 

P = P olduğunda c Úé
�

Z
Úw;] , c Ú é̈

�
Z

Úẅ ;] ifadeleri ortanormal oldugundan  
1¨e eşit olur. 

P ≠ P olduğunda c Úé
�

Z
Úw;] , c Ú¨é

�
Z

Úẅ ;] , Úé . Úw′|Z� ve  Úé. Úw|Z�  ifadeleri   
0¨a eşit dir. 
= � µ¨¨sé�7�s

éYZ . 1 − °Z � µsé�7�s
éYZ RÚé. Úw′|Z� − c Ú é̈

�
Z

Úẅ ;]S 

−°Z � µsé(7�s
éYZ R1] Úé. Úw|Z� − c(− 1]4 Úé. Úw + 1] Ú é̈ . Úw)�

Z
;]S

+ °Z � µsé(7� c 1]4 Úé . Úw;]�
Z

s
éYZ  

+îZ � µ¨sé�7�s
éYZ . 1 + _Z ¡� µsé�7�s

éYZ . 1, � ;sé�7�s
éYZ . 1£ = � *Zsé�7�.s

éYZ �1� 
= � µ¨¨sé�7�s

éYZ − °Z � µsé�7��0 − 1�s
éYZ

− °Z � µsé�7� Rc 1]4
�

Z ÚéÚw;] − c 1] Ú¨é . Úw
�

Z
;]Ss

éYZ  

+°Z � µsé�7� c 1]4
�

Z ÚéÚw;]. +îZ � µ¨sé�7�s
éYZ + _Z ¡� µsé�7�s

éYZ , � ;sé�7�s
éYZ £s

éYZ
= � *Zsé�7�s

éYZ  

= � µ¨¨sé�7� +s
éYZ °Z � µsé�7��1�s

éYZ − °Z � µsé�7� R− c 1] Ú é̈ . Úw
�

Z
;]Ss

éYZ  
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+îZ � µ¨sé(7�s
éYZ + _Z ¡� µsé�7�s

éYZ , � ;sé�7�s
éYZ £ = � *Zsé�7�s

éYZ  

= � µ¨¨sé�7�s
éYZ + °Z � µsé�7� +s

éYZ °Z � µsé�7�s
éYZ R 12] Úé̈ Úw|Z� + c 12]4 . ÚéÚw

�
Z

;]S 

+îZ � µ¨sé(7�s
éYZ + _Z ¡� µsé�7�s

éYZ , � ;sé�7�s
éYZ £ = � *Zsé�7�s

éYZ  

= � µ¨¨sé�7�s
éYZ +îZ � µ¨sé�7�s

éYZ
+ °Z � µsé�7� +s

éYZ °Z � µsé�7�s
éYZ R0 + c 12]4 Úé . Úw

�
Z

;]S                         
+_Z ¡� µsé�7�s

éYZ , � ;sé�7�s
éYZ £ = � *Zsé�7�s

éYZ  

1 <  ≤ 2 alınırsa 

µséT ¨¨�7�+îZµséT ¨�7� + °ZµséT �7�
+ °Z2 � µsé�7� c 1]4 Úé . Úw

�
Z

;] + _ZôµséT , ;séT õ = *TZsé�7�s
éYZ  

 

� ;¨¨sé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;] − °4 � ;sé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úẅ ¨;] − °4 � ;sé�7�s
éYZ c 1]

�
Z

ÚéÚẅ ;] 

+î4 � ;¨sé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;] + _4 ¡� µsé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;], � ;sé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úw;]£
= � *4sé�7�s

éYZ c Úé
�

Z
Úw;] 

P = P olduğunda c Úé
�

Z
Úw;] , c Ú¨é

�
Z

Úẅ ;] ifadeleri ortanormal oldugundan   
1¨e eşit olur. 
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P ≠ P olduğunda c Úé
�

Z
Úw;]  , c Ú¨é

�
Z

Úẅ ;] , Úé . Úw′|Z� ve  Úé. Úw|Z�   ifadeleri   
0¨a eşit dir. 
= � ;¨¨sé�7�s

éYZ . 1 − °4 � ;sé�7�s
éYZ c Úé

�
Z

Úẅ ¨;] − °4 � ;sé�7�s
éYZ c 1]

�
Z

ÚéÚẅ ;] 

+î4 � ;¨sé�7�s
éYZ . 1 + _4 ¡� µsé�7�s

éYZ . 1, � ;sé�7�s
éYZ . 1£ = � *4sé�7�s

éYZ . 1 

= � ;¨¨sé�7�s
éYZ . −°4 � ;sé�7� RÚé . Úw′|Z� − c Ú é̈

�
Z

Úẅ ;]Ss
éYZ  

−°4 � ;sé(7�s
éYZ R1] Úé . Úw|Z� − c(− 1]4 Úé . Úw + 1] Ú¨é . Úw)�

Z
;]S + î4 � ;¨sé(7�s

éYZ  

+_4 ¡� µsé�7�s
éYZ , � ;sé�7�s

éYZ £ = � *4sé�7�s
éYZ  

= � ;¨¨sé�7�s
éYZ − °4 � ;sé�7��0 − 1�s

éYZ
− °4 � ;sé�7�s

éYZ R0 + c 1]4 Úé�
Z Úw;] − c�1] Ú é̈ . Úw��

Z
;]S 

+î4 � ;¨sé�7�s
éYZ + _4 ¡� µsé�7�s

éYZ , � ;sé�7�s
éYZ £ = � *4sé�7�s

éYZ  

= � ;¨¨sé�7�s
éYZ + °4 � ;sé�7�s

éYZ
− °4 � ;sé�7�s

éYZ R0 + c 1]4 Úé�
Z Úw;] − c�1] Ú é̈ . Úw��

Z
;]S 

+î4 � ;¨sé�7�s
éYZ + _4 ¡� µsé�7�s

éYZ , � ;sé�7�s
éYZ £ = � *4sé�7�s

éYZ  
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= � ;¨¨sé�7�s
éYZ + °4 � ;sé�7� − °4 � ;sé�7�s

éYZ âc 12]4 Úé�
Z Úw;]ãs

éYZ  

+î4 � ;¨sé�7�s
éYZ + _4 ¡� µsé�7�s

éYZ , � ;sé�7�s
éYZ £ = � *4sé�7�s

éYZ  

1 <  ≤ 2 alınırsa 

;séT ¨¨�7�+î4;séT ¨�7� + °4;séT �7�
− °42 � ;sé�7� c 1]4 Úé. Úw

�
Z

;] + _4ôµséT , ;séT õ = *T4sé�7�s
éYZ  

elde edilir . 

,--
.-
-/ µséT ¨¨�7�+îZµséT ¨�7� + °ZµséT �7� + °Z2 � µsé�7� c 1]4 Úé. Úw

�
Z

;] + _ZôµséT , ;séT õ = *TZsé�7�s
éYZ

;séT ¨¨�7�+î4;séT ¨�7� + °4;séT �7� − °42 � ;sé�7� c 1]4 Úé. Úw
�

Z
;] + _4ôµséT , ;séT õ = *T4sé�7�s

éYZ

q 

burada ôcUV, dUVõfonksiyonları �4.23�denklemini sağlayan fonksiyonlardır. 

,-
.
-/〈us̈̈�7�, Úé〉 + °Z°ôus�7�, Úéõ + °ZℎZ�7�Úé�1� + îZ〈us̈�7�, Úé〉                                                              +°Z 〈 1]4 us�7�, Úé〉 + 〈_Zôus�7�, �s�7�õ, Úé〉 = 〈*Z�7�, Úé〉,                                �4.23�                          〈�s̈̈�7�, Úé〉 + °4±ô�s�7�, Úéõ + °4ℎ4�7�Úé�1� + î4〈�s̈�7�, Úé〉                                                               +〈_4ôus�7�, �s�7�õ, Úé〉  = 〈*4�7�, Úé〉,           1 ≤ P ≤ 2,                                                                           

us�0� = u�s ,      us̈�0� = uZs ,      �s�0� = ��s ,    �s̈�0� = �Zs ,                      �4.24� 

burada 

,-
--
-.
--
--
/u�s = � usé���Úé

s
éYZ → u+�    güçlü bir §,                  

uZs = � usé�Z�Úé
s

éYZ → u+Z    güçlü bir 34,                 
��s = � �sé���∅é

s
éYZ → �+�    güçlü bir § ,                  

�Zs = � �sé�Z�∅é
s

éYZ → �+Z    güçlü bir  34,                 

                                                    �4.25�q 
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Teorem 4.4.1’in kabullerinden (4.23) ve (4.24)  sistemi için Cauchy problemi *0, �s, üzerinde en az bir ôus(7�, �s�7�õ  lokal çözümüne sahiptir. Bu Caratheodory 

teoreminin bir sonucudur. Lokal çözümün *0, �s, den *0, �, ye genişlemesi 
tahminlerin bir sonucudur.(bakınız [8,p.34]) 

Adım 2: �4.14�Z , µsé¨ �7� ve �4.23�4 , ;sé¨ �7� ve de P’nin zaman değişkeninin 0’dan 7’ye kadar integrali ile bazı düzenlemelerden sonra �4.26� ‘yı elde ederiz. 

c � µ¨¨sé�Q�Úé�]�µsé¨ �7�s
éYZ

¦
�

;Q + °Z c � µsé�Q�Úé¨¨�]�µsé¨ �Q�s
éYZ

¦
�

;Q
+ °Z±Zu�1�Ú�1� c � µsé¨ �Q�s

éYZ
¦

�
;Q + °ZÚ�1� c � ℎZ�Q�µsé¨ �Q�s

éYZ
¦

�
;Q

+ îZ c � µ¨sé�Q�Úé�]�µsé¨ �Q�s
éYZ

¦
�

;Q
+ °Z c 1]4 � µsé�Q�Úé�]�µsé¨ �Q�s

éYZ
¦

�
;Q

+ c _Z ¡� µsé�Q�Úé�]�s
éYZ , � ;sé�Q�Úé�]�s

éYZ £¦
�

µsé¨ �Q�;Q
= c � *Zsé�Q�Úé�]�µsé¨ �Q�;Q,s

éYZ
¦

�
 

c � ;¨¨sé�Q�Úé�]�;sé¨ �7�s
éYZ

¦
�

;Q + °4 c � ;sé�Q�Úé¨¨�]�;sé¨ �Q�s
éYZ

¦
�

;Q
+ °4Ú�1� c � ℎ4�Q�;sé¨ �Q�s

éYZ
¦

�
;Q + î4 c � ;¨sé�Q�Úé�]�;sé¨ �Q�s

éYZ
¦

�
;Q

+ c _4 ¡� µsé�Q�Úé�]�s
éYZ , � ;sé�Q�Úé�]�s

éYZ £¦
�

;sé¨ �Q�;Q
= c � *4sé�7�Úé�]�;sé¨ �Q�;Qs

éYZ
¦

�
 

olur ifadelerin integralleri alınırsa 

12 Úé�]� ¡� µsé¨ �Q�s
éYZ £4 + 12 °ZÚé¨¨�]� ¡� µsé�Q�s

éYZ £4 + °Z±Zu�1�Ú�1� � µsé�Q�s
éYZ  
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+°ZÚ(1) c � ℎZ(Q�µsé¨ �Q�s
éYZ

¦
�

;Q + îZ c � Úé�]� ðµ¨sé�Q�ñ4s
éYZ

¦
�

;Q 

+°Z c 1]4 � µsé�Q�Úé�]�µsé¨ �Q�s
éYZ

¦
�

;Q 

+ c _Z ¡� µsé�Q�Úé�]�s
éYZ , � ;sé�Q�Úé�]�s

éYZ £¦
�

µsé¨ �Q�;
= c � *Zsé�Q�Úé�]�µsé¨ �Q�;Qs

éYZ
¦

�
, 

 
 

12 Úé�]� ¡� ;sé¨ �Q�s
éYZ £4 + 12 °4Úé¨¨�]� ¡� µsé�Q�s

éYZ £4

+ °4Ú�1� c � ℎ4�Q�;sé¨ �Q�s
éYZ

¦
�

;Q + î4 c � Úé�]� ð;¨sé�Q�ñ4s
éYZ

¦
�

;Q
+ c _4 ¡� µsé�Q�Úé�]�s

éYZ , � ;sé�Q�Úé�]�s
éYZ £¦

�
;sé¨ �Q�;Q

= c � *4sé�Q�Úé�]�;sé¨ �Q�;Qs
éYZ

¦
�

 

 

çıkar 1. ve 2. Denklemi 2 ile çarpıp taraf tarafa toplarsak  �4.26� ve �4.27� 
denklemlerini buluruz. 

´s�7� = ´s�0� − 2 cX〈_Zôus�Q�, �s�Q�õ, us̈�Q�〉 + 〈_4ôus�Q�, �s�Q�õ, �s̈�Q�〉Y¦
�

;Q 

+2 c〈*Z�Q�, us̈�Q�〉¦
�

;Q + 2 c〈*4�Q�, �s̈�Q�〉¦
�

;Q − 2°Z c ℎZ�Q�¦
�

us̈�1, Q�;Q 
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−2°4 c ℎ4(Q�¦
�

�s̈�1, Q�;Q − 2°Z c 〈 1]4 us�Q�, us̈�Q�〉 ;Q¦
�

= ´s�0� + � IV[
éYZ ,                                                                                                            �4.26� 

Burada 

´s�7� = ‖us̈�7�‖�4 + ‖�s̈�7�‖�4 + °Z°ôus�7�, us�7�õ + °4±ô�s�7�, �s�7�õ  

+2îZ c‖us̈�Q�‖�4;Q + 2î4 c‖�s̈�Q�‖�4;Q.¦
�

¦
�

                                                              �4.27� 

Öte yandan �4.27� ‘den   

´s�7� ≥ ´s̅�7�, elde edilir.                                                                                             �4.28� 

´ ̅ s�7� = ‖us̈�7�‖�4 + ‖�s̈�7�‖�4 + °∗�‖us)�7�‖�4 + ‖�s)�7�‖�4�
+ 2î∗ c�‖us̈�Q�‖�4 + ‖�s̈�Q�‖�4�¦

�
;Q,                                               �4.29� 

ve   °∗ = 2PL�°Z, °4�,      î∗ = 2PL�îZ, î4�.                                                                       �4.30� 

�4.25�  ve �Z ↪ ���¬�� ‘dan 

´s�0� + |u�s�1�| + |��s�1�| ≤ ��                                               �4.31�            

olacak şekilde, sadece  u+I , u+Z, �+I , �+Z  ya bağlı olan bir pozitif �� sabiti                         
ve °Z, °4, ±Z vardır. 

Öte yandan 

‖us�7�‖�4 = ]us�0� + c us̈�Q�;Q¦
�

]
�

4 ≤ 2‖u�s‖�4 + 27 c‖us̈�Q�‖�4;Q.¦
�

          �4.32� 

Böylece �4.29�, �4.31� ve �4.32� den aşağıdaki çıkarılır. 

‖us�7�‖�4 + ‖�s�7�‖�4  ≤ �� + 2� c ´s̅�Q�;Q.                                     ¦
�

�4.33� 

�4.26� nın sağ tarafındaki aşağıdaki integralleri hesaplayacağız.  

Birinci integral. ��J � ve �Z ↪ ���¬�� ‘dan �4.29�, �4.31� ve �4.32� ‘ü kullanarak �4.34�’ü çıkarırız. 
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ÇZ = −2 � X〈_Zôus�Q�, �s�Q�õ, us̈�Q�〉 + 〈_4ôus�Q�, �s�Q�õ, �s̈�Q�〉Y¦� ;Q   

=  −2 c ;;Q c ]*ôus�], Q�, �s�], Q�õ�
Z

¦
�

;] 

= 2 c ]*ôu�s�]�, ��s�]�õ;] − 2 c ]*ôus�], 7�, �s�], 7�õ�
Z

�
Z

;] 

≤ �«4 − 1� sup |B|,|÷|��?Ë
|*�Ô, Û�| + 2�Z c ]*1 + us4 �], 7� + �s4 �], 7�,;]�

Z
 

≤ �� + �� c ´s̅�Q�;Q,                                                                                                   �4.34�¦
�

 

Burada  �� , � ‘ye bağlı bir sınırdır. Kısalık için aşağıda �� ‘yi genellikle aynı sabit 
olarak düşüneceğiz. 

İkinci integral. ��4� kabulü kullanılırsa Cauchy-Schwartz eşitli ğini sağlanır.  

Ç4 = 2 c〈*Z�Q�, us̈�Q�〉;Q ≤ 2 c‖*Z�Q�‖�‖us̈�Q�‖�;Q¦
�

¦
�

 

≤ � ‖*Z�Q�‖�;Q + � ‖*Z�Q�‖�‖us̈�Q�‖�4;Q¦�¦�   

≤ ‖*Z‖����,�;��� + c‖*Z�Q�‖�´ ̅ s�Q�;Q¦
�

≤ �� + c‖*Z�Q�‖�´ ̅ s�Q�;Q.               �4.35�¦
�

 

Üçüncü integral. Benzer olarak  
Çß = 2 c〈*4�Q�, �s̈�Q�〉;Q ≤¦

�
‖*4‖����,�;��� + c‖*4�Q�‖�´ ̅ s�Q�;Q¦

�
 

≤ �� + c‖*4�Q�‖�´ ̅ s�Q�;Q.¦
�

                                                                                        �4.36� 

Dördüncü integral. İntegrasyonu kullanarak 

ÇJ = −2°Z c ℎZ�Q�us̈�1, Q�;Q = 2°ZℎZ�0�u�s
¦

�
�1� − 2°ZℎZ�7�us�1, 7� 
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+2°Z c ℎZ̈(Q�us;Q.¦
�

                                                                                                          �4.37� 

4.4.3 lemmasını ve aşağıdaki eşitsizliği 

2°± ≤ ^°4 + 1̂ ±4 , her °. ± ≥ 0 , ^ > 0,                                                           �4.38� 

ve 

|us�1, 7�| ≤ ‖us�7�‖ ?Ë�@;� ≤ √R − 1‖us)�7�‖� ≤ ER − 1a∗ A´ ̅ s�7�              �4.39� 

kullanılırsa aşağıdaki ifadeye varılır. 

ÇJ ≤ 2°Z|ℎZ�0�||u�s�1�| + 2°Z|ℎZ�7�|ER − 1a∗ A´ ̅ s�7�
+ 2°ZER − 1a∗ c|ℎZ̈�Q�|A´ ̅ s�Q�ds2

�
 

≤ 2°Z|ℎZ�0�|�� + 1̂ °Z4 R − 1a∗ ℎZ4�7� + ^´ ̅ s�7�
+ °Z4 R − 1a∗ c|ℎZ̈�Q�|;Q + c|ℎZ̈�Q�|´ ̅ s�Q�;Q¦

�
¦

�
  

≤ 2°Z|ℎZ�0�|�� + 1̂ °Z4 R − 1a∗ ‖ℎZ‖_`��,a�4 + °Z4 R − 1a∗ ‖hZ̈‖_���,a�
+ c|ℎZ̈�Q�|´ ̅ s�Q�;Q¦

�
+ ^´ ̅ s�7� 

≤ �1 + 1̂� �2°Z��|ℎZ�0�| + °Z4 R − 1a∗ ô‖ℎZ‖_`��,a�4 + ‖hZ̈‖_���,a�õ�
+ c|ℎZ̈�Q�|´ ̅ s�Q�;Q¦

�
+ ^´ ̅ s�7� 

≤ �1 + 1̂��� + c|ℎZ̈�Q�|´ ̅ s�Q�;Q¦
�

+ ^´ ̅ s�7�,                                                         �4.40� 

Her ̂ > 0, için �� ≥ 2°Z��|ℎZ�0�| + °Z4 b�Zc∗ ô‖ℎZ‖_`��,a�4 + ‖hZ̈‖_���,a�õ. 
Beşinci integral benzer olarak 
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ÇL ≤ −2°Z c ℎ4(Q��s̈�1, Q�;Q ≤ 2°4|ℎ4�0�|�� + 1̂ °44 R − 1a∗
¦

�
‖ℎ4‖_`��,a�4  

+°44 R − 1a∗ ‖h4̈‖_���,a� + c|ℎ4̈�Q�|´ ̅ s�Q�;Q¦
�

+ ^´ ̅ s�7� 

≤ �1 + 1̂� �2��°4|ℎ4�0�| + °44 R − 1a∗ ô‖ℎ4‖_`��,a�4 + ‖h4̈‖_���,a�õ�
+ c|ℎ4̈�Q�|´ ̅ s�Q�;Q¦

�
+ ^´ ̅ s�7� 

≤ �1 + 1̂� �� + c|ℎ4̈�Q�|´ ̅ s�Q�;Q¦
�

+ ^´ ̅ s�7�,                                                         �4.41� 

her ^ > 0  �� ≥ 2��°4|ℎ4�0�| + °44 R − 1a∗ ô‖ℎ4‖_`��,a�4 + ‖h4̈‖_���,a�õ. 
Altıncı integral. Lemma 4.2.3’ü kullanarak �4.29� ‘dan �4.42� ‘yi çıkarırız. 

Ç[ ≤ −2°Z c 〈 1]4 us�Q�us̈�Q�〉¦
�

;Q ≤ 2°Z c‖us�Q�‖�
¦

�
‖us̈�Q�‖�;Q 

≤ 2°ZER2 �R − 1� c‖us)�Q�‖�
¦

�
‖us̈�Q�‖�;Q 

≤ 2°ZE R2a∗ �R − 1� c ´ ̅ s�Q�;Q.                                                                                  �4.42�2
�

 

�4.26�, �4.28�, �4.29�, �4.31�, �4.34�– �4.36� ve �4.40�– �4.42�, 
 birlikte düşünülürse �4.43�’ü elde ederiz. 

�1 − 2^�´ ̅ s�7� ≤ 12 ���Z��^� + 12 c ���4��Q�´ ̅ s�Q�;Q,¦
�

                                        �4.43� 
Her ̂ > 0,  

,-.
-/12 ���Z��^� = 2�� + 2 �2 + 1̂� ��                                                                                 �4.44�

12 ���4��Q� = ��|ℎẅ�Q�|4
wYZ + ‖*w�Q�‖�� + 2°ZE R2a∗ �R − 1� + ��    ���4� ∈ 3Z�0, ��.   q 
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^ = ZJ  seçilirse Gronwall Lemmasını kullanarak �4.43� ‘dan �4.45� elde ederiz. 

´ ̅ s�7� ≤ ���Z��^�exp ¡c ���4��Q�;Q¦
�

£ ≤ �� ,
∀ 2 ∈ ℕ, ∀ 7 ∈ *0, �,, ∀ � > 0.                                                        �4.45� 
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BÖLÜM  5 

 

SONUÇ 

Bu çalışmada Maxwell akışı için merkezleri eş iki dairesel silindir arasında 7 = 09 oldugu zaman kayma ve dönme  matematiksel model için başlangıç sınır 
şartlarını sağladığı ve oluşan modelin tam çözümleri, kayma gerilmeleri 
hesaplanmıştır.  

4. Bölümde ise bu lineer dalga denklemi nonlineer dalga deklemi sistemi 
olduğunda nonlineer dalga denkleminin üzerinde Feado- Galerkin metodu 
kullanılarak zayıf çözümün varlığı ve bu çözümün tek olduğu ispat edilmiştir.  
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