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OZET
NEVANLINNA TEORIiSi VE UYGULAMALARI
BECIT, Aysegiil
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ

Temmuz 2017, 98 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde tezin diger boliimlerine temel olusturacak tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Ikinci bdliim tiimiiyle Nevanlinna teorisine bir giristir. Pozitif logaritma
tanimu verilip bununla ilgili esitsizlikler gosterilmistir. Meromorf fonksiyonlarin sifir
ve kutup yerleriyle ilgili gosterimler verilmis ve bu gosterimlerden yararlanilarak

meromorf fonksiyonun Kkarakteristigi tanimlanmistir. Nevanlinna teoremi i¢in temel
olusturan birinci ve ikinci esas teoremler ispatlanip, f (Z) =0 (1) gosteriminin

anlami verilmistir. Tam ve meromorf fonksiyonlarin mertebe ve tip tanimlari
belirtilip smiflandirmalar1 yapilmis olup, son olarak Nevanlinna’nin ikinci temel

teoremi gosterilmistir.

Ugiincii boliimde ilk olarak, sonlu logaritmik mertebe ile artan fonksiyonlar

icin karakteristik bir integral gelistirildi. Bu asamada, bir f meromorfik fonksiyonu

ve bu fonksiyonun karakteristik ifadesi olan T (r, f) nin logaritmik mertebeyle ilgili

bazi 6zellikleri verildi. Yaklagik logaritmik mertebe ve yakinsaklik logaritmik {ist
tanimlar1 belirtilmis olup, devaminda sonlu ¢ift-logaritmik mertebeyle ilgili tanimlar

ve teoremler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Meromorf fonksiyonlar, sifir ve kutup yerleri, Poisson-Jensen
formiilii, pozitif logaritma, sonlu logaritmik mertebe, yaklasik logaritmik mertebe,

sonlu ¢ift-logaritmik mertebe.



ABSTRACT
NEVANLINNA THEORY AND ITS APPLICATIONS
BECIT, Aysegiil
M. Sc. Thesis, Mathematics Department
Adviser: Associate Professor Mehmet ACIKGOZ
July 2017, 98 pages

This thesis consist of three chapters.

In first chapter, we give definitions and theorems which compose a basic for

next chapters.

In second chapter, the second part is introduction an entry into the
Nevanlinna theory. A positive logarithm definition is given and the inequalities
associated with it are proved. Notations of the zero and pole points of the
meromorphic functions are given, and the characteristics of the meromorphic
functions are described by using these notations. The first and second principal

theorems that form the basis for the Nevanlinna Theorem have been proved and the
meaning of f(z)=0(1) has been given. The order and type definitions of entire

and meromorph functions are indicated and classified. Finally, Nevanlinna’s second
basic theorem is proved.
In the third chapter, a characteristic integral is developed for the functions

increasing with the finite logarithmic order. Subsequently, some properties of a
meromorphic function and the characteristic expression T (, f) of the function are

given, and the approximate logarithmic order and convergence logarithmic exponent
definitions are denoted. In the continuation of this section, we are interested in the
finite double-logarithmic order.

Key Words: Meromorph functions, zero and pole points, Poisson-Jensen formula,
positive logarithmic, finite logarithmic order, approximate logarithmic order, finite

double-logarithmic order.
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BOLUM 1

GIRIS

Rolf Nevanlinna’nin 1920-1925 yillar1 arasinda yaptigi ¢alisma deger dagilim
teorisinde oldukc¢a Onemlidir. Bu teori meromorf fonksiyonlarin kutup ve sifir
yerleriyle ilgilenmistir. R. Nevanlinna tarafindan tanimlanan karakteristik
fonksiyonun uygulamast olduk¢a genistir. Son zamanlarda, birgok matematik¢i bu
kuramdan yararlanarak matematigin dali olan projektif geometri, uygulamali
matematik ve kompleks analizde bununla ilgili ¢alisma yapmistir. Buradan,
Nevanlinna teoresiyle baglantis1 olan konulari yani, yaklasik mertebe, sonlu
logaritmik mertebe, sonlu ¢ift-logaritmik mertebe gibi ifadeler incelenecektir.

1.1 On Bilgiler

Bu boliimdeki tanim ve teoremler [1], [2], [3] ve [4] nolu kaynaklardan yararlanarak

yazilmistir.

Tamm 1.1.1: f, X; 1n delinmis komsulugunda tanimli olsun ve bir L sayisi
verilsin. Eger herhangi bir &>0 igin 0<|X—Xo|<5 oldugunda |f(x)—L|<g
olacak bigimde bir 6 >0 varsa f nin X, daki limiti L dir denir.

Tamm 1.1.2: Y G, (Xx—a)" =, +¢,(x—a)+...+C,(x—a)" +...
k=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki C, sayilarina serinin katsayilari

ad1 verilir [1]. Ozel olarak a=0 alinirsa,

D e X =CoHCX+. AL X+
k=0

elde edilir.



Tanmm 1.1.3: f, [a,b] kapali araliginda taniml1 bir fonksiyon ve Y € (a,b) olsun.

Eger

Y-

y—X y —X
limiti varsa f fonksiyonuna X noktasinda tiirevlenebilir fonksiyon denir.

Tanmmm 1.1.4: f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta her mertebeden

turevlenebilir olsun. Bu durumda

w £ (k)
S By

ko Kl
serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi ad1 verilir [1].

Tamm 1.1.5: Her a,beR igin,

Jal 1o} <[a-+b/ <[al+ o
olarak ifade edilen esitsizlige {iggen esitsizligi denir [1].
Tamim 1.1.6: Bir Z, € C noktasinin & —komsulugu

D(zy,6)={z:|2-2,| <&}

olarak tanimlanan kiimedir. Buradaki Z; noktasmma komsulugun merkezi, &

sayisina ise komsulugun yarigapi denir. Bir D(Zo, € ) komsulugu verildiginde,
D(z,,6)-{z,} =N,

kiimesine £, noktasmnin delinmis (delikli) komsulugu denir [2].



Tamm 1.1.7: Bir W=f(Z) fonksiyonu £, noktasinin D(Zo,r)—{Zo} delinmis

komsulugunda analitik fakat Z, da analitik degilse f , Z;, da bir ayrik aykiri

noktaya sahiptir denir.

Tammm 1.1.8: Eger W= f(Z) fonksiyonunun bir z, noktasinda ayrik aykiriligi

varsa, bu noktanin delinmis bir A={Z: S, <|Z—ZO| < Sz} komsulugunda f

fonksiyonunun,
f(z)=>4a,(z-2)"

acilimi vardir. Bu a¢ilima Laurent serisi denir ve

f (z)zian(z—zo)” +Zoj:(z :” ¥

seklinde yazilir.

Tamm 1.1.9: z,, f fonksiyonunun ayrik aykir1 noktas: olsun. Eger f nin Laurent
aciliminda a_, katsayilarindan sonlu tanesi hari¢ digerlerinin tiimii sifira esitse z,,
f fonksiyonunun bir kutup (pole) noktasidir denir. Eger k, a_, # 0 6zelligindeki en

biiyiik say1ise z,, f nin k. mertebeden kutup noktasidir denir. Ornegin;
1 .. .
f(z)== igin z =0 bir kutuptur [2].
Z

Uyan1 1.1.1: f, z, noktasinda k. mertebeden kutba sahiptir <

a—k a‘—k+l a 1

+ ot
(z-2,)¢ (z-2)“" z-1,

f(z)= iam(z —7,)"+

fonksiyonuna, f nin z, noktasindaki esas kismi denir.



Tamm 1.1.10: Bir f karmasik fonksiyonu z, noktasmin belli bir D(z,,¢)

komsulugundaki biitiin noktalarda differansiyellenebiliyorsa f, z, noktasinda

analitiktir, denir.

Tamm 1.1.11: f fonksiyonu bir B bdlgesinde analitik ve z,eB olsun. z,

noktasmm f nin k. mertebeden sifir yeri olmasi igin gerek ve yeter kosul
fzo)=f'(25)=-..= F*? ()= 1" (z,)=0, ¥(z,)=0

Olmasidir.

Teorem 1.1.12: f nin z, noktasinin bir komsulugunda analitik ve z, da k.
mertebeden sifir yeri olmasi igin gerekli ve yeterli kosul g(z,)#0 ve g, z, da

analitik bir fonksiyon olmak iizere, z, mn bir komsulugundan
f(z)=(2-2)g(2)
seklinde yazilabilmesidir.

Tamm 1.1.13: ¢ :[a, b] — C taniml bir fonksiyon olsun.

b

Jo(t)dt

a

b

< [lg(t)|dt

a

olacak sekilde bir esitsizlik vardir.

Tanm 1.1.14: B, R? de bir bolge ve U:B—> R ikinci kerteden siirekli kismi

tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun.

_du du

VZU—ery—O

esitligi varsa u, B de bir harmonik fonksiyondur denir. Burada V?u=0 denklemine

Laplace denklemi denir.



Ornek 1.1.1: u (X, y) = X" —y?+2X olsun. Burada biitiin zeC noktalar1 icin,

u, =2x+2 U, =2 ve u, =-2Yy u, =—2

XX y

yani u, C diizlemde harmonik bir fonksiyondur [2].

Tammim 1.1.15: u bir B bolgesinde harmonik olsun. Eger B bolgesindeki bir V
harmonik fonksiyonu igin f =u+iv, B bolgesinde analitik ise v ye u nun

harmonik eslenigi (conjugate) denir.

Tanmmm 1.1.16: f fonksiyonu bir B bolgesindeki aykiriliklari sadece kutup

noktalar1 ise f ye B bolgesinde bir meromorf fonksiyon denir [2].

Tamm 1.1.17: Bir f fonksiyonu C diizleminin tiim noktalarinda analitikse, f ye

tam (entire) fonksiyon denir.

Tanmm 1.1.18: f karmasik fonksiyonu, bir z, noktasmm her komsulugundaki baz1

noktalarda analitik fakat z, da analitik degilse f fonksiyonunun z, da aykirilig: var

denir.

Tamm 1.1.19: f, B bolgesinde analitik bir fonksiyon ve Zz;,, B bdlgesinde bir

nokta olsun. Eger f '(Zo) #0 ise f fonksiyonu z, noktasinda konformdur, denir.

az+b
Tanmm 1.1.20: a,b,c,deC ve ad—-bc#0 olmak iizere, W :CZ 5
+

biciminde
tanimlanmis fonksiyona homografik fonksiyon denir.

Tamm 1.1.21: Tanim aralig1 igindeki her X elemani i¢in f (X) <U olacak sekilde

bir U eR varsa, f(x) fonksiyonuna bu aralik iginde iistten smirli denir. Burada

U € R sayisina da iist smir ad1 verilir.



Tammm 1.1.22: Tamm aralig1 i¢indeki her x elemani i¢in f (X) > A olacak sekilde

bir AcR varsa, f (X) fonksiyonuna bu aralik i¢inde alttan siirhidir denir. Ae R

sayismna ise alt smir denir. Ote yandan bu aralik igindeki her X elemani igin
A<f (X) <U olacak sekilde A, U eR varsa, f (X) fonksiyonuna sinirli fonksiyon

veya alttan ve iistten siirhidir denir.

Tamm 1.1.23: (fn) dizisi Afizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir <

Ve>0 igin 3n, Syle ki Yn>n, ve Vxe A igin |f, (x)- f (x)|<& [1]

Teorem 1.1.24: y:[a,b] = A bir egri ve (f,) ise y([a,b]) iizerinde tammls,
sirekli fonksiyonlarmn y([a,b]) tizerinde f ye diizgiin yakinsayan bir dizisi olsun.

Bu durumda;

Q) I f.— _[ f (y tzerinde)

(i) g, dizileri y fizerinde siirekli olsun. »' g,(z), » tzerinde diizgin
n=1

yakinsiyorsa,

esitlikleri vardir.

Tamm 1.1.25: (a,b] tizerinde taniml, negatif olmayan, integrallenebilen f ve ¢

fonksiyonlar1 igin a tek sonsuz siireksizlik noktasi ve

lim m

=Y
x—a* g (X)

olsun.

b b
(i) 0<y<ooise [f(x)dx ile [g(x)dx aym karakterdedir.
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(i) =0 ve Ig x)dx yakimsak ise I f (x)dx yakinsaktr.

(iii) y =0 ve jg x)dx waksak ise If x)dx iraksaktr.

Tammm 1.1.26: AcRR ve acR olsun. a noktasmin her §-komsulugunda A
kiimesinin a dan farkli en az bir eleman1 varsa bu a noktasma A kiimesinin bir

yigilma noktasi denir [1].

Ornek 1.1.2: A= {1 ‘neN } kiimesinin y1gilma noktasini incelersek;
n

A= {1 ‘neN } kiimesinin y1gi1lma noktas1 sifirdir.
n

Tammim 1.1.27: Bir A kiimesinin en sagda olan yigilma noktasina ist limit veya
limit siiperiyor denir ve limsup A veya limA seklinde gosterilir. Benzer sekilde, A
kiimesinin en solda olan yigilma noktasmna alt limit veya limit inferiyor denir.

liminf A veya limA ile gosterilir [1].

Teorem 1.1.28: Jf(x)dx yakinsaktr & Ve>0 icin 3t, =t,(¢) Oyle ki

a

Vt, >t >t, bagintisini saglayan her t, t, i¢in

<&

T f (x)dx

4

dir. Baska bir yazilisla

_[f(x)dx yakinsaktir & Ilmjf(x)dx 0

>
a t, >0 t

dir [1].



1.2. Nevanlinna kuramu ile ilgili genel tanimlar ve teoremler

R. Nevanlinna ozellikle meromorf, yani sonlu karmasik diizlemde kutup
noktalarmdan bagka tekil noktalar1 olmayan fonksiyonlarin karakteristik 6zellikleriyle

ilgilenmis, kendi adiyla anilan birinci ve ikinci esas teoremleri tanimlamistir.

Ayrica, kutup ve sifir yerleriyle ilgili gosterimler belirtilmistir. Tam fonksiyonun
tanimindan sonra tam ve meromorf fonksiyonlarin mertebe ve tip tanimlar1 verilip
smiflandirmalar1 yapilmistir. Bu boliimle ilgili daha fazla bilgi i¢in [3] nolu kaynaktan
yararlanilabilir.

Tamm 12.1: f(z), |z/[<R dairesinde (0<R <o) meromorf bir fonksiyon,

3,(i=12,..,M), b;(j=12..,N) sraile |z]<R dairesinde sifir ve kutup yerleri

olmak iizere z=re“(0<r<R) ve f(z)#0,0 ise

Iog|f(z)|=iTlog‘f(Re‘®)‘ R dg
27 4 R* —2Rrcos(6 - D) +r?
! o Rza)] & IR(2-D)
+Zlog R 2 glog R" b2

esitligine Poisson-Jensen formiilii denir.
Tamm 1.2.2: n(r,a), f(z)=a denkleminin |z|<r dairesindeki koklerinin
sayisini gdstermektedir. n(t, f) ve n(t,%j sirastyla f (z) meromorf fonksiyonun

|Z| <1 dairesindeki kutuplarinin ve sifirlarin mertebelerinin sayilar1 kadar sayilan

sayilarin1 gostermek lizere,

N (R,o0)= N(R, f)=%logﬁ=}n(t, f)%

j 0

1 )dt

N(R,0) = N(R,%j:élog%:@n[t,?jT



2r
m(R,»)=m(R, f)=%£log*|f|d@

2
m(R,O):m(R,%J=2ijlog* Hd@

%

ifadeleri Nevanlinna gosterimleri olarak bilinir.

Tamm 1.2.3: T(R,f)=m(R, f)+N(R,f) ve T[R,%):m(R,%}_N(R,%J

olmak tizere,
1
T(R,f ):T(R,TJHog‘f (0)]

esitligindeki T (R, f) gosterimi, f(z) meromorf fonksiyonu karakteristigi olarak

adlandirilir.

Teorem 1.2.4: a karmasik bir sayi,

f(O)—a|¢O,oo ise

T(R,%}:T(R,fﬁo(l)

—a
esitligi bu kuramda Nevanlinna’nin birinci temel teoremi olarak geger.

Tamim 1.2.5: f(z) meromorf fonksiyonunun mertebesi

—logT (R, f
p=|im—g (R.f)
R—m |ogR
olarak tanimlanir.
—T(R, f
c=Ilim ( )
R—o0 Rp

ifadesi de f(z) meromorf fonksiyonun tipidir.



Teorem 1.2.6: f(z), |z|<R dairesinde sabit olmayan meromorf bir fonksiyon ve

a,,a,,...,8, degerleri farkli karmasik sayilar1 olsunlar. Bu halde,

izijm[R, f fa_]m(a%jg(pa, £)+S(R, f)

f-a

m(R, f)+ :m[R, L ngT(R,f)_Nl(R,f)+s(R,f)

(q-1)T(R, f)sg[R, f iai]+N(R, f)—N(R,%}+S(R, f)
veya
(@-2)T(R, f)sgN(R,%aJ—Nl(R, f)+S(R, f)
dir.

1.3. Sonlu logaritmik mertebe

Bu bolimde bir f meromorfik fonksiyonu ve bu fonksiyonun karakteristik
ifadesi olan T(r, f) nin sonlu logaritmik mertebeleriyle ilgili baz1 6zellikler ifade

edilecektir. Bu boliimde [4] nolu kaynaktan yararlanilmistir.

Tamm 1.3.1: S (r) , >0 i¢in tanimlanan pozitif artan bir fonksiyon olsun. Eger,

N—"

I
fimsup 9951 _ ;
o= loglogr

ise S(r) fonksiyonunun sonlu logaritmik mertebesi A dir. Yukaridaki esitsizlik

sonsuz ise S(r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi sonsuzdur.

10



Tamm 13.2: f(z), C dizleminde bir meromorf fonksiyon ise, bu f

fonksiyonunun logaritmik mertebesi onun Kkarakteristik ifadesi olan, T(r, f) nin

logaritmik mertebesidir.

Tamm 1.3.3: f(z) meromorf bir fonksiyon olsun. Her aeC=CuU{o} noktast
f(z)=a denkleminin kokiidiir. f(z) fonksiyonunun a-noktalarmm bir dizisi
{z,(a)} olsun. Oyle ki r;(a)=|z;(a)| oldugu durumda r;(a)<r;,(a) esitsizligi
vardir. f(z) fonksiyonunun a noktalarmin yakmsaklik logaritmik iissii p,og(a)

olup

) 1
plog(a)zlnf ,Ll|ﬂ>0, Z—ﬂ<00
; ‘Iog r, (a)‘

dir.
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BOLUM 2

Bu boliimde Nevanlinna kurami i¢in bazi temel teoremler, tanimlar, sonuglar

verilmis olup gegen kavramlar icin daha detayli olarak [3] nolu kaynak incelenebilir.

[lk olarak Poisson-Jensen formiilii verilip ispatlanacaktir. Bu formiil

Nevanlinna teoremi i¢in ¢ok onemli rol oynar.

2.1 Poisson-Jensen formiilii

f(z), |z|<R meromorf bir fonksiyon, f(z) fonksiyonu |z|<R bolgesinde sirastyla

sifir ve kutup yerleri & (i=12,..,M ), b;(j=12,...,N ) olsunlar.

z=re’(0<r<R) ve f(z)#20,»

_ih i R® —r? S R(_Z_ai)
Iog‘f(z)‘—zﬂ_([log‘f(Re )‘ R2—2chos(0—®)+r2ngrglog R*-3z
v |R(z-b)
—jzlllog R s (2.1.1)

ifadesine Poisson-Jensen formiilii denir.

Ispat: w=z icin u=0 olacak sekilde |u|<l lizerine olan doniisimii kullanalim.

Simdi

R(w-z)

N SRE— 2.1.2
R? —7w ( )

u=

esitligini yazalim. Burada, |W =R ye |u|=1 karsilik gelir. (2.1.2) esitliginin her iki

tarafinin logaritmasi alinirsa,

12



logu =logR(w -2z)—log(R* - zw)

elde edilir. Her iki tarafin turevi alirsa

du dw Zdw (R2—|z|2)dw
u w-z R?-wZ (R —wz)(w—z)

bulunur. Bu son esitligin her iki yan1 log f (W) ile carpilir ve |W| =R egrisi lizerinden

integrali alinirsa

w=R

- R? —|[*
1_ Iogf(w)dw+ 1_ J zlozg f_(W)dw: 1_ jog  (w) ( u ) dw
27i wW—2 27, R -7W 27 g (R2 —ZW)(W—Z)

[wi=R

yazilir. log f (Z), |Z| <R bolgesinde analitik oldugu i¢in, Cauchy integral formiilii

geregince, esitligin birinci tarafindaki ilk integralin degeri log f (Z), ikinci

integralin degeri sifir olur. Dolayisiyla,

log f (z):%Mj= Tog f (w) (RZ(RTV;;Z([/V)Z)dW (2.1.4)

elde edilir. Buradaki ifadeler |w/=R, w=Re"”, dw=iRe“dZ ve z=re"

olduklarindan
(R® —zw)(w—2) =(R* —(re“Re’”) )(Re"” —re" )
=R ( R—re'®? )( Re” —re")
= Re"” {R2 —2Rrcos(D —6) + rz}
olur. Bu (2.1.4) esitliginde yerine yazilirsa,
RZ _ r.2

~ 1 27 .
logf (z)_g ! Iog‘f (Re )\ T 4 (2.1.5)

13



bulunur. k=0,1, 2, ... i¢in
log f (z)=log| f (z)|+i(arg f(z)+2kr)
oldugu (2.1.5) esitligi ile disiiniiliir ve gergel kisimlar1 alinirsa

lo |f(z)|—izflo | (Re”)| R —r* do  (216)
J 27y J R®—2Rrcos (60— ) +r? .

sonucu elde edilir. Simdi, f(z) fonksiyonunun meromorf oldugunu

lﬁ[{R(w—bj)}

. 2_b.w

F(w)=f (W)~ (2.1.7)
1,_1[{ R? —aw)}

kabul edelim. Burada |w|<R bolgesinde f(w)#0,00 bigimindedir. Eger w= Re'

ve |a| <R ise |W| =R ¢emberi iizerinde,

a)|_w—al _|w-a_|w-q

== =1
(ww aw)‘ (w-a ‘w—a lw—a|

R(w- a|_
Rz—aw‘_

yazilabileceginden, |F(w)|=| f (w)| olur. O halde, (2.1.5) esitliginde f yerine F

yazilirsa,

1% . R —r’
logF =— | log F(Re"® dog 2.1.8
09 F (w) 27[;[ o9 ( ¢ )R2—2chos(9—®)+r2 (218)

olur. (2.1.7) esitliginin her iki yaninimn logaritmasi alinirsa

log F (w) = log f (w ng{ R(2 ! )} Zlog{ (w— a)}

j—l =1 R2 _a.W

elde edilir. log F(W) yerine (2.1.8) esitligindeki degeri yazilir ve w=z alinirsa

14



17 - R? —r? v R(z-a)
log f (z)=— | log F (Re"” dg+) logy——
o0 1(2) 27z£ 09F (Re )R2—2chos(¢9—®)+r2 +iz,_;‘ og{ Rz—aiz}

j=1

N R(z—b.)
> — Y 2.1.9
2 og{ R" b2 } (2.1.9)
bulunur. k= 0,1,2,.. igin
log f (z)=log| f (z)|+i(arg f (z)+2kx)

esitligi g6z oOnine almip, [z|=R cemberi iizerinde ‘f(z)‘:‘F(z)‘ oldugu

diistiniiliirse, (2.1.9) esitliginin her iki tarafinin gergel kisimlarindan

_1 a i R* —r’ N R(_Z_ai)
Iog|f(z)|—5£|og‘f(Re ) R2—2chos(9—®)+r2d®+iz_:‘|og 21
_ZN:k,g —REZ__bJ') (2.1.10)
i R®—D;z

sonucu bulunur. Bu ifadeye Poisson-Jensen formiilii denir.

Eger f (Z) fonksiyonunun |Z| <R dairesinin i¢inde kutup ve sifir yerleri yoksa
(2.1.9) esitligi
R2 _ r.2

1 2z )
log f (z)=— | log f (Re'? do
o f(2) 27”[ 09 T (Re )R2—2chos(0—@)+r2

olarak yazilir. Bu esitlige Poisson formiilii denir.

Poisson Jensen formiiliiniin en 6nemli sonucu z=0 durumudur. z=0 iken z=re"

esitliginden r=0 olur. Boylece f(0)#0 00 kabul edilirse (2.1.10) esitligi
log | f(o)|=i2f|og\f (Rei@)\dmimgi— ilogi (2.1.11)
271' 0 j=1 ‘bj‘ i=1 |a||
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bulunur. Buna da Jensen formiili denir. Burada, & (i=12..,M),

bj(j= 1,2,...,N) sayilar1 f(z) fonksiyonunun |Z|<R bolgesindeki sirasiyla

sifirlar1 ve kutuplar1 olup, her kutup ve sifir mertebeleri sayilar1 kadar sayilarak

toplama girmistir.

Buraya kadar z=0 i¢in f(0)#0 oldugunu kabul etmistik. Simdi ise z=0

noktasmnin f (Z) fonksiyonunun p . mertebeden bir sifir yeri oldugunu kabul edelim.

Bu halde F(z)= fz(pz) igin F(0)#0 olur. Buradan f(z) fonksiyonunun Taylor

acilimi

f(z):Apzp+A AF |

p+1

: f(z) ... .
ise F(z)=A +A,z+.. ve F(0)=A olur. F (z)= (p ) esitliginin dnce mutlak
z

degeri alinip sonra logaritmaya gegilirse
log|F (z)|=log| f (z)|- plog|z]

elde edilir. Yani log|F (z)|=log|f (z)|-plogR olur. z=0 igin F(0)=A, olup

log|F (0)| =log|A,| yazilabileceginden
log| Aj|=log| f (0)|-plogR

olarak bulunur. log| f (0)| yerine Jensen formiiliindeki esitligi yazilirsa
Iog‘A ‘:iTlog‘ f (Re‘@)‘d9+ilogi—ilog£— plogR
P 272' 0 j=1 ‘bj‘ i=1 |a1|

sonucu elde edilir. Eger z=0 noktasi, f(z) fonksiyonunun p. mertebeden bir
kutbu ise

A
f(z):%+...+%+,ﬁb+Alz+Azzz+...
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yazilabilir. F (Z) =z".f(z) fonksiyonu, z=0 noktasinda sifirdan farkli ve kutbu

olmayan bir fonksiyondur. Buradan

A
F(z)=12" ;pp+...+£+Ao+Alz+...
z z

=A +. +A T AR+
yazilabileceginden F(0)=A | ve ‘F (O)‘ =‘A_p‘ bulunur. Boylece,
log|F (0)|=log|A ,|

yazilir. F (z2)=2"f (Z) esitliginin her iki yaninin mutlak degeri alinip logaritmaya

gecilirse
log|F (z)|=log|f (z)|+ plog|z|
veya
log|F (z)|=log|f (z)|+ plogR
elde edilir. z=0 i¢in,
log| f (0)|=log| f (0)[+ plogR
olacagmmdan log| f (0)] yerine Jensen formiiliindeki esitligi yazilirsa

Iog‘A ‘ziz_flog‘f(Re‘@)‘d6+ilogi—ilogi+ plogR
- 27[0 = ‘bj‘ i=1 |a|

sonucu bulunur.
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2.2 Pozitif logaritma ve karakteristik fonksiyonlar

X >0 igin,

log|x|, |x|>1

log™x = max{log x, 0} =
| {log . O} {o L0<|x|<1

ifadesine pozitif logaritma denir. Agikca, log* x ifadesi [0, ) iizerinde negatif
P : . . N .1

olmayan, siirekli bir fonksiyondur. Uygun bir sekilde logx=Ilog"x—log"— ve
X

1 ) N .
|Iog x|:Iog*x+Iog*— olarak ifade edilebilir. Pozitif logaritmaya ait bazi 6nemli
X

esitsizlikler verilip ispatlanacaktir.
I. Durum: i=12, ..., p i¢in a sayilari pozitif sayilar olmak tlizere,
log®(a,+a,)<log”(a)+log”(a,)+log2
veya daha genel olarak,

log"(a, +a, +...+a,) <log"(a,) +log"(a,) +...+log"(a,) +log p  (2.2.1)
esitsizligi vardir.
Ispat: a, <a, oldugunu varsayalim. Bu durumda,

log(a, +a,) <log(a, +a,)=log2a, =log2+loga,

yazilabilir. Eger a, =1 ise pozitif logaritmanin tanimmdan loga, =log*a, ve
a +a,>1olup log( a +a,)=log"(a, +a,) esitliginden

log* (a, +a,)<log” a, +log 2

yazilabilecegi agiktir. Diger taraftan a, <1 ise a +a,<2 ve log*a, =0 olup
Oyleyse
log* (a, +a,)<log*a, +log 2
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esitsizligi yine saglanir. Esitsizligin ikinci yanma log*a, eklersek esitsizlik daha da

kuvvetlenir. Yani
log* (a, +a,)<log"a, +log*a, +log 2
sonucu bulunur. Genel hal i¢in benzer islemlerle ispat yapilabilir.

Il. Durum: i=1, 2, ..., p icin g Sayilar1 pozitif sayilar olmak tizere
log* (a,a, ...a,) < log*a, +log*a, +...+log* p (2.2.2)
esitsizligi vardir.
Ispat: Analiz bilgilerinden
log(a,a,) =loga, +loga,

oldugu bilinir. Simdi & <a, oldugunu varsayalm. Eger a >1 ise, a,>1
olacagindan aa, 21 olup pozitif logaritmanmn tanimmdan dolay1 loga, = log*a

loga, =log*a, V& log (aiaz) =1log” (a,a,) olarak yazilabilir. Bu durumda,
log*(a,a,) =log*a, +log*a,

elde edilir. Eger a, <1 ise a,.a, <a, esitsizliginden,
log*(a,a,)<log" a,

elde edilir. Son esitsizligin ikinci yanina log*a, eklersek esitsizlik daha da

kuvvetleneceginden
log*(a,a,) <log*a, +log*a,

esitsizligi vardwr. Bu ise istenilen sonuctur. Genel hal igin ispat tlimevarim

yontemiyle yapilir.

Pozitif logaritmanin tanimi geregince,

f|>0 ise
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1
f

log| f|=1log"|f|-log*

olacagi aciktir. Bu durumda,

ing\f(Re‘@)\d@: 1 f(Rei@)\d@—iTloy#d@
27 2r 27, f(Reig)
yazilir. Bu esitlik Jensen formiiliinde kullanilirsa
—Ilog |f |d®+2log Ilog ‘d@+2log|a1|+log‘f (0),

olur. Buradaki integraller log*| f| ve log*

H ifadelerinin ortalama degerleri olup
1 2
E!Iog*md@:m(R ,f)=m(R,x)

1%
5!)'Iog

1 1
T‘d®= m(R,szm(R,O)

ile gosterilir. n(t, ) ve n[t,%}, f (z) meromorf fonksiyonunun |z|<t dairesinde

sirayla kutup ve sifirlarinin mertebeleri sayilar1 kadar sayilan sayilarmi gostersin.

Buna gore

m

R
ZIogm =mlog R —log|a,|-log|a,| ...~ log|a,|

i=1

=logR"™ —log|a,| - loga,| ...~ log|a,,|

= (log|a,| - log|a,|) + 2( log|a| - log|a,|) +

+(m-1)(logla,| - log|a,_,|)+m(log R—log|a,|)
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m-1

= 'i(log|a,,,| - log|a])+m(log R —log|a,|)

i=1

mtBalge R g
=> | —+m I —
Tt et

olur. f(Z) fonksiyonunun |Z|St yaricapl dairesindeki sifirlarinin sayisi n(t,%j

i+1]?

olsun. Buna gore, n(t,%J:O iken OStS|a1|, n[t,%J:i iken |ai|st<|a

i=12,...,m-1ve n(t,%jzm durumunda iken |a,|<t <R olur. Buradan,

Smd )2

i=1 0

yazilir. Benzer olarak |Z| <t yaricapli gember i¢indeki kutuplarin sayisini n(t, f) ile

gosterirsek
Zlog‘ ‘ J' tf)dtt

olur. Bunlar da

N(R,) =N(R, f) = ng‘b‘ .[n(t,f)%

j=1

ve

N(R,O):N( J Zlog T[ ﬂ%

0

isaretleriyle gosterilirse, daha once belirtilen Jensen formiilii, gerekli ifadelerin

yerine yazilmasiyla
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m(R, f)+N(R, f)=m(R,%]+ N(R,%)Hog\f (0)) (2.2.3)

seklini alir. Eger m(R, f)+ N(R, f)=T(R, f) ve m(R,%j+N[R,%j:T[R,%)

ile gosterilirse, (2.2.3) ifadesi
1
T(R, f)zT(R,?)Hog‘f (0))

olur. Burada f(0)#0,00 olmaldir. T(R,f) gdsterimine f(z) meromorf

fonksiyonunun karakteristigi denir.

a, sonlu bir say1 olsun.

Ay d@zm(R,ij=m(R,a)
f-a f-a

16 .
E!Iog

ve

Zlog%: N(R,%_Jz N(R,a)

ile gosterilir. Burada ¢, degerleri f —a=0 denkleminin kokleri gostermektedir.

Boylece, f —a fonksiyonunun karakteristigi,

T(R,a)=m(R,a)+ N(R,a):T(R,fi_aj

seklini alir. Burada, f(0)—a=0,0 oldugu kabul edilecektir. Simdi de, pozitif

logaritmanm iki 6zelligini yazip ispat edelim.

I. Durum: a,,a,...,a, karmagik sayilarsa,
p p
log™[ [la| <> log" [a] (2.2.4)
i-1 i1

esitsizligi vardur.
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Ispat : p=1 icin esitligin saglanacag agiktir.

p=2 i¢in log|a,.a,|<log"|a,|+log*|a,| olacagmi gdstermeliyiz. Bunun igin

|a, [<]a,]| oldugunu kabul edelim.
I 0<|a|<|a,|]<1 olsun. Budurumda |a,.a,|=]|a|.|a,| <1 olacagindan,

pozitif logaritmanin tanimi geregince, 10g*|aa,|=0 olur. |a|<1l ve [a,|<1

esitliginden
log” [a,| =0 ve log*|a,|=0

olup

log* |a,a,|=log" |a,|+log" |a,|
sonucu bulunur.

ii.  1<la|<[a,| olsun. Budurumda |a,a,| =|a,||a,| >1 olacag1 aciktir. Oyleyse
pozitif logaritmanin tanimina gore
log* |a,a,|=log|a,a,|

yazilr. Ote yandan 1<|a|<l|a,| olup log"|a|=log|a| ve log"|a,|=log|a,|
log|a,a,| = log|a,|+logla,| esitsizliklerinden

log* |a,a,|=log" |a,|+log* |a,|
sonucu bulunur.

iii. |a1|sl olsun. Bu durumda|a1a2|=|a1||a2|£|a2| olacagi agiktir. Her iKi

yanin pozitif logaritmasi alinirsa

log* [a,a,| <log* [a,|
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elde edilir. Son yazilan esitsizligin ikinci yanma log” |a1| degerini eklersek esitsizlik

daha da kuvvetleneceginden
log* |a,a,|<log* |a,|+log" |a,|

seklinde bulunur. Sonug olarak, tiimevarim yontemiyle

p p
Iog*H|ai|s Zlog+ |
i=1 i=1

esitsizligini elde etmek kolaydir.

Il. Durum: a,a,,..., a, karmagik sayilar olmak iizere

p
log* <log* (pmax|a|) <> log" |a|+log p (2.2.5)

i=1

i=1

esitsizligi vardir.

Ispat: p=1 i¢in yukaridaki esitsizligin dogrulugu asikardir. p=2 icin esitsizligin
dogrulugunu gosterelim. Bunun icin de |a1|s|a2| oldugunu kabul edelim. Ucgen
esitsizligine gore |a1+a2|s|a1|+|a2| yazilir ve |a1|s|a2| oldugu diistliniiliirse

|a1 +a, | < 2|a2 | olur. Son esitsizligin her iki yaninin logaritmas1 alinirsa

log|a, +a,| <log(|a,|+{a,]) < log 2[a,| = log 2+ log a,| (2.2.6)

seklinde bulunur. |a2|21 oldugunu kabul edelim. O<|a1| oldugundan |a1|+|a2|>1

olacagi aciktir. O halde pozitif logaritmanin tanimina gore
log ([a,| +[;|) =log" (|a| +/a.[) ve logla,|=log” [a,|

yazilabilecegi gibi bu yukaridaki esitlikler (2.2.6) esitsizliginde yerine yazilir ve

log” |a, +a,|=log" (|a,| +|a,|) oldugu gbz éniine alinirsa

log*|a, +a,|<log2+log* [a,|
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seklinde bulunur. Simdi de 0<|a|<|a,|]<1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
|a, +a,|<|a|+|a,|<1+1=2 yani |a +a,[<2 olur. |a,)<1 oldugundan, pozitif

logaritma tanimna gore 10g”|a,|=0 yazilir. Boylece,
log*|a, +a,|<log2+log*[a,|
esitsizliginden |4, +a,| <2 ve log*|a,|=0 olup

log* |a, +a,| < log2

seklinde esitsizlik yine dogru olur. Kisaca, a2| <1 esitsizliginden de

log*|a, +a,|<log" [a,|+log2

yazilir. Sonug olarak, tlimevarim yontemiyle

log”

p
>a
i=1

<log" (pmax|a,|)< Zp“log+ la|+log p
i=1

esitsizligini elde etmek kolaydir. (2.2.4) ve (2.2.5) esitsizlikleri f,(2), f,(2),..., f,(2)

meromorf fonksiyonlarina uygulanir ve ortalama degerleri alinirsa

m(R, flfz...fp)=%zflog* ff,...f,|do
0

i=1

“STR. 1)

i=1

elde edilir. Tk ve son terimlerden
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m(R,ljfi(z)jgiZZm(R, £.(2))

sonucu bulunur. Ayrica,

1 2
m(R, fi+f,+...+ fp)z 5

Szif[zmg |f|jd@+—j|og 0d

1 T
:. (z—jog |f|d®}+—®log P2

0

Z[ j|og |f|d®]+log P

1

p
=>m(R, f,)+log p
i=1

olarak yazilabilir. Ik ve son terimlerden

p

m(R,Zp:fi(z)] > m(R, f,(z))+log p

i=1

seklinde bulunur. Eger f(z), f,(z) fonksiyonlarinin toplami veya garpimi ise, f(z)
fonksiyonunun z, noktasindaki kutbunun mertebesi en fazla, f;(z) fonksiyonlarinin

Z, noktasindaki kutuplarmin mertebeleri toplami kadardir. Buradan,

(R Zf(z)]<ZN (R, f,(2)) ve N[R Hf(z)J<ZN(R (2))

esitsizlikleri yazilir. Bu yapilanlardan
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(RZf(z)j<ZT (R, f,(2))+log p ve T[RHf(z)j<ZT R, f,(2))

elde edilir.

Tammm 2.2.1: z—a i¢in f(z)=0() gosteriminin anlami, a noktasinin bir

<0 igin |f(Z)|<A

olacak sekilde z degiskenine bagli olmayan A ve 6 pozitif sayilar1 vardir.

Bu tanimdan sonra Nevanlinna’nin birinci temel teoremini ifade edip ispatlayabiliriz.

Teorem 2.2.2: a, herhangi bir karmasik say1 |f (O)—a|, sifir ve sonsuzdan farkli ise

T(R,%]:T(R,f)+0(l)

seklindedir.

ispat: Once, T(R,f-a)=T(R,f)+O() oldugunu gosterelim. f-a ile f
meromorf fonksiyonlarmnin kutuplari ayni oldugundan N (R, f-a)=N(R, f)
oldugu hemen yazilabilir. Ayrica |f - a| < | f |+|a| esitsizliginin her iki yanmin

pozitif logaritmasindan

f —al-log"|f|<log*|a|+ log2 (2.2.7)

elde edilir. | f | < | f— a| +|a| esitsizliginden benzer olarak

log* | f|-

a|<log”|al+ log2 (2.2.8)
olur. (2.2.7) ve (2.2.8) esitsizliklerinin ortalama degerleri alinirsa, her iki taraftan

Im(R, f —a)-m(R, )| <log" [a|+log 2
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elde edilir. Boylece, m(R, f —a):m(R, f)+O(1) yazilir. Bu ifade, yukaridaki

N (R, f —a) =N (R, f) ile taraf tarafa toplanirsa, Kkarakteristik fonksiyonun

tanimiyla
T(R f-a)=T(R f)+0(1)

esitligi bulunur. T(R,f-a)=T(R1/f-a)+0(1) oldugu goz oniine alnirsa,

Nevanlinna’nin birinci temel teoremi

T[R,%]:T(R,mo(l)

-a
elde edilir.

Teorem 2.2.3: f(z), |Z|<R bolgesinde meromorf bir fonksiyon, a,a,....,a,

farkli karmasik sayilar1 sifir ve sonsuz degilse,

Z::T(R,%j: qT (R, 1)+0(1) (229)

I
esitligi vardir.

Ispat: Nevanlinna’nin

T[R,%]:T(R,mo(l)

—a

seklindeki birinci temel teoreminden anlasilacagi gibi T(R, f) Kkarakteristik

fonksiyonu a karmasik sayisindan bagimsizdir. O halde

T(R, f fa_j:T(R, £)+0(1)

esitligi yazilabilir. Buradan da,
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Zq:T[R, f fa_J:Z[T(R, £)+0(1)]=qT (R, f)+0(1)

q
i=1 i i=1
sonucu elde edilir.

Ornek 2.2.1: ¢#0 olmak iizere,

rasyonel fonksiyonunu goz oniine alalim.

I. p >(q olsun. Bu halde, rasyonel fonksiyonun paymin derecesi paydanin

derecesinden biiyiik oldugundan z —» oo i¢in f(Z)—)oo olur. a sonlu bir say1

oldugunda r>r; icin,

dg=0

m(R’a):m(r’ﬁJ:%Tm% ﬁ

yazilabileceginden ilk ve son terimlerden m(R,a)=0 bulunur. f(z)=a

denkleminin, t>t, oldugunda n(t,a)= P olacak sekilde p tane kokii olacagi

aciktir. Boylece, r — oo i¢in

Tn(t,a)%: plogR+0(1)

0

N(R,a)

olur. a=oo ise m(R,a)=0(1) ve N(R,a)=plogR+0(1) yazilabileceginden
T(R, f)=plogR+0(1)
sonucu yine bulunur.
ii. p<q olsun. Bu durumda ise z — oo igin f(z)=0 olur. Dolayistyla

a=0ve z— oo igin,
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dz=0(1)

m(R,a):m(r, f(zl)_an izflosf ﬁ‘

yazilir. Ilk ve son terimlerden m(R,a)=0(1) elde edilir. Ote yandan p<q iken
f(z)=a denkleminin q tane kokii vardir. O halde karakteristik fonksiyon
T(R, f)=m(R,a)+N(R,a)=qlogR+0(1)

drr.

iii. p=(q olsun. Bu durumda a # ¢ oldugunu varsayalim. Aksi halde, yani

a=c olursa, fonksiyonun derecesi diiser, hatta z — oo i¢in f (Z) = C olur. Boylece,

a # ¢ olmak uzere

m(R,a)=0(1) ve N(R,a)=qlogR+0(1)

sonucu elde edilir. i, ii ve iii sonuglarmi bir arada sdylemek igin d =max(p,q)

denirse, a# f ()
T(R, f)=dlogR+0(1)
N(R,a)=dlogR+0(1) ve m(R,a)=0(1)

ifadeleri yazilir. Eger O<c<d olmak iizere, f(z):a denkleminin, oo daki

sifirinin katlihigr c ise
n(t,a)=d-c
d —c tane kokii vardir. Boylece,

|f(z)-a|= ‘(z—z’)°.g (z)‘ =‘(z —7')°

9(2)

=R".

9(2)
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log”

f(z)-a/=clog'R+log’

9(2)

yazilir. Dolayisiyla,

1 2z
R,a)=— |log"
m(R,a) > _([ og

f(z)-ald@=clogR+0(1)

olur. Ik ve son terimlerden m(R,a):cIogR+O(1) bulunur. Ayrica, sayim

fonksiyonu N(R,a)=(d-c)logR+0O(1) olacagindan
T(R, f)=m(R,a)+N(R,a)=clogR+0(1)+(d -c)logR+0(1)

=dlogR+0(1)

bulunur. Yani

T(R, f)=dlogR+0(1)

yazilir. Simdi de bir 6rnekle, f(z)=eZ fonksiyonunun karakteristigini bulmaya

calisalm. z=re"’ = r(cos€)+ isin 9) oldugu kabul edilirse,

f (Z) — ercose+irsin9
yazilir. Boylece,

[f(2)=

rcosé 4irsind
e €

=e" \/cosz (rsing)+sin’ (rsin@) =e™*

yazilir. Buradan da

log|f (z)|=rcos®

27 %
m(r,c0) = % [log* f(z)\dezi [reosode

0 z

2

ro.
=—sing["’,=—

2 ml2
T /4
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bulunur. f(z) tam fonksiyon oldugundan N (R, oo) =0 olur. Boylece

T(r, f)=m(r,o0)+N(r,00)=—

7
sonucu elde edilir. Simdi de f (Z) =a Iise, yani e’ =a olmasi halinde fonksiyonun

karakteristigini bulalim. Bu durumda e’ =a iken (a#0,0) z, bir kok ise e* =a

yazilir. Boylece biitiin kokler z=1z,+2kzi (ktam say1) seklindedir. Dolayisiyla

|z| <t dairesinde fonksiyonun koklerinin sayist % olup N(r,oo):%+0(log r)

seklindedir. ( e* tam fonksiyon oldugundan logr ile sinirlidir.) Ayni sekilde,
m(r,0)=0(logr)

olacagindan

T(r, f)= £+O(Iogr)

bulunur.

2.3 Karakteristik fonksiyonun ozellikleri

Bu boliimde Nevanlinna’nin karakteristik ifadelesi olan T(r, f) i¢in asagida

verilen belli esitsizlikler elde edilecektir. Daha fazla bilgi i¢in [5] nolu kaynaktan

yararlanilabilir.
I. Durum: T (R, f,+f,)<T(R,f,)+T(R,f,)+log2.
ispat: N(R,f,+f,)<N(R,f)+N(R,f,) dir. Ciinkii f,+f, nin her kutbu f, ve

f, den en az birinin kutbu olup, f, ile f, nin ortak bir kutbu, f, + f, icin ya adi bir

nokta ya da yine kutup olabilir. Diger yandan,
|+ f,[<| f,|+| f,] ve log* (& +a,)<log*a +log “a, +log2

ozelliginden
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log"|f, + f,|<log"|f,|+log" | f,|+log2
olur ki, ortalama degerleri alinirsa
m(R, f,+f,)<m(R, f,)+m(R, f,)+log2
ve taraf tarafa toplama ile
m(R, f,+f,)+N(R, f,+f,)<m(R, f)+N(R, f,)+m(R, f,)+N(R, f,)+log 2
bulunur. Bu da istenilen esitsizliktir.
Il. Durum: T(R,f,f,)<T(R, f,)+T(R,f,).
Ispat: Sayim fonksiyonlarmin dzelliginden
N(R, f,f,)<N(R, f,)+N(R,f,)

dir. Ciinkii, f,f, nin her kutbu, f, ve f, denen az birisinin kutbudur. f, in kutbu

f, nin sifir1 ise bu takdirde adi bir nokta olur. Diger taraftan
log*|f, f,| < log"|f,|+log"|f,|
ortalama degerler i¢in bu son esitsizlik var olacagindan
m(R, f,f,)<m(R, f,)+m(R,f,)
ve buradan taraf tarafa toplama ile
m(R, f,f,) +N(R, f,f,) <m(R, f,)+N(R, f,)+m(R, f,)+N(R, f,)

olur ki, bu da istenilen bagmtidir.

1. Durum: T[R,%]ST(R,QHT(R, f,)—log|f,(0). (2.3.1)

2

Ispat: Karakteristik fonksiyonunda gerekli islemler yapilirsa

33



T[R, fl.fi]ST(R, f1)+T(R,fij
2 2

esitsizligi elde edildikten sonra T (R, f)=T ( R,%]+ log|f (0)| esitliginden
T (R,%J =T (R, f,)—log|f,(0) (2.3.2)
2

yazilir. (2.2.9) esitligi (2.2.8) esitsizliginde yerine yazilarak istenen sonug elde
edilir.

IV. Durum: T (R, fr ) <nT (R, f) esitsizligi mevcuttur.
Ispat: II. Durumun genellestirilmesi ile yapilabilir.

Ornek 2.3.1: f(z),|z|<R de meromorf bir fonksiyon ve a sonlu bir say1 ise
T(R,af )=T(R, f)+0(1)

esitligi vardr. Eger ¢(z)=(af+b)/(cf+d) ise, T(R,g)=T(R, f)+O(1) olur

Burada a,b,cve d birer sabit olup, ad —bc =0, f(O);too, g(0) # oo almacaktr.

Ispat: Pozitif logaritmanin 6zelliginden

log”|af |<log”|f|+log*|a] ve log*|f|=1log*

af.1
a

<log*|af |+ log*

1
a

esitsizlikleri yazilir. Boylece, ilk esitsizlikten

log* |af |- log*| f|<log" |a| < log*|a|+ log* i‘
ve ikinci esitsizlikten
+ + + 1 + + 1
log*|f|—log*|af| <log*|=|< log*|a|+log —‘
a a
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elde edilir. Bu esitsizliklerin her iki tarafinin ortalama degeri alinirsa

1 2 1 2 1 2
Ellog |af|d9—2—ﬂglog |f|desgj(log |a|+log

0

2 Joo
a

m(R,af )—-m(R, f)<log*|a|+log*

1
a

7

1 2z 1 2 1 2
E!Iog |f|d¢9—§£Iog |af|d9£gj(log |a|+log

0

e
a

ve

m(R, f)—m(R,af) <log*|a|+log"*

1
a
esitsizlikleri bulunur. Bulunan bu son iki esitsizlikten de

Im(r,af )-m(R, f)|<log" [a|+log"

|
a
olur. Buradan, m(R,af)=m(R,f)+O(1) bulunur. Diger yandan af ile f

meromorf fonksiyonlarinin kutuplart ayni oldugundan N (R,af ) =N (R, f)

seklindedir. Son iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
m(R,af )+ N(R,af )=m(R, f)+ N (R, f)+0(1)
veya
T(R,af )=T (R, f)+0Q)

bulunur. Simdi de T(R,9)=T (R, f)+0(1) oldugunu gosterelim. Bunun igin nce

T (R, af + b) =T (R, af )+ 0] (1) esitliginin varligin1 ispatlayalim. Pozitif logaritmanin

ozelliginden
log” [af +b|<log" |af |+ log* |b|+ log 2

veya
35



log* [af +b|—log*|af | < log" |b|+log 2
yazilir. Ayrica [af | =|(af +b)—b| olarak yazilabileceginden
log*|af| =log"|(af +b)—b|<log"|af +b|+log|-b|+log 2

veya

log” b|+log 2

af |- log*

af +b|<log"*

elde edilir. Bu esitsizliklerin ortalama degerleri alinirsa
m(R,af +b)-m(R,af )<log"|b|+log2
ve

m(R,af )-m(R,af +b)<log*|b|+log2

bulunur. Buradan, m(R,af +b)=m(R,af )+O(1) olur. af +b ile af meromorf

fonksiyonlar1 aymi kutuplara sahip oldugundan N (R, af + b) =N (R, af ) yazilr.

Bulunan son iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
m(R,af +b)+ N (R,af +b)=m(R,af )+ N(R,af )+O(1)
veya
T(R,af +b)=T (R,af )+0(1)

bulunur. Benzer ispat yontemiyle T (R, ]/(Cf +d )) =T(R,f)+0(1) oldugu da

gosterilebilir. Bu yazilan esitsizlikler goz oniine alinirsa

T(Ro)-T[R M}T[R,%ﬁ]ﬂ(aw}om

"of +d cf+d ¢ cf +d
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sonucuna varilir.

Teorem 2.3.1 Nevanlinna’nin T(r, f) karakteristik fonksiyonu, logr ifadesinin

konveks artan bir fonksiyonudur.

Ispat: Bu teoremi ilk once Rolf Nevanlinna ispatlamistir. H. Cartan ise su ispat1
vermistir. 0<r<R olsun. f(z), |Z| <R bolgesinde meromorf bir fonksiyon ise,

once
1 2z
_ i0 +
T(r,f)_ECj)N(r,e )d@ +log* | f (0)|

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

log| f (0)| = 8 Tlog‘ f (Re@)‘ + ilog i—i log R
2n o) i=1 ‘bj‘ i=1 |ai|

esitligi ile verilen Jensen formiiliine, f (Z) =a-12z, R=1 uygulanirsa, a| >1 i¢in

f (Z) fonksiyonunun sifir ve kutuplar1 olmadigindan
log| f (0)| =i2flog‘a—e‘9‘d6
2 3
yazilir. z=0 icin log|f (0)|=log|a| oldugundan
1 2n y
- Z[Iog‘a—e |d6 =1loga|

elde edilir. |a| <1 olmasi halinde Jensen formiiliinden,

f (O)| + 0,00 kabul edilirse

37



2n
log| f (0)|= 2—1n [tog|a—e”|do—(~log|a])
o}

1 2n y
=2—n£Iog|a—e |d6 +log a]
yazilir. Diger taraftan, Iog|f (0)|= log|a| oldugundan
1 2n
— [log|a—¢€“|do=0
7z Jl0gla—e’|

olur. Pozitif logaritmanin tanimma gore,

a|21 ise logla|=log*[a| ve |a|<1 ise

log” |a| =0 oldugundan biitiin haller i¢in
2n
ipog |a—€"”|de = log"|a) (2.3.3)
2m g

elde edilir. Jensen formiiliinde, f(z) yerine f(z)—e” konur ve |f (0)—€"|=0,

denirse

Iog‘f (0)- e‘g‘zz—lnzflog‘f(re“g)—eig‘d9+ N(r,f)-N (r,e‘g)
(@]

olacaktir. Bu esitligin her iki tarafinn € degiskenine gore [0, 27:] araliginda

integralleri almip, 27 degerine boliiniirse

izflo \f(O)—e”\de—iZf izfl |f(re"”)—e”|d@ |dO -+ N(r f)—iTN(r e)do
2m J _2no 2n00g ’ 2 Y ’

yazilir. ikinci taraftaki ¢ift katl integral mutlak degerce yakmsak oldugundan

integrallerin siras1 degistirilirse ve (2.3.3) esitliginden

£ (0)

1 21 i ~ X
Z—nilog‘f(O)—eg‘de—log
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ve

f(re” )‘

1 T 16} i0 _ +
Z—E(llog‘f(re )—e"|do = log
olduklar1 g6z 6niine alinirsa

log”

f(0)|=2_];1?2‘f log™ | f (reig)‘d®+ N (r, f)_%z_fl\l(f,reig)dé’

cikar. Boylece, m(r, f) esitliginden

121[ )
— | log*|f (re*” )| d=m(r, f
22| 100 [f(re®)]d@=m(r. 1)

2n
T(r, f)=%jN(r,e‘9)d<9+ log*
0

(o)

sonucu bulunur. N(r,e”), logr degiskeninin konveks artan bir fonksiyonudur.

Ciinkii herhangi bir a karmasik sayisi1 i¢in

N(r,a)=j'n(t,a)%

0

oldugunu énceden gormiistiik. Burada dN (r, a)/d logr = n(r, a) dir.

Burada n(r,a), f(z)—a=0 denkleminin r yarigapli ¢emberin i¢indeki
sifirlarinin sayilarin1 gostermektedir. Ayrica, n(r,a) negatif degildir ve azalmaz.

N(r,a), logr ifadesinin konveks artan bir fonksiyonudur. Daha agik olarak,

N(r,a):_r[n(t,a)%

0
esitliginden

dN(r,a)= n(r,a);n(O,a)dHn(o,a)d logr
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dN(r,a):n(r,a)—n(o,a)er+n(0,a)
dlogr r dr
=n(r,a)>0
elde edilir. i1k ve son esitlikten
dN(r,a) S0
dlogr

sonucu bulunur. Boylece N(r,a), logr ifadesinin konveks artan bir fonksiyonudur.

Sonug 2.3.1: Biitiin durumlar igin
1 2n ’
— |m(r,e")d@ <log2
2 | (T €)d0 <log

esitligi vardir.

Ispat: |G(0)|<log2 olsun. Nevanlinna’nin birinci temel teoreminden
T(r,f)=m(r,e”)+N(r,e”)+log|f (0)-€”|G(0)

yazilabilir. Bu esitligin her iki yaninin 6 degiskenine gore integrali alinir ve 27

sayisina boliiniirse
T(r, f)=iTm(r,eig)d0+iTN(r,e‘g)d9+i2flog‘f (O)—e‘e‘d9+iTG(0)d6’
27 21y 2m g 2y

elde edilir. Teorem 2.3.1 de gegen

2n o
T(r. )= 52 [0 tog | 0] ve L fio] (0)] 800’ 1 0]

esitlikleri g6z Oniine alinirsa

2n
T(r, f)= %Im(r,e‘g)d9+T(r, f)—log*
0

f (0)[+log’

f(0)|+%2_fG(9)d9
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ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
1 2n ) 1 21
— |m(r,e“)dg=-—|G(8)do
27:;[ ( ) 2712'!- ( )

elde edilir. Boylece,

G(6’)|S log2 kabuliinden,
iTm(r e‘g)d9<i2n log2 =1log?2
2nd T

sonucu bulunur. IIk ve son terimlerden istenen sonu¢ ¢ikar. Bu sonug, m(r,a)

fonksiyonunun |a| =1 ¢emberi tizerindeki ortalamasmin sinirli oldugunu gosterir.
Asagida tam fonksiyonlarin kullanigh olan bazi1 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.3.2: (Cauchy Esitsizligi) f(z) fonksiyonu bir A bblgesinde analitik ve

C egrisi bu bolgede z, merkezli ve R yarigaph bir gember olsun. {z :|Z - ZO| <R}

dairesinin A bolgesinde oldugunu ve C egrisi lizerindeki tim Z noktalar1 igin
|f (z)| <M olacagmi varsayalim. Bu halde, k =0,1,2... sayilar1 i¢in
kIM

M
‘f(k)(zo)‘ﬁ e Ve |ak|sﬁ

drr.

Ispat: Tiirevler i¢in Cauchy integral formiilii yardimiyla, | (C, Zo) =1 oldugundan,

K f(w)

- . k+1 W
2mi g (W—2,)

f(k)(zo)

elde edilir. Boylece her iki tarafin mutlak degerlerinin alinmasiyla

f (w)dw

k!
< — | |—7
(W_ Zo)k+l

- 2ml

‘f(k)(zo)‘
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yazilir. C egrisi lizerindeki w degerleri igin, |f(W)|<M ve ayrica |w—z,|=R

oldugundan

esitsizligi vardir. Buradan |dW| =27R oldugu kullanilirsa

k! M kM
() = -
‘f (z, )‘ < o BH 2nR o

seklinde istenilen sonu¢ elde edilir. f(Z) fonksiyonu, |Z—Zo|<R bolgesinde

analitik oldugundan
f(z)=>a(z-2)"
k=0

yazilir. Buradan, f® (z,) =k!a, degeri birinci esitsizlikte kullamlirsa

M
|ak|£§

ikinci esitsizlik bulunur.

Teorem 2.3.3: Eger f bir tam fonksiyon ve tiim zeC degerleri i¢in |f(z)|s M

olacak sekilde bir M sabiti varsa, f fonksiyonu tim C diizleminde sabittir. Bu

teorem analizde Liouville teoremi olarak bilinir.

Ispat: Herhangi bir z, € C noktasi i¢in yukarida ifade edilen Cauchy esitsizliginden,
k=1 iken ‘f (z, )‘ <M |Z|n olarak yazilir. R—co igin limit almirsa |f'(z,)|=0
olarak bulunur. Yani f'(z,)=0 olur. O halde C diizlemi baglantil1 bir bdlge ve z,

noktast keyfi oldugundan tiim z, noktalari igin f'(z,)=0 olur. O halde f

fonksiyonu Cdiizleminde sabittir.
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Teorem 2.3.4: (Genisletilmis Liouville Teoremi) f , bir tam fonksiyon, M pozitif

bir sabit ve b pozitif bir tamsay: olsun. Eger ‘f (z)‘s M |z[" ise, f tam fonksiyonu

derecesi <n olan bir polinom olur.
Ispat: |Z| = R denirse, Cauchy esitsizliginden

MR" M
Rk = kan

lay| <

esitsizligi yazilir. k=n+1,n+2,... igin R—> o0 giderse, tiim a, degerleri sifir olur.

Boylece ispat tamamlanir.
Maksimum modiil teoremine gore, eger f(Z) fonksiyonu basit kapali bir C
egrisi iginde ve lzerinde analitik, bir sabite esit degilse |f (z)| maksimum ve

minimum degerlerini C egrisi iizerinde alacagini biliyoruz. Buna gore, f (Z) bir tam

fonksiyon ise

M (r, £)=max [ (2)

olarak tanimlanir.

2.4 Tam ve meromorf fonksiyonlarin mertebeleri ve tipleri

Tamm 2.4.1: f(z) bir tam fonksiyon olsun ve |z|=r gemberi iizerinde |f (z)

fonksiyonun maksimumu M (r, f) ile gésterilsin. Borel, f(z) tam fonksiyonunun

mertebesini

p:mloglogM (r,f)
r—e logr

olarak tamimlamustir. Ust limitin tanimmdan dolayi, & >0 sayist verildiginde r

sayisinin belli bir degerden biiyiik tiim degerleri igin loglogM (r, f ) <logr(®*
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loglogM (r, f)
logr

<p+ ¢

olur. 0< p<oo olmak iizere f(z) tam fonksiyonun mertebesi p ise

c:ﬁM

r—o rP
seklinde tanimlanan ¢ sayisia f(z) tam fonksiyonunun tipi denir.

Benzer olarak, meromorf fonksiyonlar i¢in mertebe ve tip tanimlarin1 verelim.

p:mlogT(R,f)
R— |0gR

ifadesine, f(z) meromorf fonksiyonunun mertebesi denir. Eger f(z) meromorf

fonksiyonunun mertebesi p (0< p<o0) ise

szT(R, f)
R—o0 RP

olarak tanimlanan cC sayisina da f(z) meromorf fonksiyonunun tipi denir.

Yukaridaki tanimlarin tiimiinde, iist limit yerine alt limit alinirsa sira ile alt mertebe

ve alt tipler tanimlanmis olur. 0 < p <o alalim. Bu halde,
1) c=oo ise, f (Z) meromorf foksiyonu maksimum tipten,
2) O<c<wise, f (Z) meromorf fonksiyonu orta tipten,
3) c=0ise, f (z) meromorf fonksiyonu minumum tipten ve

T(t,f)

r p+1

4) dt integrali yakinsak ise, f (Z) meromorf fonksiyonu

0 C— 8

yakimsaklik sinifindan, wraksak ise wraksaklik sinifindandir denir. Eger
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integrali yaknsak ise, f(z) meromorf fonksiyonu minumum tiptendir. Ciinkii, bu
integralin yakinsak olmasi

"m“’T(t,f)

R—o0 tp+l

dt=0

X

olmas1 demektir. T (R, f) karakteristik fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan

tdt T(Rf
dtZT(R,f)th: (pRp)

R

0 ey 8
—
—
~
—
~

yazilabilir. Burada T (t, f) ifadesinde t yerine alt limit yazilarak T (t, f) ifadesinin

en kiigiilk degeri integral dismma ¢ikarilmisti. R —oo igin birinci taraf sifir

oldugundan,

R—>x pRp

cikar. O halde (4) ifadesi (3) ifadesini gergekler. Simdi de, tam ve meromorf

fonksiyonlari mertebe ve tiplerini karsilastirmaya ¢aligalim.
Teorem 2.4.2: Bir tam fonksiyonun mertebesi ile tiirevinin mertebesi aynidir.

Ispat: Valiron, bu teoremin ispatin1 1923 yilinda yapmistur.

C g¢emberi |t—Z|=R—I‘ ve |z|=r< R olmak lizere

f(2)=]t ()dt+ £(0) ve £(z)=-2 [ g

) - 27i? (t-z)

esitliklerini gbz Oniine alalim. Birinci esitligin, her iki yaninin mutlak degeri alinip

licgen esitsizligi uygulanirsa
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z

[t(t)dt

0

f(2)-1(0)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki yanmin |z|=r gemberi iizerinde maksimum

degerleri diigiiniiliirse
M (r, £)—=|f(0)|<rM(r, ")

ve

%{M(r, £)-|f ()} <M(r, ") (2.4.0)

bulunur. Benzer sekilde

t(z)=2 [ O g

27 (t-z)

esitliginin, her iki yanmin mutlak degerleri alinip, C gemberi tizerindeki maksimum
degeri diisiintiliirse
M(R,f) M(2r,f)

M (r, f)s = —r === (2.4.2)

sonucu bulunur. (2.4.1) esitsizligine mertebe tanim1 uygulanip

= loglog M (r, f)gmloglogM (r,f")
r—® logr r—® logr

ve benzer sekilde, (2.4.2) esitsizligine mertebe tanimi uygulanirsa

mloglogM(r,f )<mloglogM(r,f)

r—o |Og r r—o |Og r

elde edilir. Bu iki esitsizligin ayni anda distiniilmesiyle

P loglog M (T, f)=m loglogM (r, )
r—e logr r—eo logr

46



istenilen sonu¢ bulunmus olur.

Teorem 2.4.3: Eger f(z), |z| <R bdlgesinde bir tam fonksiyon ve 0<r <R icin

M (r, f )= max

|z]=r

f(z) ise

T(r.f)< logM(r, 1)<~ T(R.f)

esitsizligi vardur.

Ispat: f(z) bir tam fonksiyon oldugundan, N (r, f ) =0 yazilir. Boylece,
T(r,f)=m(r, f)+N(r,f)

esitliginden

T(r,f)=m(r,f)

elde edilir. Bu son esitlikte, m(r, f ) yerine esiti yazilir ve maksimumu diistiniiliirse

T(r, f)=m(r, f):%zf log™ | f (re‘g)‘dé’s log™M (r, f)
0

esitsizligi bulunur. Bu ise, teoremde gosterilmesi istenen ilk esitsizliktir.

Simdi ikinci esitsizligi gosterelim. Eger M (I‘, f)<1 ise, log*M(r,f)=0
olacagmdan teoremin dogrulugu agiktir. M (I‘, f ) >1 oldugu durumda, ikinci tarafin
dogrulugunu ispatlayalim. Bunun igin |f (z, )| =M (r, f) olacak sekilde z,=re"

secelim. f(z) fonksiyonu tam (entire) oldugundan |Z| <R bolgesinde kutup noktasi

yoktur. Poisson-Jensen formiiliinden

log|f (z,)|= log"™M (r, f)

R2 _r2 M ‘Rz—az

1 2 i I
=Z£Iog‘f (Reg)‘ R*—2rcos(0-@)+r? dg_;'og R(z-4a)
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yazilir. Bu esitlik, en biiyiik degerini c0s(6—@)=1 olmasi durumunda alir. Buna

gore, son esitlikte son terim sifir ve COS (9 ~@) =1 alinirsa

log"M (r, ) ifo \f(Re@)\—rzd
g 27 g 2Rr +r?
1 RZ_p2 2 .
_Z'(R—r)z 0 (Re )‘d@
R 1 T gt (Re?)|d
R—r 27+
_R+r R+r

o m(R 1) =T (R 1)

olur. {lk ve son terimlerden istenilen sonug elde edilir.

af +b
cf +d

Sonu¢ 2.4.1: f(z) meromorf fonksiyonunun mertebesi ile g= bolim

doniistimiiniin mertebesi aynidir.

Ispat: Omek 2.3.1de, g = af +b olmak iizere,

cf +d

T(R,af +3jo(R,f)+O(1)

cf +

esitliginin varligmi gostermistik. T(R,f)>1 (yeter biiyiiklikte R sayismdan

itibaren) i¢in asagidaki esitsizlik

af +b
logT| R, <logT(R, f
: [ cf+dj 9T(R.f)

O(1)|+ log™2

yazilabilir. Bu esitsizlik, yukaridaki esitligin her iki yanmimn logaritmasi alindiktan
sonra pozitif logaritmanin 6zellikleri de kullanilarak elde edilmistir. Buldugumuz bu

esitsizligin her iki tarafini, log R ile bolip R — o igin limite gegirilirse
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bulunur. Benzer olarak, ilk esitsizlik

T(R,(‘i‘::gj—o(l):T(R,f)

biciminde yazilarak, ayni islemler tekrarlanirsa

logT| R, af +b +log*
cf +d

O(1)[+ log"2=logT (R, f)

elde edilir. Bu esitsizligin, her iki yanini log R ile boliip R — o i¢in limit alinirsa

sonucu bulunur. Boylece, q'<q ve q'> g esitsizliklerinden
q=q
seklinde istenilen sonug elde edilir. Burada, g fonksiyonu yerine 6zel olarak %

1 . . . .
alinirsa n fonksiyonu ile f fonksiyonunun mertebeleri ayni olur.

Teorem 2.4.4: Eger f(z) bir tam fonksiyon ise
S,(r)=log*M (r, f) ve S,(r)=T(r,f)

fonksiyonlarmin mertebeleri aynidir. Daha ileri olarak, eger O0< p <o oldugu
dustniiliirse, S,(r) ve S,(r) fonksiyonlarmin her ikisi birden, ayn1 tipten ve ayni

yakinsaklik smifindandir.
Ispat: Teorem 2.4.3 de gegen

T(r, f)< Iog*M(r,f)s%T(R,f)

esitsizliginde, R=2r alinirsa
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S,(r)<S,(r)<3s,(2r)

elde edilir. Bu iki esitsizligin birincisinin her iki yaninin logaritmasi alindiktan sonra

S,(r) ve S,(r) yerine teoremdeki degerleri yazilirsa
logT (r, f)<loglog*M (r, f)

bulunur. Yeteri kadar biiyiik I degerleri igin, esitsizligin her iki yani1 logr ile

boliinilir ve r — oo i¢in iist limit alinirsa

—logT(r,f) ——loglog"M (r, f
Ilmg( )sllmgg (r.f)
r—o |Ogr r—o |Ogr
sonucu bulunur. Sl(l’) ve Sz(r) fonksiyonlarinin mertebeleri sirasiyla p ve ( ise,

son esitsizlikte
q=p

olarak yazilir. Benzer olarak, S, (r) <3S, (2r) esitsizliginden mertebenin
tammmindan hareketle p<q elde edilir. Boylece, p<q ve q<p esitsizliklerinin
ayni anda diigiiniilmesiyle p=(q seklinde istenilen sonu¢ bulunur. Basta verilen iki

esitsizlikten yararlanilarak iki fonksiyonun ayni tipten olduklar1 gésterilebilir ve bu

iki fonksiyonun ayni yakinsaklik sinifindan olduklarmni gosterelim.
S,(r)<S,(r)<3s,(2r)

p+1

esitsizliginin birincisinde, her iki tarafi r ile boliiniirse

5,(1)_ 8.(1)

r p+1 r p+1

elde edilir. Eger, Sl(l‘) fonksiyonu p mertebeli yakinsaklik sinifindan ise

dr <o

T Sz(r)drST s,(r)

r p+1 r p+1
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yazilabilir. Buradan S, (r) fonksiyonu da p mertebeli yakinsaklik siifindan olur.

Yukaridaki teorem, tam fonksiyonlar i¢in tanimlanan S (r)=Ilog"M(r, f)

karakteristik fonksiyonunun mertebesi ile yine tam fonksiyonlar i¢in tanimlanan

S,(r)=T(r, f) Kkarakteristik fonksiyonunun mertebesinin ayn1  oldugunu

gostermektedir.
2.5 Meromorf fonksiyonlarin diger 6zellikleri

Bu kesimde, meromorf fonksiyonlarin bazi 6zellikleri verilecek ve gosterilecektir.

Teorem 2.5.1: f(z) meromorf fonksiyonunun |z|<R bélgesinde rasyonel olmas

icin gerek ve yeterli kosul, T(R, f)/logR bdliimiiniin limite smirh olmasidir.

Ispat: Once, f(z) meromorf fonksiyonunun rasyonel oldugunu kabul edelim.
Teoremi ispat etmek i¢in f(z) meromof fonksiyonunun smirl oldugunu gostermek

yeterlidir. f(z) meromorf fonksiyonu rasyonel ise m>n i¢in;

m m-1 a +omiy &
(Z)_amz +a,,Z +...+9q, _ gmen m 7 z™m _Zm_nQ(Z)
- n n-1 - -
b,z"+b, 2" +...+D, bn+b”*l+...+b—ﬂ
z z

yazilabilir. Yani, ilk ve son terimlerden f(z)=2z""Q(z) olur. Bu esitligin her iki

yanmin mutlak degeri alinip sonra logaritmas1 alinirsa
log|f (z)|=(m—n)log|z|+log|Q(z)|

elde edilir. R yeteri kadar biiyiik alinip |f(z)|>1 yapildiktan sonra pozitif

logaritmanin tanimi geregince, 10g”f(z) yerine log f(z) alnabilir. Béylece, son

yazilan esitligin her iki tarafinin integralinden

2z

1% 1 1%
E}[Iog“ (z)|d®=5J‘(m—n)log|z|d®+g_([Iog|Q(z)|d®

0

gerekli diizenlemeler yapilir ve ifadeler yerine yazilirsa
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2z 2z
m(R, f)= %j(m—n)log Rd@+%jlog|Q(z)|d@
0 0

sonucu bulunur. R— o igin lim|Q(z)|=a,, /b, olacagindan esitligin sag tarafindaki

ikinci integral sinirhidir. Buradan,
m(R, f)=(m-n)logR+0(1)

olur. Ote yandan, f(z) rasyonel bir fonksiyon oldugundan, n tane kutbu vardir.

Boylece,

N (R, f)=anlogﬁ:nlogR+Zn:Iogi
j=1

j = H

esitliginin ikinci yanindaki ikinci terim sinirli oldugundan N (R, f)=nlogR +O(1)

yazilir. Bu esitlik, daha 6nce bulunan m(R, f)=(m—-n)logR+0(1) esitlii ile taraf

tarafa toplanirsa,
m(R, f)+N(R, f)=(m-n)logR+nlogR+0(1)
veya

T(R, f)=mlogR+0O(1)
elde edilir. Buise T(R, f)/logR =0(1) olmas1 demektir.

Eger n>m olsaydi, o zaman f(z) rasyonel fonksiyonu yerine 1/ f (z) rasyonel

fonksiyonu alinirsa, yukaridaki islemler ile birlikte T (R,]/ f ) / logR = O(l) olarak
bulunur. Ayrica, T(R,1/f)=T(R,f)+O(l) oldugu daha énce gosterilmisti. Bu

esitlik g6z Oniine alinirsa, T (R, f )/Iog R= O(l) sonucu elde edilir.

Ozel olarak, f(z) bir polinom olsaydi, yani

f(z)=a,z" +a,,z2"" +...+4q, =zp[ap+...+%j=ZpQ(Z)
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seklinde ise, f(z) polinomunun kutuplari olmadigindan

T(R f)=m(R, f)= %ng\zp@(z)\d@

l 2z
=plogR+— | log|Q(z)[dY
= [reale(@)

yazilabilir. R —>c0 i¢in 1im|Q(z)|=a, oldugundan esitligin sag tarafindaki integral
smirhdir.  Yani, bu halde de T(R, f)/log R=0(1) bulunur. Simdi de

T(R, f)/logR=0(1) oldugunu kabul ederek f(z) meromorf fonksiyonunun

rasyonel oldugunu ispatlayalim.

O(l) gosteriminin tanim geregince, T (R, f)/logR<M, olacak sekilde M,

pozitif gercel sayis1 vardir. Boylece,

T(R, f)=m(r,f)+N(R, f)<M,logR

yazilabilir. M (R, f)>0 oldugundan N (R, f)<MlogR yazilabilecegi agiktur.

Kutup sayis1 sonsuza gittiginde

N (R, f)zilogﬁ:nlogR+ilogﬁ
j=t j

j =

esitligindeki N(R, f) ifadesinin logR degerine gore egimi M, sabitini asar ve
sonucta N (R, f)> M, olur. Bu ise bir ¢eligki olup kutup sayisi sonlu olmahdir.

f(z)  fonksiyonunun  kutuplar1  c,cC,, .. .,C, olsun.  Bu  durumda
f(z)=(z-c)(z-¢,)..(z—c,) yazmak kolaydrr. f(z) polinom oldugundan
simirlidir. Boylece, T (R, fl) <M,logR olacak sekilde M, pozitif gercel sayisi
vardir. Diger taraftan; T(R ff,)<T(R, f)<T(R,f)) esitsizliginden

T(R, ff,)<(M,;+M,)logR =O(log R) ifadesi bulunur. Bu ise
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GV o)
R—>o0 |0g R

demektir.  ff, fonksiyonunun tam ve T(R,ff,)/logR=0(1) olmas1 ff

1
fonksiyonunun polinom olmasini gerektirir. Bu genisletilmis Liouville teoreminden

yararlanilarak gosterilebilir. Teorem 2.4.3 de R=2r alinirsa

logM (r, ff,) <3T(2r, ff,)

yazilir. Buradan,

logM(r, ff,) _, T(2r, ff,) log2r
logr ~ ~  log2r logr

seklinde bulunur. Son esitsizligin ikinci yanindaki ikinci c¢arpan limitte bir olur.
Esitsizligin ikinci yanmdaki ilk ¢arpan da sinirli oldugundan esitsizligin ikinci yani

smirhdir. Bu sinira  m dersek, M(r,ﬁl):rﬂgx|ff1| olarak tanimli oldugundan,

M (r, ff,) <r™ olur. Baska bir ifadeyle max(r, ff,) <r™ veya |ffl| <r" yazilir. ff,

tam fonksiyon oldugundan, genisletilmis Liouville teoreminden dolay1,

r" 1
|an|Sr_n:

yazilabilir. n=m+1m+2,... i¢in tiim &, degerleri sifir olur. Boylece ff,, derecesi

m den kiigiik esit olan bir polinom olur. Bu polinomun kokleri a,,a,,...,a, ise

seklinde olan bir rasyonel kesirdir.

Teorem 2.5.2: f(z) meromorf bir fonksiyon olsun. Bu halde

IimT(R’f):O

R—® Rq"'l
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olacak sekilde en kiigiik bir  tamsayis1 vardir.

Ispat: f(z) meromorf fonksiyonunun, mertebesinin p oldugunu kabul edelim. Bu

durumda, mertebenin tanimi geregince

mIogT(R,f)=p
R—0 |OgR

yazilabilir. Yeteri kadar biiyiik R sayist ve her £ >0 i¢in,

logT(R, f)

00k <p+eve T(R,f)<R"

yazmak kolaydir. Burada p sayisindan biiyiik ilk tamsaymnin q+1 oldugunu kabul

edelim. Bu durumda, yukaridaki ikinci esitsizligin her iki tarafi R*" ile boliiniirse,

T(R,f) RP*
<
Rq+1 Rq+1

bulunur. Burada, q+1> p+¢ oldugundan R — o0 i¢in limit alinirsa

IimT(R'f):O

R—x Rq+1

sonucu elde edilir.

Teorem 2.5.3: p mertebeli f(z) meromorf fonksiyonu yakmsaklik smifindan
olsun. f(z)—a ifadesinin |Z|<R bolgesindeki kutuplarinin sayilari n(R, f) ve
sifirlarmin sayilart n(R,a) olsun. Ayrica, R; ve R; sayilar1 da f(z)-a ifadesinin

yine sirastyla kutup ve sifirlarinin modiilleri ise
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integral ve serileri birlikte yakinsarlar.

Ispat: a) f(z) meromorf fonksiyonu yakmsaklik sinifindan oldugundan

]‘iT(R,f)dR

p+1l
Ry R

integrali yakmsaktir. T(R, f)=m(R, f)+N(R, f) esitliginin her iki tarafi R""* ile

boliiniip integral alinirsa

jT(R’lf)dR:Jm(R,lf)dR+I N(R,lf)dR
o RP* RP* RP*

Ry Ry

olur. Bu esitligin birinci tarafindaki integral yakmsaktir. m(R, f) ve N(R, f)
ifadeleri her zaman pozitif olduklarindan esitligin sag tarafindaki integraller de
yakinsak olacaktir. Ayrica daha nce gosterilen T (R, f)=m(R,a)+N(R,a)+0O(1)
esitligi gz oniline alinirsa yukaridakine benzer olarak

N(R,a)

Rp+l dR

P — 3

integralinin yakisak oldugu goriiliir.
b) f(z)-a ifadesinin kutuplarinin sayilar1 n(R, f) olsun. Bu halde,
n(R,f)

N(R, f)=n(R, f)logR- Z logR,

=
yazilir. Ayrica, N(R, f) teriminin R ifadesine gore tiirevi alinirsa

dN(R. ) _ lim n(R+AR, f)-n(R, f)logR+n(R’ f) lim =%

AR—0 AR R AR-0 AR
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elde edilir. Burada, X' ile R ifadesine AR artmasi verilmesi ile elde edilen toplam
kastedilmektedir. Kutup noktalar1 ayrik noktalar olduklarindan, AR yeteri kadar
kiiciik secildiginde yeni bir kutup bulunamayacagindan, ikinci taraftaki limitler, yani

birinci ve tli¢ilincii terimler sifir olur. Boylece,

dN(R, f) n(R,f)

drR R

yazilir. Ote yandan, kismi integrasyon ydntemiyle

RN(R, f N(R, )"
I épu )dR z{_i' (Rp )} +£
2 p w P

1 dN(R,f) 1 N(Rf)
R*  dR p RP

L —y

olur. Buradan da

R p+l RP Rop

JFin(R,f)dR:pTN(R,f)dR+N(R,f)_N(RO,f)
Ry RP Ry

esitligi vardir. Bu esitlikte ikinci taraftaki ilk terim (a) kismindan dolay1 yakmsaktir.

f(z) yakmnsaklik smifindan oldugu i¢in  minimum tiptendir. Yani,

limN (R, f)/RP =0 yazilir. Son terim de bir sabittir. Buradan da birinci terim olan

R—o

R
j—n(R’f)dR
R

Ry

ifadesi de yakinsak olur.

Rn(R, f :
c) J- n(Rp’H )dR integralini géz Sniine alalim. R <R <R, araligimda, n(R, f)=1
Rt

ise

T”(R’f) I
2 R PRy pR?



olur. R, <R<R; araliginda n(R, f)= 2 olup

RP+1 dR=- Rp+ RP
PRy PR,

Tn(R,f) 2 2

R

ve R, <R<R, araliginda n(R, f )= n-1

R

n

(R, T) n-1 n-1
RP+1 dR =~ Rp+ RP
p p n-1

Ry n

—
>

yazilir. Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak

Ro Rp+ p-l— Rp-l—...—i— R’ = R’ R’
p PR PR, PR p PR

n

Ry n
J-n(R,f)dRz_n—l 1 1 1 1n(R,f) 131
R

n J

elde edilir. Buradan, gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 ®n(Rf) Ny
ZR—F=p§'; Rp+1 dR+—Rp

=1

bulunur. R — o icin (b) kismindan dolayr yukaridaki integral yakinsaktir. Bu

integralin yakinsakligi

oldugunu verir. Boylece, n — oo i¢in esitligin sol tarafindaki serinin yakinsak oldugu

gosterilmis olur. R; degerleri yerine R; degerleri alinip ispat aynen tekrarlanirsa

o1
T R

serisinin de yakinsak oldugu aciktir.

Sonu¢ 2.5.1: f(2), |Z|S R bolgesinde meromorf bir fonksiyon ve k pozitif bir

tamsay1 ise
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a) m(R, f*)=km(R,f) b) N(R, f*)=kN(R, f)
c) T(R, f¥)=kT (R, f) d) m(R,%j:km(R,%j
) N(R,%}sz(R,%J f T[R,%]:kT(R, £)+0(1)

esitlikleri vardir.

Ispat: a) Eger |f|<l ise | f[‘<1 olacagindan, pozitif logaritmanm tanimi
geregince log™| f ‘=0 olur. Ayrica |f|21 iken |f[‘>1 olacagindan

log” | f [‘'=log| f | veya log*| f [‘=klog"|f| yazilir. Boylece,
) 1 2 : k 2
R, f)=— |log"| f [\ dd=— |log"|f|dD=km(R, f
m(R. £*) =7 Jlog" | 11102 = = [log"  f|a=km(R. 1)

yazilabileceginden, ilk ve son terimlerden istenilen sonu¢ bulunur.

b) f(z) meromorf fonksiyonunun herhangi bir z, noktasindaki kutbunun mertebesi

q ise, fk(Z) fonksiyonunun ayni z, noktasindaki kutbunun mertebesinin kq

olacag1 agiktir. Oyleyse,

N(R, f“)=kN (R, f)

esitligi kolayca yazilir. (a) ve (b) kisimlarini taraf tarafa toplarsak

m(R, f*)+N(R, f*)=km(R, f)+kN(R, f)

veya esitligin sag tarafi K parantezine alinip gerekli kisaltmalar yapilirsa

T(R, f*)=KT(R, f)

seklinde (c) kisminda gosterilmek istenilen sonug¢ bulunur. Buradan (d) ve (e)

esitlikleri i F yazarak yukaridaki islemler aynen tekrarlanirsa istenilen sonug

bulunur.
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Sonu¢ 2.5.2: f(z) meromorf fonksiyonunun kutuplarinin ve sifirlarinin mertebeleri

herhangi bir k pozitif tamsayisinin kat1 ise

a) m(R, f)=km(R, f") b) N(R,f)=kN(R, ")

¢) T(R, f)=kT(R, ") d) m(R,%}km(R’%j

1 1 1 1
e) N(R,Tj:kN(R,WJ f) T(R’TJZKT[R’WJ

ifadeleri gecerlidir.

Ispat: a) |f|=|f |1/k | f |1/k | f |1/k (k tane) seklinde yazilabilecegi agiktir. Bu esitligin

her iki tarafinin pozitif logaritmast alinirsa
log" | £|=tog" £ | £ .| £ ) =tog" | 1[*)
elde edilir. Boylece, ilk ve son ifadelerden
log" | f|=log* (| f |1/k)k
yazilabilir. Bu esitligin her iki yaninmn integrali alinirsa
Zizflog* If]do = iTlog* (111"} a2
79 27 4

elde edilir. Sonug 2.5.1 (a) kismindan dolay1

iTlog* |f|do = LTlog* [ do
27 27
esitligi var olacagmdan

m(R, f)=km(R, f**)

istenilen sonug¢ bulunur.
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b) f(z) fonksiyonunun herhangi bir z, noktasindaki kutbunun mertebesi q ise,

f X (z) fonksiyonunun ayni z, noktasindaki kutbunun mertebesi % olur.

Hipotezden q, k sayismimn kat1 oldugundan z, noktasi f“* fonksiyonun da kutup

yeridir. O halde,

N(R, f)=kN(R, f¥)

esitligi yazilir. (a) ve (b) ifadelerinin taraf tarafa toplanmasmdan (c) ifadesi ¢ikar.
Buradan hareketle Sonug¢ 2.5.2 nin (d), (e) ve (f) kisimlar1 yukaridaki ispata benzer

olarak gosterilir.

Eger z, noktast f(z) fonksiyonunun herhangi bir kutbu ise, genel olarak bu z,

noktasi fonksiyonunun kutbu olmasi gerekmez. Yani f(z) meromorf iken f*(2)

meromorf olmayabilir. Karakteristik fonksiyonda meromorf fonksiyonlar igin

tanmimlanmustir. O halde genel olarak N(R, f*) ifadesi bu teoride tanimsizdr.

Teorem 2.5.4: (Nevanlinna 'min Ikinci Temel Teoremi) f(Z), |Z|< R dairesinde
sabit olmayan meromorf bir fonksiyon ve a,,a,,...,a, degerleri farkli karmagik

sayilar olsunlar. Bu halde, Nevanlinna’nin ikinci temel teoremi

Zq:m(R,%j+N(R,%)ST(R, £)4+5(R, )

veya




seklinde yazilabilir. Burada, N,(R,f)=2N(R,f)-N(R,f")+N (R,%J olarak

alimmigtir. S(R, f) ise dnemli olmayan hata terimidir. f(z) meromorf fonksiyonu
sonlu karmasik diizlemde sonlu veya sonsuz mertebeden olusuna gore, sirasiyla
S(R,f)=0(logR) veya S(R, f)=0[logT (R, f )+logR ] olacaktir. Her iki halde
de, S(R,f) hata teriminin R sonsuz i¢in limitte, T(R,f) Kkarakteristik
fonksiyonunun yaninda ihmal edebilecek kiigiikliiktedir. N(R, f) gosterimiyle de

N(R, f)=N(R, f')=N(R, f) farkini isaret etmek istiyoruz.
Ispat: Bu teoremin Nevanlinna tarafindan yapilan ispat1 verilecektir.

a,,a,,...a, farkhkarmagik sayilar, 1<i< j<q icin k>0 ve ‘ai —aj‘ >k olsun,

q q 1
F(z):l—l[[f(z)—aJ ve U(Z)=Zf—
i= i=1
olarak tanimlansin. Buradan

F(z)=[f(2)-a]..[f(2)-a,]

esitliginin her iki yaninin 6nce logaritmasi ve daha sonra tiirevi alinirsa

yazilabilir. Boylece, bu son esitligin her iki yaninin 6nce pozitif logaritmasi alinir ve

ortalama degerleri diisiiniiliirse
m(R,U)Sm[R,%j+m(R,%j+m(R,FFj (2.5.1)

bulunur. Nevanlinna’nin birinci temel teoreminden
1 1
m| R |=m(R, T)+N(R )-N| R~ |+O(1)

62



oldugu bilinmektedir. f(z) fonksiyonunun sifir civaridaki agilimi
f(z)=c+cz"+...

bigiminde ise, yine birinci temel teorem geregince

fr ol (e (e o

olacaktir. f(z) meromorf bir fonksiyon ise

N(R,%J—N(R,%}z N (R, f’)+N£R,%)—N [R,%J—N (R f)

seklinde yazilabilir. Bu son esitlik g6z oniine alinir ve (2.5.1) esitliginde m(R,%j

ve m(R,%j yerine esitlikleri yazilirsa

m(RU)<m(R, F)+N (R, f)-N (R,%}+O(l)+m(R,%j

veya

m(RU)<m(R, F)+N (R, f)-N (R,%}o(l)m{a%j

+N(R, f ')+N(R,%j—N(R,%]—N(R, f)+m(R,%)

elde edilir. Gerekli kisaltmalar yapilirsa

m(RU)<m(R, f)+m£R,%)+m(R,FF’j+ N(R, f)=N (R,%j+o(l) (252)
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seklinde bulunur. X', i#] oldugunu gostersin. j=12,...,i—1i+1,...,n olmak

uzere

ile gosterilsin. ‘ f(z)- ai‘ < ZL olan noktalar kiimesi i¢in
q

‘f (z)—aj‘:‘f(z)—aj +a, —a,.‘z‘(ai —aj)—(a1. —f (z))‘

k 3k
Z‘ai —aj‘—‘f(Z)—ai‘>k—£>I

olur. Boylece asagidaki esitlik

Lk 42
ka2

el O

elde edilir. Buradan, U (z) fonksiyonu
Z)-a

.f( )_ i
%0

]

1

‘U(z)‘>—{1—

O }\f(s—ai\[l_ﬂ
1

U(z))>—-—
VO i)
olur. Bu esitsizligin her iki yaninin pozitif logaritmas1 alinirsa

log” —log*3

U (z)|>log’

1
‘f (Z)_ai‘
esitsizligi var olur. R ¢emberi {izerindeki noktalarin kiimesi Ci(i:1,2,...,q) ve

|f(z)-a< % esitsizliginden
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m(R,U)>Zq:i {Iog*ﬁ—logﬂd@

=2 )

olur. C',

C, kiimesinin R ¢emberi iizerindeki noktalar kiimesinin tiimleyen

kiimesini gostersin. Bu halde

ijlog+ L d@:izﬁogf L d@-ij|og+ L ip (2.5.3)
2z |f(2)-a] 27y - |f(2)-a 2zl " |f(2)-a]
yazilir. C." kiimesi iizerinde ‘f (Z)—ai‘ >% oldugu igin
Ilog ——dd< Iog—q
| k
yazilir. (2.5.2) esitsizliginden
.[Iog ‘d®<m(R a)— Iog%q

bulunur. Diger yandan

1
Z—ﬂ! log3d@ < log3

oldugu diisiiniiliirse

>Zq:m(R a)—qlogz—q—log3
[ ] k

i=1

yazilir. Bu (2.5.2) esitsizliginde kullanilirsa

2q f’ F'
Zm(R a)- qug——Iog3<m(R f)+N(R,f )+m[R j m(R,Fj

i=1
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olur. Boylece,
S(R, f)= m(R,ij+m(R,%j+q Iogzrq+ log3+0(2)
ile gosterilirse, (2.5.4) esitsizligi daha kisa sekilde

Sm(R.a)<m(R, f)+N (R, /)N (R,%}+S(R, f) (255

i=1

yazilir. N(R, f')= N(R, f)+N(R, f) esitliginden

Zq:m(R,ai) <N(R,f)+T(R,f)-N (R,%)+S(R, f) (2.5.6)

i=1

veya T (R, f)=m(R,)+N(R,a)+0(1) oldugu diisiiniiliirse

— q
(a-1)T(R, f)<N(R,f)+D N(R,a)-N (R,%j+S(R, f) (25.7)
i=1
yazilir. (2.5.5) esitsizligi, gerekli diizenlemelerle

Sm(R.a)<2T (R, )-N [R,%)+S(R, f)

i=1
olarak elde edilir. Egera; degerlerinden herhangi biri sonsuz ise,

m(R,oo) = m(R, f) terimi, (2.5.5) ifadesinin her iki yanina eklenirse

Sm(R.a)<m(R, )+ N (R, f')-N [R,%j+S(R, fem(Rf)  (258)

i=1

|~

!

—h

olur. N;(R, f)=2N(R,f)-N(R,f")+N (R, ] ile gosterilirse (2.5.8) esitsizligi

(4-2)T(R 1)< IN(Ra)-N, (R )45 (R f)

i=1
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seklini alir. Simdi de, Nevanlinna’nin ikinci temel teoreminin Ullrich tarafindan

yapilan ispatini verelim. Bunun i¢in f(z), sonlu karmasik diizlemde meromorf bir

fonksiyon ve a,(i=12,...,q) sayilar1 karmagik sayilar ve

q

QZH(f_ai)

i=1

olsun. Nevanlinna’nin birinci temel teoreminden, f ' tiirev fonksiyonu igin
. 1 1
T(R,f )=m R,? +N R,? +O(1)

yazilir. Ayrica,

yazmak mimkiindiir. Her iki tarafin mutlak degerleri ve pozitif logaritmalarindan

ortalama degerlere gecilirse,

1 1 d f' 1
m(REJS m(R,?j+;(m[R, : —a.]:m[R’F]JFS(R’ f) (259

yazilir. Yine birinci temel teoremden

m(R%J:N(R,g)+m(R,g)—N(R,§J+O(1) (2.55.10)

oldugu bilinmektedir.

g=T](f-a)

esitliginden, N (R, 9)=0aN(R, f) yazilir. Ayrica,

N [R%j:iN(R,ai)
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oldugu agiktir. Simdi de, gm ( R, f )+ 0] (1) <mM(R, Q) esitsizligini gosterelim.

q q .
g= H(f —q,) esitsizliginden 9= H(l_%j .

i=1 i=1

yazilabilir. a=max|a | ise |f|>2a igin |f|" <2%|g]| olur. Boylece

f (Re” )‘q do

Re"a ‘d®+—

denklemin sag tarafindaki ilk terim |f|32a icin dogru olup ikinci terim igin

|f|>2a dir. Bu esitlikten
gm(R, f)<glog*2a+qlog2+m(R,g)

elde edilir. Buraya kadar bulunanlar (2.5.10) esitliginde kullanirsa

q

m(R%}ZqN (R T)-3N(R.a)+qm(R, f)+0(1)

i=1

=i211m(R,ai)+O(1)

bulunur. Elde edilen bu esitsizligi (2.5.9) ifadesinde kullanilirsa

Zq:m(R,ai)Sm(R,%j+S(R, )

i=1

olur. Birinci temel teoremden
y R T(R, f N R—1 S(R, f
< N _
Sn(R.a)<T (R )N (R ]+ S(R.1)
veya

QT (R 1)<T (R F)+ DN (R,ai)—N(R,%JS(R, ) (2511



yazilabilir. Diger yandan,

T(R, f)<2T (R, f )+ S(R, f) oldugu (2.5.11) esitsizliginde kullanilirsa,

(q—2)T(R,f)szq:N(R,ai)—N[R,%j+S(R,f) (2.5.12)

esitsizligi bulunur. Bu, Nevanlinna’nin Ullrich tarafindan verilen ikinci temel

teoreminin bir seklidir.

Ayrica, m(R,f)<m(R, f)+S(R ) wve N(R f')=N(R, f)+N(R,f)
ifadelerinden T(R, f')<N(R, f)+T(R, f)+S(R,f) elde edilen bu esitsizlik
(2.5.11) de kullanilirsa

(q-1)T(R, f)<N(R, f)+Zq:N(R,ai)—N[R,%j+S(R, f)

i=1
formili elde edilir.

Teorem 2.5.5: f(z) meromorf bir fonksiyon ise,

N(R, f)<N(R,f)
esitsizligi vardir [6].
Ispat: N (R, f(k)) < (k +1) N (R, f ) esitsizliginde 6zel olarak k =1 alinirsa,

N(R, f')<2N(R, )

bulunur. Ote yandan N(R, f ) =N (R, f')— N (R, f ) oldugu goz oniine alinirsa

yukaridaki son esitsizlik
N(R, f)<N(R,f)

bigimine doniisiir.

69



Lemma 2.5.1: Eger f,(z) ve f,(z), |z{<R (R<®) bolgesinde birer meromorfik

fonksiyonlarsa, 0<r <R igin,

N(r, flfz)—N(r, !

172
esitligi mevcuttur [7].

Teorem 2.5.6: f(z), |7|<R(<®) bolgesinde meromorfik bir fonksiyon olsun.

f'(0)=0 ve f(0)#0,L ise re(0,R) icin

T(r f)<N(r, f)+N (r,%j+ N(r,fi_lj_ml(ms(r, f)  (25.14)

Nl(r):(ZN(r,f)—N(r,f’))+N[r,%] (2.5.15)

oldugu durumda

S(r, f):m(r,fT’]+m(r, 1:]”1}+Iog| f (O)gf(()()))_l)hlogz (2.5.16)

esitligi vardir [7].

Ispat:

esitliginin her iki tarafinin ortalama degeri alinirsa,

m[r,%)gm(r,fT]+m(r,ff—_rlj+I092 (2.5.17)

elde edilir. m (r, %j terimine Jensen formiilii uygulanirsa
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m(r,%jo(r,f)—N(r,%]Hogm (2.5.18)

olur. Benzer sekilde

f-1 f’ f(0
m|r,—— |=m| r,—— |+log
f’ f-1

f'(0)

esitligi vardir. Lemma 2.5.1 den

f-1 f'
m{r,—— |=m| r,—— |+log

+{N(r,f’)+N{r,ﬁj—N(r,f)—N(r,%)} (2.5.19)

elde edilir. (2.5.17) esitsizliginin igine (2.5.18) ve (2.5.19) esitsizliklerini

yerlestirirsek ispat tamamlanmais olur.

Lemma 2.5.2: f(z), |z|<R (<) bolgesinde meromorfik bir fonksiyon olsun.

Eger f (0) # (0,00) ise, 0<r < p<R oldugu durumda,

m(r,ij <10+4log*log” L-i- 2log” 1
r

[7(0)

+3Iog*ir+4log+ p+4log™T (p, f) (2.5.20)
p_
dir [7].

Ispat: Poisson-Jensen formiiliinde z = re' alinip ve i (log f)" esitliginden
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2 2

Pt P
do— log

p?—2prcos(p—6)+r? a;p p(z-a,)

2r
Iog|f(z)|:% I Iog‘f(pei"’)
0

+> logl-———

(z bv)

buf<p
elde edilir. Esitligin sag tarafindaki ilk terim
po—=r _Re pe’ +1
p>—2prcos(p—6)+r’ peY —1
oldugu i¢in,
1% o\ P + 2
log f (z)=— | log|f ( pe" )|———
_Zlog ( )+ZIog b ) +iC (2.5.21)
yazilabilir. Buradan her iki tarafin tiirevi alinirsa
2 2

2pe" B ‘a‘ —P
(P)(pei“’—Z)zd(p Z( # a

1% i
) :5_([Iog‘f(pe

elde edilir ve |z| =T oldugunda

2

of | Pl

(Z—aﬂ)(pz —éﬂz) )

a

1%

)

2 = 2
| p"—a,z]

p’-a,z
p(z-a,)

2 —
P —aﬂz|< 2'03 2
(p"—pr)

p(z-a,)

bulunur. Benzer sekilde,
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LY e P

‘(z b )( sz)

esitsizligi mevcuttur. Buradan

'(2) .
f2)]

& { R

(p-r)’°

3z,
gy 192

2z
Ziﬂlog\f(peiw)udgozm(p, f)+m(p,lj£2T(p, f)+|ogL
7T f ‘

f(0)
oldugu i¢in

Af(2)

log

+> g

esitsizligi vardir.




dir. Bulunan ifadeler (2.5.21) denkleminin yerine yazilirsa

m(r,f—]<2|ogZ+Iog*p+2log+i
f p—r

+logT (p. f)+|og+log+L+ N(p, f)

[7(0)
—N(r,f)+N [p,%j— N (r%)
+Iog{n(p, f)+n(p,%)+2} (2.5.22)

olur. n(p) = n(p, f )+ n(p,%} esitligini ispatlamak i¢in onun karsiti olan N(p)

ifadesi belirtilmelidir. Oyle p' segilmelidir ki (o < p' <R)

ve

n(p)<—2 N(p')s,L{zT(p',f)HoyL}

[7(0)

olur. Buradan,

log" {n(p)+2} <log’p'+log’ ,1 +log*log* 1

p=p [7(0)
+log™T (p', f)+4log2 (2.5.23)
olur. N(p)—N(r) ifadesini ispatlayalim. log(t) teriminin konveks fonksiyonu

N (t) olup, 0<r < p < p'<R oldugu yerde
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N(p)=N(r) _N(p)-N(r)

logp—logr — logp'—logr

ve

esitliklerinden faydalanilarak asagidaki ifade

he)

N(p>—N<r>—”7'-”Crr{2T(”" f)+'°g+ﬁ}

elde edilir. Oyle bir p sayis1 secelim Ki (0<r < p< p'<R) asagidaki ifadeler var
olsun. Boylece,

(2.5.24)
Zp{T (o', f)+log* f1+1}

ve

(2.5.25)

olarak bulunur. Buradan, (2.5.24) esitliginde gerekli islemler yapilip her iki tarafin
pozitif logaritmasi alinirsa

: ' 1
. =2p {T(p,f)+log ‘f(o)‘+1}

p—r r(p'-r)

elde edilir. Her iki tarafin pozitif logaritmasi almip  (2.2.1) ve (2.2.2)
esitsizliklerinden faydalanilirsa
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1
pr |£(0)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

+ + l +
log <log" —=+log
r

p=r

+log*log” 1 +1log 6

[7(0)

bulunur. Sonug olarak

esitsizlikleri vardir. Benzer olarak,

1 2
1 < !
p=p p-r

her iki tarafin pozitif logaritmasi alinirsa (2.2.2) esitliginden

log*

——<log"2+log” —
p=p p=r

<log"2+log“p'+log"T (o', f )+log” th log3+log* 1+Iog+
r

+log*p'+1og™T (o', f)

1
(p'=r)

(2.5.26)

(2.5.27)

olur. (2.5.22) ve (2.5.27) esitsizliklerinin igine (2.5.23), (2.5.25) ve (2.5.26)

esitsizlikleri yerlestirilirse

m(r,ij <9log2+2log3+1+4log‘log” L+ 2log” =

[7(0)

+3log”

——+4log* p'+4log T (o', f)

elde edilir. Boylece Lemma 2.5.2 ispatlanmus olur.
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BOLUM 3
Bu boliimde ilk olarak, sonlu logaritmik mertebe ile artan fonksiyonlar igin
karakteristik bir integral tizerine galisildi. Bir f meromorfik fonksiyonu ve bu
fonksiyonun karakteristik ifadesi olan T(r, f) nin logaritmik mertebeleriyle ilgili
bazi 6zellikler ifade edildi. Son olarak sonlu ¢ift-logaritmik mertebeden bahsedildi

[4].

3.1. Pozitif artan fonksiyon i¢in sonlu logaritmik mertebe

S(r), r>0 i¢in tanimlanan pozitif artan fonksiyon olsun. Eger

=1 (3.1.1)

ise S(r) fonksiyonunun sonlu logaritmik mertebesi A dir denir. (3.1.1) esitligi

sonsuz ise S(r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi sonsuzdur.

Teorem 3.1.1: r>0 icin tammlanan S(r) pozitif artan bir fonksiyon olsun.

Buradan S(r) nin logaritmik mertebesinin 1 (0<A<+ow) olmasi igin gerek ve

yeter kosul

— 7 d .
'f[r(logr)”+1 ' (312

olmasidir. Burada, integral x> A igin yakinsak ve x < A i¢in raksaktir.
Teorem 3.1.1 i ispatlamak i¢in asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 3.1.1: x#>A i¢in (3.1.2) integrali yakinsaksa, S(r) fonksiyonunun

logaritmik mertebesi x degerini asamaz.
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Ispat: S (I‘) fonksiyonu pozitif ve artan oldugu igin

& =S(r j;ﬂdt
u(logr)u rt(logt)H

t_S(r)
d 00 3.1.3
<£r(logr)ﬂ+l - o

dir. Bu esitsizlik r >3 icin gegerli olup S(r) fonksiyonun logaritmik mertebesi
degerini asamaz.
Ispat: (Teorem 3.1.1) Bu teorem iki durumda ispatlanacaktir.

I. Durum: S(r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi A olsun. z=A+¢ (> 1) icin

bir r, pozitif say1 vardir. Oyle ki, S(r)<(logr)"z esitsizligi meveuttur (r>r,).

Buradan,
T s(r) dr:]i 5(r) dr+T s(r) dr
: r(log r)’”l : r(log r)‘”l . r(log r)”+l 14
<O(l)+j ! dr<oo
»r(logr)"z

dir. Bagka bir deyisle, (r>r) i¢in (3.1.2) integrali waksaktir. Aslinda (3.1.2)
integrali yakinsaksa Lemma 3.1.1 den S(r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi

<u<A dir. Bu ise, S(r) fonksiyonunun logaritmik mertebesinin A olmasiyla

celisir. Bu yiizden (3.1.2) integrali x> A i¢in yakinsak ve x < A i¢in wraksaktir.

Il. Durum: Farz edelim ki (3.1.2) integrali x> A i¢in yakinsak ve <A igin

raksak olsun. Lemma 3.1.1 den S(r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi <A+¢
ve herhangi pozitif bir & sayisi igin S(r) nin logaritmik mertebesi <A dir. Bazi

pozitif £ sayisi igin S(r) fonksiyonunun logaritmik mertebesinin 41 —-2¢ oldugunu
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varsayalim. |. Durumdan anlasilacagi gibi u = ( A- 28) +e=A1-¢ i¢in (3.1.2)

integrali yakinsak olur. Bu Il. Durumdaki varsayimla celisir.

Buradan S(r) fonksiyonun logaritmik mertebesi A olmaktadir. Béylece I. Durum

ve Il. Durumdan, Teorem 3.1.1 ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.1 de kullanilan (3.1.2) integrali, r >0 i¢in tanimlanan herhangi bir
pozitif artan S(r) fonksiyonunun biiylime oranini 6lgmek i¢in oldukga 6nemlidir.
f (z) sabit olmayan bir meromorfik fonksiyon ise, S(r) igin T(r, f) ve n(r, f =a)
karakteristikleri kullamilabilir. Ilave olarak, f(Z) bir tam fonksiyonsa, S(r) icin

log*M (r, f) kullanilir.
3.2. Meromorf fonksiyonlar i¢in logaritmik mertebe

Tamm 3.2.1: f(z), C diizlemde bir meromorf fonksiyon ise, bu f fonksiyonun
logaritmik mertebesi onun karakteristik ifadesi olan T(r,f) nin logaritmik

mertebesidir. |z|<r iizerinde f(z) tam fonksiyonunun maksimum modiili,

M (r, f) olsun. O<r< p igin
T(r, f)<log'M (r, f)<((p+r)/(p-1))T(p. )

esitsizliginden T (r, f) ve log"™M (r, f ) nin logaritmik mertebeleri aynidir. Buradan

f (z) fonksiyonu

limsup log*log™M (r, )

(3.2.1)
r—w loglogr

olarak ifade edilebilir.

Tamm 3.2.2: f(z) bir meromorf fonksiyon ve pozitif logaritmik mertebesi A

olsun.(0,+00) araliginda tanimli negatif olmayan siirekli bir /1(!‘) fonksiyonu,
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T (r, f) karakteristik ifadenin yaklasik logaritmik mertebesi olarak tanimlanir ve

asagidaki 6zellikler saglanir.

@) limA(r)=24

r—w

(2) limr(logr)A'(r)loglogr =0 (3.2.2)

F—>0
(3 U (r, f)=(log r)w)
dir. Yeteri kadar biiytik r degeri i¢in
T(r,f)<U(r,f)
ve

!msups((:’ ';)):1 (3.2.3)

esitlikleri vardir. Yukaridaki U(r, f) fonksiyonu T(r, f) karakteristik ifadenin

logaritmik tipi olarak adlandirilir.

3.3. Meromorf fonksiyonlarda yakinsakhk logaritmik iissii

f (z) meromorf bir fonksiyon olsun. Her aeC noktas: f(z)=a denkleminin
kokiidir.  f(z) fonksiyonunun a-noktalar: dizisi {z,(a)} olsun. Bu dizi
r,(a)=|z,(a)| oldugu durumda r;(a)<r,,(a) dir. f(z) meromorf fonksiyonunun

a—noktalarmin yakinsaklik logaritmik {issti;
Prg (@) =inf {,u|,u>0, Z]/‘Iog r,(a)’ <+oo} (3.3.1)
j

olarak tanimlanir. Bu esitlik f(Z) fonksiyonunun a-—noktalarinin dagilim

degerlerinin 6l¢iimiinde dnemli rol oynar. Bu ¢aligma boyunca n (I‘, f= a) ifadesinin
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logaritmik mertebesi, 4, (a) ile gosterilecektir. Burada n(r,f=a), f(z)=a
denkleminin |Z| <r bdlgesindeki kdklerinin sayisidir. f(Z) meromorf fonksiyonun

a—noktalarmin yakimsakliginin issiine esittir. Asagidaki teorem sonlu logaritmik

mertebenin meromorf fonksiyonlar i¢in karsilik gelen bir sonucudur.

Teorem 3.3.1: f(z) sabit olamayan meromorf fonksiyon ve sonlu logaritmik

mertebe ise, her acC icin n(r,f=a) ifadesinin logaritmik mertebesi, f(z)

fonksiyonunun a—noktalarmin yakinsaklik logaritmik iissiine esittir.
Ispat: Her £ >0 igin,

j <(logr, (@) (3.3.2)
J

yazilabilir. x> 4, (2) ise, (&>0) igin 1>y (a)+& ve ,ul:y/(ﬂmg (a)+g)

esitligi vardir.

Ly (3.3.3)
llogr; (a)|
ve
Z“;ﬂ<z‘j’”1 < 40 (3.3.4)
T logr;(a)]
bu esitsizliklerden
Py (2) < Aieg (2) (3.3.5)
olur. u< Ay, (a) ise
b, = ! . L (3.3.6)
‘Iog ro(a) M
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olacak sekilde {n j} pozitif tamsayilarin bir dizisi vardir. n; >2 igin % ifadesinin

integral parcast i; ve b, = olarak gosterecegiz. Buradan,

|logr, (a) "
=1 1
b +b . +..+b > (m—hat1) 1 (33.7)
j j nj 2
ve
>/ logr;(a) =+ (3.3.8)
i
esitliklerinden,
Aoy (2) < g (3) (3.3.9)

elde edilir. (3.3.5) ve (3.3.9) dan teorem ispat edilmis olur.

3.4. Sonlu logaritmik mertebelerin meromorfik fonksiyonlar icin o6zellikleri

Lemma 3.4.1: f(z), C diizleminde meromorfik bir fonksiyon olsun. r;(a), f(z)

fonksiyonunun a—noktalarmin bir modiilii olsun (I‘j (a) < rj+1(a)) . Eger, >0 ise,

1
—_— (3.4.1)
j ‘Iog r(a)’
ve agagidaki integraller
| n(t’—al)dt (3.4.2)
t(logt)“*
TN(t f =
| (t’—?)dt (3.4.3)
t(logt)*"

ayni anda yakinsak veya ayni anda raksaktr.
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J R 1

ispat: = dn(t, f =
*pd Z Iogr |“ £|Iogt|“ n( a)
=R R _
n(t.f =a) j Lf-a) (3.4.4)
(logt)” | . "% (Iogt)*‘*1

esitliklerinden (3.4.1) serisi ve (3.4.2) integrallerinin ayn1 anda yakisak ya da ayni

anda 1raksak oldugu anlasilir.

T—”(t’ =) e[t 1 = a)(logt) ** ] " +(ﬂ+1)T—N (L. =a)

2 t(logt)“* > t(logt)

esitligini kullanarak (3.4.2) ve (3.4.3) integrallerinin ayn1 anda yakinsak veya ayni

anda 1raksak oldugu goriiliir. Boylece Lemma 3.4.1 ispatlanmis olur.

Lemma 3.4.2: n(r, f =a) sonlu pozitif logaritmik mertebeyse,

Zl/‘log r(a) <+, 1> Ay ()

: (3.4.5)
Zjlll‘log r(a) =+, u<iy(a)

n(t, f =

Iw < +00, y>ﬂmg(a)

tn(t, f =a) (3.46)
IW=+°O’ H <Ay (a)

TN(t, f=a)

JWGOO’ #20 2) (3.4.7)
TNt f=a) -
RCTE

esitsizlikleri vardir.

Ispat: Plog (a) nin tanimimdan
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Z]J [logr; (a) "<+, u>p,,(a)
]

(3.4.9)
Zl/ [logr; (a)[“=+o, u<py,(a)

yazilir.

Teorem 3.3.1 de ifade edilen p,,(a)=4,(a) ve (3.4.8) durumundan
(3.4.5) esitligi; (Lemma 3.4.1) esitliginde ifade edilen (3.4.1) serisi ve (3.4.2)
integrali ayn1 anda yakinsak ya da ayni anda wraksak oldugu i¢in (3.4.5) dan (3.4.6)
esitligi bulunur. Benzer sekilde (3.4.1) serisi ve (3.4.3) integrali ayni anda yakisak
ya da ayni anda raksak oldugu i¢in (3.4.5) dan (3.4.7) elde edilir. Boylece Lemma
3.4.2 nin ispat1 tamamlanir.

Sonlu pozitif mertebeyle verilen meromorfik fonksiyon f(z) ve herhangi aeC
icin, N (r, f ) ve n(r, f ) sayma fonksiyonlarinin, her ikisi de ayni1 mertebeye sahip
olmalarina ragmen, sonlu logaritmik mertebede durum farklidir.

Teorem 3.4.1: f(z), C diizleminde sabit olmayan meromorfik bir fonksiyon
olsun. Herhangi bir a e C igin, n(r, f =a) ifadesinin logaritmik mertebesi, 4, (2)

ve N(r, f =a) nmn logaritmik mertebesi 4,,, (2)+1 dir.
3.5. Meromorf fonksiyonlarin logaritmik Borel istisnai degerleri

Nevanlinna teoremine gore, N(r, f =« ) ifadesinin mertebesi f(z) fonksiyonun

mertebesinden daha az ise, f (Z) nin Borel istisnai degeri « € C ile gosterilir. f (Z)

nin mertebesinin A4 oldugu durumda

jimsup %2 nf;gfr ~a)

<A

dir. Stfirinct mertebeden bir meromorf fonksiyon igin, n(r, f =a) fonksiyonun

mertebesi her aeC igin sifira esittir. Ancak sonlu logaritmik mertebe

fonksiyonlarma gore Borel istisnai deger asagidaki gibi tanimlanir.
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Tamim 3.5.1: Eger f(z) meromorfik fonksiyonun C diizleminde sonlu logaritmik

mertebesi A ise, bir o karmasik sayisi

<A-1 (3.5.1)

olacak sekilde f(Z) nin logaritmik Borel istisnai degeri olarak adlandirilir. ilave

olarak, |z|<r bolgesinde f(z)=a denkleminin koklerinin A(r, f =a) ile

belirtildigi yerde

g (@) = limsup logn(r, f =)

<A-1 (3.5.2)
r loglogr

o sayisl f(Z) fonksiyonunun indirgenmis logaritmik Borel istisnai degeri olarak

adlandirilir.

Teorem 3.5.2: (Logaritmik Borel istisnai deger) f(z), C diizleminde sonlu
logaritmik mertebenin sabit olmayan bir meromorfik fonksiyonu ise, f(z)
fonksiyonu en fazla iki logaritmik Borel istisnai degerlerine sahiptir.

Ispat:

I. Durum: Eger f(z) sabit olmayan bir rasyonel say1 ise, f(z) fonksiyonunun

logaritmik mertebesi 1 ve herhangi a C igin A, (a) =0 dr.

Il. Durum: f(z) transandantal fonksiyon ve sonlu logaritmik mertebesi A oldugu
halde, ai(i=1,2,3) icin {i¢ tane logaritmik Borel istisnai degeri oldugunu

varsayalim. Buradan,

limsup logn(r, f =)

<A-1 (3.5.3)
re loglogr

(i =1, 2,3) icin Teorem 3.4.1 ve (3.5.3) esitsizliginden;
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(3.5.4)

dir. Genel hali bozmaksizin, &, =0, @, =1, a; =0 ve f(0)=0,1,00 ve f'(0)=w

icin R. Nevanlinna’nm ikinci esas teoreminden

T(r 1)< 3N (r f =a)~N(r, T =)~ N(r, =)+ N(r, £ =0} + 5 (r, )

sizi;N(r, foa)+S(r ) (3.5.5)
S(r, f):m(r,%J+m[r, ff_,1]+log f(o)if(g(;)_l)§+logz (3.5.6)

dir [7, syf.17, Lemma 1.3]. Logaritmik tiirevler lemmasindan

S(r,f)=0(logr)+4log'T (p, f) (35.7)

yeteri biiytikliikte I sayis1 igin (0<r < p) yukaridaki (3.5.7) esitligi vardir. f(z)

sonlu logaritmik mertebenin transandantal meromorfik fonksiyonu olup, (3.5.7)

esitligi
S(r,f)=0(logr)=0o(T(r,f)) (3.5.8)
ile ifade edilebilir. Buradan (3.5.5) ve (3.5.8) asagidaki esitsizligin
(L-O@W)T(r f)<3N(rf =a) (35.9)
=
yeteri bityliklikte I Sayisi igin var oldugunu ima eder. (3.5.4) ve (3.5.9) kullanilarak

(3.5.10)

elde edilir ve bu da T (r, f) ifadesinin logaritmik mertebesinin 4 olduguyla celisir.

Boylece Teorem 3.5.2 nin ispati tamamlanmis olur. N(r,f:a) ifadesinin

86



logaritmik mertebesi 4, (a)+1 gergegi ile Teorem 3.5.2 den asagidaki sonug ifade

edilebilir.

Sonug 3.5.1: f(z), sonlu logaritmik mertebeyle C diizleminde sabit olmayan bir

meromorfik fonksiyon ise, her « eC icin
Aoy (@) =2-1
o noktasmin en fazla iki degeri vardir.
3.6. Meromorfik fonksiyonlarin tiirevleri ile ilgili sonuclar

f (z) ifadesinin logaritmik mertebesi 4, ( f) olsun.

Teorem 3.6.1: Eger f(z) sonlu logaritmik mertebeyle C diizleminde transandantal

meromorfik bir fonksiyonsa, f(z) ve f'(z) ayni logaritmik mertebeye sahiptir.
Ispat:
T(r,f)=m(r, f)+N(r, f')<2T(r,f)+m(r,f'/ f)

ve
m(r,%jzo(logr), r— oo iken Ay ()< A, (F)

diger taraftan, [7, syf.95, Teorem 4.1] deki esitsizligi kullanarak A, ()<, (")

dir. Boylece, Teorem 3.6.1 ispatlanmis olur.

Teorem 3.6.2: f(z) sonlu logaritmik mertebesi 2 ve C diizleminde transandantal

meromorfik bir fonksiyonsa her bir pozitif k tamsayisi igin,

imsup Iog{n(r, f =O)+ﬁ(r, £ =1)}

=1-1 (3.6.1)
r—o loglogr

vardrr.
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Lemma 3.6.1: f(z), C diizleminde sabit olmayan bir meromorfik fonksiyon olsun.

Eger f (O) # 0,00 ise, her pozitif k tamsayisi i¢in,

(k)
m{r,fTJ <C, {1+ log*log” 1 +log” 1
r

[£(0)
+Iog+ir+log+p+log+T(p, f)} (3.6.2)
p_

esitsizligi vardir. Burada O<r < p<R ve C, sadece k ya bagli bir sabittir [7].

Lemma 3.6.2: f(z), C diizleminde transandantal meromorfik fonksiyon ve k bir
pozitif ~tamsayr olsun. Eger  f(0)=0,00, f*(0)21, f*V(0)=0 ve

k+1) f 0) Y/ (0)-1)—(k+2)f"7(0)° =0 ifadeleri varsa
(k+2) (k) (k+1) 7\2

T(r, f)<(2+%)N (r, f =0)+(2+Ejl\_l(r, £ =1)+S*(r, f) (36.3

esitsizligi ve 0<r <R i¢in

(k+1) (k+1) (k)
S'(r. f)= 2+E m r,f— + 2+1 m r,]c +m r,f—
2 fl_1 k f f

o)A

f (k+1) k

g f2(0)(1"(0)-1) |

f
3.6.4
Kl (k+2) £ (0) (19 (0)-1) — (k+2) £ (0)? (64

esitligi vardir [7].
Ispat: (Lemma 3.6.2) f(z) fonksiyonunun sonlu logaritmik mertebesi A olup,

Teorem 3.4.1 ve Teorem 3.6.1 den n(r, f :0)+ﬁ<r, £ :1) ifadenin logaritmik
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mertebesi A—1 den kiiciik ve esittir. Bu nedenle, (3.6.1) i ispatlamak i¢in asagidaki

esitligi,

_ Iog{n(r,f :0)+ﬁ(r,f(k):1)}
!LTOSUD loglogr

>A-1 (3.6.5)

gostermek yeterlidir. (3.6.5) esitsizliginin olmadigini1 varsayalim. Buradan,
n(r, f= 0)+ﬁ(r, £ :1) ifadesinin logaritmik mertebesi A —1 den kiigiiktiir.

Lemma 3.6.1 ve Lemma 3.6.2 esitsizliklerini kullanarak, herhangi bir « >1 sabiti
i¢in

S"(r,f)=0(log'T (zr, f))+O(logr), (r—oo) (3.6.6)
dir. Yukaridaki (3.6.6) esitligi ve [7, syf.25, Lemma 1.5] ifadenin sonucundan

S"(r, f)=0(logr)=o(T(r, f)) (3.6.7)

elde edilir. Bu nedenle, (3.6.3) esitsizliginden faydalamilarak T (r, f) ifadesinin

logaritmik mertebesi A dan kiigiiktiir. Bu, T(r, f) nin logaritmik mertebesinin A

olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla (3.6.5) esitsizligi gecerlidir. Teorem 3.6.2 de bu

lemmalardan faydalanarak ispatlanir.
3.7. Pozitif artan fonksiyon icin sonlu ¢ift-logaritmik mertebe

Bu boliimiinde bir ac¢ik birim diskteki kuvvet serileri ve bu serilerin sonlu ¢ift-
logaritmik mertebe ile ilgisine deginilecektir. Daha fazla bilgi i¢in [8] nolu

kaynaktan yararlanilabilir.

S(r), r >0 i¢in tanimlanan sinirsiz artan fonksiyon olsun. Eger,

logS(r)  _ P

limsup 1
logloglog-——
1-r

r-l

(3.7.1)
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ise S(r) fonksiyonunun ¢ift-logaritmik mertebesi A dir. S(r) fonksiyonunun sonlu

pozitif ¢ift-logaritmik mertebesi A olsun.

limsup S(r) (3.7.2)

limit sonucunun sonsuz, sonlu pozitif veya sifir olmasma gére S(r) fonksiyonu

sirastyla maksimum, orta veya minimum ¢ift-logaritmik tip olarak adlandirilir.

S(r), cift-logaritmik mertebesi 4 ve minimum ¢ift-logaritmik tipse

Jl. S(r) dr
1 1 A+1
(1- r)(log 1_r).(log log 1—r]

integralinin  sonucuna gore ya yakinsaklik smifindandir ya da 1raksaklik

(3.7.3)

sinifindandir. Ornegin, S(r) = (Ioglog ﬁ)l .(Iogloglog ﬁjﬂ fonksiyonunun ¢ift-
logaritmik mertebesi 4 ve 4 bir reel say1 olsun. O halde;
>0 i¢in S(r) maksimum ¢ift-logaritmik tip
=0 igin S(r) orta ¢ift-logaritmik tip
<0 ig¢in S(r) minimum ¢ift-logaritmik tip

olur. Ayrica, S(r) fonksiyonu —1< <0 i¢in waksaklik sinifindadir ve u<-1

durumunda da yakinsaklik sinifindandir.

Teorem 3.7.1: (Bir integral kriteri) S(r), r €(0,1) i¢in tanimlanan sinirsiz pozitif
artan fonksiyon olsun. S(r) fonksiyonunun ¢ift-logaritmik mertebesi A (0 <A< oo)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[ S(r) dr (3.7.4)

(1- r)(log Llr).(log log Llr)ﬂﬂ
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integralinin x> A i¢in yakinsak ve u < A i¢in raksak olmasidir.

Teorem 3.7.1 i ispat etmek i¢in asagidaki lemmaya ihtiyag¢ vardir.

Lemma 3.7.1: Eger S(r), r €(0,1) i¢in tanimlanan smirsiz pozitif artan fonksiyon
ve (3.7.4) integrali yakmnsaksa, S(r) fonksiyonunun gift-logaritmik mertebesi .

degerini agamaz.

Ispat: (Lemma 3.7.1) S(r) pozitif ve azalan oldugunda

+oo>j S(n) Mdr
(1—r)(|ogl).(loglogl)
1-r 1-r
= ff S(r) —d (Iog log i]
# 1-r
(Ioglog_)
>S(r)j' ! Mld(loglog 1 j: S(r) - (3.7.5)
| log Ioglj " ,u(logloglj
1-t 1-t

diir. I’>1—e—e icin S(r) fonksiyonunun g¢ift-logaritmik mertebesi . degerini
asamaz.
Ispat: (Teorem 3.7.1) Bu teorem iki durumda ispatlanacaktir.

I. Durum: S(r) fonksiyonunun sonlu ¢ift-logaritmik mertebesi A olsun.
o o 1Y%
u=A+¢e(>A) igin bir pozitif r, sayisi vardir. Oyle ki, S(r) < Ioglogl— i¢in
-r

r>r >1—le dir. Buradan
e

dr

'1[ S(r)
. 1 1 u+l
- (1- r)(log 1_J.(Iog log 1—r)
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_ H S(r) dr

1 1 )
1= (1-r)| lo j.(lo lo j
o )( g1—r J g1—r

[ S(r)
+}[ 1 1 p+l
“(1- r)(log 1_J.[Iog log 1—rj

- 0(1)+j 30 dr

: 1 12"
1-r)1og-* | loglog >
oo o)

log Iogi
1-r

—o@+lim [~ dx<en (3.7.6)

o1 X(g/2)+l
loglog——
l—l’H

dr

esitligi vardir. Diger taraftan, g <A igin (3.7.4) integrali raksak olmalidir. Eger,
(3.7.4) integrali yakinsaksa, Lemma 3.7.1 den dolayr S(r) nin c¢ift-logaritmik
mertebesi < u< A dir. Bu ise S(r) fonksiyonunun cift-logaritmik mertebesinin A
olmasiyla ¢elisir. Bu yiizden (3.7.4) integrali x> A i¢in yakinsak ve < A igin

wraksaktur.

Il. Durum: (3.7.4) integralinin x> A igin yakinsak ve g < A i¢in wraksak oldugunu
varsayalim. Lemma 3.7.1 den S(r) nin ¢ift-logaritmik mertebesi <A dir.

Varsayalim ki S(r) fonksiyonunun cift-logaritmik mertebesi A —2¢ (& pozitif say1
olsun). I. Durumda (3.7.4) integralinin x=(A-2¢)+&=A-¢ igin yakmsak oldugu
goriliir. Bu ise II. Durumdaki varsayimla g¢eligir. Buradan S(r) fonksiyonunun ¢ift-

logaritmik mertebesi A dir. Teorem 3.7.1 in ispati I. Durum ve Il. Durumdan

tamamlanmis olur.

3.8. Bir diskte analitik fonksiyonlar i¢in ¢ift-logaritmik mertebe

Tamim 3.8.1: D bir agik birim disk olsun. D bolgesindeki f(z) analitik fonksiyonu

ile log u(r, f) ifadesinin ¢ift-logaritmik mertebesi ve tipi aynidir.
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Teorem 3.8.2: D bolgesinde f(z) analitik ve u(r, f) smirsiz bir fonksiyon olsun.
Buradan log u(r, f) ifadesinin ¢ift-logaritmik mertebesi A (0 <A< oo) olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

j‘ log u(r, f) dr
1 1y
(1- r)(log 1_r).(log log 1—rj

integralinin x> A i¢in yakinsak ve g < A ig¢in wraksak olmasidir.

(3.8.1)

Ispat: log u(r, f), re(0,1) araliginda smirsiz artan bir fonksiyon olsun. O halde,

Teorem 3.8.2 nin ispat1, Teorem 3.7.1 in bir sonucudur.

Tanmmm 3.8.3: A(r):(0,1) — (0,+) tanimli negatif olmayan siirekli bir fonksiyon

olsun. Eger A(r) ifadesi asagidaki 6zellikleri saglarsa

0] Iirp Ar)=4

(ii) lim(1-r).log A loglog L3 loglog log i.ﬂu'(r) =0 (3.8.2)
r1 1-r 1-r 1-r

A(r)
(iii) U(r):(loglogﬁj olsun. S(r)<U(r) ig¢in

IirPsup%:1 (3.8.3)

bu A(r) ye S(r) fonksiyonunun yaklasik ¢ift-logaritmik mertebesi olarak

adlandirilir. U (r) fonksiyonu, S(r) ifadesinin ¢ift-logaritmik tipi olarak bilinir.

3.9. A¢ik birim diskte kuvvet serilerinin biiyiime indeksleri

Bir D bolgesinde f(z):Zanzn kuvvet serisi fonksiyonu analitik ve log u(r, )
n=0

sonlu ¢ift-logaritmik mertebe olsun. Bu baslikta v(r, f) nin iki biiyiime indeks

belirtilecektir. v(r, f) ifadesinin sigrama noktalar1 dizisi {rj}il olsun.
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A

(asr<n<..<r<r,<..<1)ver—1 iken t, == icin

j+1

t

gﬂ(t)zj—(loglogi) ds+gﬂ(0)=j'(log Iogﬁ] ds 40

f

oldugu yerde
Piogiog ( ) =1nf {u|u>0, Zg;,(r,-)<oo} (3.9.1)
i
ve

Aiogiog () =1inf {u|,u>0, jv(t, f), (Ioglogl—itj dt<oo} (3.9.2)

t

esitlikleri mevcuttur.

Teorem 3.9.1: Bir D bolgesinde f(z) fonksiyonu analitik ve log x(r, f) sonlu

cift-logaritmik mertebesi ise
ploglog(f):&oglog(f) (393)

dir. (3.9.3) ifadesi ya p,,,(f)=0 yada A4,,,(f)=0 oldugu yerdeki durumlari
igerir.

Ispat: x>0 icin,
i
D9, tdv(t, f)
Jo

—u

=v(t, f)gﬂ(t)tTJrTv(t, f)(log Iog%) dt (3.9.4)

esitligi vardir. £ >0 ve u=A4,.,(f)+s olsun. 4 . () ifadesinin tammindan
1

—H
jv(t, f)(log |ogij dt < +oo (3.9.5)
: 1-t
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dir. Her bir 6 >0 igin bir R, (<1) sayisi vardir. Oyle ki r € (R,,1) ise

s> j'v(t, f )(Iog log ﬁj_”

r

1

>v(r, f).[(loglogﬁ)_#dtzv(r, f)g,(r) (3.9.6)

r

esitsizlikleri vardir. (3.9.4), (3.9.5) ve (3.9.6) esitsizliklerini birlestirilmesiyle, & >0

sabiti igin Zgﬂ(rj)<oo elde edilir. Buradan,
1

ﬂ’loglog ( f ) < ploglog ( f )
dir. Diger taraftan
Zgﬂ(rj)@o (3.9.7)
ise (3.9.4) ve (3.9.7) esitliklerinden

+oo>jil:gﬂ(rj)+v(to, f)g,(t)

~V(R, f)gﬂ(R)+T vt )

)7
o (Iog log 11J

elde edilir. (3.9.8) esitliginin sag tarafindaki iki esitlikte negatif olmadigindan,

dt (3.9.8)

1 1 \™
Iv(t, f)(loglog—j dt <o
) 1-t

dir. Buradan ., () 2 A0, (f) Olur. Boylece, Teorem 3.9.1 ispatlanmis olur.
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3.10. Maksimum terim ve merkezi indeksi arasindaki biiyiime iliskisi

Lemma 3.10.1: Her x>0 igin f(z) kuvvet serisi fonksiyonu bir D bolgesinde

analitik ve log™ u(r, f) sonlu logaritmik mertebe ise,

Zgy(rj) (3.10.1)
o h (3.10.2)
. Ioglogi
1-r,
jv(t, f )[Iog log %J_”dt (3.10.3)
[ log u(t. 1) (3.10.4)

. . Mdt
1-t).| log— || loglog——
( )( gl—t)( 7 gl—t)

serileri ve integralleri f(z) kuvvet serisi fonksiyonunun merkez indeksinin v(r, f)

oldugu durumda ya ayn1 anda yakinsak ya da ayni anda raksaktir.

Ispat: (3.9.4) ve (3.9.6) esitsizliklerinden (3.10.1) serisi, (3.10.3) integralinin her

ikisi de ayn1 anda 1raksaktir. Stieltjes integralinin 6zelliginden,

—_ R —_
>y 0 )

1
(Iog log 1} s (Ioglog 1) (Iog log 1j
1-r 1-r 1-r

yazilir. (3.10.5) esitligi kullanilarak, (3.10.2) serisi ve (3.10.3) integrali ayn1 anda

(3.10.5)

yakinsak ya da ayni1 anda raksaktir. Sonug olarak,
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Ty(t, 1) 1\
loglog— | dt
{ t [ogogl—tj

1\ 1"
—log (R, f)| loglog—— | —I )| logl
0g 4( )( og ogl_Rj 0g £(% )( 0g ogl_rOJ

+ﬂT log (t, f)

1 1 e O
% (1-t)| log—— | loglog——
e G

esitliginden Teorem 3.9.1 in ispatina benzer olarak (3.10.3) ve (3.10.4) integralleri

ayni anda yakinsak ya da ayni anda rraksaktir. Buradan Lemma 3.10.1 ispatlanmis

olur.
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