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ABSTRACT
SOFT NORMED RINGS
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Memet SAHIN
Co-Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Necati OLGUN
February 2017

84 pages

This thesis consists of five sections. The introduction and a brief history of the titles
in our study is given in the first section. Second section comprises basic definitions
and theorems used in this thesis. In this section, there are the definitions of soft sets
and normed rings. In the third section, we define soft normed rings through soft
norms and we examine the ideals of soft normed rings, maximal soft ideals, the
extension of maximal soft normed rings and the generalization of soft normed rings
and also some algebraic structures on these topics are studied. In the fourth section,
we define norms on quotient rings and on some algebraic structures which are not
vector spaces. In addition, we study the algebraic and topological structure of these
norms. Then these structures are defined on soft set theory, a wider theory in
mathematics, and some basic properties are examined. The fifth and last section of

this thesis is allocated to the results acquired during our study.

Key Words: Norm, Rings, Normed rings, Normed Quotient Rings, Modul, Soft sets.
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OZET
ESNEK NORMLU HALKALAR

ULUCAY, Vakkas
Doktora Tezi, Matematik Bolimii
Danisman: Dog. Dr. Memet SAHIN
Ikinci Danisman: Dog. Dr. Necati OLGUN
Subat 2017

84 sayfa

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Tezin ilk bolimii giris kismina ayrilmis ve
calistigimiz konuyla ilgili bir tarihge verilmistir. Tkinci boliimde, tezde gecen temel
tanim ve semboller verilmistir. Bu bdliimde esnek kiimeler ve normlu halkalarla ilgili
tammlar verilmistir. Ugiincii béliimde, esnek norm yardimiyla esnek normlu halkalar
tanimlanmis, esnek normlu halkalar iizerinde esnek normlu halkalarin idealleri,
maksimal esnek idealleri, maksimal esnek ideallerin genislemesi, esnek normlu
halkalarin genisletilmesi ve bunlarla ilgili bazi cebirsel yapilar incelenmistir.
Dordiincii bolimde ise bolim halkalart ve vektdr uzayr olmayan cebirsel yapilar
tizerinde norm tanimlanmig ve bu normun cebirsel ve topolojik yapisi incelenmistir.
Daha sonra bu cebirsel yapilar matematikte daha genis bir teori olan esnek kiime
teorisi lizerinde tanimlanmis ve bazi temel Ozellikleri incelenmistir. Tezin son

boliimii olan besinci boliimde tezde elde edilen sonuglara ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Norm, Halkalar, Normlu Halkalar, Normlu Bolim Halkalar,
Modiil, Esnek Kiimeler.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

(F, E) Esnek kiime

R Reel sayilar kiimesi

R(E) Esnek reel sayilar kiimesi
R(A) Esnek reel sayilar

r(e)=r Esnek reel say1

X Esnek eleman

X Bo6lim halkasinin eleman:

In Dizi

S, Esnek dizi

H Halka

D Halka

F(H) Esnek normlu halka

F(I; A) Esnek ideal

I Ideal

F(M,A) Maksimal esnek ideal

N Esnek birlesim

V] Esnek kesisim

\ Esnek fark

E Parametreler kiimesi

Il 1l Klasik norm

-1l 4 Klasik halka tizerinde norm

- 1la/1 Klasik boliim halkasi tizerinde norm
-1l Klasik modiil tizerinde norm
II- 1l Esnek kiimeler iizerinde norm
II- 1l Esnek modiil tizerinde norm
- 1l rcasn Esnek bolum halkasi izerinde norm
D Halkalarda toplama islemi



By

W

Halkalarda ¢arpma islemi

Modiil

Elemanlar1 tamsay1 olan matris
Elemanlar1 esnek tamsay1 olan matris
Ikili islem

Esnek ikili islem

Halka homomorfizmasi

Esnek yart normlarin sinifi

Esnek yar1 degerlerin ailesi

Esnek Banach cebiri

Esnek kiiclik
Esnek biiyiik



BOLUM 1

GIRIS

Karsilagilan problemlerle basa ¢ikmak i¢in ortaya atilan bir¢ok teori, giigsiiz
yanlarinin da etkisiyle zaman i¢inde 6nemini yitirerek, tercih edilmez hale gelmistir.
Bu durum yakinmalari, yakinmalar ise yeni teorilerin ortaya atilmasi sonucunu
dogurmustur. Ancak bu teorilerin icerisinde, sadece bulunduklar1 ¢ag: degil, asirlar
sonrasint bile etkileyenler bulunmaktadir. Cantor'un, bugiin klasik olarak adlandirilan
“Kiimeler Teorisi” buna iyi bir ornektir. Ortaya atildiktan sonra matematigin
kiimelerle tekrar insa edilebilmesi, Klein'in kiimelerle olusturulan “Grup Teorisi”
yardimiyla geometriyi bastan yazabilmesi ve uygulama alanlarinin ¢ok olmasi bu
teoriyi gliglii kilan 6zeliklerden sadece birkagidir. Ne var Ki, yetersiz ya da belirsiz
veriler i¢in klasik kiime yazilamamaktadir. Bu da teorinin belirsizlikle basa ¢ikmak
icin yeterli olmadigi anlamima gelmektedir. Belirsiz tipteki problemlerin ¢oziimii
icin, aralik matematigi, olasilik teorisi, bulanik kiimeler teorisi, sezgisel bulanik
kiimeler teorisi, yaklasimli kiimeler teorisi, esnek kiimeler teorisi gibi farkl teoriler
gelistirilmistir. Her bir teorinin gili¢lii oldugu uygulamalar bulunmaktadir. Bu teoriler
arasindan en goze carpanlardan birisi, Zadeh'in [39] bulanik kiimeler teorisidir. Bu
teori hizla gelismesine ragmen bazi yapisal zorluklara sahiptir. Bir bulanik kiime
onun {lyelik fonksiyonu yoluyla tanimlanir. Molodtsov'a [20] gore {iyelik
fonksiyonun dogasinin fazlasiyla bireysel olmasindan dolayi, her bir durum igin bir
tiyelik fonksiyonu inga etme zorluguyla karsilagilir. Bu nedenle, tiyelik fonksiyonu
ingasindan bagimsiz bir kiimeler teorisine ihtiya¢ vardir. Esnek kiimeler teorisi,
Molodtsov tarafindan belirsizlikle basa ¢ikmak i¢in bir matematiksel ara¢ olarak
ortaya atilmistir. Molodtsov siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teorisi,
islem arastirmalari, Riemann integrasyonu, Perron integrasyonu, olasilik, ol¢ctim
teorisi vb. alanlarda esnek kiime teorisini kullanarak basarili ¢alismalar yapmustir.

Ayrica, yazar yaklagimli nesne tanimi kavramini formiile etmistir [21].



Maji ve ark. [17-18], Pawlak'in [27] yaklasimli kiime teorisi yardimiyla, bir karar
verme probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasint sunmustur ve esnek kiimelerde
bazi islemleri tammmlamistir. Chen ve ark. [4] ile Kong ve ark. [14] esnek kiimelerde
parametre indirgemesi tizerine ¢aligmalar yapmustir. Xiao ve ark. [35] ile Pei ve Miao
[28], esnek tabanli bilgi sistemleri tizerine ¢alismalar sunmuslardir. Mushrif ve ark.

[23], esnek kiime temelli siniflandirmalar {izerine bir ¢alisma yapmustir.

Esnek kiimelerin cebirsel 6zelikleri bazi yazarlar tarafindan c¢alisilmaktadir.
Jun [12] esnek BCK/BCI-cebirleri ve esnek altcebir kavramlarini ortaya atarak,
onlarin bazi temel oOzeliklerini tiiretmistir. Jun ve Park [13] esnek kiimeleri
BCK/BCI- cebirlerine uygulayarak, BCK/BCI-cebirlerinde esnek kiimelerin cebirsel
Ozeliklerini ¢alismistir. Park ve ark. [26] esnek WS-cebirleri iizerine bir ¢alisma
yapmustir. Feng ve ark. [7] esnek kiime teorisini kullanarak esnek halkalar
caligmasini sunmustur ve ilgili baz1 6zelliklerini incelemistir. Sun ve ark. [33] esnek
modiillerin tanimint vermistir. Ayrica modiilleri ve Molodtsov'un esnek kiime

tanimini kullanarak bazi temel 6zellikleri inga etmistir.

Maji ve ark. [16], bulanik esnek kiimeleri tanimlamistir. Daha sonra pek ¢ok
arastirmact bulanik esnek kiimeler {izerine ¢aligmalar yapmistir. Aktas ve Cagman
[1] esnek kiimeleri, bulanik kiimeler ve yaklasimli kiimelerin ilgili kavramlariyla
karsilastirmistir. Roy ve Maji [30] bir karar verme probleminde bulanik esnek
kiimelerin bir uygulamasi {izerinde bazi sonuglar ortaya koymustur. Yang ve ark.
[38] bulanik esnek kiimelerde indirgemeyi tanimlayarak, bulanik esnek kiimeler
yoluyla bir karar verme problemini analiz etmistir. Majumdar ve Samanta [19]
bulanik esnek kiimelerde benzerlik Olglimiinii ortaya atmustir. Xiao ve ark. [37],
bulanik esnek kiime tlizerine dayali baz1 yaklagimlar1 konu alan bir ¢calisma yapmustir.
Molodtsov ve ark. [22] tarafindan, esnek kiime teorisi lizerine dayali bir analiz
gelistirerek, esnek sayi, esnek tiirev, esnek integral gibi kavramlar formiile edildi. Bu
konular, Kovkov ve ark. [15] tarafindan optimizasyon teorisi ile ilgili problemlere
uygulanmistir. Su anda, esnek kiime teorisi ve onun uygulamalari {izerine yapilan

caligmalar hizla gelismektedir.

Hem cebirsel, hem de topolojik yapiya sahip uzaylarin incelenebilmesi ic¢in
bu iki yap1 arasinda baglantilar kurularak normlu lineer uzaylar tanimlanmustir.

1930’da Hilbert uzayinda sinirhi lineer operatorlerin cebiri Von Neumann [35]



tarafindan calisilmig, sonrasinda Muray ve Von Neumann konu iizerinde
calismalarini siirdiirmiistiir. Naimark ve ark. [24] normlu halkalar1 tanimlamistir ve
onlara gore normlu halka, cebirsel anlamda cebiri olusturan elemanlarin basit
gereklilikleri saglayan bir norma sahip keyfi bir kiimesiydi. Bu bakis agis1 Gelfand
[9] tarafindan sistematik olarak gelistirilmistir. Gelfand degismeli normlu halkalar
teorisini  kurmustur. Gelfand’in maksimal ideallerin rolii, bir kompakt uzayin
maksimal idealler kullanilarak insas1 ve yari basit cebirin elemanlarinin bu uzaydaki
bir siirekli fonksiyonlar cebiri bigiminde temsil edilisini kesfetmesi bu baglantida
belirleyici 6neme sahiptir. Shilov [32] ideallerin direkt toplamlari i¢inde degismeli
normlu halka ayrismasimi tanimlamistir. Freundlich [8], bir normlu halkada siirekli
elemanlar1 tanimlamistir. Richard [31] normlu halkalar teorisini genellestirmistir.
Raikov [29] st alma ile normlu halkalar teorisini tanimlamistir. Jarden [11] 2011
yilinda normlu halkalar tanimlamis ve birlesmeli halkalarin normlar1 |.| integral
alanlarmin  ||.|| mutlak degerlerinin genellestirmelerini incelemistir. 1970°de
Naimark [25], halkalar yerine cebirleri kullanarak normlu halkalar konusundaki

calismalarin gelisimini ve devamini saglamistir.

Bu tezde, ilk olarak esnek norm yardimiyla esnek normlu halkalar
tanimlanmis, esnek normlu halkalar tizerinde esnek normlu halkalarin idealleri, esnek
maksimal ideallleri, esnek maksimal ideallerin genislemesi ve bunlarla ilgili bazi
cebirsel yapilar incelenmistir. Sonra, boliim halkalar1 ve vektér uzay olmayan
cebirsel yapilar iizerinde norm tanimlanmis ve bununla ilgili cebirsel ve topolojik
yapilar incelenmistir. Daha sonra, bu cebirsel yapilar matematikte daha genis bir
teori olan esnek kiime teorisi lizerinde tanimlanmis ve bazi temel Ozellikleri
incelenmistir. Tezin son boliimii olan besinci boliimde tezde elde edilen sonuglara

ayrilmistir.



BOLUM 2
ON BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Bu boéliimde sonraki bdliimlerde kullanacagimiz temel tanim ve o6zellikler
verilecektir. Bu tezde U evrensel kiime, E parametreler kiimesini ve P(U) da U nun

kuvvet kiimesi olarak kabul edilecektir.
Tanmm 2.1.1:

[20] (F, E) siral1 ikilisi (U iizerinde) bir esnek kiime olarak adlandirilir ancak

ve ancak F, E’den U'nun tiim alt kiimelerinin kiimesine bir doniisiimdiir. Baska
bir ifadeyle bir esnek kiime U kiimesinin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir

ailesidir. £ € E i¢in bu aileden olan her F(E) kiimesi, (F, E) esnek kiimesinin &—

elemanlarinin yada &—yaklasimli elemanlarinin kiimesi olarak goz oniine alinabilir.
Ornek 2.1.2:

Bir iiniversitenin doktora programina 6grenci alimi i¢in yaptigi ilan neticesinde
bagvuran adaylarin kiimesi U = {u,u,,u3, u,} olsun. Bu doktora programina
O0grenci aliminda “not ortalamasi1”, “dil belgesi”, “ALES belgesi” ve “lisans
diplomas1” parametrelerini dikkate alsin. Bu parametreleri i = 1,2,3,4 olmak tizere
sirasiyla e; ile gosterirsek, parametreler kiimesi E = {e,, e,, 5, e,} olur. Bu doktora
programinin bagvuru jiirisinde, ti¢ kisi bulunsun. Bu jiiri iyelerinin degerlendirmeleri

sirasiyla
fi(er) = {ug, uz}
fi(ez) = {uy, us}

fi(es) = {uy, uz, uy}



files) =@

f2(e1) = {uy, us}
faler) =0

f2(e3) = {uy, us}
f2(eq) = {ug, us, us}
fz(e) = {ug, up,u3,}
faler) =0

f3(es) = {us}

frle) =0

biciminde oldugu kabul edilirse, bunlarin olusturacag: fi, f, ve f; esnek kiimeleri

sirastyla
fr = {(er, {ur, uz}), (e, {ug, uz}), (e, {uz, us, us})}
f2 = {(e1, {uz, us}), (e3, {ug, us}), (eq, {us, us, us P}
f3 = {(ex, {ug, uz, u3}), (e3,{us})}

olarak bulunur.

Tanim 2.1.3:

[17] Eger VeeA F(g)=¢, (bas—kimeise U iizerinde bir (F,A) esnek

kiimesi bos esnek kiime olarak isimlendirilir ve @ ile gosterilir.

Tanim 2.1.4:

[3] Her e € E igin f(e) = U oluyorsa f esnek kiimesine evrensel esnek kiime

denir ve Uy ile gosterilir.
Tanim 2.1.5:
[17] U iizerinde (F,A) ve (G, B) esnek kiimeleri i¢in, eger

i. AcBve



ii. VeeA igin F(S) ve G(g)
ise (F,A), (G,B)’nin esnek alt kiimesidir diyebiliriz ve (F,A)E(G, B) ile
gosteririz.

Eger (G,B),(F,A)’nin esnek alt kiimesi ise (F,A)’ya (G,B)’nin esnek st
kiimesidir denir ve (F, A) - (G, B) ile gosterilir.

Tanim 2.1.6:
[17] U {izerinde (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerinin birlesimi, (H,C) dir.

Burada, C=AuUB and Ve eC i¢in,

H(e)= F(e), eger ecA—B,
(e):G(e), eger ecB—A,
(e) F( )uG(e), eger ec ANB,
ile tanimlanir. Bunu (F A) (G B)= (H ,C) seklinde yazariz.

Tanim 2.1.7:

[17] U {izerinde (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerinin kesisimi, (H,C) dir.
Burada, C=ANB and VeeC i¢in, H(e): F(e) or G(e), (her ikiside aym kiime
oldugunda) ile tanimlanir. Bunu (F, A)F\(G, B)=(H ,C) seklinde yazariz.

Tamm 2.1.8:
[31f,g € Sg(U) ise
f\g ={f(e)\g(e):e €E}
esnek kiimesine f ve g esnek kiimelerinin esnek farki denir.

Tanim 2.1.9:

[17] Bir (F, A) esnek kiimesinin (F, A)C ile gosterilen tiimleyeni
(F, A)C = (F ¢ —A) yoluyla tanimlanir. Burada, F¢:-A—> P(U ) ,
F¢ (a) =U- F(—a), Va € —A ile verilen bir dontisiimdiir.

Tanim 2.1.10:

[2] N bir lineer uzay olsun. ||.||: N = R fonksiyonunun x deki degeri ||x]|| ile

gosterilsin. Bu fonksiyon i¢in



N1l- ||x]|=0ex=0

N2- [lax|l = |alllx]l (« € F)

N3- llx + yll < llxIl + Iyl (liggen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa ||. || fonksiyonuna N de (veya N iizerinde) norm ve (N, ||. ||)
ikilisine ise normlu uzay denir.

Tanim 2.1.11:

[5] R # @ kiimesi iizerinde tanimli ikili islem "+ " ve "." olsun. Asagidaki

aksiyomlar1 saglayan (R, +,.) cebirsel yapisina halka denir.

H1- (R, +) degismeli gruptur.

H2- "." isleminin birlesme 6zelligi vardir. V a, b, c € R igin
a.(b.c) = (a.b).c

H3- "." Isleminin " + " islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir :

Va,b,c €ER i¢in
a.(b+c¢)=(ab)+ (a.c)
(a+b).c =(a.c) + (b.c).
Tanim 2.1.12:

[2] L bos olmayan bir kiime ve F reel veya kompleks sayilar cismi olsun. L

asagidaki sartlari sagliyorsa F {izerinde lineer uzay olarak adlandirilir.
+ :L XL - L (toplama)
. + F XL — L (skalerle ¢arpma)
A. (L, +) degismeli gruptur.
B. x,y € Lve a,f € F olmak iizere
Ll)a.x €L

L) a.(x+y)= ax+ a.y



L) (a+B).x= a.x+ B.x
L) (af).x = a.(B.x)
L5) 1.x = x dir (1 € F).
Tamm 2.1.13:
[2] C,F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. . V x,y,z € C ve a € F i¢in
. tCXC->F
ikili islemi asagidaki sartlar1 sagliyorsa C ye F {izerinde cebir denir.
Cl) a.(xy) = (ax).y = x.(ay)
C2) x.(y+2z)=x.y+ x.z
x+y)z=xz+y.z
C3) x.(yz) = (xy).z

Not: Tanimdan da anlasilacag1 gibi cebir, lineer uzay ile halkanin arakesitidir ve

burada tanimlanan islem skalerle ¢arpma islemidir.
Tamm 2.1.14:

[34] R reel sayilar kiimesi, B(R) de R nin sinirh, bostan farkli tiim alt
kiimelerinin ailesi ve A parametrelerinin bir kiimesi olarak alinsin. O zaman F: 4 —
B(R) doniisiimi esnek reel kiime olarak adlandirilir ve (F, A) ile gosterilir. Eger
(F,A) 0zel olarak tek elemanli esnek kiime ise (F, A) nin esnek elemanlara karsilik
gelecek sekilde tanimlanmasiyla, esnek reel sayilar kiimesi olarak adlandirilacaktir.
Esnek reel sayilar1 tammlarken 7, 5, t sembollerini kullanarak, her e € A i¢in sartimi

saglayan esnek reel say1
re)=r1

ile gosterilir. Ornegin her e € A igin 1 esnek reel sayisi icin 1(e) = 1 dir.

Tanim 2.1.15:

[10] (A +,.) bir halka ve | da onun bir ideali olsun.



All={l+a:acA}

kiimesi asagida tanimlanan islemlerle bir halkadir.
Toplama : (I +a)@(l +b)=1+(a+b)
Carpma: (I +a)®(l +b)=1+(ab).
(A/1,®,®) halkasma A ile | nin boliim halkasi denir.
Tamm 2.1.16:

[10] I, A halkasinin bir ideali olsun.
7:A—>All , 7(a)=a+l

ile tanimlanan fonksiyon bir orten homomorfizmadir. 7 ye dogal homomorfizma

denir.
Teorem 2.1.17:

[10] f:A—S bir 6rten halka homomorfizmas: ve |, Anin bir ideali olsun.

Cekf I ise
All=S/f(l).
dir. f orten degil ise, A/l S/ f(I)nm bir alt halkasina izomorf olur.

Tanim 2.1.18:

[6] (M,+) degismeli bir grup ve R bir halka olsun. M deki elemanlarin, R

deki elemanlarla skaler carpimi,- : R X M — M fonksiyonu asagidaki kosullari

sagliyorsa M ye R iizerinde bir modiil veya kisaca, R- modiil denir.
i. Her r€ R,herm,m’' € Migcinr.(m+ m') =r.m+r.m/,

ii. Her r,r" € R,herm e Micin(r+ r')m=r.m+r'.m,

iii. Her r,v' € R, herm € M icin (r.r').m = r.(r'.m),

iv. Herm € M i¢in 1. m = m.



BOLUM 3

ESNEK NORMLU HALKALAR UZERINDE BAZI CEBIRSEL YAPILAR

Bu boliimde, esnek kiimeler tizerinde normlu halka tanimlanmis ve ilk kez
tanimlanan bu cebirsel yap1 esnek normlu halka olarak adlandirilmistir. Bu cebirsel
yap1 lzerinde Sirasiyla; esnek maksimal idealler, esnek maksimal ideallerin
geniglemesi ve esnek normlu halkalarin genellestirilmesi tanimlanmistir. Bu cebirsel

yapilarla ilgili bazi temel 6zellikler incelenmistir.

3.1. Esnek Normlu Halkalar
Tanim 3.1.1:

H birim eleman1 1 olan birlesmeli bir halka olsun. Her %, ¥ € H igin
I.lls: H = R(A) fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa ||.||s fonksiyonuna H de

esnek norm denir.

i. ||%]ls=0ve|%|ls=0< % =0, buradan ||1]|s = ||-1]|s = 1.
i.3xeH, 0Z|x|s=<1.

i 12,91l < IZlls. 117lls ve llells =1

iv. [|% + $lls € max(1Zls 17]l5)

H iizerinde tanimlanan |[|. || esnek normla birlikte H halkasina esnek normlu halka

denirve (H,||.|ls,A) yada (H,|l.l) ile gdsterilir.
Ornek 3.1.2:

R(E) esnek reel sayilar kiimesi olsun. Her é € R(E) i¢in ||.||s: R(E) —

R(A) ile tanimlanan ||é||; = ||, burada |€| esnek reel sayilarin modiiliidiir. O zaman
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|I. || fonksiyonu biitiin esnek norm sartlarini sagladigindan R (E) esnek normlu halka

olurve (R(E), ||.1l) ile gosterilir.
Tanim 3.1.3:

H esnek normlu halka olsun. Her € S 0 icin en az bir 1, vardir dyle ki her
M, i = M, icin ||, — Xplls < € ise H kiimesi lizerinde tamimh %, X,, X3, ... esnek
dizisi esnek Cauchy dizisidir. Her esnek Cauchy dizisi yakinsak ise H esnek normiu

halkas1 esnek tamdir.
Lemma 3.1.4:
H esnek normlu halka ve her %, ¥ € H olsun. O halde
Lo I=%ls = lIZ]ls
i IZlls < IFlls ise 1% + Flls = IFIls.

iii. Her £ S 0 icin en az bir i, vardir 6yle ki her i, i = M, icin || %, — Xplls < €

ise H kiimesi iizerinde tanimlh X, X,, X5, ... esnek dizisi esnek Cauchy dizisidir.
iv. H den R(E) ye esnek doniisiimii X — |[|%||s’ e esnek siireklidir.

V. H esnek tam ise H tizerindeki ), X,, esnek serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek

ve yeter sart X, — 0 olmasidr.
ispat:

L =%|ls € I-1ll. 1%]ls = l|1Z|ls oldugu goriilmektedir. ¥ yerine —X% yazarsak

1%1ls < ||-%||s elde ederiz.

ii. Farz edelim ki ||% + ¥l < ||7|l olsun. O zaman (i) den,

IFlls = (%) + & + DIl < max(|-%ls, 1 + FlI5) L 7l
olur bu bir ¢eligkidir ve
1%+ 3lls = ¥l
dir.
iii. S M = i, olsun. O zaman
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”fn - im“s g max(llfcn - J~Cn—l”s’ “fn—l - in—2”s, ey ”£m+1 - Jz‘m”s) 2 &
dur.
iv. [|%]ls = IR = 3) + Dls £ max((IFls, 11X — Flls) < NX = Flls + 17 ]ls.

Buradan  [IZ]ls — I7lls < IIX — Flls simetrik olarak [|7lls — [I%lls < 1§ — %lls =

|X¥ — ¥||s. Bundan dolay1

HZlls = 17lls] < 11X = s
dir. Sonug olarak esnek doniisiimii ¥ — ||X||s esnek siireklidir.

V. §, =Xi2o%; olsun. O zaman $§,,; — 3, = ¥,4, olur. Dolayisiyla (iii) den,
§1,5,, 383, ... esnek Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart %, — 0 olmasidir.
Dolayisiyla Y57, &, esnek serisinin yakinsak olmast icin gerek ve yeter sart %, — 0

olmasidir.
Ornek 3.1.5:
R(E) de

Xl = max|x(t
Ill; = max|z(0)]

tanimli ve [0,1] araligi iizerinde esnek siirekli olan tiim esnek reel degerli
fonksiyonlarin uzayi olsun. R(E) esnek normlu halkadir ve yukaridaki Lemma 3.1.4

iin tiim sartlarin sagladig agiktir.
Teorem 3.1.6:

Her H esnek normlu halkasi i¢in, ona topolojik ve cebirsel olarak izomorf olan
ve |2 7ls £ 11%]ls. 1171l ve llells = 1 ozelliklerini saglayan bir H' esnek normlu

halkasi vardir.
Ispat:

H nin her ¥ esnek elemani ¢arpmaya gore X : Tz.y = X.J, Ty esnek lineer
operatoriinii olusturur. Bu esnek operatér esnek lineerdir. Q(E), H esnek Banach
uzayinin kendi i¢inde olusturdugu biitiin esnek lineer operatorlerin esnek halkasidir.

Tz esnek operatorii birim elemanli esnek alt halka olan H' halkasini olusturur.

12



H' niin

I T&lls = sup 1%. 75
IFlls<1

esnek normu altinda esnek normlu halka oldugunu gosterelim.

H' niin sadece esnek tam oldugunu ispatlamamiz gerekir, yani H', Q(E) i¢inde

esnek kapalidir. Carpmanin birlesme 6zelliginden
Te(72) = %.(72) = (#9).2 = TeJ. 7
olur.

Eger T esnek operatdrii ve herhangi § ve Z sabitleri igin T(yz = T9.Z esitligi
saglaniyorsa, T, = X alarak,

TY =Tey) =Te. Y = X.3,
yazariz. Burada T, X in carpmaya gore esnek operatoriidiir.

H nin i¢inde Tj;.X operatdrlerinin bir TX operatoriine yakinsadigini kabul
edelim yani her ¥ € H icin Tj.%¥ > TX ‘e yakmsar. ilk carpana gore carpimin
stirekliliginden

T(Xy) = limT(Xy) = limTzx.y = TX.y

elde ederiz. Dolayisiyla T nin de H' niin iginde oldugunu gostermis olduk.
Dolayisiyla H' deki esnek operatoriin Q(E) operatorlerine esnek diizgiin yakinsak

olduklarindan esnek kapalidir.

Acik¢a H ve H' esnek normlu halkalar1 esnek cebirsel izomorfiktir. Simdi H
ve H' niin ayn1 zamanda esnek topolojik izomorfik olduklarin1 gsterelim. (e # 0 ve

dolayisiyla |le]ls = 0.)

il
. Tells

. e
ITells = sup [17. 51, = |7
17121 llells

ya da

1%lls < llells. 1Tl
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elde ederiz.

Boylece, H uzayi lizerinde H' uzaymin Tz - X esnek doniisiimii esnek
stireklidir; bu iki uzay esnek tam oldugunda, Banach teoreminden, ters esnek
doniisim X — Ty esnek siireklidir. Boylece H ve H' esnek halkalarinin esnek
topolojik izomorfik olduklarin1 gdsterdik ve dolayisiyla teorem ispatlanmistir, ¢linkii
H' niin esnek norm &zelliginden ||%.7|ls < |Xlls. I7lls ve llells =1 dir. Aym
zamanda esnek Banach uzayinda bir esnek operatoriin, her esnek normlu halkanin

cebirsel ve topolojik izomorfik esnek normlu halka oldugu sonucunu elde ederiz.

Not 3.1.7: Eger ||Z.7|ls < |Xlls. I¥]ls ve |llells =1 ozellikleri H esnek normlu

halkasinda saglanirsa, H ve H' esnek izomorfiktir. Bu durumda
1%lls < llells- ITells  icin N1%lls < (Txlls 1
dir. Diger taraftan ||Z. §||s < ||Z|ls. |7 ]ls oldugundan
ITxlls = supyypyzallX. Flls < N1%lls supyyyzallFlls = X5 2)
elde ederiz. Dolayisiyla (1) ve (2) den

I Tells = I1%ls
elde edilir.

3.2. Esnek Maksimal idealler
Tanim 3.2.1:

F(R, A) esnek normlu halka ve F(I,A) € F(R, A) olsun. Asagidaki 6zellikleri

saglayan F(I;A) (yada I(A)) kiimesine esnek normlu halkanin esnek ideali denir.
. Vi EF(,A) vey€F(,A), ise %+ € F(I,A);
ii. VXEF(,A),VZ€EFRA) ise 2%€F(,A)

iii.  F(I,4) # F(R,A)
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Ik iki sart saglandiginda F(I,A) ya F(R,A) esnek normlu halkasinim esnek ideali
denir. Ugiincii sart eklenirse F(I,A) ya F(R,A) esnek normlu halkasinin esnek 6z

ideali denir.
Tanim 3.2.2:

Herhangi bir esnek 6z ideal igermeyen esnek ideale esnek maksimal ideal

denir.
Ornek 3.2.3:

() € C igin %(f) =0 olan tiim esnek fonksiyonlarn kiimesi F(Mz, A)
olsun. y(t), F(Mjz, A) kiimesine ait olmayan C nin esnek fonksiyonu olsun. %(t) ve
F(Mz, A) igeren esnek oz idealin olmadigimi gosterelim. Ancak bu her Z(%) € C

esnek fonksiyonunun

N W A 1

Z(t) = 5 (@) + (Z(t) y~_(f) (T ))
O ® |
Z(t)—ﬁ.Z(T)EF(MT,A)

esitliginden () ilk tarafin bir katidir. € nin herhangi bir esnek maksimal ideali
F(M, A) olsun. Bu esnek maksimal ideali olusturan tiim esnek fonksiyonlarm [0, 1]
araliginda ayni sabit bir esnek noktada oldugunu gosterelim. Gergekten, bdyle
olmasaydr; T € [0,1] olurdu. T igeren bazi araliklarda %:(£) S 8; S0 ,%:(f) #0
olacak sekilde X;(f) € F(M,A) bir esnek fonksiyon bulabiliriz. 7,7, ..., T,
araliklarin her birine karsilik gelen esnek noktalar olsun. F(M; A) nin igerdigi bu

esnek fonksiyon
X(t) = Xz, (8). %, (B) + %, (D). %, (D) + -+ + X, (£). Xz, (D)
= %, ®|" + |%, ®|" + -+ |7, D

dir. Ancak diger taraftan



dir. Buradan %(f) esnek 0z ideale ait olamaz, bu durumda esnek maksimal ideal

F(M, A) ya ait olamaz dolayisiyla % C de bulunmaktadir. F(M,A) tim %(T)

oyle ki () = 0 esnek nokta 7 var oldugunu gosteriyor bu ise ¢eliskidir. O zaman
F(M,A) esnek maksimal oldugu ve 7 nun esnek noktasinda C nin tiim esnek
fonksiyonlarimin olusturdugu F(M,, A) esnek idealdir. X, € R(A) esnek elemanlar
icin ¥ —y € F(I,A) ise F(I,A) esnek ideali esnek denklik modiilii diye adlandirilir.
R(A)/I(A) esnek norm

IFC AN = inf 111

olarak tanimlanir.
Teorem 3.2.4:
Eger 1(A) kapali bir esnek 6z ideal ise, R(A)/I(A) esnek normlu halkadir.
Ispat:
I. ||/TF(X, A)”S = |/T| ||F (X, A)|ls agiktir.
i. |[F(X,A) + F(Y,A)|ls L IFX,A)|ls + [|IF(Y,A)||s oldugunu gosterelim.
IF(X,A) + F(Y, ADlls = infzepx ay+rv.a)llZlls

ooeF(X,,c})r,l*fyeF(Y,A)”x +¥lls

IA

{I% + ylls}

inf
©€EF(X,A), YEF(Y,A)

= oonf JIElls +*yeg%£,A)”y”S

IIF (X, A)ls + [[FCY, Alls
elde ederiz.
iii. |[F(X, 4). F(Y, Alls L IFX, ADls- IF Y, Al

IFCLA PN =,  inf 2l

- inf .5
ooEF(X,/H,li/EF(Y,A)l x.3lls
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< inf X. 3
= ooEF(X,f%)r,l"yEF(Y,A){”x ylls}

f 7l inf ~
ooE}Tr%X,A)”x”s ?E}?I%Y,A)”ylls

I|F (X, Dlls. [IFCY, Dl
elde ederiz.
iv. |E|ls = 1. yani

e € E oldugunda ||E||s € 1 oldugu asikardir. E nin keyfi esnek eleman1 ¥ olsun.
J =e+ % burada % € I(A). Simdi 7,1 den kiiciik olsa idi, & bir tersi olurdu ve
I(A) esnek 6z idealine ait olmazdi, dolayisiyla ispat tamamlanmig olur. Boylece
IlE|ls = 1 ve buradan ||E||s = 1 dir.

V. ||[F(X,A)|ls = 0ise o halde F(X, A) esnek sifir stnifindadir.

IFCX, Mlls = inf [IX]|s

0€EF(X,A)

tarafindan n — oo igin ¥, —» 0 Oyleki %, € F(X,A) esnek dizisi vardir. F(X,A)

keyfi esnek elemam % olsun. ¥ — &,, € I(4) ve %, - 0 oldugunda

vardir. Ancak, kabuliimiiz, esnek ideal kapalidir yani I(4) = I(A) oldugundan
1(A), F(X, A) denk gelir ve benzer sekilde esnek sifir sinifindadir.

Vi. R(A)/I(A) lizerinde tanimlanan

IFX, Mlls = inf [IX]|s

0€EF(X,A)
esnek normu esnek tamdir.
{X(A),,}, esnek smiflarin esnek bir dizisi olsun, yani n,m — o igin
1X(A) — X(Amlls = 0

olsun. Sonra Z,(”X(A)nk+1 — X(A)nk” serisinin yakinsamasi igin {X(A)nk} da esnek

bir alt dizi segebiliriz. Keyfi bir esnek eleman X; € X(A4),, i¢in
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IF(X, Alls = inf |[%]l

©0€EF(X,A)
ile bir esnek eleman
lI%; — %1 1l5 < ”X(A)nz - X(A)nlns;
bulabiliriz. Ayrica X, i¢in
1Z5 = % ls < 2[|[X(A)n, = X(n, || ;
olacak sekilde X3 € X(A),, esnek elemanini bulabiliriz ve agikgasi {X (A)nk} bir

esnek dizidir ve baz1 ¥ € R(A) ya yakinsar. Ancak daha sonra {X (A)nk} esnek dizisi

ve dolayisiyla biitiin esnek diziler {X(A),}, X iceren F (X, A) esnek sinifina yakinsar.
Not 3.2.5

R(A)/I(A) da J(A) nin J'(A) gorintiisti altindaki her esnek ideal 1(4) ve J'(A) y1
iceren esnek kapali ideal, R(A)/I(A) esnek halkasinin esnek kapali idealleri olan
J(A) ile J'(A) arasinda bire bir benzerlik vardir.

Teorem 3.2.6:

R(A) esnek normlu halkasinda R(A)/M(A) esnek rezidii smiflarinin halkasi

M (A) esnek maksimal idealine gore bir esnek cisimdir.
Ispat:

Her I(A) esnek 6z ideali esnek bir esnek maksimal idealde bulunur. Ozellikle
esnek halka sifir olmayan esnek maksimal ideali icermiyorsa, 0 zaman bir esnek
cisim olur. Ancak R(A)/I(A) da J(A) esnek ideal olsaydi, onun R(A) daki ters
goriintiisii esnek 6z ideal olup, M(A) nin esnek maksimalligi ile ¢eliskidir. Teorem
3.2.4den, R(A)/M(A) esnek normlu halkadir, ¢iinkii yukarida gérdiigiimiiz gibi bir

esnek maksimal ideal her zaman esnek kapalidir.

Teorem 3.2.6 nin tersinin de dogru oldugunu kolayca gorebiliriz.
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Teorem 3.2.7:

R(A) esnek normlu halkasinin R(A)/I(A) esnek rezidii siiflarinin halkasi
I(A) esnek maksimal idealine gére bir esnek cisimse, o halde I(A) bir esnek

maksimal idealdir. Burada I(A) nin esnek kapali olmasina gerek yoktur.

ispat:

R(A), I(A) ihtiva eden ve onunla denk olmayan esnek 6z ideal J(A4) yi
iceriyorsa, o halde R(A)/I(A) nin goriintiisii sifir olmayan esnek 6z ideal olacagi ve

bu imkansiz oldugundan R(A)/I(A) bir esnek cisimdir.
Ornek 3.2.8:

C(A) esnek halkasinin rezidii sinifi ile birlikte M(A) esnek maksimal idealini
g0z Oniine alalim. M (A), T nun baz1 esnek noktalardaki ve bu esnek noktalardaki A
in baz1 degerleri i¢in ¥(t) € C(A) nin biitiin esnek fonksiyonlar1 F(X,A) esnek

rezidii siifin1 olusturur.

Ayrica
Azry = Az + Ay,
Azy = Az. Ay,
ve
Az = U Az

Ayrica X(t) € F(X,A) igin ||[F(X,A)|| = |Az|, o halde ||%]| = |X(£)| = |1%| ve diger
taraftan |X(t)| = |[1z] esnek fonksiyonu F(X,A) esnek smifina aittir. Boylece

C(A)/M(A) reel sayilarin esnek cismi ile izomorfiktir.
3.3 Esnek Maksimal ideallerin Genislemesi

Esnek normlu halkalarda, ¢arpimsal esnek lineer fonksiyonellerin
genislemesinin mimkiin olup olmadigi, diger bir deyisle, her X,¥ i¢in f(X.¥) =

f(X).f(#) ek kosulunu saglayan esnek lineer fonksiyonellerin f(X) genisletilip
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genisletilmedigi sorusu sorulabilir. Genel olarak bu sorunun cevabi olumsuzdur.

Ornegin, F(N,A) reel degerli biitiin esnek fonksiyonlarm esnek bir uzay1 olsun. y,
1%1ls = max|x(y)|
3

verilen esnek norm ile birlikte ¥ < 1 de esnek siirekli ve bu dairenin i¢i boyunca

esnek diizgiin olarak tanimlanmustir.

F(N, A) normal ¢arpim altinda esnek normlu halkadir. Carpimsal esnek lineer
fonksiyonel (%) = %(0) kapali esnek alt halka olarak F(N,A) y1 igeren y = 1
dairesindeki biitiin esnek siirekli fonksiyonlarin ¢arpimi korunarak esnek halkaya

genisletilemez.

Bu genisletilmenin ispatina ge¢meden Once asagidakileri not edelim. Bir
carpimsal esnek lineer fonksiyonel f(X) in esnek normlu halkasi SR;(A4) dan daha
biiyiik olan SR(A)" a esnek halkasina genisledigini varsayalim. Daha sonra, 6zellikle
% € SR,(A) i¢in f(¥) = 0 olan SM; (A) kiimesindedir. Ancak SM;(A4), SR;(A) nin
ve SM(A) da SR(A) nin esnek maksimal idealidir. Boylece carpimsal esnek
fonksiyonel f(X;) in genislemesi SR;(A) nin esnek maksimal idealinin SM; (A4) ya
ve SR(A) nin esnek maksimal idealinin SM(A) ya genislemesi birlikte olur. Tersine,
SR, (A) min esnek maksimal ideali SM, (A) ya, SR(A) nin esnek maksimal ideali de
SM(A) ya genisletilirse, carpimsal esnek lineer fonksiyoneli de SM(A)(X) = x dir.
SR(A) tizerindeki SM(A)nin SR;(A) da verilen ¢arpimsal esnek lineer fonksiyoneli
olan SM;(A)(%) ’e bir genislemesidir. ¥, € SR;(4) ve SM;(A)(%,) = A, olsun.
Daha sonra SM, (A)(a?o — /Toe) = 0 olur ve boylece %, — 1pe € SM;(A) & SM(A)
ve bundan dolayt SM(A)(%,) = A, dir. Sonug olarak, carpimsal bir esnek lineer
fonksiyonelin genisleme problemi, ilgili esnek maksimal idealin genislemesine

esdegerdir.
Teorem 3.3.1:

Kapali esnek normlu halka olarak SR;(A) y1 igeren keyfi bir esnek normlu
halka olan SR(A)'da Y(SM1 (A)) uzaymin A; smirindaki her esnek maksimal ideali

SR(A) nin esnek maksimal idealine genisletilebilir.

Ispat: ik olarak, ¥ € SR, (4) ise
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1% [SM(A]| = |%. [SM, (A)]]

max max
SM(A)E SR(A) SM;(A)E SR1(4)

oldugunu gériiyoruz. Iki esnek halka olan SR, (A) ve SR(A) nn biitiin ™ lerin esnek

normlarinin ¢akistigt
max|%.[SM(A)]| = lim V/||Z"]|,
n—-oo

formiilii ile goriliir. SM;(A) nin biitiin esnek elemanlarini iceren SR(A)’ nin esnek
maksimal idealinde bulunmayan SM,;(A) € A, in esnek maksimal ideali oldugunu

varsayalim, diger bir deyisle

n

i=1

(5c'i € SM;,(A),Z; € SR, (A)) SR(A) esnek halkas: ile ¢akismaktadir, Ozellikle, bu
toplamlardan biri SR(A) esnek halkasinin

n
e = E fi.z”i
i=1

birim elemanimn1 verir. Burada genelligi kaybetmeden max|%.[SM(A)]| <1

Oldugunu \% arsayahm. Bul‘ada

oldugunu farz edelim;

1
ny

|%;. [SM(A)]] <

NI

(i=123,..,n) esitsizligi tarafindan tanimlanan SM;(A) nin komsulugunu g6z
Ontine alalm. SM(A) € SR,(A) ve |y.[SM(A)]||y.[SR,(A)]| esnek fonksiyonunun

mutlak degeri 1 den kiigiiktiir.

Yukaridaki a¢iklamayla SR(A) nin esnek maksimal idealleri tizerinde

n
)722121 = }7.6 = y
i=1
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carpiminin mutlak degerinin 1 oldugunu kabul eder. Ancak diger taraftan

(y.z fci.z”i) [SM(A)]

i=1

max
SM(A)E SR(A)

z z max|y. [SM(A)]Z,. [SM(A)]] max|z,. [SM(A)]|

1
ny

IA

o

NI

n
1.
=1

~

NIl =

bulunur ve kabuliimiizle ¢eliski olur. Bu ¢eliski teoremi ispatlamaktadir.

Sonu¢ 3.3.2: Simetrik SR;(4) esnek halkasinin her esnek maksimal ideali, daha

biiyiik olan SR, (A) esnek halkasinin esnek maksimal idealine genisletilebilir.
Ornek 3.3.3:

SR,(A) da ||X|| = max|X.[SM(A)]| ise sadece SM(A) € SR,(A) eshek
halkasi igin SR{(A) € SR(A) esnek halkasinin var oldugunu belirtebiliriz ve bu
esnek halka, Y(SR1 (A)) esnek uzaymnm A sinirina ait olan esnek maksimal
ideallerine kadar genisletilebilir. Bu SR(A) esnek halkasi A {izerinde tanimlanan tiim
esnek stirekli fonksiyonlarin esnek halkasi olarak segilebilir; A esnek kompakt uzay
oldugunda esnek normlu halka olarak SR, (A) y1 igerir; SR(A) tiim esnek maksimal

ideallerin esnek kiimesi, A ile ¢akisir.

3.4 Esnek Normlu Halkalarin Genellestirilmesi

Bu boliimdeki genellestirme, H {izerinde tanimlanan tek bir esnek normdan
ziyade, Ozellikle ||XY||§||X||||Y|| sartin1 saglayan ve X=0 iken ||X||=6 olabilmesine

imkan veren bir esnek normlar ailesinin incelenmesidir. Bu aileyi, “yar1” kelimesini

kullanarak ifade edecegiz.
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Ozet olarak, esnek yarl normlu halka bir H esnek halkasi, esnek normlu

halkalarin bir “ters limiti” denebilir. Temelde, X” =0 sarti1 saglayan X ’lerin ZH-H

esnek ideallerini olusturdugu bir |.| esnek yart normu verildiginde, bu |.| esnek

yari-normun H / ZH-H icinde bir esnek norm tanimlamak i¢in kullanilabilir. H esnek
tam oldugunda, X’in bir tersi olup olmadig1 sorusu, H/ ZH-H "nin kapanist Eﬁw ’nin bir
tersi olup olmadigl sorusuna indirgenebilmektedir. a\-H tizerinde g¢alismak elbette
daha kolaydir, ¢iinkii H / ZH-H esnek tam olmak zorunda degildir fakat I%‘_H bir esnek

Banach cebiridir.

H esnek yar1 normlu halkada bir esnek cebirin birim elemani mevcutsa,
birim eleman1 esnek diizgiin elemanlar kiimesinin bir esnek i¢ noktasi olmayabilir,
fakat terslenir olma esnek diizgiin elemanlar kiimesi lizerinde her durumda esnek
stireklidir. Diger yandan, cok sayida yogun esnek 6z idealler vardir. Bu boliimde,
esnek maksimal, yogun-olmayan (ve dolayisiyla esnek kapali), esnek sol idealler
uzaymin topolojiklestirilmesine yer verilmistir. Buradan topolojik olarak onemli

esnek 6z idealler kolayca elde edilebilir.
Tanim 3.4.1:

H esnek halkasinda bir esnek yari-deger, asagidaki sartlar1 saglayan bir |.| esnek

fonksiyonudur.

[x+5120%|+51, I 20xilst, - 1=x=1%]. o] =0.

Eger H, bir K(E) (reel ya da kompleks) esnek cismi lizerinde bir esnek lineer cebir

ise, bu durumda
[4%]=|A][]
olur. Bu 6zellikleri saglayan |.| ’ye bir esnek yar1 normlu halka ad1 verilir.
Topolojik bir esnek halkada, iizerinde her esnek reel sayisi i¢in c(e) =C i¢in
||X|| <Csartin1 saglayan her esnek kiime agik ise, bu esnek yari-degere esnek

siireklidir denir. Eger her |.|ev i¢in X=0 oldugunda ||X|| =0 olacak sekilde esnek
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yari-degerlerin bir o ailesi varsa, bu durumda H esnek halkasina esnek yari-

degerlidir denir. C esnek reel sayisi, |.| v oldugunda,

X” <C sartini saglayan esnek
kiimeler esnek agik kiimelerin bir alt bazi olarak alinirsa, agikca H bir topolojik

esnek halka olur. Hesnek yari-deger halkas,

|X - Y|| <C bagmtisiyla tanimlanan

yapilar baglaminda esnek tamsa, H *ye esnek tam denir.
Tanim 3.4.2:

Bir H esnek halkasinda, eger
X+y+xy=0

oluyorsa, y, X’nin bir esnek sag yari-tersi ve X, ¥ ’nin bir esnek sol yari-tersi

olarak adlandirilir.

Esnek yari norm sartlar1 kullanilarak asagidaki esnek yari-terslerin esnek

stireklilik 6zelligi gosterilebilir.
Teorem 3.4.3:
R(A) , bir esnek yari-degerli H esnek halkasinda esnek sag yari-terslere sahip esnek

elemanlarin esnek kiimesi olsun. R(A) "nin bir esnek limit noktas1 Z ve 77, bu esnek

limit noktasinin esnek sol yari-tersi olsun. Her Xe R(A) igin X' esnek sag yari-

tersleri gostersin. Bu durumda,

y= Xezl,lxrergz(A) X

ispat:

H nin birim elemanmin 1 oldugunu kabul edelim. Ancak, genisletme ve
sadelestirme ile yok edilebilecegi i¢gin H nin birim elemanimnin var oldugu sartini

koymamiz gerekmez.

Hipotezden, X e R(A) igin

1+9)(1+2)=1 ve (1+x)(1+x)=1.
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Simdi, 0=Z—X ve v=X'-¥ olsun. Bu durumda
(1+z+o)(I+y+v)=1
Esitligi soldan (1+7Y) ile carptigimizda,
v=1+9)w+1+y)al+y)
elde edilir. .| bir esnek yari-deger olsun.
|(T+y)ai| = la-+ o o]+ glliof = X+ giDloi

oldugundan,

o1 = 2+ yDleilie]+ L+ )" .
Eger ||o]| >0 ise, bu durumda

o] = (2-+]yD™

olup, bdylece

[ = L+ 51)° a2 — L+ 9D ol

ve buradan da |7 =0 oldugu gésterilmis olur.

I+x>1+z ve 1+X'>1+ Yy yakimsadigindan, c¢arpmanin siirekliligi

geregi (1+X)(1+X') —)(1+Z)(1+Y) olup, bu sonugla y de Z igin bir esnek sag

yari-ters olur.

Sonu¢ 3.4.4:

Eger Z esnek sag diizgiin elemanlarin bir sol diizgiin limiti ise, bu durumda Z de

esnek sag diizglin olur ve esnek sag-tersleme islemi Z esnek noktasinda esnek

stureklidir.
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Tanim 3.4.5:

L bir esnek grup olsun. L iginde P esnek reel-degerli fonksiyonu asagidaki sartlar

saglayacak sekilde tanimlanmis olsun.
P(¥)20,P(0)=0,P(X—35) S P(X) + P(H.

Burada topolojik esnek lineer uzaylarin esnek yar1t normlarinin 6zel bir durumdur. P,
L icinde tanimlanmis bu sekildeki P’lerin herhangi bir esnek kiimesi olsun. Bu
durumda L’den kendine tanimlanmis bir @ esnek endomorfizmi her P € P ve her
pozitif n i¢in P(%) < d oldugunda P(aX) < n sartm sagliyorsa bu a ‘ya esnek p-
direkt denir. Bu sartin saglanmast tabii ki P ailesinin biiyiikliigiine baglidir. Ornegin,
L bir konveks topolojik esnek lineer uzay ve P, L’deki tiim esnek siirekli yari
normlarin esnek sinifi ise, L’deki bir esnek p- direkt lineer operatdr mutlaka esnek

birim elemanin bir skaler katidir.

Esnek direkt operatorler fikrinin bir baska uygulamasi daha vardir. L bir
esnek Banach uzayi, £ da L’deki izdiisiimlerin bir Esnek Boolean halkasi olsun. €
esnek eleman1 E € £ icin bir Pp esnek yart normunu asagidaki sekilde

tanimlayabiliriz

Pg(%) = ||EX||
dir.
Teorem 3.4.6:

Siirl bir ¢ € L esnek operatoriiniin Py esnek yart normlarina gore esnek direkt

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her E € € icin aE = Ea olmasidir.
ispat:
Her bir E € € igin
|Eax|l < CIEX.
ve ¥ = (1 — E)y olsun. O halde her § veya Ea = EaE igin

IEa(1 - E)yIl < CelIE(1 - E)yll = 0.
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Benzer sekilde (1 — E)a = (1 — E)a(1 — E) gosterilebilir.

L bir esnek lineer uzay ve P, esnek yari normlarin sabitlenmis bir esnek
kiimesi olsun. Dp(L), ya da kisaca D(L), L’deki esnek lineer operatorlerin esnek p-

direkt bir ailesi olsun.
Sonuc¢ 3.4.7:
D(L) ailesi birim elemanl: bir esnek lineer cebirdir ve
lallp = 5“PP(3?)§1”CUZ”
sartin1 saglayan ||. || p, D (L)’ nin esnek yari normlu halkalarini olusturur.
Tanim 3.4.8:

L bir esnek lineer uzay ve P, L’nin bir esnek yari normlar ailesi olmak iizere

asagidaki sartlar1 saglayan P’ye esnek tam denir.
a) Her P € P icin P(¥%) = 0 ise ¥ = 0 dur.

b) L’deki bir X,,, esnek yonlendirilmis kiimesi i¢in P (X,, — X,,) sifira yakinsadiginda
ve her P € P igin, bir X € L, P(X,, —X) her P i¢in sifira yakinsayacak sekilde

mevcuttur.

Bu tanim esnek yar1 normlu halkasi ve esnek lineer cebirler icin de gegerlidir.

D(L)’yi g6z Oniine alarak, asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.4.9:

L (P € P esnek yari-normlarina gére ) esnek tam ise, bu durumda D (L) de ||. || ye

gore esnek tamdir.
Buraya kadar gosterdiklerimiz agagidaki sonucu miimkiin kilar.
Sonuc¢ 3.4.10:

A birimli bir esnek lineer cebir ve ¢, her ||.|| € ¢ i¢in ||1]| = 1 sartin1 saglayan
esnek yart normlu halkalarin bir ailesi olsun. Bu durumda A, esnek yari normlari

koruyan bir esnek izomorfi ile D(B) esnek altcebirine esnek izomorfiktir. Burada B,
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¢ Ozel esnek yar1 normlar ailesi ile esnek yari normlu lineer uzay olan A’y1 temsil

etmektedir.
Tanim 3.4.11:

A, @ esnek yari-degerlerine sahip bir esnek halka ve || [|1, |- |2, -, |- [l € ¢ olsun.

Bu durumda,

%Il = max(||%ll1, 1X]l2 -, [1%]l)

ifadesi A iginde bir esnek yari-deger tanimlar. ||%|| = 0 sartim1 saglayan %’ler Z)
olarak gosterecegimiz bir ¢ift-tarafli esnek ideal olusturur ve bu da A’nin (¢’a gore)
esnek cekirdek idealidir. A;; = A/Z) bir esnek ¢ekirdek boliim halkasidir ve bunun
icerisinde dogal olarak bir ||.|| tanimlanabilir. ||.|| bir esnek yari normlu halka

oldugunda A | esnek normlu halkadir.

A’dan  Aj’ye esnek homomorfizma, yukarida agiklanan topoloji
kullanildiginda ve Aj iginde tanimladigimiz ||. || kullanildiginda esnek siireklidir.
Aj’nin bu topolojideki esnek kapanisi m ile gosterilecek ve esnek tamlanmis

¢ekirdek boliimii olarak adlandirilacaktir. Esnek yar1 normlu halka durumunda esnek

tamlanmis ¢ekirdek boliimlerinin tamami esnek Banach cebirleridir.

Simdi, A esnek tam oldugunda Ajj’un esnek tam olmasi gerekmedigini

gosteren Ornek verilecektir.
Ornek 3.4.12:

X uzaylan tizerinde esnek reel-degerli esnek siirekli f fonksiyonlarmin A esnek
cebirini ele aliyoruz ve esnek yari-normlu halkalart su sekilde kabul ediyoruz. Her

K € K igin ||. || (f) degeri | f(£)| lerin maksimumudur.
Teorem 3.4.13:

T esnek tam diizglin ve C(T) de T iizerinde esnek siirekli fonksiyonlarin esnek

halkasi olsun. Bu durumda C(T') esnek tamdir ve her bir C(T) . esnek tamdir.
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Ispat:

Teorem 3.4.13’de C(T)’nin esnek tam oldugu agiktir; Z ., K lzerinde sifirlanan
esnek fonksiyonlart igerir ve dolayisiyla C(T)y, » C(K)’nm bir esnek altcebirine
dogal olarak esnek izomorfiktir. K {izerinde esnek siirekli olan esnek fonksiyonlarin
T’nin  tamamina genisletilmesi miimkiindiir (hatta smirlart  genisletmek
gerekmemektedir). Dolayistyla sorudaki esnek altcebir kendi esnek normu iginde

esnek tam olan € (K)’nin tamamudir.

Morera’nin teoremine gore H(D), C(D) icinde kapali ve dolayisiyla esnek tamdir.
Yine H(D) . » C(K)nn bir S esnek altcebirine esnek izomorfiktir. (Tabii ki Zk
sadece 0 esnek elemanini icermektedir.) Bu esnek altcebir kapali degildir, ciinkii D
tizerinde bir singiiler esnek noktaya sahip bir f esnek analitik fonksiyonu bulunabilir.
Bu, K iizerindeki polinomlarin limiti ve S’nin C(K)’da bir limitidir. Bu sebeple S
kapali degildir. Bu &rnek Aj’un topolojisi A’nin topolojisi ile ayni olmadiginda

Z) sadece sifirdan ibaret olabilir.

Teorem 3.4.14:

BC(R,), reel eksen lizerinde sinirl esnek siirekli fonksiyonlarin esnek halkasi
olsun. Bu durumda BC(R;) esnek tam degildir; fakat her bir BC(R;), €snek

tamdr.
ispat:

BC(R;) esnek tam degildir, ¢iinkii C(R,) lizerinde esnek yogundur; fakat her
bir BC(R1))., Teorem 3.4.13’de verdigimiz sebeplerden dolay1 esnek tamdir.

Sonraki teoremde esnek tam, esnek yari-degerli bir A esnek halkasinin her
esnek maksimal idealinin bir Z; esnek ¢ekirdek idealinin “béleni” oldugunu
gostermek istiyoruz. Gelfand’in prensibi ile birlikte bu iddianin dogru oldugu
gosterilmektedir. A esnek tamsa, her A, (A, un kapanist) iginde (iki-tarafl) esnek
yari-tersi olan bir ¥ esnek eleman1 A’da da esnek yari-terse sahiptir, iki-tarafli esnek
yari-ters oldugunda esnek sag yari-ters tektir. Teorem 3.4.15°deki “tek”lik sartini

kaldirmak miimkiin degildir, ¢linkii farkli esnek sag tersleri birlestirmek zordur.
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“tek” kelimesini kullanmanin zorunlu olmasi esnek yari-degerli halkalar ve esnek

normlu halkalar teorileri arasindaki 6nemli bir farka isaret etmektedir.

Teorem 3.4.15 sonrasinda “tek” kelimesinin kaldirildigir fakat bagka

hipotezlerin eklendigi bir teorem daha sunacagiz.
Teorem 3.4.15:

X, bir esnek tam yari-degerli A esnek halkasinin bir elemani1 olsun. Bu
durumda X’in A’da bir tek esnek sag yari-terse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her bir esnek tamlanmis ¢ekirdek boliimiindeki goriintiisiiniin orada bir tek esnek sag

yari-terse sahip olmasidir.
ispat:

Genelligi  bozmadan, esnek  yari-degerlerin ¢  esnek  smifinin

[l 11w, Al W25 oo - 11" igerdiginde

%Il = max(l|X]|1, 1X]l2, -, 1X]l)

icerdigini varsayabiliriz. X’in A esnek ¢ekirdek boliimiindeki goriintiisiinii X ile
gosterelim. X ’nin Ay  i¢indeki esnek sag yari-tersi Yj olsun. Her n pozitif
tamsayisi i¢in, A i¢inde Y| » ile gosterilebilecek ve m "deki goriintiisii olan Y| |

Y| ye yakinsayan:

1Yipn = Yiull <

3.0

bir esnek eleman bulunabilir. Y}, gdsterimindeki ||. ||,n indeks ikilisi m < n iken
-, m) < (I ll,n) ve her Z € A icin ||Z]|, £ ||Z]|, bagmntilartyla kismi olarak
stralanabilir. U < ||. || oldugunda Z\1l, € Zj, Olur; hatta m’den m ye (smir1 1
olan) dogal bir esnek fonksiyon vardir. Dolayisiyla bir esnek eleman m 'ye ait ise
onun ayni zamanda Mm esnek eleman: oldugunu kabul edebiliriz. Zaten

” ”1 g ” ”2 oldugunda Y||-||1 =1, olur, gunku Y| aglkga X||_||1’nun A||-||1 " deki

HIPY
esnek sag yari-tersidir ve bu tektir. Bu gergegi kullanarak {Y”_”m }‘nin bir esnek
cauchy dizisi olusturdugunu gosterecegiz. ||. ||z € @ ve |l. |l II.lls = |I. |l; olsun. Bu

durumda,
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Y117 = Vil = IWiin = Yl

W = Yl + ¥, = Yl

+

IA
S|
3|

Baslangigtaki kabuliimiizden, ||.||; ve .||, nin bir esnek kiime olusturmasi ve
max(]. ||, [l-ll2) € ¢ olmasindan; ayrica {Y”_”’n} ‘nin bir esnek Cauchy dizisi

olusturmasindan dolay1 A esnek tamdir. Benzer bir hesaplama ile her ||. || igin,
1%y + %+ 3l =0

oldugunu gostermistik. Sonug olarak ¥, X i¢in bir esnek sag yari-terstir. 3.4.16 ispati

bdylece tamamlanir.

A bir esnek yari-degerli halka ve her bir ||. || € ¢ i¢in A’nin se¢ilmis bir u

esnek elemant oldugunu varsayalim, dyle ki

I. Her ||. ||z € ¢ igin bir ¢, esnek sonlu kiimesi, sadece ||. || € ¢ i¢inde ||u||_||||2 *

0 olan esnek elemanlardan olussun ve ||u||.|| || 5 < 1 dir.
i ||y — X yuyy ||2 = 0, bu toplam v | i¢indeki biitiin esnek normlara genisletilebilir.

iii. Sabit bir ||. || i¢in, sadece |. || € ¢, oldugunda ||u||.||||2 # 0 dir.
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BOLUM 4

NORMLU BOLUM HALKALARI VE NORMLU Z -MODUL

Bu boliimde, ilk olarak daha 6nce tanimlanan boliim halkalar1 izerinde norm
tanimlanarak, normlu boliim halkalar ile ilgili baz1 yeni yapilar incelenmistir. Daha
sonra, vektor uzayr olmayan cebirsel yapilar tizerinde norm tanimlanmadigindan
vektor uzayr yerine daha genis bir cebirsel yapi olan Z-modiil kullanilarak norm
sartlar1 saglanmis ve bu yeni tanimlanan cebirsel yapt normlu Z-modiil olarak
adlandirilmigtir. Bu béliimde, son olarak elde edilen bu yeni cebirsel yapilar daha
genis bir yap1 olan esnek kiimeler iizerinde tanimlanmis ve bu esnek yapilarla ilgili

bazi temel 6zellikler incelenmistir.

4.1 Normlu Boliim Halkalar
Tanim 4.1.1:

All bir halka olsun. Eger A/l mnmn iizerinde bir norm |, yani

||-||A/I : A/l >R negatif olmayan, reel-degerli ve V X,y € A/ | icin asagidaki sartlar:

saglayan bir fonksiyon tanimlanmis ise A ya bir normlu halka denir.

i. ”X”A/I =0 xel,
ii. XDy, <[]y, +[Y]p1
ii. ”_X”A/I :H_1®(X)HA/I :||_1”'||X||A/I :”X”A/I '

v. [x @], <[R|, (9 -
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Ornek 4.1.2:

2/22222 ={(_),_} bolim halkasinin norm sartlarin1 sagladigr asagida

gosterilmistir.

i |X],, =0<x=0.

i. Hﬁ@ium SHGHA/I +H1HA/I '

ii. [-1],,, =|-=2e(1),,, =411, =/,
v. [o®1],, <[0],, |, -
Teorem 4.1.3:

A birim elemanli halka ise A/l da birim elemanlidir ve birim eleman HT.HA“
dir.
Ispat:

x+1=|x|, xel

X+0=0, xel kimesi  [[X],, =[],

X,yeAl/l olsun, A/l ={
doniistimii altinda normlu birim elemanli halkadir.
L [Rl,,, 0 [x],,, =¥, =0x=0
=Xy =[=X =2 =X =(%]
i, [R DTy, =%+ Y <X+ Y =Rl Yl

iv. [X @Yy, =[%Yl, <IX[51Yla =X 1 1910
Teorem 4.1.4:

A normlu bir halka olsun. f:A—D, f(X)=|X| ile tanimh fonksiyon bir

orten homomorfizmadir. f bir normlu halka homomorfizmasidir.
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Ispat:

YV X,y € Averilsin.

L [£ 0l =0 f ], =[x, =05 x=0 f (x)= 1 (0) =0
i - (0l =17 (), =14, =1, =1, =] £ (),
i. |1 (@Y, =] ()@ f (), =+ v, <+ =1 (9 +F (W,

iv. | £ (x®y)|, = f ()@ ()|, =Yl <IX IV =T N[ F (W
Teorem 4.1.5:

A normlu bir halka ve | da A4 nin bir ideali olsun. ||.||A/I A/l D

X+1=XeAll ile tanimh fonksiyon bir érten homomorfizmadir. |||| y  Dirnormiu

boliim halka homomorfizmasidir.
Ispat:

Vv X,y eAll verilsin.

L [Xlo =0 ={Xy =[Rl, =0=%=0=[X=0=x=0

i [=X], =X =|=4IX]5 =15 =[X].0,
ii. [RDY]y, =[x+l <X +[¥lo =¥y +1¥ll0y

. [X Y]y, =[xVl <Moo =I¥las 17an -
Boylece norm sartlar1 saglandigindan ispat tamamlanmais olur.
Teorem 4.1.6:

f:A—>D bir normlu halka homomorfizmast ve I =Cekf olsun.
¢ A— A/l (6rten) normlu homomorfizma ve 1:f(A)—D bire-bir fonksiyonu
olmak tzere, f=if'¢ olacak sekilde tek bir f':A/l —f(A) normlu
homomorfizmasi vardir.
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Ispat:
A —1>'S

NS Ti
All——f(A)

Degismeli diyagram olacak sekilde f': A/l — f(A) normlu homomorfizmasini,

her re A, f'(r)= f(r)ile tammlamak yeterlidir.
Once f' niin iyi tamiml1 oldugunu gosterelim.

F=r'=r-r'el =Cekf,

=rf, =[],
= f(r)=1(r"),
= f'(r)=f'(r)

bulunur. Buna gore f'iyi tanimhdir. f =if '¢ esitliginin saglandigi ve f' niin 6rten
bir normlu homomorfizma oldugu agiktir. Simdi f' niin tekligini gosterelim.
f =igg olacak sekilde, bagka bir g:A/l — f(A) normlu homomorfizmasi olsa,

her I € A igin

saglandigindan f'=g bulunur.

Teorem4.1.7:

A normlu bir halka ve | da A nin bir ideali olsun. 7:A— A/l normlu

homomorfizmasi igin

A —Z5A/
I Y

RT)R
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diyagramini degismeli yapan «: R —R,

() =1y xeA

a(“X”A>:{a(“X“A)X’ X&A

olacak sekilde @ doniigiimii vardir.
Ispat:

X e A/l olsun. 05(||X||A)=||X||NI olup a ortendir. Ayrica her X,y € Aigin

a{[x-+y1, ) =IR DT, IRy, +19 =e(X],)+e(I¥)

(X, ) =I% @, =Rl 190 =X, )(I¥1,)

olup a bir normlu homomorfizmadir. Simdi
K eGek(a) < a(lk|,)=[K],, =0=1 k=1 <kel,
olup Cek(cr)=1 oldugu gériiliir.

Ornek 4.1.8:

A normlu bir halka | da A nin bir ideali olsun. A/l nin degismeli olmast

icin gerek ve yeter sart her X,y € A, Xy—Yy.Xe | olmasidir. Yani
Al degismeli & VX, y €A, [y, 1Yy =Y X
S VxyeA, @y, =[y®x],,
& VxyeA, [x®Y],, |y ©x], =0
© VX yeA, [x®y-y®x|,, =0

& VX yeA, xy—-yxel .
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Teorem 4.1.9:

f : A>D bir 6rten normlu halka homomorfizmasi ve |, Anm bir ideali

olsun. Cekf 1 ise

All=D/f(l).
dir. f orten degilise, A/l, D/ f (1) mn bir normlu alt halkasina izomorf olur.
Ispat:

¢ZD—>D/f(|) normlu homomorfizma olmak iizere g:A—D/f(l),

g = ¢f normlu homomorfizmasini alalim. O halde, her I € A igin

g(r)=¢(f (r))=[F(r)],,-

g orten iki normlu homomorfizmanin bileskesi oldugundan orten bir normlu

homomorfizmadir.
(;ekg:{reA: f(r)=f (I)}
={reA:f(r)ef()}
=f(f(1)).
dir. 1 < F(f(1)) oldugu agiktir. Diger taraftan, Cekf | kabul ettigimizden,
xef(f()=f(X) ef(l)
= |, =al,. bir ac! var
={x-dl,
—x—aeCekf |

=Xel.
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Yani, f*(f(1))<!| olur, her iki kapsamadan, Cekg=f"(f(1))=1 bulunur.

Teorem 4.1.6 ‘dan,
All=D/f(l)

elde edilir. f orten degil ise A/Inmin D/ f (I)nin bir normlu alt halkasina izomorf

oldugu agiktir.

Teorem 4.1.10:

A degismeli ve birim elemanli bir normlu halka ve | < A bir ideali olsun. |

normlu asal idealdir < A/l tamlik bolgesidir.
ispat:

(=) | asal ideal olsun. | #A olup A/l en az iki elemanhdir. X,y A/

alalim ve A/l nmn sifirmin | oldugunu hatirlayalim.
Xy=l=xy+Il =1
=(x+1).(y+1)=I
=xyel
= xel veya yel (| asal ideal oldugunda)
=X=I| veya y=1

(x+|=|)veya(y+|=|)o|up, A/l sifir bolensizdir. A birim elemanli ve

degismeli olup A/l da birim elemanl ve degismelidir, yani A/l tamlik bdlgesidir.

(<) A/l bir tamlik bélgesi olsun. A/l en az iki elemanli olup | #A dir.

X,y € A olsun.
xyel=>[xoy),,
=Xy [

=xyel
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= X=Iveyay=1I(A/ltamhk bolgesi
oldugunda)

= Xel veya yel,

olup | nin asal ideal oldugu gosterilmis olur.

4.2 Normlu Z- modiil

Tanim 4.2.1:

(G,*) degismeli bir grup olsun. Eger Giizerinde bir norm ||||Z yani
||||Z :G—>R negatif olmayan reel degerli ve her 0,0, €G igin asagidaki sartlari
saglayan bir doniisiim tanimlanmis ise G ye normlu Z- modiil denir.

i. g=0<|g|, =0
i. kg, =[K/lg]
ii. ]9, * o, [0, +

Uzerinde bir ||||Z normu tanimlanmis olan bir Z- modiiliine normlu Z- modiil denir

ve (G,” ||z) ile gosterilir.

Ornek 4.2.2:

Z, x Zq = {(0,0), (0, 1), (0,2)(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3)} kiimesi
verilsin. (a,b) € Z, x Z4 i¢in ||(@ b)||, = Va? + b2

i. 1(0,0)]|, =v02+02=0

ii[| (k@ kb)||_ = v/(ka)? + (kb)? = {k2(a? + b?) = |kIVa? + b% = |k|||(@ D) .
iii. 110, 01, < 11C0, DI, + 11T, 0], dir.

Benzer sekilde V(a,b) € Z, X Z, i¢in ”(C_l, l_))llz < |l(@dll,+ ||(E, E)”Z dir.
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Onerme 4.2.3:

(G,” ||Z) normlu  Z-modiil olsun. d(gl,gz):Hgl*gz‘luz ile tanimh

d:GxG—>R* U{O} fonksiyonu G iizerinde bir metrik tanimlar.
ispat:

V 0,,0,,9; €G olsun. Normlu Z -modiil 6zelliklerini kullanarak,

. d(gl1 gZ):Hgl *gz_luz >0,

ii. d (91’ gs):Hgl*g3_l

z

a H G * 9271 *0p* 9371

z

<|gv*9, 7, +|9, %05

z

=d(9,,9,)+d(9,0)

ii. d(9.,0,)=]9*9. 7,
=[I-a), (o: * o)
=l *a
=d(0,.9,)

iv. d(0,,0,)=0, ©|g,*9,7| =0, ©0,-9,=0, ©9,=0,.

z

z

O halde d metrik uzay sartlarini saglar.

Sonug¢: X normlu vektdr uzay olsun. X ayni zamanda normlu Z -modiildiir.

Ornek 4.2.4:

77" Z-modiilinde G = (gij ) eZ™™ icin (katsayilar1 Z olan matris)

o, =max| S, |

olarak tanimli fonksiyonu normlu Z-modiildiir.
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0 ... 0
i G=0=|: . :|=|G|, =/0+[0]+...+|q=0,
0O ... 0

KOy KOp--- ko,
. kG, - k.:g21 k.?zz... k.g:]Zn :m?x(znl:‘gijg
(O KO KOl
=[K.Gun| +[K-Gam| +. . H]K- G
=[K]-| G| +K]- | Gon| .. F{K]-| G

:|k|(|g1m| +|g2m| +.. -+|gnm|)

-+ mex( 3o

=[k.[G],
ii. |G+ HJ, <[G], +[H],.
Onerme 4.2.5:

(G,” ||Z) normlu Z-modiil olsun. Bu durumda her ¢g,heG ve

911921...; gn EG 1(;11’1

I, A0,

i 0,9, % 49y, </|Gu, +] G, +.. ]9,

<[lg=hl,

esitsizlikleri saglanir.

Ispat:

. o], =Jgh <

 <[o=n

I, = lal, =], <[g+h™

1)

z

ve
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[, =h*g+qf, <[h=g7, +lgl, = I, -lol, <[h+g7], =[g=h7], @
dir. (1) ve (2) den
llgl, =1l <lg*H,
elde edilir.
ii. Tamim 4.2.1 in iii. aksiyomundan yararlanilip tiimevarim yontemiyle kolayca
yapilir.
Tamim 4.2.6:

(G|| ||Z) normlu Z-modiilde bir dizi {g, }olsun.

a) g €G olmak iizere her &> 0sayisina karsilik gelen her N> N igin

lg=g,”

<¢&,
z

olacak bigimde en az bir N eNvarsa{gn}dizisi g €G ye yakinsar (ya da{gn}dizisi

yakinsaktir) denir. Bu durumda
limg, =g
veya
9, 9
yazariz.

b) Her & >0 sayisina karsilik gelen her m,neN olacak sekilde her m,n> N i¢in

|9n %9,

<¢&,
z

olacak bi¢cimde en az bir N e N varsa {gn} dizisine bir Cauchy dizisi denir.
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Ornek 4.2.7:

GVveH, Z halkas1 iizerinde Z- modiilleri olsun ve GVveHin kartezyen

carpimi GxH :{(g,h): g eG,heH}oIsun. [ ”21’ G iizerinde normlu Z- modiil
ve | ||, H tzerinde normlu Z- modiil olsun. O zaman {(gn,m)}, Gx H iginde bir
Cauchy dizisidir ancak ve ancak {g,}, G icinde bir Cauchy dizisidir ve {h },H
icinde bir Cauchy dizisidir.

(=) {(9..h,)}.GxH iginde bir Cauchy dizisi olsun. O zaman her mn>N

icin

Olacak sekilde en az bir N €N vardir. Boylece m,n>N igin

(9, #gu 1 %h, )| =]

(gmhn)*(gm,hn)fluzﬁe.

00 %0 |, <[99, +[h<ha 7,
= (g0 *gu)=(hxh )|,
<¢g
ve
[t <h 7, <l * 9w+ b,
=|(gn*gu)=(h*h )
<¢g

bulunur. Sonug olarak, {gn}, G iginde bir Cauchy dizisi ve {h,]}, H icinde bir

Cauchy dizisidir.

(<) {9.}, G icinde bir Cauchy dizisi ve {h},H icinde bir Cauchy dizisi

olsun. O zaman her mn> N, igin
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Hgm * gn71 2 SE
ve her m,n> N, i¢in
Hhm *h“_l A Sg

olacak sekilde en az bir N,, N, e Nvardir. Ny =max{N,,N,} olsun. O zaman

VvV m,n=N,igin

(G015 (9ne )] =00 000, 1,

7 z

<

0y * 0,

 Hh

Z

IA

N M
N M

=&
oldugundan {( g hn)} , G icinde bir Cauchy dizisidir.
Tamm 4.2.8:

(G|| ||Z) normlu Z- modiil ve bunun bir alt kiimesi Aolsun.

d(A) =sup{|o,*0; "], -0, €A g, €A} >0

sayisna A kiimesinin ¢apt denir. Eger bir AcG kiimesinin ¢ap1 sonlu ise, A

kiimesine sinirhi kiime denir.

Tanim 4.2.9:

(G,|| ||Z) normlu Z-modiil, bir g, € G noktasi ve r >0 verilsin. O zaman

5.(%)={9G:|g* 9,7, <r}

kiimesine {,-merkezli ve r yarigaph agik yuvar,
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S_r(go):{g eG‘:Hg*go_l ) SI‘}

kiimesine {,-merkezli ve r yaricapl kapali yuvar ve

7, (9)={gG:Jg*g, ], =]
kiimesine {,-merkezli ve r yaricapli yuvar yiizeyi denir.
Teorem 4.2.10:

(G,” ||Z) normlu Z- modiiliinde bir dizi (g,) ve g, €G olsun. Eger

Ilmgn > gO’
N—x0

ise asagidaki onermeler dogrudur:

I. 0, limiti tektir.

I (gn) dizisi sirhdir.

iii.  (g,)dizisinin her (g, )alt dizisinin de limiti g, d.

iv. (a,)—>a (a,a, €K)iken a,.9, >a.g, .

V. Eger ilave olarak h, —h, (hh, €G)ise g, +h, =g, +hydur.

Ispat:

Vv g,heG,icin d(g,h)=|g—h| tanm: ile (G,d) bir metrik normlu Z-
modiildiir.
.

0

lim
N—o0

9, * 9 |, =1imd(g,.9)
0

lim
Nn—o0

9,*9, |, =limd(g,.q,)

olsun. O halde

0<d (0, 9)<d(09,)+d(9,,9)=0+0
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ve metrigin ilk aksiyomundan dolay1 ¢, =0, elde edilir.

ii. Herhangi sabit bir a € G noktas1 i¢in metrigin iii. aksiyomu geregince V neN

imjg, +a, =im(5,2) -0
igin

d(9,.a2)<d(9,.9)+d(g,a)
dir.
lim|g, *g, |, =0= &>0 isinenazbir N €N dyle ki ¥ N>nicin d(9,.9)<1
dir. O halde

M =mex{d(;, ), (0,8 ).....d (9,0, ).1+0 (00, 2)}

olmak iizere VNneN i¢in d (gn : a) <M oldugu ve dolayisiylaVneN i¢in

0, e%(a) elde edilir. Bu da {gn} nin G ig¢inde smirh dizi olmasi demektir.
ii. (9, ).(0,) dizisinin herhangi bir alt dizisi olsun.
!]Lrpc gn = gO’

iken Ve >0 i¢in In, e N dyleki Vn>n, i¢in

-1 N . B
On *% H < ¢&. Boylece, i!m n, =oo,

k. eN oyleki VK >K_icin

g, *0o, <e=limg, =g,
elde ederiz.

iv. (g,), G iginde yakinsak bir dizi oldugundan ¥ne N igin ||g, ||, <M olacak

sekilde bir M >0 sayis1 vardir. Herhangi bir & >0 sayis1 verilsin. lima, =a=
N—0
In’, eN 6yle ki Vn>n', icin
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|an _a|<i
2M

elde ederiz. limg, =g, = In", €N dyle ki Vn>n", i¢in
N—a0

&
”gn _gO“z < 2 |a|+1

dir. Buradan da Vn>n, =max{n',n"} iin

la.gn *(ag0) | =] *a*) g, (g, %07,

<|a,*a™ O * 0o "

|9, +[2]

z

<2 M+la. =2
2M 2(|a+2)

bulunur. Demek Ki
imjag. (a0
dir.

v. Herhangi bir &> 0 sayisi verilsin. limg, =g, = 3n', eN &yle ki Yn>n', igin
N—00

&
<Z
z 2

gn * g071

dir. limh, =hy=3n", e N &yle ki Yn>n', i¢in
N—0

[y by

&
<=
z 2

dir. Buradan da Vn>n, =max{n’,n"} igin
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9. *Go *h,*hy”

g +h,+(gy )] =

z

< gn * gO_1

A

z

bulunur. Bu ise N—oo iken g, *h, — g, *h, olmas1 demektir.
4.3 Esnek Normlu Boliim Halkalari
Tamm 4.3.1:
H/1 bir halka olsun. Eger H/l nn iizerinde bir norm ||, yani

||-||F(H“) :F(H/1)—>R(A) fonksiyonuna ve her X,y F(H /1) igin asagidaki sartlari

saglayan bir fonksiyon tamimlanmis ise F(H/1) (yadaF(H/I,A)) ya bir esnek

normlu bolim halkasi denir.

Xy =0 = xeF(),
- ROy <Xy 19y
it =%l gyy ==L O gy =y =I¥e oy

W RSy IRy [l any -

Teorem 4.3.2:

F(H) birim elemanl1 esnek halka ise F(H /1) da birim elemanlidir ve birim

elemam HTHF(H“)dir.

Ispat:

x+F()=|x||, xeF()
x+0=0, xeF(I)

kiimesi

X,yeF(H/1) olsun, F(H/I):{

1% ) =[] 1y doniisimii altinda birim elemanli esnek normlu bliim halkasidir.
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. ”X"F(H/I) :O<:>||X”F(H/I) :”X”F(H) =0=x=0

1K ey =Rl =Rl gty = 1Rl =1l
i, [XD Ve ) =X+ Tl

Rl ey H e

=¥y 1y
iv. [X®Y]: gy =IX Tl

2[Ry 19

:”X”F(H/l) '”y”F(H/I) F
Teorem 4.3.3:

F(H) bir esnek normlu halka olsun. f:F(H)—F(S), f(X)=|%| ile tanimh

fonksiyon bir esnek orten homomorfizmadir. f bir esnek normlu halka

homomorfizmasidir.
Ispat:

V X,y e F(H) verilsin.
| f (X)”F(S) =0

<|f (X)”F(S) :”X”F(H) =0

. H_f (X)HF(S) :Hf (_X)HF(S) :”_X“F(H) :‘_1‘ ”X”F(H) :”X”F(H) :Hf (X)HF(S)

iii. [f(x®Y)|., =[T (X1 (7)].4
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=%+ Vlle ey
<[l ey 1
=[f R H T Dl
v f (x®Y)., =] F (NS ().,
=%y
<[®le gy Tl

=[f Ry I (e

Teorem 4.3.4:

F(H) bir esnek normlu halka ve F(I) da F(H) nin bir esnek ideali olsun.

||.||F(H“) ‘F(H/1)>F(S),x+F(1)=xeF(H /1) ile tamml fonksiyon bir esnek

orten homomorfizmadir. ||||F HI bir esnek normlu boliim halka homomorfizmasidir.

Ispat:

Vv X,yeF(H/I) verilsin.
L[y =02 Xl s) =Ry =0 = x=0=[X[=0x=0
i =Ry = Rlegs) =TIl s) =Xleqs) =Rl gan,
i RO Y] i1y =[%+ Vs,
Xl sy HYlles)
=¥ gy ey

iv. ||X®Y||F(H,,) :”X'y”F(S)
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<[Rlecsy 1l sy

:”X”F(H/I) '”y”F(H/I)
Teorem 4.3.5:

f:F(H) —>F(S) bir esnek normlu halka homomorfizmasi ve F(I)=cekf
olsun. ¢:F(H)—>F(H/I)(6rten) esnek normlu halka homomorfizmas: ve
i: f(F(H)) >F(S) bire-bir fonksiyonu olmak tizere, f =1f'¢ olacak sekilde tek
bir f':F(H/1)— f(F(H)) esnek normlu halka homomorfizmasidir.

Ispat:

F(H) —— F(©S)
o Ti
FH/1)—— f (F(H))

degismeli diyagram olacak sekilde f':F(H/1)— f(F(H)) esnek normlu

homomorfizmasini, her re F(H), f'(r)= f(r)ile tanimlamak yeterlidir.
Once f' niin iyi tanimli oldugunu goésterelim.
T=r"=r-r'eF(l)=cekf,

=[r=17 e

= f(r)=1(r"),
=f'(r)=f'(r")

bulunur. f'iyi tammhdir. f =if '@ esitliginin saglandig1 ve f' niin esnek orten bir
esnek normlu halka homomorfizmasi oldugu agiktir. Simdi f' niin tekligini
gosterelim. f =ig¢ olacak sekilde, baska bir g:F(H/1)— f(F(H)) esnek

normlu halka homomorfizmasi olsa, her I F(H) igin
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saglandigindan f'=g bulunur.

Teorem 4.3.6:

F(H) bir esnek normlu halka ve F(I) da F(H) nm bir esnek ideali olsun.

7. F(H) —>F(H/1) esnek normlu halka homomorfizmast igin

F(H) —= F(H/1)
14 ey
R(A) —— R(A)

diyagramini degismeli yapan i : R(A) — R(A),

W (IRl ) =¥l gy X € FCH)
l//(”X”F(H)):X’ X ¢ F(H)

(1%l =
olacak sekilde Y esnek doniistimii vardir.
Ispat:

xeF(H/1) olsun. l//(||X||F(H)):||X||F(H“) olup W esnek ortendir. Ayrica her

X,V € F(H)igin
v (I%+ Yl ey ) =I%® Ve
<%y +Hl e
=9/ ([Rle )+ ([
(I%Fe ) = IR © Ty

:”X”F(H/I) '”y”F(H/I)
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= W(”X”F(H) )'l//(”y”':(H) )

olup ¥ bir esnek normlu homomorfizmadir. Simdi

K <Gak(v) v K ) =IR]
—0=F()
=k =F()
ok eF(),
olup Gek()=F(I) oldugu gériiliir.

Ornek 4.3.7:

F(H) esnek normlu bir halka F(I) da F(H) mn bir esnek ideali olsun.
F(H/1) nin degismeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her X,yeF(H),

X.y—yX eF(l) olmasidir. Yani
F(H /1) degismeli < V X, ¥ € F(H)L X Iy =1y MRl
& VX YeFH), [X®Y . =Y O i)
& V X, yeF(H), [X®Y| ., —[Y®R 1, =0
& VX yeF(H), [x®y-y®X|y,,, =0
© V X,yeF(H), Xy-yxeF(l).

Teorem 4.3.8:
f :F(H) —>F(S) bir esnek orten normlu halka homomorfizmas: ve F(l),

F(H) nin bir esnek ideali olsun. Cekf < F(I) ise

FH/1)=F(S)/ f(F(1)).
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dir. f esnek orten degil ise, F(H/1), F(S)/ f(F(l)) nmn bir esnek normlu alt

halkasia izomorf olur.

ispat:

¢:F(S) >F(S)/ f(F(l)) esnek normlu halka homomorfizma olmak iizere
g:F(H)—>F(S)/ f(F()), g=¢f esnek normlu halka homomorfizmasini alalim.
O halde, her T € F(H)igin

9(M)=¢(F (M) =17 (Ve uny:

g esnek orten iki normlu halka homomorfizmanin bileskesi oldugundan bir esnek

orten normlu halka homomorfizmadir.
Gekg ={T e F(H): T ()= (F())}
={reF(H): f(r)e f(F(1)}
A UGO)E

dir. F()c f*(f(F(1)) oldugu agiktir. Diger taraftan, Cekf —F(l) kabul

ettigimizden,
% e FA(F(F(1) = f(X) e F(F(1))
= Ry =1 bir @ EF(1) var
=[X=al,
—X-aeCekf = F(1)
—xeF(l).
Yani, f1(f(F(1))) cF(1) olur, her iki kapsamadan, Cekg = f(f (F(1)))=F(I)

bulunur. Teorem 4.3.6° dan,
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F(H/1)=F(@S)/ f(F())

elde edilir. f esnek orten degil ise F(H/1)nin F(S)/ f(F(l)) nin bir esnek

normlu alt halkasina izomorf oldugu agiktir.

Teorem 4.3.9:

F(H) degismeli ve birim elemanl bir esnek normlu halka ve F(1) < F(H)
bir esnek ideali olsun. F(I) esnek normlu asal idealdir < F(H/I) esnek tamlik

bolgesidir.
ispat:

(=) F(l) esnek asal ideal olsun. F(I)=F(H) olup F(H/I) en az iki
elemanhdir. X,yeF(H/1) alalim ve F(H/l)nmn sifirmin  F(l) oldugunu

hatirlayalim.

%y =F()=xy+F()=F()
=(X+F()).(y+F(1))=F)
=XyeF(l)
=X eF(l) veya y e F(1)
= xX=F() veya y=F(l)

(X+F(|)= F(l)) veya (y+F(I) = F(l)) olup, F(H/1) sifir bolensizdir. F(H)
birim elemanli ve degismeli olup F(H /1) da birim elemanli ve degismelidir, yani

F(H /1) esnek tamlik bolgesidir.

(© F(H/I1) bir esnek tamlik bolgesi olsun. F(H/1) en az iki elemanli olup
F(l)=F(H) dir. X,y e F(H) olsun.

x.yeF(l) :>||X®y”F(H/I)

= {Rle gy e gy
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=XyeF(l)

=X=F(l)veyay=F(l)

=XeF(l) veya ye F(l),
olup F(I) nin esnek asal ideal oldugu gésterilmis olur.

4.4 Esnek Normlu Z(A)- Modiil

Tanim 4.4.1:

(G, A) (yada G(A)), (G,o) degismeli grup iizerinde esnek grup olsun. Eger
G(A) iizerinde bir esnek norm |_yani [{_ :G(A) —R(A) negatif olmayan esnek

reel degerli ve her §,,3, €G(A) igin asagidaki sartlar saglayan bir esnek doniisiim

tanimlanmis ise G(A) ye esnek normlu Z(A)- modiil denir.

i. 9=05]g], =0

ii. kg, =[K[]g],

i, 9,005, 29, +9.],
iv. 10,00, ], 2[99,

Uzerinde bir ||| esnek normu tammlanms olan bir Z(A)- modiiliine esnek normlu

Z(A)- modiil denir ve (G(A),” ||SZ) ile gosterilir.
Onerme 4.4.3:

ile
Sz

(G(A),|| ||SZ) esnek normlu Z(A)- modiil olsun. d(gl,gz):uglogz‘1

tanimhi  d:G(A)xG(A) > R(A)* U{G} fonksiyonu G(A) iizerinde bir esnek

metriktir.
Ispat:

vV 0,,0,,9, €G(A) olsun. Esnek normlu Z(A)- modiil 6zelliklerini kullanarak,

=0,

i d(8.0,)=]8%-0,"

SZ
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G0 ga_l

i. d(0,,0:)=|

2

SZ

Gio 92—1 °fp° 93_1HSZ

_|_

Sz

G0 gz_l ‘gz © g3_1

SZ

=d (91, gz)+d (gZ’ 93)
iii. d(gli gZ):‘ % Ogzilusz

=[l-2

o (gz ° gl_l)

Sz

:ng ogl_l
:d(g21gl)
iv. d(0,,9,)=0, |89, =0,

Sz

<:>gl_gz :652
<0,=0,.

O halde d esnek metrik uzay sartlarini saglar.

Sonug: X normlu vektdr uzay olsun. X ayni zamanda esnek normlu Z(A)-

modiildiir.
Ornek 4.4.4:
Z(A)™" esnek normlu Z(A)- modiilinde G(A) :(gij ) eZ(A)™ icin

(elemanlar1 esnek tamsay1 olan matris)

IG(A), = m?x(;‘gij U
olarak tanimli esnek fonksiyonu esnek normlu Z(A)- modiildiir.
0 ..0

LG(A)=0=|: " ! |=[GA),=
0 ... 0

(_)‘+‘f)‘+_,,+‘(_)‘=(_) :
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kg, kg, kg,
O R e
COn Kw KOm)l,
=|K.Gy| +[KGo| .. .+ |K G|
=|K[.| G| K[| G|+ . H{K]-| G

:|k|(| glm|+|92m| +.. -+|gnm|)

W ]

=K |GA
ii. [ G(A) o H(A)|, Z|G(A)], +|H(A).
v. [G(A) HOA), |G, H(AY,.
Onerme 4.4.5:

(G(A),||.||SZ) esnek normlu Z(A)- modiil olsun. Bu durumda her g,h eG(A) ve

01, 05.... 9, €G(A) igin

ol —[F, | =[o-H,
esitsizligi saglanir.
ispat:
lal, =a-F*<F|_ 2|g-f*]_ +|Al. = ol A 2|o-F, 1)
ve
[, =|F-a-g]_ 2|f-g7|, +lal, = A, -lal, 2[n-g7, =[g-h7, @

dir. (1) ve (2) den
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llal, || 2]g-F

:

Sz
elde edilir.

Tanim 4.4.6:

(G(A),|| ||SZ) esnek normlu Z(A)- modiil de bir dizi {g, } olsun.

a) g €G(A) olmak iizere her &S 0sayisina karsilik gelen her N> N icin

lg-g,™

Zé,
Sz

olacak bigimde en az bir N e N varsa {gn}dizisi g €G(A) ye yakinsar (ya da{gn}

esnek dizisi yakinsaktir) denir. Bu durumda
limg, =g
N—0

veya

9, 9
Yyazariz.

b) Her &30 sayisina karsilik gelen her m,neN olacak sekilde her m,n> N igin

‘ <¢g,
Sz

|99,
olacak bigimde en az bir N e varsa {g, } dizisine bir esnek Cauchy dizisi denir.

Ornek 4.4.7:

G(A) ve H(A), Z halkas1 tizerinde esnek normlu Z(A)- modiilleri olsun ve
G(A) ve H(A)in Kartezyen carpimi G(A)x H(A) ={(g, A): g <G(A).fie H(A)}
olsun. ||.||Szl, G(A) iizerinde esnek normlu Z- modiil ve ||.||szz, H(A) iizerinde esnek

normlu Z(A)- modil olsun. O zaman {(gn,ﬁn)}, G(A)xH(A) iginde bir esnek
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Cauchy dizisidir ancak ve ancak {gn}, G(A) icinde bir esnek Cauchy dizisidir ve

{ﬁn} ,H(A) icinde bir esnek Cauchy dizisidir.

(:>) {(gnﬁn)} , G(A)xH(A) i¢inde bir esnek Cauchy dizisi olsun. O zaman her

m,n>N igin

¢

SZ

=1(9,.5)o (9. F)”

SZ

(0000 o)

olacak sekilde en az bir N € N vardir. Boylece her mn>N igin

Il

+

sz

gn © gm_l

-1 ~
gn ° gm Hszl =

SZy

e
ve
IRo-Fil, Zlon -0, +[f R,
o,0.)-(R R
¢

bulunur. Sonug olarak, {gn}, G(A) iginde bir esnek Cauchy dizisidir ve {ﬁn},

H(A) iginde bir Cauchy dizisidir.

(<) {9,}, G(A) iginde bir esnek Cauchy dizisidir ve {ﬁn} H(A) icinde bir

esnek Cauchy dizisi olsun. O zaman her m,n> N, i¢in

z¢
/A

Hgm °© gn_1

ve her m;n> N, i¢in
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A

[ ot

&
sz, 2 '

olacak sekilde N, N, e Nvardir. N, = max{Nl, Nz} olsun. O zaman M,N> N, igin

(o) o(om i) | =lonega i ofi ),
28,80, +P R,
Zf.}.f
2 2
=&

oldugundan {(gnﬁn)} G(A) icinde bir esnek Cauchy dizisidir.

Tanim 4.4.8:

Bir esnek normlu Z(A)- modiil (G(A),||.||SZ), bir g, € G(A) esnek noktas1 ve

r 30 verilsin. O zaman

S, (0)={0 €G(A):|-057], 2]

esnek kiimesine (,-merkezli ve r yarigapl agik yuvar,

ir}

S_r(go):{g eG(A): gogoi1

SZ

esnek kiimesine (,-merkezli ve r yarigapl kapali yuvar ve

o,(0:)={9=6(A:|g-0,], =]

esnek kiimesine §,-merkezli ve r yarigapli yuvar yiizeyi denir.
Teorem 4.4.9:

(G(A),||.||SZ) esnek normlu Z(A)- modiliinde bir esnek dizi (g,) ve g, €G(A)

olsun. Eger
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r|1LrPc gn = gO !
ise asagidaki 6nermeler dogrudur.

I. g, limiti tektir.
ii.(g,) esnek dizisi sinirlidir.
ii. (g, ) esnek dizisinin her (g, )esnek alt dizisinin de limiti g drr.
iv. Eger ilave olarak i, >y (AR, eG(A))ise g, +M, =gy +hy dir.
Ispat:
v g,AeG(A) ,igin d(g,ﬁ):Hg—ﬁH tanmt ile bir (G(A),d) esnek metrik,

esnek normlu Z(A)- modiildiir.

lim||g, - g, |, =1imd(g,,9,)=0

lim||g, -, |, =1imd(g,,9,)=0
olsun. O halde

02d(9,,,)2d(,9,)+d(9,.,)

+0

Il
(@]

Il
ol

ve Onerme 4.4.3 {in i. aksiyomundan dolay1 g, =@, elde edilir.

ii. Herhangi sabit bir aeG(A) esnek noktasi igin Onerme 4.4.3 iin iii. aksiyomu

geregince VNeN

im]o, -2, = lmd (g,,8)-0
i¢in

d(g,.a)2d(g, 9,)+d(g, a)
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dir.
"mHgnogo_lez:G: £30 igin en az bir NeN &yle ki VNnSnigin
d(9,,9,) 1 dir. O halde

M = e {d (0,00, (8.8 ... (8o ). T+l (06, )}

olmak iizere VNeN i¢in d (gn , a) XM oldugu ve dolayisiylaVneN igin

g, e%(a) elde edilir. Bu da {gn} nin G(A) icinde esnek sinirli dizi olmasi

demektir.

i, (gnk ),(gn) esnek dizisinin herhangi bir esnek alt dizisi olsun.
!]Lrg gn = gO’

iken Ves0 igin In,eN oyle ki VnSn.igin ng o go’lusz Zé&. Boylece,

limn, =oo,
k—0

3k, eN syleki VkSKk igin

0y, ° o], Ze=limg, =g,
elde ederiz.

iv. Herhangi bir £50 sayisi verilsin. limg, =g, = 3n', eN syle ki ¥ nSn', igin
N—o0

[ A

dir. limh, =h, =3n", eN syle ki Vn>n', igin

dir. Buradan da v nsn, =max{n’,n"} icin
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0,0 goil © ﬁn o ﬁ071

Sz

g, Oﬁn O(gooﬁo)_l

Sz

om0+ -7,

A
N N,
N ™

bulunur. Bu ise n—oo iken g, oﬁn —0, oFb olmas1 demektir.
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BOLUM 5

TARTISMA SONUC

Bu c¢alismada, ilk olarak normlu halkalar diye bilinen bir cebirsel yap1 esnek
kiimeler teorisi lizerinde tamimlanmistir. Boylece zengin bir teorinin baslangici
olarak kabul edilebilecek esnek normlu halkalar elde edilmistir. Sonra esnek normlu
halkalar lizerinde Cauchy dizisi ve Banach uzay1 tanimlanmistir. Banach uzayinda,
her esnek normlu halkanin cebirsel ve topolojik esnek izomorfik normlu halka
oldugu sonucu elde edilmistir. Daha sonra esnek normlu halkalar iizerinde esnek

ideal, esnek 6z ideal ve esnek maksimal ideal tanimlanmustir.

Bu tezin, dordiincii boliimiinde normlu boliim halkalar1 tanimlanmis olup bu
cebirsel yapiin bazi temel 6zellikleri normlu uzaylar tizerinde incelenmistir. Bu
tanim yardimiyla normlu bolim halkalar1 tizerinde homomorfizma ve izomorfizma
tanimlanmistir. Daha sonra normlu Z-modiil tanimlanmistir. Bu yapiyla vektor uzayi
olmayan cebirsel yapilar lizerinde normlu uzay ile daha genis bir cebirsel yap1
tanimlanmistir. Ayn1 zamanda bu yeni tanimlanan cebirsel yap1 lizerinde normlu Z-
modiillerinin kartezyen c¢arpimi, normlu Z-modiillerinin Cauchy dizisi, normlu Z-

modiillerinin metrigi tanimlanarak, bu cebirsel yapilarla ilgili 6rnekler verilmistir.

Tezimizin giris kismindan hatirlarsak esnek kiimeler teorisi de matematik,
mithendislik ve belirsizligin bulundugu bir¢ok alana uygulanabilir. Biz burada,
“Matematikteki hem cebirsel hem de topolojik yapiya sahip olan normlu halkalar
esnek kiimeler teorisinde [13] belirtilen amaglara uygun mudur?” baska bir ifadeyle,
“Normlu halkalarin esnek kiimeler tizerinde tanimlanmasina ihtiya¢ var midir?” gibi
bir soru sormak miimkiindiir. Klasik kiimelerin sahip oldugu baz1 zorluklar1 kendinde
barindirmayan yeni bir matematiksel ara¢ olarak ortaya atilan esnek kiimeler
tizerinden, esnek normlu halkalar yardimiyla faydali ve kullanilabilir bir teorinin
ortaya ¢ikmasi kacinilmazdir. Ciinkii esnek kiimelerin uygulama alani arttik¢a bu tiir

sorularin herkesi tatmin edecek bir cevabi bulunacaktir. Tiim bu tartismalar bir tarafa
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yakin gelecekte, bilim insanlar1 bircok alanda esnek kiimelerle ilgili calismalara daha

cok yer vereceklerdir.

Bu tezde elde edilen sonuglar bazi yeni caligmalara 1sik tutar niteliktedir.
Ornegin {iciincii boliimdeki esnek normlu halkalar yardimiyla normlu halkalarin
radikalleri, maksimal ideallerin uzayi, maksimal ideallerin analitik fonksiyonlar1 ve
bazi cebirsel yapilar esnek normlu halkalar {izerinde arastirilabilir. Dordiinci
boliimde de elde edilen sonuglarin devami olarak ise normlu bolim halkalar1 ve
normlu Z- modiil tizerinde Minkowski esitsizligi, Holder esitsizligi ve analizde
tanimlanan bazi esitsizlikler incelenebilir. Buna bagli olarak elde edilen sonuglar
bahsedilen sekilde matematik, miihendislik ve bunlarla ilgili alanlara daha fazla

katkida bulunabilir ve yeni ¢aligmalara yon verebilir.
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