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ABSTRACT

p —GROUPS AND AUTOMORPHISMS

GURBUZ, Zeynep
M. Sc. Thesis in Mathematics Department
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ozge OZTEKIN
June 2018
63 pages
G, Z,,Z and Z,, are the semi—direct product group of the direct and semi—direct

products of p —groups according to ¢. Z(G) = {g € G:ag = gaeacha € G} isa

normal subgroup of G, and G is called the center.

If an @ automorphism of G provide the condition g~18(g) € Z(G) for each g € L,

we denote 6 is the central automorphism of G and we denote it Aut,(G).

In this study, we tried to obtain a form of central automorphisms by obtaining the

center for the semi direct and direct products where p =3, p=15 and 6 is

homomorphism from Z,, to automorphisms group of sz.

Key words: : p —groups, semi-direct product, central automorphisms of p —groups
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63 sayfa

G, sz ve Z, p —gruplarinin direkt ve yari-direkt ¢arpimlarinin ¢ —ye gore
yari—direkt ¢arpim grubu olsun. Z(G) = {g € G:ag = ga her a € G} kimesi G nin

bir normal alt grubudur ve G nin merkezi olarak adlandirilir.

Eger G nin bir 8 otomorfizmi her g € L icin g7'0(g) € Z(G) kosulunu sagliyorsa,

6 — ya G nin merkezi otomorfizmi diyecegiz ve Aut,(G) ile gosteregiz.

Bu ¢alismada sz Ve Z, p —gruplarinin direkt ve yari-direkt ¢arpimlarinin p = 3 ve
p = 5 durumlan i¢in merkezi elde edilerek, merkezi otomorfizmlerinin bir formu

elde edilmeye calisilmistir.

Anahtar Kelimeler: p — grup, yari — direkt c¢arpim, p — gruplarinin merkezi

otomorfizmleri
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Alt grup

Normal altgrup

G nin merkezi

G nin tim otomorfizmlerinin grubu

G nin tim merkez otomorfizmlerinin grubu

G nin tum i¢ otomorfizmlerinin grubu



1. BOLUM
GIRIS
Biz bu galismamizda, G. S. Stahl, J. Laine ve G. Behm (2010) tarafindan yazilan
tezden [1] faydalanarak, p —gruplarin direkt ve yari-direkt ¢arpimlarinin merkezi

otomorfizmlerinin formunu elde etmeye calistik.

G bir grup olsun. Z(G) = {g € G:ag = ga her a € G} kimesi G nin bir normal alt
grubudur ve G nin merkezi olarak adlandirilir. Eger G nin bir 8 otomorfizmi her g €
G icin g710(g) € Z(G) kosulunu sagliyorsa, 8 — ya G nin merkezi otomorfizmi
denir. Ozellikle gruplarda merkezi otomorfizmler ¢ok ¢alisilmistir. Beisegel [2] bir
p —grubunun merkezi otomorfizm grubunun p mertebeden hicbir normal altgrubu
olmadigini gostermistir. Genellikle merkezi otomorfizmlerin p.mertebeden oldugu
bilinmektedir. Bu C. Hopkins’ in ¢alismasinin [3] bir sonucudur. Hopkins AutP
abelyen ise (ki bu durumda tim otomorfizmler merkezidir.) AutP nin bir p —grup
oldugunu ispatlamistir. Sonlu gruplarin  yari-direkt ¢arpiminin  merkezi
otomorfizmleri ise H. Mousavi ve A. Shomali tarafindan ¢alisilmstir. [4] Sonlu
p —gruplarin merkezi otomorfizmleri ise M. Sharma ve D. Gumber tarafindan
calisilmustir. [5] p™ mertebeli tim p —gruplarmm n < 6 igin ve p nin n < 5 igin
asal ve n = 6 igin tek asal olmasi durumlari i¢in G nin i¢ otomorfizm grubunun
merkezinin, G nin merkezi otomorfizm grubuna esit oldugu gosterilmistir. Diisiik
mertebeden merkezi otomorfizm gruplari ile sonlu gruplar M.J. Curran tarafindan
calisilmistir. Bu calismada Aut,(G) = Z (Inn(G)) oldugu sonucuna varilmustir. [6]
Sonlu p —gruplarinin merkezi otomorfizmlerinin merkezi otomorfizm grubu A. R.
Jamali ve H. Mousavi tarafindan ¢alisilmistir. M. Curran and D. McCaughan

tarafindan sonlu gruplarin merkezi otomorfizmleri ¢alisilmistir. [7]

Biz bu ¢alismamizda sz ve Z, p —gruplarinin direkt ve yari-direkt garpimlarinin

merkezi otomorfizmlerini elde etmeye calistik.

Bu tez 5 kisimdan olugmaktadir. Tezin birinci ve ikinci kisminda ¢alismamizin
kaynagini olusturan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii kisimda

p —grup tanimi ve Ornekleri verilmis olup dordiincii kistmda sonlu abel gruplarin



temel teoremi verilmis olup, son kisimda ise sz ve Z,, p —gruplarinin direkt ve yari-
direkt carpimlarinin p = 3 ve p = 5 durumlar i¢in merkezi elde edilerek, merkezi

otomorfizmleri bulunmustur.



2.BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1. Gruplar
Bu boéliimde, temel terminoloji ve kullandigimiz notasyonlar sunulacaktir.
Bazi temel yapilar tanitilacaktir.
Tamim 2.1.1: n > 2 olmak {izere A, 4,, ... , A, kiimeleri verilsin. O zaman;
Ay XAy, x .. XA, ={(ay,a,,...,a,)|a; EA,1 <i<n}
kiimesine A4, A,, ... , A, nin kartezyen carpimu denir.

Tanim 2.1.2:A4 bos olmayan bir kiime olmak iizere,
*: AXA->A
(a,b) —* (a,b)

fonksiyonuna bir ikili islem denir ve * (a,b) gOsterimi yerine a * b gosterimini

kullanilacaktir.

Tamim 2.1.3: G bos olmayan bir kiime ve *, G iizerinde tanimli bir ikili iglem olsun.
(Gy) Hera,b € G igin a * b € G ( Kapalilik 6zelligi )

(Gy) Hera,b,c € Gicina* (b xc) = (a*b) * ¢ (Birlesme 6zelligi )

(G3) Her a € G icin a*e =e*a = e olacak sekilde bir e € G vardir. ( Birim

eleman ozelligi )

(G4) Hera € G igin a x x = x * a = e olacak sekilde bir x € G vardir. ( Ters eleman
ozelligi )

(Gs) Hera,b € G igina * b = b * a dir. ( Degisme 6zelligi )

ozelliklerinden (G,), (G,), (G3), (G,) kosullari saglaniyorsa G kiimesine = ikili

islemi altinda bir grup denir. Eger bir G grubu (Gs) 6zelligini sagliyorsa G ye * ikili

islemi altinda degismeli grup denir.



Tamim 2.1.4: Bir G grubunun bir H alt kiimesi eger;

DH+0

ii)xy e H,Vx,y€EH

iiiyx_'eH,vx,y € H

Ozelliklerine sahipse H, G grubunun bir alt grubudur. H < G seklinde gosterilir.

H, G nin alt grubu degilse H < Gile gosterilir. G ve {e} gruplarina G nin asikar veya

trivial altgruplar: denir.

Tamm 2.1.5: G birgrupve N < G olsun. Vg € G icin gNg~! € N ise,

N ye G nin normal altgrubu denir ve N =2 G ile gosterilir.

Tamm 2.1.6: G bir grup ve K de G nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.

G nin K yi kapsayan biitiin alt gruplarinin kesisimine K nin irettigi alt grup denir ve

(K) ile gosterilir. K nin elemanlarina da (K) grubunun Uretecleri denir.
(K) grubu K kiimesini kapsayan en kicuk alt grup olarak da tanimlanabilir.

Tamim 2.1.7: Bir G grubu icin G = (K) olacak sekilde bir K € G alt kimesi varsa G

ye K ile iiretilmis grup denir.
Eger K kiimesi sonlu ise G ye sonlu iiretilmis grup denir.

Tamim 2.1.8: Tek bir eleman tarafindan iiretilen bir gruba devirli grup denir ve G =

(a) ile gosterilir.

Tammm 2.1.9: G bir grup ve x € G olsun. x elemaninin {rettigi devirli grubun
mertebesine x elemaniin mertebesi denir ve o(x) ile ya da |x| ile gosterilir. Yani

o(x) yada |x|, x™ = e kosulunu saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir.

Teorem 2.1.10: (Cauchy Teoremi): p bir asal say1 ve p|n olmak Uzere sonlu G
grubunun mertebesi n olsun. O zaman G nin mertebesi p olan bir elemani var ve

bdylece mertebesi p olan bir alt grubu vardir.

Tamim 2.1.11: G bir grup, H de G nin bir alt grubu olsun. Her a, b € G igin G de



"= " bagintis1 ab~! € H & a = b(modH) olarak tanimlansin.
Onerme 2.1.12: Yukarida tammlanan’’ = "’ bagimtis1 bir denklik bagmtisidir.
Onerme 2.1.13: Denklik bagintisina gére a € G elemanimin denklik sinifi

aH = {ah|a € H} kiimesi olup bu kimeye H alt grubunun G deki sol denklik

a

smifi ( sol koseti ) denir.
Ha = {hala € H} kiimesine ise H alt grubunun G deki sag denklik sinifi
( sag koseti ) denir.

Tamim 2.1.14: H nin G deki biitiin farkli sag ( sol ) kosetlerinin sayisina H nin G

deki indeksi denir ve [G: H] ile gosterilir.

Tamim 2.1.15: Herhangi bir sonlu G grubu icin

6] = $1G: Z(g)| dir.

Yani G nin her eslenik smifinin birinden bir elemanin toplamidir.

Lemma 2.1.16: H ve K, K < H < G ile G grubunun alt gruplari olsun. O zaman,
|G:K| =|G:H|.|H: K|

Teorem 2.1.17 (Lagrange Teoremi, Ana bolim): G bir sonlu grup ve H, G nin bir

alt grubu olsun. O zaman, |H|||G| dir.
Sonug 2.1.18: Lagrange teoremi ile p* mertebeli bir grubun asikar olmayan tiim
alt gruplar1, p* ye sahiptir. k € {1,2,..,a — 1} .

Tamm 2.1.19: G bir grup ve H de G nin bir alt grubu olsun. G nin H alt grubuna

gore denklik siniflarinin kiimesi G /H ile gosterilir.

Sonug 2.1.20: G bir grup ve N 2 G olsun. O zaman N normal alt grup oldugundan

her sol koset bir sag koset olup % kiimesi kosetlerdeki carpma islemine gore bir

gruptur ve bu gruba bélim grubu denir. G sonlu ise Lagrange teoreminden

_ lal
|G/N| = T dir.



Ornek 2.1.21: G ve {e} gruplar1 G nin asikar normal alt gruplaridir.
Tamm 2.1.22: G bir grup olmak Uzere,
Z(G) ={a € G:Vx € G igin ax = xa}
seklinde tanimlanan kiimeye G grubunun merkezi denir.
Tamm 2.1.23: G bir grup ve H < G olsun.
Ng(H) ={g € G:gH = Hg}
seklinde tanimlanan kiimeye H nin G i¢indeki normalleyeni denir.

Tamm 2.1.24: G bir grup olmak Uzere, G grubunun baz1 S alt kiimeleri ile tretilmis
grubun elemanlar ile Ry, R, ..., R, bagintilar1 arasinda herhangi bir iligki varsa, G

nin sunumu bagmtilar ve tiretecle su sekilde gosterilir:

G =(S:Ry,Ry, ., Ry)

2.2 Homomorfizma

(G,7), (H,*) iki grup ve f: G — H fonksiyon olsun. Va, b € G igin
f(a-b) = f(a)=*f(b)

kosulunu saglayan f fonksiyonuna grup homomorfizmasi denir.

Tanmm 2.2.1: (G,x)ve(G',0) iki grup olsun. ¢:G — G' doniisimi bir
homomorfizma olsun. e; ve e, sirasiyla bu gruplarin birim elemanlart olsun. O
halde { g € G|lo(g) =e;r} kimesine ¢’ nin ¢ekirdegi denir ve Cekg (Kerg)

seklinde gosterilir.

Tammm 2.2.2: Eger bir grup homomorfizmasi birebir ve orten ise grup

izomorfizmasi denir.

f:G - H, grup izomorfizmasi ise o zamanG ve H gruplar1 izomorftur denir ve G =

H ile gosterilir.
Teorem 2.2.3 (1. izomorfizma Teoremi ): G ve K garpimsal iki grup, f: G — K bir

homomorfizma ve m: G — G/ ker f dogal homomorfizma olmak tizere

6



G/Kker f = Imf olur.

Sonug 2.2.4: ¢ bir grup homomorfizmasi ise birebirdir ancak ve ancak Cek¢ = {e}.
Ispat: Kabul edelim ki ¢, birebir olsun. Eger x € Gek¢ ise 0 zaman;

x@ =1 = 1¢ bu ylizden x = e olup birebirdir. Bu yizden Cek¢ = {e} dir.

Simdi tersine, kabul edelim ki Ceko = {e} olsun. Eger x¢ = y¢p ise 0 zaman
(xy Do = (xp)(yp)™t = e. Bu ylzden xy~! € Cekp. Bu yiizden xy ! =e ve
her iki tarafi y ile carparsak x = y dir. Buradan ¢ birebirdir.

Tamim 2.2.5: G den G ye izomorfizmaya otomorfizma denir.

G nin otomorfizma grubu AutG ile ifade edilir.

2. 3 Dolaysiz (Direkt) Carpimlar

Bilinen gruplardan yeni bir grup olusturmanin dogal yollarindan biri, bunlarin

kartezyen ¢arpimini diigiinmektir.[5]

Gy, Gy, ..., G, gruplar verilmis olsun. Her i = 1,2,...,nigini —inci bileseni G; iginde

olan sirali n —lilerden olusan kiime G; @ G, @ ... ® G,, ile gosterilmistir:

GLDGD .06, ={(91,92 - 9n): gi € G, 1 < i <n}
G, PG, D ... H G, niniki eleman1 (gy, g3, - ) Gn) (gi,gé, ...,gé) icin

(91,925 - 9n) (91, 92 - Gn) = (9191, 9292 - » Gngn) seklinde tammlanirsa,

G, D G, @ ... D G, iginde bir ikili islem elde edilir. Burada g;g7 nun, G; nin ikili
islemine gore hesaplanacagi agiktir. Bu ikili islemle G; @ G, @ ... @ G,, bir gruptur.

Tamim 2.3.1: G, @ G, D ... D G, ye G4, Gy, ... , G, gruplarinin dis dolaysiz ¢carpim

(veya toplam) denir.

Ornek 2.3.2: Z, @ Z3 = {(0,0),(0,1), (0,2), (1,0),(1,1), (1,2)}. Bu mertebesi 6
olan bir abel grubudur. Bu grup iginde (1,1) in trettigi alt grup:



((1,1)) = {(0,0),(1,1),(0,2),(1,0),(0,1),(1,2)} olup Zy @ Z5 tin tamamidir. O

halde Z, @ Z3 bir devirli gruptur ve Zg ya izomorftur.

Tamm 2.3.3: G bir grup Hy, H,, ..., H,, onun altgruplar1 olsun. Asagidaki ii¢ kosul
saglaniyorsa, G grubu Hy, H,, ..., H,, alt gruplarinin i¢ dolaysiz ¢arpimdir denir ve

G = Hy X H, X ... X H, yazilr:

)G =H, ..H,

ii) Her i # j,h; € H;, h; € H; igin h;h; = h;h; dir.

iii) Heri = 1,2,... ,n —1i¢in (H, ... H;) N H; 4, = {e} dir.

Ornek 2.3.4: 73, = {1,5,7,11,13,17,19, 23} grubunun

H, ={1,5,13,17}, H, = {1,11}, H; = {1, 19} altgruplar1 verilsin.

H.H, = {1,5,7,11,13,17,23}, H,H; = {1,11, 19,17}

HH,H; = {1,5,7,11,13,17,19, 23} olur. Burada;

H, N H, = HyH, N Hy = {1} ve H,H,H; = T5,,

Her i # j,h; € H;, h; € H; icin h; h; = h;h; oldugundan, Z3, = H; X H, X H tr.

Ornek 2.3.5: Z*/15 ={1,2,4,7,8,11,13,14} kiimesi, mertebesi 8 olan bir degismeli

grup belirtir. Bu grup 2 ve 11 elemanlarmin irettigi devirli direkt g¢arpima

izomorftur.

H, = (2) ={1,2,4,8},

H, = (11) = {1,11} biitiin olas1 ¢arpimlar1 H,H, = {1, 2,4,8,11,22,44,88 }
H, N H, = {1} saglanir ve H; X H, ye izomorftur.

Ornek 2.3.6: S5 grubu icinde H, = {1,(1,2)}, H, = {1,(1,3)} ve H; = {1,(2,3)}
altgruplart alinirsa ilk kosul olan S; = H; H, H3 kosulu saglanmakla birlikte,

(12)(23)=(123), (23)(12) = (13 2) den goriildiigii tizere

(12)(23) # (23)(1 2) olup ikinci kosul saglanmamaktadir. Bu nedenle,



S; # Hy X H, X H3 tar.

Ornek 2.3.7: Toplamsal grup Cicginde, H={a:a € R} ve K ={bi:b € R}
altgruplarini alalim. Yine ilk kosuldan H + K = {a + bi : a,b € R} = C,

heH k€K = h+k=k+ hveHnNK ={0} oldugundan, C = H x K dir.

2.4 Yar1 Direkt Carpimlar

Tammm 2.4.1: H ve K sonlu non-trivial gruplar olmak Uzere ve ¢: K - Aut(H) bir
homomorfizma olsun. Simdi bir X, operatorii tanimlayacagiz.

H >, K kimesi {(h, k): h € H, k € K} olsun.

* iglemi tlizerinde G > H X, K

(hq, kq) * (hy, ky) = (hy@(ky)(hy), kik,) ¢arpimi H ve K nin yar1 direkt ¢arpimudir.
Bu homomorfizma grup 6zelliklerini saglar.

Yari direkt ¢arpim kisaca H X K seklinde gosterilecektir.

Teorem 2.4.2: H ve K yukaridaki gibi tanimli ise |G| = |H||K]| dir.

Ispat: (G,*) bir grup oldugundan birlesme 6zelligine ve birim elemana sahiptir.
Bunun yan1 sira her elemanin tersi de vardir.

* islemi G de 1yi tamimlidir. Birlesmeli oldugunu gosterelim:
((hp ki) * (hy, kz)) * (hs, k3) = (hy@(ky)(hy), kiky) * (hs, k3)

= (hap(ky) (hp) @ (k1kz) (hs), kykoks)
= (h19 (k1) (h2) ) (@ (e ) p (k) (ha)) ki ko kes)
= (h1 () (h2pUe2) (1)) ) eaeokes
= ((hy, k) * (ha(p(k2) (h3)), kaks)
= (hy, kq) * ((hz,kz) * (h3,k3))
e = (1,1) G nin birimi trivialdir.
(h, k) € G icin(p(k~1) (™), (k™1)) ters elemanlaridur.

(h k) * (k™) (™), (k™) = (ho () (k™) (h™), kk™)

9



= (ho(k) o (k™)) (A1), kk™)
= (hp(k) e (k)™ (h™1), kk ™)
= (hig(h™"),1)
=(1,1)

Benzer sekilde (@ (k™1 (h™1), (k1) * (h, k) = (1,1) dir.

Sonug olarak grubun mertebesinin |H||K| oldugu agiktir.

Sonug¢ 2.4.3: Eger ¢ trivial homomorfizm ise o zaman yari-direkt ¢arpim, direkt
carpim olur.
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3. BOLUM
p —GRUPLAR

Tamim 3.1: p bir asal say1 olmak {izere bir G grubunun tiim elemanlarinin mertebesi

p nin bir kuvveti ise G ye p —grup denir.

G nin bir H alt grubu p —grup ise H ye G nin p —alt grubu denir.

Ornek 3.2: Dg grubu bir 2 —gruptur gérelim:

Dg grubu karenin simetriler grubudur ve Dg ile veya D, ile gosterilir.

x,y diizleminde orijin merkezli, kdselerinde ardisik 1, 2, 3, 4 numaral kare alalim.

dy: 0° lik dénme ( ilk konum)
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t;: yatay eksen etrafinda 180° lik donme t; = (12)(34)

Boylece Dg grubunun elemanlarini belirlemis olduk.

Dg = {d,, dy, dy, d3, t1, t3, ks, k2 }.

Simdi her elemanin mertebesinin 2 nin kuvveti olugunu gorelim:
dy € Dg elemant i¢in, dy = e ,

d, € Dg elemaniigin,d; = (1234) = d122 =e,

d, € Dg eleman icin, d, = (13)(24) = d,* = e,

ds € Dg elemani icin, d, = (14)(32) =d,* =e,

t, € Dg elemaniigin, t; = (12)(34) =t =e,

t, € Dgelemaniigint, = (14) (23)=t,2=e
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k, € Dg eleman i¢in, k; = (24) = k,* = e,

k, € Dg elemani icin, k, = (13) = k,> = e olup her elemanin mertebesi 2 nin

kuvvetidir. Boylece Dg bir 2 —gruptur.
Ornek 3.3: Zg grubu bir 5 —gruptur.

Zs ={0,1,2,3,4} elemanlarindan olusur ve |Zs| =5 olup, her elemanin

mertebesinin 5 in bir kuvveti oldugunu gorelim:
|0] =1 =5°,

1l =n.1=0isen=75,

2| =n.2=0isen=75,

3| =n.3=0isen=5,

|4| = n.4 = 0isen = 5 olup Zs in her elemanm mertebesi 5 in bir kuvvetidir. O

halde Zg grubu bir 5 —gruptur.

Ornek 3.4: Zg grubu, alt gruplarinin i¢ direkt carpimi olarak asagidaki gibi

yazilabilir:

Zs grubu asal oldugundan alt gruplari, H; = {e} ve H, = {Zz} dir. Buradan i¢ direkt

carpim Ozelliklerini saglar:

i)Zs =H,.H, = e.Zs = Zs

ii) e.Zs = Zs. e olup alt gruplar degismelidir.

iii) H; = {e},H, = {Zs} icin H; N H, = {e} olup Zs = H; X H, dir.
Ornek 3.5: Karenin simetriler grubu ve Klein4 —lii grubu 2 —gruptur.

Mertebesi p™ olan her grubun, elemanlarinin mertebesi, grubun mertebesini

boleceginden, bir p —gruptur.

Teorem 3.6: G trivial olmayan bir grup olsun. G nin sonlu p —grup olmasi igin gerek

ve yeter sart k € Z* icin |G| = p* olmasidir.
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Ispat: G, sonlu p —grup olsun. Bir g # p asal sayis1 icin g/|G| ise Cauchy
teoreminden G nin mertebesi g olan alt grubu vardir. Bu ise G nin p —grup olmasi ile

celisir. Bdylece G nin tek asal boleni p dir. Yani k € Z* icin |G| = p* dir.
Tersine Lagrange teoreminden G nin her elemaninin mertebesi p nin kuvvetidir.

Tamim 3.7: Bir p —grubu, devirli gruplarin yari-direkt carpimi olarak yazilabilir. Bu
da tamamen ¢arpanlarina ayrilabilirdir.

Bu tanimda p ve p? mertebeli p —gruplarin tamamen ¢arpanlarma ayrilabilir oldugu
tiim durumlarda yari-direkt ¢carpim trivial oldugu i¢in ¢arpanlarina ayrilabilirdir.

Ornek 3.8: Z;, nin 2 —alt gruplart H = {0,6} ve K = {0, 3, 6,9} dur.

3 —alt grubu ise L = {0, 4, 8} dir.

Z1, nin H = {0, 6} alt grubununun, Z;, nin 2 —alt grubu oldugunu gérelim.
0] =1,

|6] =n.6 = 0ise n = 2 dir. O halde H < Z;, alt grubunun her elemanin mertebesi

2 nin bir kuvveti oldugundan H = {0, 6} alt grubu bir 2 —alt gruptur.

Simdi, K = {0, 3, 6,9} alt grubunu ele alalim.
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o
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K = {0,3, 6,9} alt grubu bir 2 —alt gruptur.

Simdi, L = {0, 4, 8} alt grubunu ele alalim.

0] =1,

|4| =n.4=0isen = 3,

|8] = n.8 = 0 ise n = 3 olup her elemanin mertebesi 3 Un bir kuvveti oldugundan

L = {0, 4,8} alt grubu bir 3 —alt gruptur.
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Ornek 3.9: A, grubunun ('S, Un cift permitasyonlar grubu )2 — alt gruplari:
((12)BHNA)(2HN(14)(23)) ve {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} tir.

Teorem 3.10: G bir p™ mertebeli bir p —grup olmak lizere G nin merkezi
non-trivialdir. Yani Z(G) # 1.

Ispat: G bir p asal sayisinin bir kuvvetinin mertebesi olan sonlu asikar bir grup

olsun. Z(G) bir elemandan fazlasina sahiptir ancak ve ancak g € Z(G) ise
cl(g) = {g} dir. ( g nin esleniklerinin sayis1)

Boylece istedigimiz elemanlar: segerek sinif denklemini su sekilde yazariz:

161 = 12(@)] + ) 16:2(9)]
Burada toplam sembolii birden fazla elemani1 olan biitlin eslenik siniflarinin iizerinde

caligir. Fakat, |G:Z(g)| = |G|/Z(g) dir. Yani);|G: Z(g)| igindeki her eleman k > 1
iken p* formuna sahiptir. Bundan dolay1|G| — Y|G: Z(g)| = |Z(G)| olur.

|G| —X|G:Z(g)| burada her terim p ile boliiniir. Sonrasinda p, |Z(G)| yi de boler.
Dolayisiyla Z(G) # 1.

Ornek 3.11: G degismeli grup, H ve K de altgruplari olsun. |H| = m, |K| = nve
d = ekok(m,n) olsun. Bu halde G nin d. mertebeden altgrubu vardir.

Co6zUm: G grubu degismeli oldugundan HK < G ve H ve Ksonlu oldugundan, HK
de sonludur. H ile K, HK nin altgruplar1 oldugundan m||HK| ve N||HK| dir.
Boylece D||HK| dir. Bu halde HK sonlu degismeli grup ve d/|HK| oldugundan HK

nin ve boylece G nin  mertebesi d olan alt grubu  vardir.
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4, BOLUM
SONLU ABEL GRUPLARIN TEMEL TEOREMI

Bu bolimde verilen temel teorem, temel teoremin ikinci ifadesi, tanim ve Ornekler

[6] da ¢alisilmustir.

Bu bdliimde, bir cebircinin goziiyle, yani izomorfizm farkiyla, tim sonlu abel
gruplarin yapisint agiklayan bir teorem verilecektir. Bu teorem 1858 de Leopolt

Kronocker tarafindan ispatlanmistir.

Teorem (Temel Teorem): Her sonlu abel grubu, her birinin mertebesi bir asal
saymin kuvveti olan sonlu sayida devirli altgrubun i¢ dolaysiz ¢arpimidir. Ayrica bu
dolaysiz ¢arpimdaki devirli gruplar, siralanislari disinda ve izomorfizm farkiyla tek

tarld belirlidir.

Ayrica mertebesi n olan her devirli grubun Z,, ye izomorf oldugu géz oniine alinirsa,

Temel Teorem, her sonlu Abel G grubu igin,
~ 7 n Nk
G =Ly X Lps X oo X Ly,

olacak sekilde (farkli olmalari gerckmeyen) asal sayilar, py,..,px Ve pozitif
tamsayilar, nq,...,n, bulundugunu gosterir. Buradaki p;™,...,p,"™* sayilarn G
tarafindan tek tiirlii belirlenir. Bir sonlu Abel grubunu bu sekilde ifade etmek, onun

izomorfizm smifin1 tamamen belirler.

Temel teorem o kadar gicludir ki bu teoremi kullanarak istenilen her mertebeden
tiim Abel gruplarini, izomorfizm farkiyla, insa etmek miimkiindiir. Ornegin p bir asal

say1 olmak iizere, mertebesi p olan her Abel grubu Z, ye; mertebesi p? olan her Abel

grubu, Z,2 veya Z, X Z, den birine; mertebesi p3 olan her Abel grubu, L3,
Zpy2 X L, Ly X Ly X Ly den birine, mertebesi p* olan her Abel grubu, Lyt

Loy X Lp, Lz X Ly X Lp, Lip X Ly X Ly X Ly, L2 X L2 den birine izomorftur.
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G bir sonlu Abel grubu ise, G nin Temel Teoremdeki ifadesini asagidaki gibi

duzenleyebiliriz:

p1 > -+ > pyi farkl asal sayilar; her i = 1,..,k;j =1,..,7 icin t;; = 0 ve ayrica

j <wigin t;; > t,0lmak Uzere :

L tier X Ly bz X Ly, bz X oo X Ly, b X
yazalim. Bu takdirde, her j = 1, ...,r iginm; = pfljp?j ...pfkj
Tammlarsak, her j = 2, ...,r i¢cinm;/m;_; ve

G=Zm, XLy oo X Ly,

olur. Boylece elde edilen m,, ..., m, tam sayilari tek tiirlii belirlidir.

Gergekten, eger her j=2,..5s icin Wi/l ve

G=7Zy XLy, ..xXTI, olan1 < pus; < us_q < -+ < py sayilari varsa, 7 = s ve her

j=1,..,r igin u; = m; dir. Bunu gormek igin her bir u; nin asal ¢arpanlarina

ayrilisi diisiiniiliirse, u;; > 0 olmak Uzere u; = p;' YUpt? | p* oldugu ve

G(pi) = Lp;tin X Ly tip X o X L tiy = Lp Uiy X Ly Uip X oo X L U

oldugu goriiliir. Temel teoremin birinci ifadesinden r = s oldugu, her j =1, ...,r

iginpi” = pr Yve dolayistyla, j = m; oldugu goriiliir.

4.1 Sonlu Abel Gruplarin Temel Teoremin Ikinci Ifadesi

Eger G bir sonlu Abel grubu ise, dyle tek turli belirli mq,...,m, tam sayilar

bulunabilir ki her j = 2, ...,7 igin mj/mj_y Ve G = Zyp, X Loy, ... X Ly, (2) dir.
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Ornek 4.1.1: G =7, X7, X Ly X Is X s X Zs grubunun (2) deki bicimde
yazilist sdyle elde edilir:

Gosterimler yukaridaki gibi olmak {izere p; = 5, p, = 3 alinirsa,
tin =Lt =1Lt13 =1t =1,t,, =0,t53 =0;t31 = 2,t3, = 1,33 =0 ve
m; = 5.3.22 = 60,m, = 5.2 = 10, m5 = 5 elde edilir. Boylece,
G = Zgo X Zqg X Zs
oldugu gortiliir.

Tamim 4.1.2: Temel Teoremin ilk ifadesinde ortaya ¢ikan p;™1, ..., p,™* sayilarina G
nin basit ¢arpanlar, ikinci ifadede ortaya ¢ikan mq,...,m, sayilarina da G nin

degismez ¢carpanlari denir.

Temel Teorem’in ispatindaki yontemle, mertebesi p™ (p asal) olan bir G Abel

gruplarin dolaysiz ¢arpimi olarak yazilisi sdyle programlanmustir:
Once, G nin mertebesi en biiyiik olan elemanlarindan biri, diyelim ki a, alinr,
G =(a;) XKy, G1 = {ay)

bulunur. Sonra varsa G i¢inde mertebesi p* < |G|||61| olan ve her

j=01,..,k—1icin aé’l ¢ G, kosulunu saglayan elemanlari arasinda mertebesi

maksimum olan biri segilir,
G =(ay) x{ay) X K;, G, =Gy x{ay)

bulunur. Sonra varsa G icinde mertebesi

pt < |G|||GZ| olan ve her j=0,1,..,t—1 icin ag’] ¢ G, kosulunu saglayan

elemanlar1 arasinda mertebesi maksimum olan biri segilir,
G = (ay) X {az) X (az) X K3,G3 = G, X (az)

bulunur ve bu islem stirdiiriiliir. Bu siirecin sonlu olacag: agiktir.
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Ornek 4.1: Zi, in G = {1,9,16,22,29,53,74,79,81} altgrubunu ele alahm. Bu

grubun elemanlarinin mertebeleri agagidaki tabloda gosterilmistir:

Eleman 1 9 16 22 29 53 74 79 | 81
Mertebe 1 3 3 3 3 3 3 3 3

O halde bu G grubu bir 3 —gruptur.
a; = 9 secelim. O zaman, G; = (9) = {1,9,81} olur.

a, = 16 secersek, G, = (9) X (16) = G ve boylece G = Z; X Z5 oldugu goriiliir.
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5. BOLUM
p — GRUPLARIN OTOMORFIZMLERI
5.1 p — Gruplarin Yari direkt Carpimlar Olarak Carpanlarina Ayrilmasi
Onerme 5.1.1: G, n mertebeli bir sonlu grup olsun. Eger G /Z(G) devirli ise 0 zaman
G abelyendir.
Ispat: [1] Z(G) = {1, 2y, 2,, ..., z;—1 } q. mertebedendir. Kabul edelim ki
G/Z(G) = {x1 Z(G),x2Z(G), ..., X, Z(G)} devirlidir. Bu m mertebeli g € G vardir
anlamina gelir 6yle ki m € Z* ve m < n igin:
G/Z(G) =(9Z(G)) = {Z(6),9Z(6), g*Z(G), ..., g™ ' Z(G)} .
Bu yizden tim k€ {1,2,..,n} i¢in baz1 i€{1,2,..,m} vardr Oyle ki
{xk, X121, oo, X3 2g—1} = % Z(G) = g'Z(G) = {g', 9'z1, 9' 25, .., §' 241}
= x, € {9 9'21,9'2,, .., 9241}
= x, = g' veyax, = g'z;  €{1,2,..,q — 1}.
Boylece tim x € G ler igin bir g € G var oldugu sonucuna varildi.
Bazi1 < i < mvebaz z € Z(G) icin x = g'z dir.
Teorem 5.1.2: G, p™ mertebeli bir p —grup olsun. O zaman;
i) G nin merkezi non-trivialdir.
ii) Her k € {0,1, ..., n} icin G, p* mertebeli bir normal alt gruba sahiptir.
iii) p™~1 mertebeli her alt grup G de normaldir.
Teorem 5.1.3: p bir asal say1 olmak uzere herhangi p mertebeli bir grup, devirli Z,,
grubuna izomorfiktir.
Teorem 5.1.4: p asal olmak lizere p®> mertebeli grup Z,. ye ya da Z, X Z, ye

izomorftur.

5.2 p —Gruplarmm Otomorfizmleri
Tamim 5.2.1: G grubunun otomorfizm grubu, izomorfigi olan bir H grubu olsun.

Yani, bazi y izomorfizmleri igin Aut(G) = Hdur.

Y(p)=nh
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h € H i¢in Y altindaki baz1 ¢ € Aut(G) otomorfizmlerinin gOriintisiidiir. Sunu
sOyleyebiliriz ki ¢ ve h izomorfik olmalar1 bakimindan iliskilidir. Bunu su sekilde
gosteririz: ¢ < h.

5.3 Zpn nin Otomorfizm Grubu

[1] Bir devirli p — grubunun otomorfizm grubu Zpn , Zpn™ ¢arpim grubuna
izomorfiktir.

Aut(Zpn) = Zpn*
Aut(Zpn) otomorfizm grubunun elemanlarinin birlesimine bakalim:
7, o birim elemandan farkli olmak {izere,
7,0 € Aut(Zpn) alahm. (1) = g ve (1) = h alalim.
moo(l)=n(th)=n(1+1+---+1)
=) +n()+ - +m(1)
=hn(1l) = hg

p" 1(p — 1) mertebeli devirli bir grup Zpr" oldugundan, aslinda bir eleman
tersinirdir. Ancak ve ancak p ile boliinebilir degildir.

|Zpn*| =p" —p™" "t =p" 1 (p—1).

5.4 Zy X Ly ve Zpn Nin Otomorfizm Gruplar

[1] Z,, X Z,, ve Zpn nin otomorfizm grubu Gustav Saeden Stahl, Johan Laine, Gustav
Behm tarafindan su sekilde ¢alisilmistir:

Ly, X Ly iki eleman tarafindan iiretilen bir gruptur. Bu grubun iiretegleri olarak (0,1)
ve (1,0) i alalim.

@ € Aut(Z, X L) ve ¢(1,0) = (a,b) ve ¢(0,1) = (c,d) alalm.
Eger (g, h) € Z, X Z, alirsak, go((g, h)) = ¢((g,0) + ¢((0,h))

=g ¢(1,0) + h¢(0,1)
= g(a,b) + h(c,d)

= (ga + hc,gb + hd)
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Bu otomorfizmay1 matris olarak asagidaki sekilde yazabiliriz:

(@m.(* )= (ga+he,gb+hd)

o € Aut(Zy, x L) ve 0(1,0) = (c,d) ve 6(0,1) = (k, 1) olsun.
oo @(g,h) =0(ga+ hc,gb+ hd)

= (ga + hc) a(1,0) + (gb + hd)o(0,1)

= (ga + hc)(i,j) + (gb + hd) (k, 1)

= (gai + hci, gaj + hcj) + (gbk + hdk, gbl + hdl)

= (g(ai + bk) + h(ci + dk), g(aj + bl) + h(cj + dl))
Ayni1 sonucu asagidaki gibi de elde ederiz:

@m0 D=6n(Gia gia)

= (g(ai + bk) + h(ci + dk), g(aj + bl) + h(cj + dI)) elde edilir.
Dolayisiyla iki otomorfizmin bileskesi matris ¢carpimi ile aynidir. Gergekten

¢ € Aut(Z, X Zy) bir izomorfizm olup olmadigin1 kontrol edelim. Sonlu gruplarla
islem yaptigimizdan birebir oldugunu gostermek yeterlidir.

(g,h) (Ccl Z) = (0,0) tek ¢coziime sahiptir.

(g, h) = (0,0) ancak ve ancak matris tersinirdir. Yani
ad — bc # 0 dir. Goriiyoruz ki,

Aut(Zy, X L) = Gl,(p) dir.

55 sz X Ly nin Otomorfizm Grubu

p > 2 olmak Uzere Z,2 X Z, nin otomorfizm grubunun sunumu Gustav Seaedén Stahl,
Johan Laine, Gustav Behm in ¢alismalarinda [1] su sekilde verilmektedir:

Z,2 X L = {a,b:aP" = 1,b? = 1,ab = ba)
@ asagidaki gibi tanimlanmistir:

q):sz XZp - sz X Zp
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(a,b) - (a'b/ ,aP™b})

{a—>aibj i € Z,2 vei# 0 (mod p)
b —» akb' m,j,1 € Zyvel # 0 (mod p)

Grubun mertebesi:
|Aut(sz X Z,)| = (0® — p?)(p* — p) = p3(p — 1)? verilmistir.

Son olarak otomorfizm gruplarinda doniisiimiin nasil ifade edildigine bakalim.
Bunun i¢in baska bir otomorfizm o alinmis ve su sekilde tanimlanmustir:

a-a'bli' e Z,2vei' # 0 (mod p)
o: L
b—aP™b'm',j',l' € Zyvel' # 0 (mod p)

Teorem 5.5.1: @: Zg X Zz — Zg X Z5 otomorfizmleri

|Aut(Zy X Z3)| = 33(3 — 1)2 = 108 tanedir. Bu déniisiimleri bulalim:
¢: (a,b) - (a®b%,a>™ p")
@1:(a,b) = (a'b®,a®™ b")
@,:(a,b) > (albl,a3m'bl')
@3:(a,b) - (albz,a3m'bl')
@4: (a,b) - (a?b°,a>™ b"")
¢s: (a,b) - (a?bt,a®™ b"")
96: (a,b) - (a®b? a>™ b'")
@7 (a,b) - (a*b®,a®™ b'")
@g: (a,b) — (a*bt,a®™ b")
®o: (a,b) = (a4b2,a3m'bl')
@10: (@, b) — (a®b°, a®™ b'")
@11: (@, b) - (a®b*, a®™ b"")
@12: (@, b) » (a®b? a®™ b'")

@13 (a,b) - (a’b°, a3m’bl')
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@14:(a,b) > (a7b,a®™ bY)
@15 (a,b) — (a’b? a®™ b'")
@16: (a,b) > (a®b° a®™ b")
@17 (a,b) - (a®b®,a®™ b'")

915 (a,b) > (a®b?, a®™'b")

m' ve ' niin degerlerini yerine yazarsak bu 108 otomorfizma sunlardir:

m' =0vel =0icin:

@1: (a,b) - (a'b® a’b®)
@,: (a,b) - (ath?,a’b?)
@3:(a,b) - (a'b? a’h°)
@4: (a,b) - (a®b°,a’b®)
@s: (a,b) - (a*b*,a’b°®)
@¢: (a,b) — (a*b?,a’h®)
®7:(a,b) » (a*b° a’b®)
@g: (a,b) - (a*b*,a’b°)

@o: (a,b) - (a*b?,a’h°)

m' =1vel =0igin:

p1: (a,b) - (a'h® a®b®)
p2: (a,b) - (a*b?,a®b®)
ps: (a,b) - (a'b? a®b°)
pa: (a,b) = (a®b°,a®b°)

ps: (a,b) - (a*b*,a*b°)

¢: (a,b) = (a®b%,a’b®)
¢10: (a,b) = (a®b°,a’b”)
®11: (a,b) - (a>b*,a’b®)
®12: (a,b) = (a®b?,a’b°)
®13:(a,b) = (a’b° a’bh®)
®14: (a,b) = (a’b*,a’b®)
@1s: (a,b) - (a’b? a’b®)
@16 (a,b) = (a®h°,a’bh°)
®17: (a,b) - (a®b*,a’bh®)

¢1g: (a,b) = (a®b?, a’b®)

p:(a,b) - (a®b%,a3b%)
P10t (@, b) = (a®b°,a*b®)
p11: (a,b) = (a®bt,a3h°)
p12: (a,b) = (a®b?, a®b°)
p13: (@, b) - (a’b° a®b?)

p1a: (a,b) — (a’b',a’b°)
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pe: (a,b) — (a?b?,a3b°)
p7:(a,b) - (a*b°, a3b®)
pg: (a,b) » (a*bt,a3b?)

po: (a,b) = (a*b?,a3b°)

m' =2vel =0igin:

7,:(a,b) = (a'b®, a®b®)
7,:(a,b) — (a*b?,a®b®)
73: (a,b) » (a'h?,a®b?)
7,:(a,b) = (a?b°,a®b°)
75: (a,b) » (a®b?t,a®b?)
1¢: (a,b) = (a?b?,a®b°)
7,: (a,b) = (a*b®,a®h°)
1g: (a,b) = (a*b?l,a®h®)

19: (a,b) » (a*b?,a®h°)

m' =0vel =1icgin:

ay:(a,b) - (a*h®, a’b?)
ay: (a,b) = (a*bl,a’b?)
as: (a,b) = (a*h?,a’bh?)
ay: (a,b) - (a®?b° a’bt)
as: (a,b) - (a?bt,a’b?)
as: (a,b) - (a®?b?,a’bt)
ay:(a,b) - (a*h®, a’bh?)

ag: (a,b) - (a*bt,a’b?)

p1s: (a,b) = (a’b? a3b?)
P16* (a' b) - (aSbO’ a3b0)
p17:(a,b) — (a®bt,a3b?)

p1s: (a,b) = (a®b? a3b°)

(a,b) - (a®b%,a®b°)

710: (a,b) = (a®b°, a®h®)
711: (a, b) = (a®b?,a®h®)
715: (a,b) = (a®b?,a®h®)
713:(a,b) = (a’b°, a®bh®)
714: (a,b) = (a’b?, a®b?)
715: (a,b) = (a’b?, a®b®)
T16: (a,b) — (a®b°, a®b?)
717: (a,b) — (a®b?, a®b?)

715: (a,b) = (a®b?, a®bh®)

(a,b) — (a®b%3,ab?)

a10: (@, b) = (a®b°,a’b?)
a11: (a,b) = (a®bt,a’b?)
a1,:(a,b) = (a®b? a’b?)
ay3: (a,b) = (a’b% a’bh?)
a14: (a,b) = (a’bt,a’b?)
ays: (a,b) = (a’b? a’b?)
a16: (a,b) - (a®h°, a’b?)
ay7:(a,b) - (a®bt,a’b?)
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aq: (a,b) - (a*b?,a’b?)

m' =1vel =1igin:

B1: (a,b) — (a'b®, a3b?)
B: (a,b) - (a'b?,a’b?)
Bs: (a,b) — (atb? a®b?)
Bs: (a,b) > (a®b°,a*bh)
Bs: (a,b) - (a?bt,a®b?)
Be: (a,b) = (a?b? a3b?)
B: (a,b) - (a*b° a3b?)
Bs: (a,b) — (a*b?,a3b?)

Bo: (a,b) - (a*b? a’b?)

m' =2vel =1icin:

g:(a,b) > (a*h®, abb?)
&:(a,b) - (a'bt,a®b?)
&3:(a,b) = (a'b? a®bh)
g4:(a,b) > (a?b°, a®b?)
es: (a,b) = (a®b?,a®bh)
gg: (a,b) —» (a?b?,a®b?)
&,:(a,b) - (a*b®, abb?)
gg: (a,b) — (a*b?,a®b?)

g9 (a,b) > (a*b?, a®h")

aqg: (a,b) — (a®b? a’b?)

(a’ b) N (aZ9bZ3,a3b1)

B10: (a,b) = (a®b°, a3b?)
B11: (a,b) —» (a®b*,a®b*)
B12: (a,b) = (a®b?, a3b?)
B13: (a,b) = (a’b° a3b?)
B1a: (a,b) — (a’b*,a’b?)
Bis: (a,b) - (a’b? a’b")
Bi1e: (a,b) = (a®b°, a3b?)
B17: (a,b) — (a®b',a’b?)

Bis: (a,b) = (a®b? a®b?)

(a,b) — (a2 b?%3,abh?)

£10: (a,b) = (a®°b°, a’b?)
£11: (a,b) » (a®b?,a®b?)
£15: (a,b) » (a®b?,ab?)
£13:(a,b) = (a’b° abb?)
£14:(a,b) = (a’bt,a’bt)
g5:(a,b) - (a’b? abb?)
£16:(a,b) » (a®b°, abb?)
&17:(a,b) - (a®b?,ab?)

e1g: (a,b) = (a®b? a®b")
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5.6 Direkt Carpimlarin Merkezi ve Merkezi Otomorfizmleri
Teorem 5.6.1: @: Zg X Z3 grubunun merkez elemanlarini bulalim.
Zqg X Z5 grubunun elemanlari :

{(0,0),(0,1),(0,2)(1,0),(1,1), (1,2), (2,0), (2,1),(2,2), (3,0), (3,1), (3,2), (4,0), (4, 1),

(4’2)’ (510)1 (5’1)’ (5)2)) (6)0)) (6’1)’ (6’2)F (710)1 (7F1)F (7F2)F (810)1 (8’1)’ (8’2)}
dir.

Toplama islemine gore Zq X Z3 grubunun tim elemanlari merkezdir.
Zqg X T3 grubunun merkez elemanlarinin kiimesini Z(K) ile gosterelim. O halde
Z(K) ={(0,0),(0,1),(0,2)(1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2), (3,0), (3,1), (3,2),

(4,0), (4,1), (4,2), (5,0), (5,1),(5,2), (6,0), (6,1), (6,2), (7,0), (7,1), (7,2), (8,0), (8,1), (8,2)}

olur. O halde 27 tane merkez elemani vardir.
@Q:lg2 X Ly > L2 X L
(a,b) - (a'b’, a®™pt)
g = (0,0) € Zg X Zs icin g~ i bulalim:
(0,0) + (a’,b") = (0,0)
gt =(a',b)=(00)
Merkezi otomorfizm olmast i¢in g~! + ¢ (g) € Z(K) olmalidir.
(0,0) + (0,0) = (0,0) € Z(K) olup merkezdir.
g = (0,1) € Zy X Z5 icin g~1i bulalim:
(0,1) + (a',b") = (0,0)
g t=(,b)=(02)
Merkezi otomorfizm olmast i¢in g~! + ¢ (g) € Z(K) olmalidir.
(0,2) + (0,1) = (0,0) € Z(K) olup merkezdir.
g = (8,2) € Zy X Zs icing~1i bulalim:
(82) + (a',b') = (0,0)

g t=(@,b)=@11D
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Merkezi otomorfizm olmasi igin g~ + ¢(g) € Z(K) olmaldir.
(1,1) + (8,2) = (0,0) € Z(K) olup merkezdir.
O halde Zq X Z5 grubunun biitiin elemanlart igin,

g+ ¢(g) = (0,0) € Z(K) olup biitiin elemanlar1 merkezi otomorfizm olup 27
tanedir.

Ornek 5.6.2: [1] Z,y2 X Ly, * operatdrii ile su sekilde ifade edilmistir:
(a,b) * (c,d) = (a+ @b)(c),b+d)=(a+ (1 +pb).c,b+d)

Burada ¢ (b), (1 + pb) carpimini ifade eder. Ve merkez de:

7(G) = {((1) ’;) :n € L zve p/n} = {(n,0):n € Z,2ve p/n} seklinde ifade edilir.

5.7 sz X Ly nin Otomorfizm Grubu

Z,2 X Ly, nin otomorfizm grubu Gustav Saeden Stahl, Johan Laine, Gustav Behm in
calismalarinda [1] su sekilde verilmektedir:

Bu grubun iki iireteci vardir. Bunlar a = (1,0) ve b = (0,1) ve ba = a'*Pb dir.
Bu grubun sunumu su sekildedir:

Z,> ¥ L, = {a,b:p*a = 0,pb = 0 ba = a'*Pb)
Bir ¢ € Aut(sz X Zp) otomorfizmi alinmis ve su sekilde tanimlanmistir:

fa- atbl i€ Z,2ve i % 0(modp)
Vb - armb j,m €L,

Otomorfizm grubunun mertebesi,

|Aut(Z,2 % Z,,)| = p(p — 1) dir.

Teorem 5.7.1: Zg % Z3 Un otomorfizm gruplari,

|Aut(Z42 x Z3)| = 3°(3 — 1) = 54 tanedir. Bu doniisiimleri bulalim:
@ € Aut(Zqg X Z3) alalim.

fa- atb’ i€ Zy2ve i # 0(mod3)
1 b admp j,me€Z,

X islemi ile:
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(a,b) * (c,d) = (a+ @b)(c),b+d)=(a+ (1 +pb).c,b+d)
Q:lg X1z > Lo X L3

(a,b) - (a®2b?,a®™b)

m = 0 igin;

@, — (a'b®, a’b)
@, — (a'bt,a’b)
@5 - (a'b?,a’b)
@4 — (a?b°,a’b)
@s = (a?bt,a’b)
e — (a®b?,a’b)
@, = (a*b® a’b)
@g — (a*bt,a’b)
@Yo — (a*b?,a’b)
m = 1igin;

8; = (a*b®, a3b)
8, = (a*bl, a3b)
83 = (a'h?, a3b)
84 = (a?b°,a3b)
8s = (a?bl,a3b)
8¢ — (a?b?,a3b)
5, = (a*b® a3b)
8g — (a*bt,a3b)
89 = (a*b?,a3b)
m = 2 igin;

v, = (a'h®, a®b)
Y2 — (a*b?,a®b)

ys — (a'b? a®b)

@10 — (@°b°,a’b)
®11 = (a®bt,a’b)
@12 ~ (a°b? a’b)
@13 = (a’b°,a’b)
@14 = (a’b',a’b)
®15 — (a’b? a’b)
@16 = (a®h°,a’b)
®17 = (a®bt,a’b)

P18 ™ (asbz’ aob)

510 = (@®b% a3b)
511 = (@®bt, a®b)
51, = (a®b?,a3b)
813 = (a’b°, a3b)
814 = (a’bl,a®b)
815 = (a’b?,a3b)
816 = (a®h°,a3b)
517 = (a®bt, a3b)

815 = (a®b?,a3b)

)/10 - (aSbO' a6b)
Y11 ™ (asbl' a®b)
Y12 ™ (asbz;a6b)
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Vs — (aZbO’ a6b) Y13 (a7b0, a6b)

¥s = (a®b?, a®b) Y1a = (a’b%,a®b)
Y6 = (a®b?,a’b) Y1s = (a’b? a®b)
Y7 = (a*b® a®b) Y16 = (a®b°, a®b)
ys = (a*b?,a®b) Y17 = (a®bt,a®b)
Yo — (a*b?,a’bh) Y1s = (a®b?a®b)

Bu 54 doniisiim otomorfizmadir.

5.8 Yari Direkt Carpimlarin Merkezi ve Merkezi Otomorfizmleri

Teorem 5.8.1: 6, Z,2 X, Z, nin bir otomorfizmi olsun (p tek asal). Gustav Saeden
Stahl, Johan Laine, Gustav Behm in ¢alismalarinda [1] su sekilde verilmektedir:

@: Ly, > Aut(sz)ve @(b) = (1 + pb) ile verilmis olsun. O zaman 6 su sekilde

tanimlanir:

68(a,b) = (a > a'b’, aP™b)
Ki burada i € Z,z, j,m € Z, ve i % 0(modp).
Z(G) = {(n,0):n € Z,2ve p/n} seklinde ifade edilmistir.

Ornek 5.8.2: ¢: 7 X Zy - Zg X 75 ddniisiimiiniin merkez elemanlarin1 ve merkezi
otomorfizmlerini bulalim. Burada p = 3 olup merkez

{(n,0):n € Zy ve 3/n} olup n buradan sadece 0,3 ve 6 elemanlari olur.
Zq % Z5 grubunun merkez elemanlarinin kiimesini Z(L) ile gosterelim.
Z(L) = {(0,0),(3,0), (6,0)} dir. Gorelim:

(a,b) € Zg x Z5 ise 0 zaman her (c,d) € Zqy < Z5 oOlur.

(a,b) * (c,d) = (c,d) * (a,b) oldugundan,

(a+ @A+ 3b)c,b+d)=(c+ (@ +3d)a,d + b)olur vea=0,3veb ve
b de 0 olmalidir. Bu yiizden Z(L) = {(a, 0)|a = 0,3,6)} olur.

Merkezi otomorfizmine bakalim:
QilgNTLy = Lo X7y
(a,b) - (a'b’/,a’™b)
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g=1(a,0) EZyx7Zs
g~ ti bulalim:
(a,0) x(a’,b") = (0,0)
(a+ (1+3.0)a’,b") =(0,0)
(a+a',b") =(0,0)
a+a =0=a" =9—-a
b'=0
g1t=09-a0
g~ *(g) € Z(L) = {(0,0), (3,0), (6,0)}
(9 —a,0) *¢(a,0) € Z(L) olmasi igin
=(9—a,0) = (ia,0) € Z(L)
= 9—-—a+(1+3.0)(ia),0)
= (9 —a+ia,0) € Z(L) olmasi i¢in;
9—a+ia=—a+ia(mod9),
—a+ia =0,
—a +ia = 3,
veya — a + ia = 6 olmalidir.
i = 0 durumu otomorfizm kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 1ig¢in ¢ dontsimi merkezdir. Gorelim:
(a,0) € Zg X Zs
—a+ia=—-a+a=0=0(mod9) € Z(L)
i = 2 i¢ing doniistimii merkez degildir. GOrelim:
(a,0) € Zg X Zs
—a+ia=—-a+2a=a=a(mod9) € Z(L)
a=0icina =0(mod9) € Z(L)
a=1icina=1(mod9) ¢ Z(L)
a=2icina =2(mod9) ¢ Z(L)
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a =3 i¢ina = 3(mod9) € Z(L)
a=4icina = 4(mod9) ¢ Z(L)
a=>5icina =5(mod9) ¢ Z(L)
a=6icina = 6(mod9) € Z(L)
a=7icina =7(mod9) ¢ Z(L)
a = 8icina = 8(mod9) ¢ Z(L)

a nin degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu igin doniistim,
merkez degildir.

i = 3 durumu otomorfizm kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 4 icin ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:
(a,0) € Zg xZs
—a+ia=—a+4a =3a = 3a(mod9) € Z(L)
a =0ic¢in 3a = 0(mod9) € Z(L)
a =1ic¢in3a = 3(mod9) € Z(L)
a = 2i¢in 3a = 6(mod9) € Z(L)
a = 3ic¢in 3a = 0(mod9) € Z(L)
a =4 ic¢in 3a = 3(mod9) € Z(L)
a =5i¢in3a = 6(mod9) € Z(L)
a = 6icin3a = 0(mod9) € Z(L)
a =7i¢in 3a = 3(mod9) € Z(L)
a = 8icin 3a = 6(mod9) € Z(L)
i = 5i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zg x\Zs
—a+ia=—a+5a=4a = 4a(mod9) € Z(L)
a = 0ic¢in 4a = 0(mod9) € Z(L)
a = 1icin 4a = 4(mod9) ¢ Z(L)

a = 2 i¢in 4a = 8(mod9) ¢ Z(L)

32



a = 3i¢in 4a = 3(mod9) € Z(L)
a =4icin 4a = 7(mod9) ¢ Z(L)
a =5i¢in 4a = 2(mod9) ¢ Z(L)
a = 6i¢in 4a = 6(mod9) € Z(L)
a =7icin4a = 1(mod9) ¢ Z(L)
a = 8icin 4a = 5(mod9) ¢ Z(L)

a nin degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu igin doniistim,
merkez degildir.

i = 6 durumu otomorfizm kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 7 icin ¢ doniisiml merkezdir. Gorelim:
(a,0) € Zg xZs
—a+ia=—-a+7a=6a=6a(mod9) € Z(L)
a = 0ic¢in 6a = 0(mod9) € Z(L)
a = 1ic¢in 6a = 6(mod9) € Z(L)
a = 2 i¢in 6a = 3(mod9) € Z(L)
a = 3ic¢in 6a = 0(mod9) € Z(L)
a =4 icin 6a = 6(mod9) € Z(L)
a = 5i¢in 6a = 3(mod9) € Z(L)
a = 6icin 6a = 0(mod9) € Z(L)
a =7icin 6a = 6(mod9) € Z(L)
a = 8icin 6a = 3(mod9) € Z(L)
i = 8i¢in ¢ dontsiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zg x\Zs
—a+ia=—-a+8a=7a=7a(mod9) € Z(L)
a =0icin 7a = 0(mod9) € Z(L)
a =1icin 7a = 7(mod9) ¢ Z(L)

a = 2i¢in 7a = 5(mod9) ¢ Z(L)
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a = 3i¢in 7a = 3(mod9) € Z(L)
a=4icin 7a = 1(mod9) ¢ Z(L)
a =5icin 7a = 8(mod9) ¢ Z(L)
a = 6ic¢in 7a = 6(mod9) € Z(L)
a=7icin 7a = 4(mod9) ¢ Z(L)
a = 8icin 7a = 2(mod9) ¢ Z(L)
ve j €Zz olup, merkez olabilecek otomorfizmlerin sayis1 9 tanedir.
Simdi g = (a, 1) € Zq % Z5 icin merkezi otomorfizm olabilecek elemanlari bulalim.
g = (a,1) € Zy X Zs icin g~ i bulahm:
(a,1) = (a',b") = (0,0)
(a+ (1+31Da’,1+b") =(0,0)
(a+4a’,1+b") =(0,0)
g 1=(Q2a?2)
g~ *(g) € Z(L) = {(0,0), (3,0), (6,0)}

(2a,2) * ¢(a,1) € Z(L) olmasi i¢in;

= (2a,2) * (ila+j.1,1) € Z(L)

= (2a+ (1+3.2)@{a+)),0)

= 2a + 7ia + 7j € Z(L) olmasi igin;

2a + 7ia+7j =0,

2a + 7ia + 7j = 3 veya

2a + 7ia + 7j = 6 olmalidir.
i = 1icin ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:

(@, 1) € Zg X Zs
2a + 7ia+7j = 9a + 7j = 7j(mod9) € Z(L)

Simdi 7] yi j nin degerlerine gore inceleyelim:
j=20icin7j = 0(mod9) € Z(L)

j=1icin7j = 7(mod9) ¢ Z(L)
34



j=2icin7j = 5(mod9) ¢ Z(L)

O halde i =1 ve j =0 durumunda merkezi otomorfizmdir. j =1 ve j = 2 iken
merkezi otomorfizm degildir.

i = 2 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:

(a,1) € Zg x Zs
2a +7ia+7j=16a+7j = 7a + 7j(mod9) € Z(L)

j = 0i¢in 7a y1 a nin degerlerine gore inceleyelim:

a =0icin 7a = 0(mod9) € Z(L)

a=1icin7a = 7(mod9) ¢ Z(L)

a=2ic¢in7a =5(mod9) ¢ Z(L)

a = 3i¢in7a = 3(mod9) € Z(L)

a =4icin 7a = 1(mod9) ¢ Z(L)

a =5ic¢in 7a = 8(mod9) ¢ Z(L)

a = 6icin 7a = 6(mod9) € Z(L)

a =7ic¢in 7a = 4(mod9) ¢ Z(L)

a =8ic¢in 7a = 2(mod9) ¢ Z(L)

a nin degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu igin doniistim,
merkez degildir. O halde j = 1 ve j = 2 degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 4 icin ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:
(@, 1) € Zg X Zs
2a + 7ia+7j = 30a + 7j = 3a + 7j(mod9) € Z(L)
j = 01i¢in 3a y1 a nin degerlerine gore inceleyelim:
a =0icin3a = 0(mod9) € Z(L)
a =1ic¢in3a = 3(mod9) € Z(L)
a = 2icin 3a = 6(mod9) € Z(L)
a = 3ic¢in 3a = 0(mod9) € Z(L)

a = 4icin 3a = 3(mod9) € Z(L)
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a =5i¢in 3a = 6(mod9) € Z(L)

a = 6ic¢in 3a = 0(mod9) € Z(L)

a =7 i¢in 3a = 3(mod9) € Z(L)

a = 8i¢in 3a = 6(mod9) € Z(L)

i = 5i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:

(a,1) € Zg x Zs

2a+7ia+7j=37a+7j=a+ 7j(mod9) € Z(L)

j = 0icin a y1 degerlerine gore inceleyelim:

a=20icina =0(mod9) € Z(L)

a=1licina = 1(mod9) ¢ Z(L)

a=2icina =2(mod9) ¢ Z(L)

a =3 icina = 3(mod9) € Z(L)

a=4icina = 4(mod9) & Z(L)

a=>5icina =5(mod9) ¢ Z(L)

a =6icina = 6(mod9) € Z(L)

a=7icina = 7(mod9) & Z(L)

a =8icina = 8(mod9) ¢ Z(L)

a nin degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu igin doniisiim,
merkez degildir. O halde j = 1 ve j = 2 degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 7 igin ¢ dontsimi merkezdir. Gorelim:
(@, 1) € Zg X Zs
2a + 7ia+7j =51la+7j = 6a + 7j(mod9) € Z(L)
j = 0i¢in 6a y1 a nin degerlerine gore inceleyelim:
a = 0icin 6a = 0(mod9) € Z(L)
a = 1ic¢in 6a = 6(mod9) € Z(L)
a = 2 icin 6a = 3(mod9) € Z(L)

a = 3icin 6a = 0(mod9) € Z(L)
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a =4 ic¢in 6a = 6(mod9) € Z(L)

a =5i¢in 6a = 3(mod9) € Z(L)

a = 6ic¢in 6a = 0(mod9) € Z(L)

a =7 i¢in 6a = 6(mod9) € Z(L)

a = 8i¢in 6a = 3(mod9) € Z(L)

i = 8i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zg x Zs

2a+7ia+7j =58a +7j = 4a + 7j(mod9)

j = 0i¢in 4a y1 a nin degerlerine gore inceleyelim:

a = 0icin4a = 0(mod9) € Z(L)

a = 1icin 4a = 4(mod9) ¢ Z(L)

a =2 icin 4a = 8(mod9) ¢ Z(L)

a = 3i¢in 4a = 3(mod9) € Z(L)

a =4ic¢in 4a = 7(mod9) ¢ Z(L)

a=75icin4a = 2(mod9) & Z(L)

a = 6ic¢in 4a = 6(mod9) € Z(L)

a =7 ic¢in 4a = 1(mod9) ¢ Z(L)

a = 8icin 4a = 5(mod9) & Z(L)

a nin degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu i¢in doniisiim,
merkez degildir. O halde j = 1 ve j = 2 degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

O halde i=1,i=4 ve i=7 ve j=0 degerleri i¢in merkezi otomorfizm
bulundu.

Simdi g = (a,2) € Zy X Z5 icin g~ i bulalm:
(a,b) * (@', b") = (@, b") = (a,b) = (0,0)
(a+ (1 +3.b)a",b+b")=(a"+ (1 +3b)a,b" +b) =(0,0)
(a+a +3ba’,2+b')=(a"+a+3b'a,b’ +2)=(00)

a+a +3ba’ =a +a+3b'a
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3ba’ =3b'a
ba' =b'a
bulunur. Buradan
gt = (b, 1olur éyle ki 2b" = a(mod9)

(b,1) * @(a,2) € Z(L) olmasi i¢in;

= (b, 1) * (ia + 2j,2) € Z(L)

= "+ 1+ 3.1)(ia + 2j),0)

= b' + 4ia + 8j € Z(L) olmasi igin;

b’ + 4ia + 8j = 0,

b' + 4ia + 8j = 3 veya

b' + 4ia + 8j = 6 olmalidir. (1) esitliginden

b' +8b'i + 8j € Z(L) olmalidir. j = 0 oldugundan

b'+8b'i € Z(L)

olmast i¢in
b'+ 8b'i = 0,3 veya 6 olmalidir.

(1)

i = 0 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.

(a,2) € Zg X Zs
b' + 8b'i
i = 1ic¢in ¢ dontsimi merkezdir. Gorelim:
(a,2) € Zg X Zs

b' + 8b'i

i =11i¢in9b’, b' nin tiim degerleri i¢in 0(mod9) € Z(L) olur.

i = 2 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(@,2) € Zygx Zs
b'+8b'i = 17b’' = 8b'(mod9)
i = 2 icin 8b’ yii alacag1 degerlere gore inceleyelim:

b’ = 0icin 80" = 0(mod9) € Z(L)
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b' = 1icin 8b' = 8(mod9) ¢ Z(L)
b' = 2icin 8b' = 7(mod9) ¢ Z(L)
b' = 3ic¢in 8b" = 6(mod9) € Z(L)
b' = 4icin 8b' = 5(mod9) ¢ Z(L)
b' =5icin 8b' = 4(mod9) ¢ Z(L)
b" = 6icin 8b" = 3(mod9) € Z(L)
b' = 7icin 8b' = 2(mod9) ¢ Z(L)
b =8icin 8b' = 1(mod9) ¢ Z(L)
i = 3 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 4 icin ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:

(a,2) EZgx1Zs

b' +8b'i =33b" = 6b'(mod9)

i = 4icin 6b" yi alacag degerlere gore inceleyelim:
b’ = 0icin 6b" = 0(mod9) € Z(L)
b’ = 1icin 6b" = 6(mod9) € Z(L)
b’ = 2icin 6b" = 3(mod9) € Z(L)
b’ = 3icin 6b" = 0(mod9) € Z(L)
b’ = 4icin 6b’ = 6(mod9) € Z(L)
b' = 5icin 6b’ = 3(mod9) € Z(L)
b' = 6icin 6b’ = 0(mod9) € Z(L)
b' = 7 icin 6b’ = 6(mod9) € Z(L)
b’ = 8igin 6b’ = 3(mod9) € Z(L)
i = 5i¢in ¢ dontsiimii merkez degildir. Gorelim:

(a,2) €EZg N 17s

b' +8b'i = 41b’ = 5b'(mod9)

i = 5icin 5b" yi alacagi degerlere gore inceleyelim:
b’ = 0icin 50" = 0(mod9) € Z(L)
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b" = 1icin 5b" = 5(mod9) ¢ Z(L)
b' = 2icin 5b" = 1(mod9) ¢ Z(L)
b' = 3i¢in 5b" = 6(mod9) € Z(L)
b' = 4icin 5b' = 2(mod9) ¢ Z(L)
b' =5icin5b" = 7(mod9) ¢ Z(L)
b’ = 6i¢in 50" = 3(mod9) € Z(L)
b' = 7icin 5b’ = 8(mod9) ¢ Z(L)
b" = 8i¢in 5b" = 4(mod9) & Z(L)
i = 6i¢in ¢ dontisimi merkez degildir. Gorelim:

(a,2) EZg XLy

b' +8b'i =49b" = 4b'(mod9)

i = 6 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 7 i¢in ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:

(a,2) €EZg N7y

b'+8b'i =57b" = 3b'(mod9)

i = 7i¢in 3b" yi alacagi degerlere gore inceleyelim:
b’ = 0icin 3b" = 0(mod9) € Z(L)
b’ = 1icin 3b" = 3(mod9) € Z(L)
b' = 2icin 3b’ = 6(mod9) € Z(L)
b' = 3icin 3b" = 0(mod9) € Z(L)
b' = 4 icin 3b’ = 3(mod9) € Z(L)
b’ =5icin 3b" = 6(mod9) € Z(L)
b’ = 6i¢in 3b" = 0(mod9) € Z(L)
b’ = 7i¢in 3b" = 3(mod9) € Z(L)
b’ = 8icin 3b’ = 6(mod9) € Z(L)
i = 8ic¢in ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:

(a,2) € Zo ¥ Zs
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b' +8b'i = 65b" = 2b'(mod9)

i = 8i¢in 2b" yi alacagi degerlere gore inceleyelim:

b’ = 0icin 2b" = 0(mod9) € Z(L)

b' = 1igin 2b’ = 2(mod9) ¢ Z(L)

b' = 2icin 2b’ = 4(mod9) ¢ Z(L)

b" = 3icin 2b’ = 6(mod9) € Z(L)

b' = 4icin 2b’ = 8(mod9) ¢ Z(L)

b" =5icin 2b" = 1(mod9) ¢ Z(L)

b' = 6icin 2b’ = 3(mod9) € Z(L)

b" = 7icin 2b’ = 5(mod9) & Z(L)

b" =8ic¢in 2b’ = 7(mod9) & Z(L)

Ohaldei=1,i=4vei=7vej=0olur.
Buradan, ¢: Zg X Z3 = Zg X Z3 doniisiimiiniin 3 tane merkezi otomorfizmi bulundu.

Teorem 5.8.3: 8,Zqg X ZzUn bir otomorfizmi olsun. Eger 6 merkez ise asagidaki
formdadir:

0(a,b) = (a = a®***1,a3™b)
ki burada k, m € Z;.
Ispat: 6, Zg x Z3 Uin bir otomorfizmi olsun. O zaman su formdadir:
8(a,b) = (a - a'b’,a®™b) (2)
ki burada i € Zo, j,m € Zsve i & 0(mod3)
Eger 0 € Aut;(Zq X Z3) ise 0 zamantim g = (a,b) € Zg X, Z3, 0
su sekildedir:
g ' %0(g) €Ly, Ly
* isleminin kural1 kullanilarak:
g =(a0) €EZyx17Zz
g '=0-a0)

g 1*0(g) =(9—a,0)=*¢@(ab) € Z(L) olmasi i¢in;
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=2(9—-a,0)*(ia,0) € Z(L)
=29—-a+ (1+3.0)(ia),0)
= (9—a+ia0) = (—a+ia,0)(mod9)
—a +ia = 0, 3,6(mod9) olmalidir. 3)
g=(a1l) €EZgxZj
97t =(2a,2)
g 1*0(g) = (2a,2) *p(a,1) € Z(L) olmasi icin;
= (2a,2) * (ia+j,1) € Z(L)
= 2a+ (1 +3.2)@{a+))0)
= (2a + 7ia + 7j,0)
2a + 7ia+ 7j =0, 3,6(mod9) olmalidir. (4)
g=1(a,2) EZLyxN1Zs
gt=01
g t+60(g) = (', 1) *p(a,2) € Z(L) olmasi i¢in;
= (b, 1) * (ia+ 2j,2) € Z(L)
= (b" + (1 +3.1)(ia + 2j),0)
= b' + 4ai + 8j (1) ve (2) esitliklerinden
= b' 4+ 8bi = 0,3,6(mod9) olmalidir. (5)

Bu yiizden (3),(4) ve (5) kosullar tim g ler igini = 1,4,7 ve j = 0 kosullarinda
saglanir.(2) de bu kosulu yerine koydugumuzda merkezi otomorfizmlerinin genel
formunu asagidaki sekilde elde ederiz:

B(a, b) — (a3k+1’ a3mb)

Ornek 5.8.4: Benzer sekilde ¢:Z,5 X Zs = Z,s X Zs déniisiimiiniin merkez
elemanlarini ve merkezi otomorfizmlerini bulalim. Burada p = 5 olup merkez:

{(n,0):n € Z,sve 5/n} olup n buradan sadece 0,5,10,15 ve 20 elemanlari olur.
¢ dontisiimiiniin merkez elemanlar1 (0,0), (5,0), (10,0), (15,0), (20,0) dir. Gérelim:
(a,b) € Z,5 x Zs ise 0 zaman her (¢, d) € Z,s < Zg olur.

(a,b) * (c,d) = (c,d) * (a,b) oldugundan,
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(a+ @A +5b)c,b+d) = (c+ (1 + 5d)a,d + b) olur ve a=0,5,10,15
ve 20 ve b de 0 olmahidir. Bu yiizden Z(Zy5 % Zs) = {(a,0)|a = 0,5,10,15,20)}
olur. Z,s % Zs grubunu M ile gosterirsek, merkez elemanlarinin kiimesi;

Z(M) ={(a,0)|a =0,5,10,15,20)} olur.
Merkezi otomorfizmine bakalim:
Q:lLys N Ls = Lys X Ls
(a,b) - (a'b/,a>™b)
g =1(a,0) EZyxZs
g~ ti bulalim:
(a,0) * (a',b") = (0,0)
(a+ (1+3.0a’,b") =(0,0)
(a+a',b") =(0,0)
a+a =0=a"=25—-a
b'=0
g 1=(25-4a,0)
g~ = (g) € Z(L) = {(0,0), (5,0), (10,0), (15,0), (20,0)}
(25—=a,0) * ¢(a,0) € Z(M) olmasi i¢in
= (25—-a,0) * (ia,0) € Z(M)
= 25—-a+ (1+3.0)(ia),0)
= (25 —a+ia,0) € Z(M) olmas! i¢in;

25 —a+ia = —a + ia(mod25),

—a+ia =0,
—a +ia =5,
—a +ia = 10,
—a + ia = 15,

veya —a + ia = 20 olmalidir.

i = 0 durumu otomorfizm kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
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i = 1i¢in ¢ dontsiimi merkezdir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia=—-a+a=0=0(mod25)
i = 2 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia=—-a+ 2a=a= a(mod25)
a = 0icin a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1licina = 1(mod25) ¢ Z(M)
a = 2icina = 2(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 3i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zg
—a+ia = —a + 3a = 2a = 2a(mod25)
a = 0i¢in 2a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 2a = 2(mod25) & Z(M)
a = 2icin 2a = 4(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i =4 icin ¢ dontisiiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zsg
—a+ia = —a+ 4a = 3a = 3a(mod25)
a = 0i¢in3a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 3a = 3(mod25) ¢ Z(M)
a = 2 icin 3a = 6(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 5 durumu otomorfizm kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
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i = 6i¢in ¢ dontsiimi merkezdir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia = —a + 6a = 5a = 5a(mod25)
a nin alacag biitiin degerler i¢in 5a(mod25) € Z(M) olur.
i = 7 i¢in ¢ doniisiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia=—-a+7a = 6a = 6a(mod25)
a = 0icin 6a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 6a = 6(mod25) ¢ Z(M)
a = 2 icin 6a = 3(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 8i¢in ¢ doniisiiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia=—a+8a=7a=7a(mod25) € Z(M)
a = 0icin 7a = 0(mod25) € Z(M)
a =1icin 7a = 7(mod25) ¢ Z(M)
a = 2i¢in 7a = 5(mod25) € Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 9i¢in ¢ doniisiiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zsg
—a +ia = —a + 9a = 8a = 8a(mod25)
a = 0i¢in 8a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 8a = 8(mod25) & Z(M)
a = 2 i¢in 8a = 16(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.
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i = 10 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 11 igin ¢ doniisiml merkezdir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia=—a+ 11la = 10a = 10a(mod25)
a nin alacagi tim degerler i¢in 10a(mod25) € Z(M) olur.
i = 12 i¢in ¢ doniistiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zsg
—a+ia=—a+ 12a = 11a = 11a(mod25)
a =0icin11a = 0(mod25) € Z(M)
a =1icin11a = 11(mod25) ¢ Z(M)
a = 2icin 11a = 22(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir.a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 13 i¢in ¢ dontisim0 merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia=—a+ 13a = 12a = 12a(mod25)
a = 0icin12a = 0(mod25) € Z(M)
a =1icin 12a = 12(mod25) ¢ Z(M)
a = 2icin 12a = 24(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir.a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 14 igin ¢ dontisim0 merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys XN Zg
—a+ia =—a+ 14a = 13a = 13a(mod25)
a = 0i¢in 13a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1igin 13a = 13(mod25) ¢ Z(M)

a = 2ic¢in 13a = 1(mod25) ¢ Z(M)
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a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir.a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 15 durumu otomorfizm olma kosulunu saglamadigindan incelemeye gerek
yoktur.

i = 16 ic¢in ¢ doniisimU merkezdir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia =—a+ 16a = 15a = 15a(mod25)
a nin alacagi tim degerler i¢in 15a(mod25) € Z(M) dir.
i = 17 igin ¢ doniisimU merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zsg
—a+ia=—a+ 17a = 16a = 16a(mod25)
a = 0ic¢in 16a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1licin 16a = 16(mod25) ¢ Z(M)
a = 2icin16a = 7(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 18 i¢in ¢ doniistiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zsg
—a+ia=—a+ 18a = 17a = 17a(mod25)
a =0ic¢in 17a = 0(mod25) € Z(M)
a=1icin17a = 17(mod25) ¢ Z(M)
a=2ic¢in17a = 9(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir.a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 19 icin ¢ dontistiml merkez degildir. Gorelim:
(al 0) € ZZS o ZS
—a+ia =—a+ 19a = 18a = 18a(mod25)

a = 0ic¢in 18a = 0(mod25) € Z(M)
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a = 1ic¢in 18a = 18(mod25) ¢ Z(M)
a = 2 icin 18a = 11(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir.a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 20 durumu otomorfizm olma kosulunu saglamadigindan incelemeye gerek
yoktur.

i = 21 igin ¢ dontisimU merkezdir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zs
—a+ia=—a+ 21la = 20a = 20a(mod25)
a nin alacagi tim degerler i¢in 20a(mod25) € Z(M) dir.
i = 22 i¢in ¢ doniisiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zsg
—a+ia=—a+22a =21la = 21a(mod25)
a = 0icin 21a = 0(mod25) € Z(M)
a =1icin21a = 21(mod25) ¢ Z(M)
a = 2icin 16a = 17(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 23 i¢in ¢ doniistiml merkez degildir. Gorelim:
(a,0) € Zys X Zsg
—a+ia=—a+23a=22a = 22a(mod25)
a = 0icin 22a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1igin 22a = 22(mod25) & Z(M)
a = 2i¢in 22a = 19(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 24 icin ¢ dontistiml merkez degildir. Gorelim:

(a,0) € Zys X Zsg
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—a+ia =—a+ 24a = 23a = 22a(mod25)
a = 0i¢in 23a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 23a = 23(mod25) ¢ Z(M)
a = 2 icin 23a = 21(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

ve jE€Zs olup, merkez olabilecek otomorfizmlerin sayisi 25 tanedir.
Simdi g = (a,1) € Z,5 X Zs icin merkezi otomorfizm olabilecek elemanlari
bulalim.

g =(a,1) € Zys X Zs igin
g~ ti bulalim:
(a, 1) * (a’,b") = (0,0)
(a+ (1 +51)a’",1+b") =(0,0)
(a+6a',1+b") =(0,0)

gt =(4a,4)

g~ (g € Z(L) = {(0,0), (5,0),(10,0), (15,0), (20,0)}
(4a,4) * ¢(a,1) € Z(M) olmasi igin;
= (4a,4) * (ila+j.1,1) € Z(M)
= (4a+ (1 +54)(ia+)),0)
= 4a + 2lia + 21j € Z(M) olmasi igin;
4a + 21ia + 21 = 0,
4a + 2lia+21j =5
4a + 21lia + 21j = 10
4a + 2lia + 21j = 15
veya 4a + 21ia + 21j = 20 olmaldir.
i = 0 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.

i = 1i¢in ¢ dontsiimi inceleyelim:
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(a,1) € Zys X Ze
4a + 2lia + 21j = 25a + 21j = 21j(mod25)

Simdi 21j yi, j nin degerlerine gore inceleyelim:
j=0icin21j =0€ Z(M)
j=1icin 21j = 21(mod25) & Z(M)
j=2i¢in 21j = 17(mod25) & Z(M)
i = 2 icin ¢ dontisimunu inceleyelim:

(a,1) € Zy5 X Zs

4a + 2lia + 21j = 46a + 21j = 21a + 21j(mod25)

j =0icin 21a y1, a nin degerlerine gore inceleyelim:
a =0icin 2a + 21 = 21(mod25) & Z(M)
a =1ic¢in2a + 21 = 23(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri igin incelemeye gerek yoktur.

i = 3i¢in ¢ dontisimiind inceleyelim:
(@, 1) € Zps ¥ Zs
4a + 2lia + 21j = 67a + 21j = 17a + 21j(mod25)
j=0icin 17a y1, a nin degerlerine gore inceleyelim:
a = 0icin17a = 0(mod25) € Z(M)
a=1icin17a = 17(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 4 i¢in ¢ dontstimUnd inceleyelim:
(a,1) € Zys X Zs
4a + 21lia + 21j = 88a + 21j = 13a + 21j(mod25)
j =0i¢in 13a y1, a nin degerlerine gore inceleyelim:

a =0icin17a = 0(mod25) € Z(M)
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a=1icin 17a = 17(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 5 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 6 icin ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zg
4a + 21lia + 21j = 130a + 21j = 5a + 21j(mod25)
j = 0i¢in 5a, a nin tiim degerleri igin Z(M) nin elemani olur.
i = 7 i¢in ¢ dontisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zs
4a + 21ia + 21j = 151a + 21j = a + 21j(mod25)
j = 01ig¢in a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1licina = 1(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 8i¢in ¢ dontisimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zsg
4a + 2lia + 21j = 172a + 21j = 22a + 21j(mod25)
j = 0i¢in 22a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin 22a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 22a = 22(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri igin incelemeye gerek yoktur.

i = 9i¢in ¢ dontisimi merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zs
4a + 21lia + 21j = 193a + 21j = 18a + 21j(mod25)

j = 01ig¢in 18a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
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a = 0ic¢in 18a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 18a = 18(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 10 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 11 i¢in ¢ doniisimU merkezdir. Gorelim:
(a,1) € Zys ¥ Zg
4a + 21lia + 21j = 235a + 21j = 10a + 21j(mod25)
j = 0icin 10a, a nin tiim degerleri igin Z(M) nin elemani olur.
i = 12 igin ¢ doniisimi merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zs
4a + 21lia + 21j = 256a + 21j = 6a + 21j(mod25)
j = 01ig¢in 6a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin 6a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 6a = 6(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 13 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zsg
4a + 21lia + 21j = 277a + 21j = 2a + 21j(mod25)
j = 01ig¢in 2a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin 2a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 2a = 2(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 14 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys ¥ Zs

4a + 21ia + 21j = 298a + 21j = 23a + 21j(mod25)
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j = 0i¢in 23a y1, alacag degerlere gore inceleyelim:
a = 0i¢in 23a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 23a = 23(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 15 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 16 ic¢in ¢ doniistimU merkezdir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zs
4a + 21ia + 21j = 340a + 21j = 15a + 21j(mod25)
j = 0icin 15a, a nin alacag tiim degerler i¢in Z (M) nin elemani olur.
i = 17 igin ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zs
4a + 21lia + 21j = 361la + 21j = 11a + 21j(mod25)
j = 0icin 11a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a =0icin11a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1licin 11a = 11(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 18 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zsg
4a + 21lia + 21j = 361a + 21j = 11a + 21j(mod25)
j = 0ig¢in 11a y1, alacagr degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin11a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 11a = 11(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 19 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:

(a,1) € Zys X Zs
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4a + 21lia + 21j = 403a + 21j = 3a + 21j(mod25)
j = 01i¢in 3a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0i¢in 3a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 3a = 3(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 20 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 21 igin ¢ doniisiml merkezdir. Gorelim:
(a,1) € Zys ¥ Zs
4a + 21lia + 21j = 445a + 21j = 5a + 21j(mod25)
j = 0i¢in 5a, a nin alacag: tiim degerler i¢in Z(M) nin elemani olur.
i = 22 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zsg
4a + 2lia + 21j = 466a + 21j = 16a + 21j(mod25)
j = 0i¢in 16a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin 16a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 16a = 16(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 23 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,1) € Zys X Zsg
4a + 2lia + 21j = 487a + 21j = 12a + 21j(mod25)
j = 0i¢in 12a y1, alacag degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin 12a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 12a = 12(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 24 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
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(a,1) € Zys X Ze
4a + 21lia + 21j = 508a + 21j = 8a + 21j(mod25)
j = 01ig¢in 8a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0i¢in 8a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 8a = 8(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i =1,6,11,16,21 ve j € 0 olup, merkez olabilecek otomorfizmlerin sayisi 5 tanedir.
Simdi g = (a,2) € Z,5 X Zs igin g~ i bulalim:
(a,b) * (a',b") = (a',b") * (a,b) = (0,0)
(a+ (@A +5.b)a",b+b")=(a"+(1+5b)a,b" +b)=(0,0)
(a+a +5ba’,2+b")=(a"+a+5b'a,b" +2)=(00)

a+a +5ba’ =a’'+a+5b'a

5ba’ =5b'a
ba' =b'a
esitliginden,
g~1 = (b',3)olurdyle ki 2b" = 3a(mod25) (6)

(b',3) * p(a,2) € Z(L) olmasi igin;

= (b',3) = (ia + 2j,2) € Z(M)

= (b' + (1 + 5.3)(ia + 2j), 0)

= b' + 16ia +32j = b' + 16ia + 7j € Z(M) olmasi i¢in;
b’ + 16ia+7j = 0,
b’ +16ia+7j =5
b’ + 16ia + 7j = 10
b’ + 16ia + 7j = 15

veya b’ + 16ia + 7j = 20

olmalidir. b' + 16ia + 7j denkleminin2 katin1 aldigimizda
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2b" + 32ia + 14j = 2b" + 7ia + 14j olmalidir. j = 0 oldugundan
2b' + 7ia ve (6) dan 3a + 7ia € Z(M)

olmast i¢in
3a + 7ia = 0,5,10,15 veya 20 olmalidir.

i = 0 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 1icin ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:

(a,2) € Zys X Zsg

3a+ 7ia

i = 1ic¢in 10a, a min tiim degerleri igin Z(M) nin elemanidir.
i = 2 i¢in ¢ dontisimii merkez degildir. Gorelim:

(a,2) € Zys N 1Lg

3a + 7ia = 17a(mod25)

i = 2i¢in 17a y1 a nin alacagi degerlere gore inceleyelim:
a =0ic¢in 17a = 0(mod25) € Z(M)
a=1icin 17a = 17(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri igin incelemeye gerek yoktur.

i = 3 i¢in ¢ dontisimi merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zps ¥ Zs
3a + 7ia = 24a(mod25)
i = 3 i¢in 24a y1 a nin alacagi degerlere gore inceleyelim:
a = 0ic¢in 24a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 24a = 24(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri igin incelemeye gerek yoktur.

i = 4 i¢in ¢ dontsiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zs

3a + 7ia = 31a = 6a(mod?25)
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i = 4 i¢in 6a y1 a nin alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0i¢in 6a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1ic¢in 6a = 6(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 5 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 6 icin ¢ dontisiml merkezdir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zs
3a + 7ia = 45a = 20a(mod25)
i = 6ic¢in 20a, a min tiim degerleri igin Z(M) nin elemanidir.
i = 7 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zs
3a + 7ia = 52a = 2a(mod25)
i = 7i¢in 2a y1 a nin alacagi degerlere gore inceleyelim:
a = 0i¢in 2a = 0(mod25) € Z(M)
a =1icin 2a = 2(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 8i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zsg
3a + 7ia = 59a = 9a(mod25)
i = 81i¢in 9a y1 a nin alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0i¢in 9a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 9a = 9(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri igin incelemeye gerek yoktur.

i = 9 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:

(a,2) € Zys X Is
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3a + 7ia = 66a = 16a(mod?25)
i = 91i¢inl6a y1 a nin alacagr degerlere gore inceleyelim:
a = 0ic¢in 16a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1licin 16a = 16(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 10 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 11 igin ¢ doniisiml merkezdir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zsg
3a + 7ia = 80a = 5a(mod25)
i = 11 icin 5a, a min tiim degerleri igin Z(M) nin elemanidir.
i = 12 igin ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zsg
3a + 7ia = 87a = 12a(mod25)
i =12 i¢in 12a y1, a nin alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin12a = 0(mod25) € Z(M)
a =1icin 12a = 12(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 13 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zsg
3a + 7ia = 94a = 19a(mod25)
i = 13 i¢in 19a y1, a nin alacagi degerlere gore inceleyelim:
a = 0i¢in 19a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 19a = 19(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 14 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
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(a,2) € Zys X Zs
3a + 7ia = 101a = a(mod25)
i = 14 i¢in a y1, alacagi degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1licina = 1(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin dontisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 15 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 16 iging doniisimi merkezdir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zsg
3a + 7ia = 115a = 15a(mod25)
i = 16 icin 15a, a min tiim degerleri igin Z(M) nin elemanidir.
i = 17 igin ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys N 1Lg
3a + 7ia = 122a = 22a(mod25)
i =17 i¢in 22a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin 22a = 0(mod25) € Z(M)
a =1icin 22a = 22(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 18 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zsg
3a + 7ia = 129a = 4a(mod25)
i = 18 i¢in 4a y1, alacagi degerlere gore inceleyelim:
a = 0i¢in 4a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin 4a = 4(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.
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i = 19 igin ¢ dontsiimi merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X ZLs
3a + 7ia = 136a = 11a(mod25)
i =19 i¢in 11a yi, alacagi degerlere gore inceleyelim:
a =0ic¢in 11a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1licin11a = 11(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
I¢in doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri igin incelemeye gerek yoktur.

i = 20 durumu otomorfizm olma kosuluna uymadigindan incelemeye gerek yoktur.
i = 21 i¢in ¢ doniisiml merkezdir. Gorelim:

(a,2) € Zys X Zsg

3a + 7ia = 150a = 0(mod25) € Z(M)

i = 22 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:

(a,2) € Zys X Zs

3a + 7ia = 157a = 7a(mod?25)

i = 22 i¢in 7a y1, alacag1 degerlere gore inceleyelim:
a = 0icin 7a = 0(mod25) € Z(M)
a=1icin7a = 7(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri i¢in incelemeye gerek yoktur.

i = 23 i¢in ¢ doniisiimii merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X Zsg
3a + 7ia = 164a = 14a(mod25)
i = 23 i¢in 14a y1, alacagi degerlere gore inceleyelim:
a = 0ic¢in 14a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1igin 14a = 14(mod25) & Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
icin doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri igin incelemeye gerek yoktur.
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i = 24 igin ¢ dontsimi merkez degildir. Gorelim:
(a,2) € Zys X ZLs
3a + 7ia = 171a = 21a(mod25)
i = 24 i¢in 21a y1, alacagi degerlere gore inceleyelim:
a = 0ic¢in 21a = 0(mod25) € Z(M)
a = 1icin21a = 21(mod25) ¢ Z(M)

a nin yukarida verdigimiz degerlerine karsilik merkez olmayan elemanlar bulundugu
I¢in doniisiim, merkez degildir. a nin diger degerleri igin incelemeye gerek yoktur.

i =1,6,11,16,21 ve j € 0 olup, merkez olabilecek otomorfizmlerin sayisi 5 tanedir.

Buradan, ¢:Z,5 X Zs = Z,s X Zs dontisimiiniin 5 tane merkezi otomorfizmi
bulundu.

Teorem 5.8.5: 0, Zy5 X Zs in bir otomorfizmi olsun. Eger 6 merkez ise asagidaki
formdadir:

0(a,b) = (a —» a®**1,a°™b)
ki burada k, m € Zs.
Ispat: 8, Z,5 x Zs in bir otomorfizmi olsun. O zaman su formdadir:
8(a,b) = (a - a'b’,a>™b) 7
Ki burada i € Z,s,j,m € Zg ve i & 0(mod5)
Eger 0 € Aut;(Z,s X Zs) ise 0 zaman tim g = (a, b) € Zy5 X, Zs, 6
su sekildedir:

971 %0(g) € Lys Xy, Ls
* isleminin kural1 kullanilarak:
g =1(a,0) € Zs X Zs
g t=(25-4a,0)

g 1*0(g) = (25-a,0) *¢@(a,b) € Z(M) olmasi i¢in;

= (25—-a,0) * (ia,0) € Z(M)

= (25—-a+ (1+5.0)(ia),0)

= (25—a+ia,0) = (—a + ia, 0)(mod25)
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—a+ia =0,5,10,15,20(mod25) olmalidir. (8)
g =1(a,1) €Zys ¥ 7Zg
gt =(4a,4)
g t%0(g) = (4a,4) = ¢(a,1) € Z(M) olmasi icin;
= (4a,4) * (ia+j,1) € Z(M)
= (4a+ (1 +5.4)(ia+j),0)
= (4a + 21lia + 21j,0)
4a + 21ia + 21j = 0,5,10,15, 20(mod25) (9)
olmalidir.
g =(a,2) EZys XL
g~ = (b',3)olur éyle ki 2b" = 3a(mod25)
(b',3) *@(a,2) € Z(M) olmasi igin;
= (b, 3) * (ia + 2j,2) € Z(M)
= (b" + (1 4+ 5.3)(ia + 2j),0)

=>b'+16ia+32j=b" +16ia+7j € Z(M) olmasi
icin;

b" +16ia+7j =0,
b"+16ia+7j =5
b" + 16ia +7j = 10
b" + 16ia + 7j = 15
veya b’ + 16ia + 7j = 20
olmalidir. b' + 16ia + 7j denkleminin 2 katin1 aldigimizda

2b" + 32ia + 14j = 2b' + 7ia + 14j olmalidir. j = 0 oldugundan 2b’ + 7ia ve (6)
dan 3a + 7ia € Z(L) olmasi i¢in 3a + 7ia = 0,5,10,15 veya 20 olmalidir. (10)

Bu yiizden (8),(9),(10) kosullar1 tim g ler icin i =1,6,11,16,21 ve j =0
kosullarinda saglanir. (7) de bu kosulu yerine koydugumuzda merkezi
otomorfizmlerinin genel formunu asagidaki sekilde elde ederiz:

9(61, b) — (a5k+1' aSmb)

62



KAYNAKLAR

[1] Stahl G. S., Laine J., Behm G.(2010)On p —groups of low power order,
Bachelor's thesis, KTH Royal Institute of Technology

[2] Beisiegel B, (1978), Finite p —groups with non-trivial p" —automorphisms. Arch.
Math. (Basel),31 209 — 216.

[3] Hopkins C., (1927/28) Non-abelian groups whose groups of isomorphisms are
abelian. Ann. of Math.29,508 — 520.

[4] Mousavi H. and Shomali A. 1388 (Apr.22 — 23,2009) Central automorphisms
of semidirect product of finite groups. Tarbiat Moallem University, 20th Seminar
on Algebra 2 — 3 Ordibehesht, pp 139 — 140

[5] Gumber D. and Sharma M., On central automorphisms of finite p-
groups, Comm. Algebra, 41 (2013), 1117-1122.

[6] Curran M.J., Finite groups with Central automorphism group of minimal order,
Math. Proc. Royal Irish Acad., 104 A(2) (2004), 223-229.

[7] Jamali A. R. and Mousavi H., On the central automorphism group of finite
groups, Algebra Colloquium 9 (2002), 7-14.

[8] Curran M. and McCaughan D., Central automorphisms of finite groups, Bull.
Austral. Math. Soc. 34 (1986), 191-198.

[9] Tiirkiye Bilimler Akademisi Ulusal Acgik Ders Malzemeleri (TUBA)
http://www.acikders.org.tr/pluginfile.php/244/mod_resource/content/0/DersNotlari/A
D10PDF/bolum10, 01.03.2018.

[10] Tiirkiye Bilimler Akademisi Ulusal Acik Ders Malzemeleri (TUBA)
http://www.acikders.org.tr/pluginfile.php/244/mod_resource/content/0/DersNotlari/A
D10PDF/bolum11, 01.03.2018.

63


http://www.acikders.org.tr/pluginfile.php/244/mod_resource/content/0/DersNotlari/AD10PDF/bolum10
http://www.acikders.org.tr/pluginfile.php/244/mod_resource/content/0/DersNotlari/AD10PDF/bolum10
http://www.acikders.org.tr/pluginfile.php/244/mod_resource/content/0/DersNotlari/AD10PDF/bolum11
http://www.acikders.org.tr/pluginfile.php/244/mod_resource/content/0/DersNotlari/AD10PDF/bolum11

