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ONSOZ

Insan yasaminin hemen her kesiminde, imkanlar ve firsatlar elverdigince,
diislenen ve gergeklesmesi icin iistiin gayretler sarfedilen istek, amag ve idealler s6z
konusudur. Dogas1 geregi toplumsal hayat1 temel ilke edinmis olan insanoglu igin,
gayelerini gercgeklestirebilme adina, siirekli ve diizenli iliskiler igerisinde bulundugu
kisilerden ilgi, destek ve anlayis gérmesi, muhtemel basarisinin vazgecilmez sartidur.
Birey, ancak boylesi saglikl bir etkilesim siirecinden gegerek yoluna devam edebilir.

Ustelik s6z konusu olan, matematik gibi kendine has ciddi bir isleyise sahip
ve biiyiik bir 6zen gerektiren hassas yapilardan olusan bir bilimde yiiksek lisans tez
¢aligmasit yapmak oldugunda, bu siirecin 6nemi daha da belirginlesmektedir. Iste
elinizdeki bu calisma, yukarida s6zii edilen siirecin gayet saglikli ve umulanin
Otesinde olumlu gecmesi sonucunda olugmustur.

Bu nedenle, ortaya ¢ikan tezin temel unsurlari niteliginde olan,

Dog. Dr. Zekeriva GUNEY’ e; 1994 yilindan beri 6grencisi olma serefini bana

tattirdiBy, lisans ve yiiksek lisans 6grenimim boyunca her sekilde ve her kosulda yol
gosterici oldugu, tez calismamiz siiresince en yogun oldugu anlarda bile yardimima
kosup biiyiik bir performans sergiledigi ve belki de en 6nemlisi, tiim &grencilerine
oldugu gibi bana da, idealist ve sorumluluk sahibi bir akademisyen olma yolunda
ciddi bir 6rnek teskil ettidi i¢in,

Prof. Dr. Hasan OZEKES'’ e; gerek Fen Edebiyat Fakiiltesi Dekanlig1 ve
gerekse Matematik Anabilim Dali Bagkanlifi gorevlerini bagariyla yiiriiterek, hem
iyl bir idareci ve hem de kaliteli bir matematik¢i olmanmn miimkiin olabilecegini
gosterdigi ve gelecegimi etkileyecek dnemli kararlart vermemde biiyiik pay sahibi
oldugu igin,

Calisma Arkadaslarima; Fen Edebiyat Fakiiltesi ve Mugla Meslek

Yiiksekokulu’ nda 6gretim {iyesi, 6gretim gorevlisi ve aragtirma gorevlisi olarak
cesitli zamanlarda ve degisik yollarla bana yardimer olup her sekilde destekledikleri

icin,



II

Anneme; yasaminin onca yiikii ve afirligina rafmen her zaman ayakta
kalmasim bilip bu bilingle beni yetistirdigi, dogrulugu, sabri, 6zveriyi, miitevaziligi
ve diger tiim insani degerleri, dogdugum giinden beri 6zenle ve itinayla bana
Ogrettigi ve bir yasam bi¢imi haline gelmesi adina ter doktiigii i¢in,

Babama; yillar yii yagmur, ¢amur demeden benim igin biiyiikk emekler
sarfettigi, zaman zaman suistimal etmis olsam da benimle devamli bir arkadaslik
iligkisi kurup bu iligkiyi korudugu ve hayatimin her alaninda, her zaman arkamda
oldugunu hissettirdigi i¢in,

Kardesime; bazen saglam bir dost, bazen iyi bir sirdas, bazen agik sézlii bir
elestirmen ama her zaman iyi bir kardes oldugu, benimle her donemde gayet saglikli
ve olumlu iligkiler i¢erisinde oldugu ve destegini eksik etmedigi igin,

Esime; hayatima mutluluk ve diizen getirip beni boylelikle basar1 ve sagliga
siiriikledigi, tezin uzun geceler boyu sliren yazim ve diizenleme caligsmalarinda
yanimda olup biiylik emek harcadifi ve her an anlayisla yaklasabilecegine inandigim

bir hayat arkadas1 oldugu i¢in,

minnet, siikran ve tegekkiirlerimi sunarim.
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OZET

GODEL’ IN AKSIYOMATIK SISTEMLERIN TAM
OLMAMASINA DAIR TEOREMI VE PARADOKSLAR

TASKESEN, Tufan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Temmuz, 2001

Bu c¢alismada, Kurt Godel’ in, 20. yiizy:l matematiginin doniim noktasi
degerinde olan 1931 tarihli ve Principia Mathematica ve benzer sistemlerin formel
olarak karar verilemeyen onermeleri iizerine 1] adl1 tinlii makalesinin olusum siireci
ve bu makalenin, 6zet sayilabilecek nitelikteki bir taslag: irdelenmigtir. Godel’ 1 boyle
bir makaleyi yazmaya iten felsefi, mantiksal ve matematiksel siire¢lerin hemen hepsine
deginilmis olup, yer yer bu siireglerin tarihsel arka planlari da s6z konusu edilmigtir.
Zira adi gecen makale, matematifin kendi ig¢sel smirliliklarim ortaya koymasi
bakimindan oldugu kadar, olusum siirecinin tarihi gelisimi bakimindan da renkli,

etkileyici ve garpicidir.
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ABSTRACT

GODEL’ S AXIOMATIC SYSTEMS’ INCOMPLETENESS
THEOREM AND PARADOXES

TASKESEN, Tufan
M. Sc. in Mathematics
July, 2001

In this study, the formation process of famous article, which published in
1931 and has the value for turning point of 20. century mathematics’ and also named
by On formally undecidable propositions of Principia Mathematica and related
systems [1] and a model having the quality of that article’ s summary had been
examined. Almost all philosophical, logical and mathematical processes which
encouraged Godel to write that article had been mentioned and moreover the
historical backgrounds of that processes were concerned. Because the article is
peculiar, effective and attractive in that it reveals the mathematics’ self interior limits

and has an interesting historical development of its formation process.
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BOLUM 1

GIRIS

Insanoglu, ideal formlar olarak belledigi tamlik, kesinlik, dogruluk,
gelismezlik ve tutarlihk gibi kavramlari, tarihin hemen her doneminde bir¢ok alanda
aramis, ancak yogunlukla matematikte bulmustur. Matematigin kendine 6zgii yapisi,
gerceklige uzanan yolu acig siirecindeki bagaris1 ve sundugu engin yaraticilik sahast,

s6z konusu arayisin neden matematikte sonlandigin: biiyiik oranda agiklamaktadir.

Tiim bu yetkinliklerine kargin matematik, tarihsel gelisim siireci boyunca
ciddi problemlerle kars1 karsiya kalmigtir. Ilk bakista, sorunlarim eninde sonunda
¢oziime kavugturan istikrarli bir bilim gibi goriinen matematife yakindan
bakildiginda durumun sanilandan biraz farkli oldugu, goriis ve yaklasim farklarindan
dogan ve agagidaki gibi siuflandirilabilen bunalimlarin matematik diinyasini bir

hayli ugrastirdig1 anlagilmaktadir:

1. Antik Yunan’ da, irrasyonel sayilarin ortaya cikisiyla baslayip, negatif (-)

ve sanal (i) sayilarin bulunusuyla siiren bunalim.

2. Yenicag Avrupast’ nda, sezgisel ve fiziksel argiimanlara dayanilarak ortaya
koyulan ve kesinlikle saglam bir temele oturtulamayan diferensiyel ve integral

hesabin yol agtig1 bunalim.

3. Paralel Postiilati olarak da bilinen Euclide’ in V. postlilatindan

kaynaklanan ve Euclide-dig1 geometrilerin ortaya ¢ikmasiyla sonuglanan bunalim.

4. Cantor’ un genel kiimeler kuramina iliskin paradokslarin yol agtiga ve

Gédel teoremleriyle biiyliyen bunalim.

Her biri matematikte ciddi kaoslar yaratan ve matematikgileri uzun yillar
boyu ugrastiran bu bunalimlar, insanoglunun matematige olan giivenini azaltmis ve
bekledigi kesinligi bir baska yerde aramasina mi yol agmustir? : Hayir.
Ciinkii matematik, tiim bu bunalimlardan, biiyiik oranda ve pozitif yénde etkilenerek
cikmis, i¢sel simirliliklarim $ziimsemis, bu bunalimlari, yeni ve kokli atilim ve

agilimlarin baslangi¢ noktas1 saymugtir.



Calismamizin asil amaci, matematik diinyasinin yasadig1 bu bunalimlardan 3.
ve 4. maddelerde belirtilenlere iligkin tarihi, felsefi, mantiksal ve matematiksel
bilgileri giin 1s18ina ¢ikarmak ve ozellikle 4. maddede ifade edilen bunalim
ayrintilanyla irdelemektir. Ciinkii kiimeler teorisi etrafinda gelisen siireg, gerek
kendine referansli paradokslarin ortaya ¢ikiglar1 ve gerekse bu paradokslar 6nlemeye
yonelik galigmalar temellerinden sarsan, 1931 tarihli makale [1] baglaminda bilyiik

yank1 uyandirmstir.

Aslinda 3. ve 4. bunalimin temelini olugturan matematiksel yap1 da aynidir;
aksiyomatik sistem. Euclide, Elementler adli iinlii eserinde ortaya koydugu ve
bununla bir ilki gergeklestirdigi aksiyomatik sistemine aldig1 bir aksiyom yiiziinden;
Cantor ise genel kiime teorisini olugtururken kurdugu aksiyomatik sistem paradokslar
{irettiginde tenkit konusu olmugtur. Euclide’ in bu aksiyomatik sistemini yeniden
diizenleme ¢alismalart Euclide-dis1 geometrileri; Cantor’ un sistemine alternatif
sistemler olusturma cabalari da mantikgiltk ve formalizm gibi yeni iki biiyiik ekolii

dogurmustur.

Matematigi celiskisiz ve saglam bir temele oturtma ya da bu kogullan
saglayan bir temel inga etme ¢abalarmin en 6nemlisi ve en ses getireni, sliphesiz
David Hilbert’ e ait olamdir. 1900 yilindaki Uluslararas1 Matematik Konferans:’ nda
yaptig1 tarihi konugmasinda [2] Hilbert, matematik diinyasmin o giine degin
¢ozemedigi 23 tane bilyiik problemi oldugunu belirtmis ve bunlarin da er ya da geg
¢oziilecegini savunmugtur. O’ na gore matematiksel problemler her zaman var
olacaktir, ancak, ¢oziimsiizliik diye bir olgu kabul edilemezdir. Fakat, Hilbert’ in bu
konusmay! yapmasini takip eden yillar, sdylediklerinin tersini ortaya koymustur.
Matematik diinyasimn degisik yerlerinden gelen ve Cantor’ un kiimeler kuramina ait
olan paradokslar [3] agiklanamams ve ¢oziillememistir. Bu sorun karsisinda ortaya

atilan degisik agiklama ve ¢6ziime ulagtirma gabalarinin tiimii yetersiz kalmugtir.

1910 ve 1920° li yilar, Hilbert’ in formalizm adiyla ortaya koydugu ve
matematigin salt bicimsel aksiyomatik sistemlerden olugmasi gerektifini savunan

akimin etkinliginde gegmistir. Bu akim, asagidaki iki temel lizerine inga edilmigtir:

1. Matematik ve mantik calismalarinda kullanilan dilin yapisi, yapilan

tamimlar, tiim matematiksel aksiyomlar ve klasik matematigin uygun gekilde secilmig



bir alanini gelistirmeye yonelik kullanilan tiim mantik prensipleri, kullanilan dilin

objeleri tarafindan tam olarak ifade edilmis olmalidir (Formalizasyon).

2. Kullanilan bir formal sistemde;

a) A ve ~A Onermelerinin ispati olan iki Onerme dizisi ayn: anda

bulunmamalidir (Tutarlilik).

b) A ve ~A 6nermelerinden bir ve yalniz birinin ispat1 olan bir Snerme dizisi

mutlaka bulunmalidir (Tamlik).

Bu sekilde adeta mekanik hale getirilen ve sezgisellikten tiimiiyle arindirilan
matematik, formalizm ylikiinii daha fazla tagiyamamigtir. 1931° de, 25 yasindaki
Avusturya’ Il matematik¢i Kurt Godel, yazdig: makalede [1] kanitladig: bir teoremle,

Hilbert programini temellerinden sarsmustir. Gdel, makalesinde;

1. Herhangi tutarh bir aksiyomatik sistemde, énceden karar verilemeyecek

(dogrulugu ya da yanlishigi kanitlanamayacak) en az bir 6nerme vardir

2. Herhangi tutarh bir aksiyomatik sistemin kendi i¢inde kalinarak, tutarlilik
ispat1 yapilamaz
savlarml: gayet 6zglin ve orijinal bir tarzda kanitlamigtir. Bu savlarin kanmitlanmasi,
Hilbert’ in aksiyomatik sistemler i¢in 6ngérdiigti iki temel nitelik olan tamiik ve
tutarliligin, neredeyse higbir zaman ulagilamayacak bir {itopya oldugunu ortaya

koymustur.

Bu ¢alismada, matematiksel mantik alaninda gecen ylizyilda yazilmis en
dnemli eserlerden biri olan ve yukanida tamtilan, Principia Mathematica ve benzer
sistemlerin formel olarak karar verilemeyen onermeleri iizerine adli makale [1],
dayandigt mantiksal ve matematiksel temellerden yola ¢ikilarak incelenmistir. Temel
Kavramlar bashikli II. Bé6lim’ de, Godel’ in caligmasina altyapr olusturmasi
bakimindan dnemli olan Klasik, Modern ve Simgesel Mantik’ tan s6z edilmis olup,
matematigin temel yapilan olan Kavram, Terim, Tamm, Benzerlik, Egitlik, Ozdeslik
ve Denklik hakkinda bilgiler verilmistir. Bu bdlimde ayrica, tiim bilimler i¢in
vazgecilmez bir arag olan Dil’ e de deginilmis, Matematik Dili-Meta Matematik Dili
ayrnimu zellikle vurgulanmustir. III. Boliim, Godel kamtlamasinin temel 6gelerinden
biri olan Aksiyomatik Sistemler’ ¢ ayrilmustir. Matematik tarihinin 6nemli

aksiyomatik sistemleri olan Euclide, Cantor, Zermelo-Fraenkel, Frege ve Principia



Mathematica yapilarinin tiimiine deginilmis olan bu béliimde ayrica, bir aksiyomatik
sistemden beklenen Tamiik, Tutarlilik ve Bagimsizlik 6zellikleri incelenmistir. III.
Béliim, Hilbert’ in 1900 yilinda yaptig: iinlii konusmanin metni [2] ve sundugu 23
problemin ifadeleriyle sona ermistir. Paradokslar adlh IV. Bolim’ de ise, Godel
kanitlamasinda birincil 6neme sahip olmasi bakimindan Paradoks’ un Tanumi,
Ortaya Cikis Siireci ve Kapsamu ile ilgilenilmistir. V. B6lim Godel Kanitlamasi® na
ayrilmis olup, dncelikle Gédel’ in 1929 ve 1930 tarihli iki makalesinde [4,5] ortaya
koydugu gergekler incelenmis, ardindan 1931 tarihli ve asil konumuzu olugturan
makalede [1] yapilan kanitlama ele alinmigtir. Calismamiz, tiim elde edilenlerin 15181
altinda yapilmig bir degerlendirmeyi ve bundan sonra planlanan g¢alismalarimizi

igeren Sonug bélimiiyle sona ermigtir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Godel’ in aksiyomatik sistemlerin tam olmamasina dair teoreminin ve bu
teoreme iligkin kamitlamasinin, temel olarak matematiksel mantifa dayanmakta
oldugu 6nceki bolimde belirtilmisti. Bu nedenle, adi gegen teoremi kavrayabilmenin

On sartinin, matematiksel mantiga ait bilgilerin gozden gegirilmesi oldugu agiktir.

2. Bolim’ de; Klasik Mantik, Modern Mantik ve Simgesel Mantik’ tan genel
anlamda soz edilmis, mantik ¢alismalarindaki 6nemi bakimindan kavram, terim,
tanim, benzerlik, esitlik, 6zdeslik, denklik ve dogruluk kavramlarina deginilmistir.
Ayrica bu boliimde, mantiksal dogrulara ulagmanin degisik yollar1 arastirilmis,

mantik¢ihk ve sezgicilik ekolleri tizerinde 6zellikle durulmustur.

2.1 KLASIK MANTIGIN TEMEL KAVRAMLARI

Mantik, diistinme olgusunun, gercegi (kesinligi) bulma yolunda, gegerli akil
yiriitmeler yapabilmek i¢in disipline edilmesinde gerekli yontem ve ilkeleri konu
eden bir disiplindir; kisaca “diisiinme yasalarinin bilimidir” [6]. Diisiinme, duyu,
zeka, hafiza gibi beyinsel isleyislerin Uriinii olarak, algi, sezgi, tasari, hayal,
animsama v.s. seklinde ortaya ¢tkan karmagik bir olgudur. Dil, diigtincelerin (sézle,
yaziyla, isaretle v.s.) ifade edilmesidir. Ifadeler tiimcelerden olusur. Tiimceler, istek,
emir, soru, kosul, yarg: v.s. gibi konu ettikleri distincelere gore cesitlidir. Yarg:
tiimcesi, bir 6zelligin bir kavramda olup olmadigina dair bir diisiinceyi ifade eder.
Herhangi bir obje hakkinda, bir yarg: tiimcesi olarak ifade edilen diistince ile, konu
edilen objenin uygunluk derecesine, digiincenin dogruluk derecesi veya kisaca
dogruluk denir; kesinlik s6z konusu uygunlufun tam olmasidir; bu durumda
diisiinceye dogru diistince denir. Diisiince ile obje arasinda en az bir bakimdan
uygunluk yoksa kesinlik de yoktur ve bu durumda diisiinceye, dogru olmayan ya da
(iki degerli mantikta) yanlis diisiince denir. Mantikta, yargi tiimcelerine onerme

denir. Onermeler, epistemolojik, yapisallik, nicelik, nitelik v.s. bakimlardan



simiflandinimislardir.  Epistemolojik bakimdan Onermeler, olgusal (empirik, a
posteriori, sentetik) ve mantiksal (a priori, analitik) 6nermeler diye amilan iki simfa
ayrilir [7]. Yapisal bakimdan &nermeler, 6zne yiiklem ve “dir” eki (kopula) nden
olusan “A, B’ dir” seklindeki basit Gnermeler; ve iki ya da daha gok basit 6nermenin
ve, veya, ise v.s. gibi baglaglarla bir araya gelmeleriyle olusan bilesik Gnermeler diye
aynlir. Nicelik, bir 6nermenin tiimel ya da tikel olmasidir. Tiimel dnerme, 6znenin
tiim kaplama ile konu edildigi; tikel 6nerme de 6znenin kaplamin (belirsiz) bir kismi
ile ele alindig1 6nermelerdir. Nitelik yoniinden ise 6nermeler, olumiu ve olumsuz diye
ayrilirlar. Salt mantik agisindan Gnermeleri yapi, nitelik ve nicelik bakimindan

incelemek gerekli ve yeterlidir. Asagida bunlarin bazilarina §rnekler verilmistir.
Tiimel Olumlu (To) : “Tiim aksiyomatik sistemler tutarlidir”
Tiimel Olumsuz (Tos) : “Tiim aksiyomatik sistemler tutarsizdir”
Tikel Olumlu (to) : “Baz1 aksiyomatik sistemler tamdir”
Tikel Olumsuz (tos) : “Baz1 aksiyomatik sistemler tam degildir”

To, Tos, to, tos seklinde simgelestirdigimiz bu son dort 6nerme tiirii, mantikta
dort standart form diye adlandirilir. Bunlar arasindaki iligkiler, karsithk, altiklik ve
celisiklik adlaryla ti¢ bakimdan incelenir. Nicelik, 6zne ve ytiklemleri ayni fakat
nitelikleri farkli olan iki Onermeye karsit onermeler denir. Tiimel Onermelerden
karsit olanlara, zist karsut, tikel 6nermelerdén karsit durumda olanlara da alt karsu
dnermeler denir. iki 6nermenin, nitelik, 6zne ve yiiklemleri aym fakat nicelikleri
farkli ise bunlara alfiklik denir. Ozne ve yiiklemi aymi olan iki 6nerme hem nitelik
hem de nicelik olarak farkl ise bunlara ¢elisik denir. Karsiolum adi verilen bu

iliskiler “Aristo Karesi” denilen asagidaki sema ile dzetlenebilir [7]:

To UK Tos

C A

to AK fos

Sekil 2.1.1 Aristo Karesi



Akl yiiriifme (usavurma, reasoning, arglimantasyon), 6nciil (ya da Onciiller)
denilen bir (ya da daha ¢ok) onerme ile, sonu¢ denilen bagka bir Gnermeyi
iligkilendirmek i¢in yapilan bir diigiinme islemidir. Eger Onciilin dogru olmasi,
sonucun da zorunlu olarak dogru olmasimi gerektiriyorsa, yani sonug &nermesi
onciillerin igeriginde sakli ise, dnciiller sonucu kanitlar denir. Bu durumda, énciillere
kanitlayan, sonuca kamitlanan ve akil yiiriitmeye de gegerli akil yiiriitme denir. Aksi
halde, yani onciillerin sonucu zorunlu kilmamas1 halinde, akil yiiriitmeye gegersiz
akil yiiriitme denir. Bir akil yliriitmenin gegerli olup olmadigini saptama iglemine
denetleme denir. Dediiksiyon (¢ikarim), indiiksiyon ve analoji akil vyiiriitme
bigimleridir. Bunlardan dediiksiyon, onciillerin igeriginde bulunan sonucu ortaya
¢ikarma islemidir ve gegerli olsa bile (sonu¢ zaten Onciillerin igeriginde var
oldugundan) yeni bir bilgi kazandirmaz. Tiim gegerli akil yiiriitmeler dediiksiyondur;
ancak gegersiz dediiksiyonlar da yapilabilir. Indiiksiyon ve analoji, yeni bilgilere
ulagma bakimindan bilimlerin en ¢ok kullandig1 akil yiirtitme bigimleri olmalarina
karsin, ulastiklar1 sonuglara daima siiphe ile bakilir ve bu nedenle gegerlilikleri
yoktur. Gegerli dediiksiyonlar birer kanitlama islemidir. Kanitlama; kanit ve
kanitlanan Onermelerde gecen ortak terimler ve bunlar arasindaki iglem-kaplam
(cins-tiir, kiime-eleman) iliskilerinde Hep ve Hi¢ kurallari dikkate alinarak
gerceklestirilir. Onermeler ortak terimler igermiyorlarsa veya terimler arasinda
iclem-kaplam (cins-tiir, kiime-eleman) iligkisi kurulamiyorsa mantiksal kanitlama
yapilamaz. Hig bir ortak terim igermedikleri halde, 6nermeler arasinda, nedensellik
denilen bir neden-sonug iliskisi de olabilir. Bu tiir iligkiler kurularak yapilan akil
yiiriitmelere (kamtlama degil) famitlama denir. Kamtlamalar dediiksiyonlarla
yapilabildigi halde, tamtlamalar, indiiksiyon veya analoji ile yapilirlar ve gegerli akil
yirlitmeler degillerdir; genellikle kesinlik igermezier. Asagida yegane gegerli akil

yiiriitme olabilen dediiksiyonlarin (¢ikarimlarin) bir tasnifi verilmistir:

2.1.1 DOGRUDAN CIKARIMLAR [7,8]

Dogrudan g¢ikarimlar, bir tek Onciil igeren dediiksiyonlardir. Karsiolum ve
esdegerlik gikarimlart olmak tizere ikiye ayrilirlar. Karsiolum g¢ikarimlari, 6nermeler
arasindaki (daha Once s6zii edilen) karsithk, altiklik ve ¢eliski iligkilerine

dayandirilir. Ust karsit iki 6nermeden biri dogru ise digeri yanlig olmak zorundadir.



Fakat biri yanlig ise digeri dogru da yanlis da olabilir. Alt karsit 6nermelerden biri
yanhs ise digeri dogrudur. Fakat biri dogru ise digeri dogru da olabilir yanhs da.
Altiklikta, timel olumlu dogru ise tikel olumliu da dogrudur. Tiimel olumsuz dogru
ise tikel olumsuz da dogrudur. Tikel olumlu dogru ise tiimel olumlu dogru da yanlig
da olabilir. Tikel olumsuz dogru ise tiimel olumsuz dogru da olabilir yanlig da . . .
Celiski ¢ikarimlari, ¢eligki durumundaki yani nitelik ve nicelikleri farkli olan dnerme
ciftleri ile yapilan dediiksiyonlardir. Celisik iki 6nermeden biri dogru ise digeri

yanligtir.

2.1.2 ESDEGERLIK CIKARIMLARI [7,8]

Esdegerlik ¢ikarimlari, denk (dogruluk degerleri aymi olan) onermeler
arasinda yapilir. Dort standart formdaki Gnermelerden, evirme, ¢evirme ve devirme
denilen bazi doniigtirmeler yapilarak, bunlara denk olabilen yeni Onermeler
(sonuglar) elde edilebilir. Evirme, nitelik ve niceligi bozmadan 6nermenin 6znesi ile
yiikleminin yerini degistirme islemidir. Bu islem tiimel olumlularda yapilirsa
onermenin dogruluk degeri degisir; tiimel olumsuz ve tikel olumlularda evirme
islemi, 6nermenin dogruluk degerini degistirmez; tikel olumsuzlarda degisebilir de
degismeyebilir de . . . Cevirme isleminde 6nce 6nermenin niteligi degistirilir, sonra
yiiklem yerine onun tiimleyeni getirilir. Yiiklemin tiimleyeninden, yiiklem
konumundaki kavramin kaplaminda olmamay: kastediyoruz. Bir kavram ile onun
tiimleyeni zit-anlamh sozciiklerle ifade edilebilir; dliimli-é6limsiiz gibi . . . Cevirme
isleminden sonra tiim formlarda, dogruluk degeri degismez. Devirme ise, nitelik ve
niceligi bozmadan, &znenin tiimleyenini yiiklem, yiiklemin tiimleyenini de &zne
yapmaktir. Bu islemle tiimel olumlu ve tiimel olumsuzlar i¢in gegerli, fakat tikel

olumlu ve tikel olumsuz énermeler i¢in gegersiz ¢ikarimlar yapilir.

2.1.3 DOLAYLI CIKARIMLAR (Tasim, kiyas, sillogizm) [7,8]

Dolayli ¢ikarimlar, birden g¢ok onciil iceren ¢ikarimlardir. Onciillerin
tiimiiniin basit dnermeler oldugu tasimlara kategorik tasim; 6nciillerden en az birinin
bilesik 6nerme oldugu tasimlara da kategorik olmayan tasim denir. ki onctillii bir

kategorik tasimda (tam tasim), her biri dort standart formdan biri olabilen, (sonug ile



birlikte) ti¢ basit (kategorik) 6nerme vardir. Ayrica, ikisi hem 6nciillerde hem de
sonugta gecen, biri de yalnizca dnciillerde gegen ii¢ terim vardir. Yalnizca 6nciillerde
gegen terime orfa terim; sonugta gecen terimlerden 6zne konumunda olanina kzigiik
terim, yiliklem konumunda olanina da biiyiik terim denir. Biiyiik terimi igeren dnciile
biiyiik énciil, kiigiik terimi igeren 6nciile de kiigiik onciil denir. Onermelerin siralams:
bakimindan 64 farkli tam tasim olabilecegi agiktir. Kiigiik ya da biiyiik onciillerde
yer alabilecek olan orta terimin, bunlarin her birinde 6zne ya da yiiklem konumunda
bulunabilmesine gore, her bir siralamig i¢in (orta terimin) dért farkli konumsal
durumu vardir. O halde Onermelerin siralanist ve orta terimin onciillerdeki
konumlarina gore 256 farkli tasim olacaktir. Bunlardan sadece 24 tanesi gegerlidir.

Gegerli tasimlar agagidaki kriterlere gére saptanir [7]:

1. Orta terim sonugta bulunmamalidir.

2. Onciillerden en az biri tiimel olmalidir.

3. Onciillerden biri tikel ise sonug da tikeldir.
4. Iki 6nciil de olumlu ise sonug da olumludur.
5. Onciillerden en az biri olumludur.

6. Onciillerden biri olumsuz ise sonug da olumsuzdur.

Gegerli olan bu 24 tam tasim, kuvvetli, zayyf, miikemmel diye smiflandinlmistir.,

Asagidaki 6rnek “Aristo’nun dort milkemmel tasimi” igin verilmistir:

1) Tiim Goédel sayilar dogal sayidir

Tiim (ilk on dogal say1) (ilk on dogal sayinin tiimii) Gédel sayisidir

O halde ilk on dogal sayinin tiimii dogal sayidir

2) Higbir Godel sayisi irrasyonel degildir

Tiim asallar Godel sayisidir

O halde higbir asal irrasyonel degildir
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]

3) Tim Godel sayilan rasyoneldir

13 bir Godel sayisidir

O halde 13 rasyoneldir

4) Higbir Gddel say1si irrasyonel degildir
Bazi dogal sayilar Godel sayisidir

O halde baz:i dogal sayilar irrasyonel degildir

Zincirleme tasimlar [9], ikiden ¢ok Oncliilii olan tasimlardir. Bunlardan yigin

zincirleme tasimlar,
Tiim Ay’ ler , Ay’ dir

Tim A, ler , Az’ diir

Tiim Any’ ler, Ay’ dir

O halde tiim A’ ler, A,’ dir
seklindedir.

Eksik onermeli tasimlar [9], onciillerden birinin ya da sonu¢ Onermesinin
ifade edilmedigi, fakat bu ifade edilmeyen 6nermenin zihinde olusturulabildigi tam
tasimlardir. Gegerlilikleri, ancak sakli tutulan Onermenin yerine koyulmasiyla
miimkiindiir.

Hipotetik  onermeler [10], iki basit Onermenin “ise” baglaciyla
birlestirilmesiyle olusan, p = q seklindeki bilesik dnermelerdir. Disjunktif onermeler
ise “ya da” baglaciyla olusan bilesik 6nermelerdir. Kategorik olmayan tasimlar,
onciilleri arasinda hipotetik veya disjunktif O6nerme bulunan tasimlardir. Eger
Onciillerden en az biri hipotetik onerme ise hipotetik tasim, disjunktif ise disjunktif

tasim denir. Hipotetik tasimlar dort gesittir [9-11]:



1. On bilesenin evetlenmesi (Modus Ponens)

p,q ise p,r dir
p,q dur

O halde p, r’ dir

p,q ise r,s’ dir
p,q dur

O halder, s’ dir

p,qdegilse p, r degildir
p, q degildir

O halde p, r degildir

p,qdegilser, s degildir
p, q degildir

O halde r, s degildir

2. On bilesenin degillenmesi

p,q ise p,r’ dir
p,q degildir

Po T AeBIAIr. oot (gecersiz)

p,q ise r, s’ dir
p,q degildir

T, deBIldir. .o (gecersiz)



12

p,q degilse p,r degildir
(p,q degildir) yanhstir

(p,r degildir) yanliStr......cccovvvirieereenireeereereerreeeeer e (gecersiz)

p,q degilse r,s degildir
(p, q degildir) yanlistir

(r,s degildir) yanliStir......cocoveviveoeeneiriirirceere e (gegersiz)

3. Art bilesenin evetlenmesi

p,q ise p,r dir
p,r dir

(55 @ N O A A (gecersiz)

p,q ise r,s’dir

r,s’ dir

dUr A Y AN ..o N (gegersiz)

p,q degilse p,r degildir
p,r degildir

P, deBldir....ccoveiiiiieiieicniccre (gecersiz)

p,q degilse r, s degildir
r,s degildir

P, AeBildir.. ..o (gegersiz)
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4. Art bilesenin degillenmesi (Modus Tollens)

p,q ise p,r dir
p,r degildir

Poq dEBUAIr oo (gecerli)

p,q ise r,s’ dir
r,s degildir

Prq deBldir. oo (gegerli)

p,q degilse p,r degildir
(p, r degildir) yanhgtir

(p,q degildir) yanligtir......cocoveririereenieeriiiectceeceeneeeenne (gegerli)

p,q degilse r,s degildir
r,s degildir

(P, q degildir) yanhigtir........ccormimiinirnin e (gegerli)

Disjunktif (ayrik onciillit) tasimlar [7), bagdasw segenekli ve bagdasmaz
segenekli olmak iizere ikiye ayrilirlar. Bagdasir segenekli tasimlarda bilyiik onciil

“veya” baglaciyla olusur. Bunlar da dort tiirliidir [7,11]:

1. On bilesenin evetlenmesi (Modus Ponendo Tollens)

p,q dur veya p,r dir
p,q dur

Pl deFUdil. et (gegersiz)



p,q dur veya r,s’dir
p,q’ dur

I, S deBIldim.. ittt (gecersiz)

p,q degildir veya p,r degildir
(p, q degildir) yanhstir

(p,r defildir) yanlitir......ccocceverrerrerirceernirereereenret e (gecersiz)

p,q degildir veya r,s degildir
(p,q degildir) yanligtir

(r,s degildir) yanligtir.......ccoeevvrveenmrirerirreeinenteeceesaereesaaens (gecersiz)

2. On bilesenin degillenmesi (Modus Tollendo Ponens)

p,q dur veya p,r’ dir
p,q degildir

D ANECIINY, S S S ... S ... (gecerli)

p,q dur veya r,s’dir
p,q dur

Ty 8 ittt ettt e ee s se et ene s (gegerli)

p,q degildir veya r,s degildir
(p, q degildir) degildir

T, 8 eIl it (gegerli)

p,q degildir veya r,s’ dir
(p,q degildir) degildir

I, S deBildir...cociieiiieicee e (gegerli)
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2. Art bilesenin evetlenmesi (Modus Ponendo Tollens)

p,q dur veya p,r’ dir
p,r dir

P, g deBildir. ..cociniivriiiriieeeee e (gegersiz)

p,q dur veya r,s’dir

r,s’ dir

Psq AeBIldir. oot (gecersiz)

p,q degildir veya p,r degildir
p,r degildir

P, AeIdir oot (gegersiz)

p,q degildir veya r,s degildir
r,s degildir

(p,q degildir) degildir..........cooevrevrivirceriireceeiceceeeeeeieenn, (gegersiz)

4. Art bilesenin degillenmesi (Modus Tollendo Ponens)

p,q dur veya p,r dir
p,r degildir

QUE ettt et e te e s s ae s (gecerli)

p,q dur veya r,s’dir
r,s degildir

P s QUi (gegerli)



p,q degildir veya p,r degildir
(p,r degildir) degildir

Psq AeBIldir..c..ccciiiiiiiiiiiirieeeie ettt eee s (gegerli)

p,q degildir veya r,s degildir
(r,s degildir) degildir

Pol deBUdir. oottt (gegerli)

2.1.4 BAGDASMAZ SECENEKLI TASIMLAR [12]

p,q dur veya r’ dir
p,q dur

p,r degildir.......c.cueuennen. # Modus ponendo tollens #........... (gegerli)

p,q dur veya r’ dir
p,r dir

Poq AeBUAIr. ..cociiiiiiiiie e (gegerli)

p,q dur veya r’ dir
p,q degildir

P, difeecciieiiiirenneen # Modus tollendo ponens #............ (gegerli)

p,q dur veya r’ dir
p,r degildir

Py AeBIldir. oot (gegerli)

16
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2.1.5 IKILEM (Dilemma) [7,9]

Ikilemler, biiyiik onciilii “ve” baglaciyla baglanmus iki hipotetik 6nermeden
olugan tasimlardir.

1. Basit ikilem : Basit ikilemde biiyiik 6nciiliin hipotetik 6nermelerinin birer

bileseni ayn1 6nermedir. Yapici ve yikict ikilemler olmak tizere iki tiirii vardir.
1;. Basit yapici ikilem :

p,q dur ve r,q’ dur
p’ dir yada r’ dir

b

q’ dur

1,. Basit yikier ikilem :

p,q’ dur ve p,r’ dir
q degildir ve r degildir

p degildir

2. Karmasik ikilem
2;. Karmagik yapiei ikilem :

p,q dur ve r,s’ dir
p’ dir ve r’ dir

q’ dur ve s’ dir

2;. Karmagik yikici ikilem :

p,q dur ve r,s’ dir
q’ da degildir r’ de degildir

p’ de degildir r’ de degildir
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2.2 MODERN MANTIGA GECIiS SURECI

Mantik, diisiince bigimleri ve diiglince yasalari bilimidir. Dogru diigiinme
kurallar1 Aristoteles (M.O. 384-322) tarafindan “analitik diigiinme” adi1 altinda
disipline edilmistir. Stoacilar bu disipline mantik (logos) adini vermis ve Aristo’ nun
gortislerini Organon adli eserde toplamislardir [7]. Daha sonra Porphgros ve
Buethius (M.S. 6.yy), ozellikle tasim mantifim 6n plana g¢ikararak mantig:
gelistirmiglerdir. Gergege ulagmak i¢in zihnin uymak zorunda oldugu genel diisiince
yasalari, kavramlari temel almistir. Kavramlar ise i¢lem (kavrami bagka konulardan
ayiran niteliklerin tiimii) ve kaplam (aymi niteliklere sahip-ayni kavram altinda
toplanan-objelerin tiimii) bakimlarindan ele alinmuglardir. Ilk ¢aglarda varliklart ve
varliklar arasindaki iligkileri dedtktif akil yiriitmelerle anlayabilmek ve
kavrayabilmek miimkiin gériiliiyordu. Ancak sonralari, tiimdengelimsel diisiincenin
yeni bir gergegi ortaya gikaramayacagi ve doga yasalarinin ancak empirik (deneysel)
yoldan, tlimevarimsal yontemlerle, neden-sonug iliskileri kurularak ortaya
koyulabilecegi savunulmaya baslandi. Fakat elde edilen sonuglarin matematigin
denetiminden de gegmesi gerekiyordu. Yeni ¢agin baslarinda “bilimler, matematigi
kullandiklan oranda kesin ve giivenilirdir” [13] anlayisinin su yiiziine ¢ikmasiyla
matematikgiler, ellerindeki bu gliglii arac1 daha da giiglendirmek ve mevcut yapi
icindeki ¢6zemedikleri bazi problemlerini de ¢ozebilmek umuduyla matematigin
mantikla da desteklenmesi geregini diiglinmiiglerdir. Ancak mantiga yoneldiklerinde
onun, 6zellikle felsefecilerin elinde, Aristo’ nun salt bicimsel mantig1 olmaktan ¢ikip
ontolojik, epistemolojik, metodolojik ve metafiziksel konular arasinda bir karmagaya
ve adeta bir mantiksizlik ve paradokslar g¢ukuruna doniistiigiinii goriince,
matematigin mantiksallagmasinin ancak, 6nce mantifin matematiksellestirilmesi ve
mantik dis1 konulardan arindirilmasiyla gergeklesebilecegine inannuglardir. Mantigin
bilimde ve matematikte kullanilabilir hale getirilmesine Bacon ve Descartes onciiliik
etmistir. Modern mantik, sembolik mantik, matematiksel mantik, lojistik gibi adlarla
(ve kayda deger olmayan farkliliklarla) ortaya ¢ikan yeni mantik anlayislar, bigimsel

mantik denilen eski mantiga alternatif olarak ortaya ¢ikmislardir.
Modern denilen tiim mantik disiplinlerinde bir sentaks sistemi vardir ve
sistemde objelerin igerigi degil bicimi ele alimr; buna bigcimsellestirme

(formalizasyon) [14] denir. Sistemi yorumlama sistemin disinda bir faaliyettir.
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Sistemin kendine 6zgii sembolleri olup kullanilan dil (nesnel-dil, obje-dil v.s.) ile bu
dil hakkinda konugulan dil (dil Gtesi, meta-dil v.s.) arasinda kesin bir ayirim

yapilmgtir.

Lojistik, mantigin bir kalkiiliis haline getirilmesini hedefler ve mantigin
sembollesmesi ile olusmustur. Bu nedenle lojistife, sembolik mantik ya da
matematiksel mantik da denir. Latince, ¢akil tasi anlamina gelen (muhtemelen, ilk
¢aglarda hesap yapmakta gakil taglarindan yararlanilmis olmasindan dolay1) calculus
sOzciigli matematikte, belirlenmis sembollerle, belirlenmis kurallara uyularak hesap
yapma ve yeni sonuglar elde etme disiplini anlaminda kullamlir (Ozellikle,
liniversitelerin fen bilimleri ve matematik boliimlerinin ilk simflarinda verilen ve
diferensiyel-integral agirlikli olan dersler de bu adla anilir). Sembollerle hesap
yapmanin (glintimiizdekine yakin sekliyle) ilk 6rnegi, Tiirk matematik¢i Harezmi’
nin kurdufu cebirsel kalkiiliistiir. Gergekte ilk sembol kullanimi, Aristo’ nun
kategorik Onermeler teorisinde goriilir. Ortagagda Tirk bilginlerinden Farabi
onciiller ve kanitlama kavramlarini, Ibni Sina ise kipli &nermeleri ele alarak, Aristo’

nun bi¢imsel mantigina 6nemli katkilarda bulunmuglardir [8].

Bir kalkiiliis gelistirildikten sonra artik, ele alinan disiplin igindeki konulari
matematiksel bir dakiklikle ele almak ve denetlemek imkani elde edilmis olur. Bir
mantik Kalkiiliisii (lojistikte mantifin temel birimi olarak alinan), 6nermeler ve
Snermeler arasindaki iliskiler igin bir kurallar ve semboller listesi igerir; 6nermeleri
iceriksel degil ama anlamlarindan armndinlmis olarak sembollerle gosterirken,
onermeler arasindaki iligkileri de yine sembollerle ve belli kurallarla formiile eder.
Bu formellestirme, iceriksiz Snermeler arasindaki iligkileri bir cebirsel hesap gibi ele
alip, onlarni kesin olarak denetleyebilmeyi saglar. Boylece, Onermelerin
anlamlarindan bagimsiz ve tamamen bigimsel olarak ele alinmalariyla, mantifin
salthg1 gergeklesir; belirsizlikler ve ¢ok anlamliliklar ortadan kalkar. Sistem iginde,
gizli, anlamli higbir igaret, sdzciik, terim v.s. bulunmaz ve bulunan her sey énceden
tanimlamr. Aksiyomlar ve teoremler, temel simgelerin bir araya gelmeleriyle olusan
anlamsiz ve sonlu zincirlerdir. Aksiyomlardan hareketle teoremlerin kamitlanmasi,
onceden belirlenmis mekanik kurallara dayandirilarak yapilir ve bdylece bir simgeler
zinciri, bagka bir simgeler zincirine doniistiirilmtis olur. Onceden saptanmis ve

acikea belirtilmig akil yiiriitme ilkelerine sadik kalinir. Sezgiye yer verilmez. Sonugta
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yapin olusumu, bir cihazin ¢aligma modeli gibi apacik ortaya konur ve cesitli
iceriksiz simge zincirlerinin birbirleriyle nasil bir baglant1 iginde olduklari agik¢a
gorulir.

Bilinen ilk kalkiiliis Euclide geometrisidir; Harezmi’ nin cebir kalkiiliisii,
Descartes’ 1 Euclide geometrisini cebir kalkiiliisii aracilifiyla analitik geometriye
doéniistiirmesi ve doga bilimcilerinin, doga yasalarini matematiksel dil ile formiile
etme cabalar1 diger tarihsel Orneklerdir. Raymond Lulle (1235-1315), sembolik
mantigin ilk onciilerindendir. Ilk mantik kalkiiliisiiniin ise, Lulle’ den etkilenen
Leibniz tarafindan olusturuldugu sGylenebilir. Leibniz, mantig1 tek ve evrensel bir
“calculus rationis” [15] haline getirmeyi disledi; Characteristicia Universalis
(evrensel karakterler-sembolik dil-) ve Matheis Universalis (bu dile dayanan evrensel
matematik) tasarimlariyla modern mantifin Onciisii olmugtur. O, felsefenin bile
matematiksel bir modelinin olusturulabilecegine inaniyordu. De Morgan 1847’ de,
mantigin matematiksellestirilmesi yolunda ilk 6rnekleri verdi; daha sonra galigmalar
C. S. Pierce tarafindan gelistirildi. G. Boole, Schréder, Venn ve G. Frege modern
mantifn  ger¢gek anlamda kurmuglardir.  Frege, matematifin mantiktan
olmustur. Whitehead ve Russell ise Principia Mathematica’ da, dnceki ¢aligmalar

toparlamiglar ve matematigi bu yeni mantikla donatmiglardur.

Ne var ki 1889’ da Peano, Principia Mathematica’® daki gorisleri bitylik
dlgiide dile getirmigtir. K. Godel ise 1930° da, tekli ve goklu yiiklemler mantiginda
gegerlilik kamtlamasinin sonlu sayida adimla yapilabilecegini ve daha &nemlisi,
aritmetigi kapsayan higbir matematiksel dizgenin tiim dogru Onermelerini
kanitlayabilecek tamlikta bir aksiyom sisteminin olamayacagini kamtlamigtir. A.
Tarski 1934’ de, “dogruluk” ve “gegerlilik” tamimlarini vermis, “dogrulayici
yorumlama” [14] kavramin gelistirmigtir. A. Church’ de 1936’ daki ¢aligmalaryla,
¢oklu yiiklemler mantiginda gegerliligi sonlu sayida adimla ortaya koyabilecek bir
yontemin bulunaxﬂayacaglnl kanitlamistir. Hilbert, Bernays, Neumann, Brouwer,
Heyting, Weyt, Gentzen, Lorenzen, Reichenbach, Quine, Menne, Zermelo,
Buckensky, Beth, Smulyan diger O6nemli modern mantikgilardir. Ayrica
Wittgenstein, Post, Carnap ve Cohen semantik, Shonfinkel, Curry ve Rosser’ da

sentaks alaninda 6nemli ¢aligmalar yapmuslardir.
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Sembollestirme gesitli bigimlerde yapilabildigi icin, ¢ok sayida degisik
lojistik kalkiiliisler ortaya koyulmustur. Ancak bunlardan, 6zellikle Anglo-Sakson
iilkelerinde genel olarak benimsenmis olam1 Frege, Russell, Whitehead ve
Wittgenstein’ 1n lojistikleridir.

Ulkemizde mantia dair, Molla Fenari (15.yy)’ nin Isagoli Serhi ve Ismail
Gelenbevi (18.yy)’ nin Burhan adli eserleri ve klasik mantik gergevesinde verilmis
birgok eser sayilabilir {7]. Yazar: bilinmeyen, 1860 tarihli Mittah-ul Fiinun adh eser,
modern anlayigtaki bilinen ilk mantik kitabidir. Ahmet Cevdet Paga, yazdigi mantik
kitabina, ogluna atfen Miyar-1 Sedat (Sedat’ in Olgiisii) adin1 vermistir. Oglu Ali
Sedat (1857-1900) ise babasinin iltifatina karsilik olarak, Mizan-ul Ukul fi’l Mantik
ve'l Usul adli mantik kitabin1 yazmistir. Bu kitapta Hamilton, Bacon ve Spencer’ in
goriisleri tartigilmis ve Boole’ un cebirsel mantig1 ele alinmigtir. Ali Sedat’ a gore,
cebir kurallarindan daha genel olan diislince kurallarinin cebire uygulanmasinda bir
sinirlama ve zorlama oldugundan Boole’ un yontemi ¢ikar yol degildir. Gergekten,
Boole’ un yontemini benirﬁseyen 19. yiizy1l mantik¢ilarinin, mantig1, ondan daha az
genel olan matematikle agiklamaya kalkistiklarini, fakat yeni mantikgilarin, Boole’
un goriigiiniin aksine, matematigi temellendirmek igin yeni bir mantik kurma

cabasinda olduklarini biliyoruz.

Mantikla ilgili ¢aligmalar yapan bilim adamlarimiz arasinda M. Fazil, Tezer
Agaoglu, Salih Zeki, Nusret Siikrii, Hasan Ali Yiicel, Hatemi Sinih Sarp, Nurettin
Topgu ve Nezahat Kulin sayilabilir. Vehbi Eralp 1939° da, Reichenbach’ dan Lojistik
adl1 eseri dilimize ¢evirmistir. Hilmi Ziya Ulgen’ in Mantik Tarihi ve A. Reymond’
dan ¢evirdigi Lojik Prensipleri ve Muasir Tenkit adl1 ¢aligmalari, 1942’ de verilmis

Snemli temel eserlerdendir.
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2.3 LOJISTIK (SIMGESEL MANTIK)

Herhangi bir alanda bir hiikiim bildiren ve dogru ya da yanlig olabilen
ifadelere 6nerme denir. “Godel bir matematik ustasidir” gibi, daha basit bagka
Onermeler cinsinden herhangi bir sekilde yazilamayan 6nermelere primitif (veya
basit) 6nermeler denir. Bunlar p, g, 1, ... gibi harflerle adlandirilir. Onermeler mantig
(Propositional logic), keyfi 6nermeler yerine gecen (p, q, r, ... gibi) degiskenlerin
cesitli kombinezonlari ile ilgilenir. Bu degiskenlere mantiksal degiskenler denir ve
bunlarin her biri varsayimsal (hipotetik) bir 6nermeye karsihik gelir [11]. Onermeler
mantif1, verilmis bir takim mantiksal degiskenlere karsilik gelebilecek basit
Onermelerin i¢ yapisi ile degil, bunlarin ¢esitli fonksiyonlan olarak olusturulabilen
mantiksal fonksiyonlarla ilgilenir. py, ps, ..., pn gibi n tane 6nerme degiskeni
verildiginde, yeni bir Onerme degiskeni, bunlarin dogruluk degerlerinin her bir
kombinezonu i¢in, yeni Onermeye &zel bir dogruluk degeri veren bir fonksiyon

olarak tamimlanabilir. n 6nerme 2" olasi dogruluk degeri alabileceginden, bu n
onermeden 2% olas1 mantiksal fonksiyon tanimlanabilir [9].

Ornek olarak 2 degiskenli tiim mantiksal fonksiyonlar 16 tanedir. Bunlar,
adlandirmalar1 ve gosterimleriyle birlikte asagida listelenmigtir. Bu listeleme

sirasinda mantiksal fonksiyonlar;
ie{l,2,..,16} olmak iizere
fi: {0,1} x {0,1} — {0,1}
fi (p.9) € {0,1}
seklinde ifade edilmis olup,
0 , pyanligise
p’ nin dogruluk degeri =
1 , pdogruise

alinmistir.
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f; fi(p.9) fndirgenmis Isim
form

£i={((1,1),0),((0,1),0),((1,0),0),((0,0),0)} | fi(p,q) =0 PAD Zero function, Falsum
£:={((1,1),0),((0,1),0),((1,0),0),((0,0), )} |fx(p.a)=p+¥q P AQ Nor, Pierce
£5={((1,1),0),((0,1),0),((1,0),1),((0,0),0)} |fa(p,q)=p+—q PAQ Inhibition, Proper inequality
£={((1,1),0),((0,1),0),((1,0),1),((0,0), )} |fulp,0) =1 q Negation, Complement
£5={((1,1),0),((0,1),1),((1,0),0),((0,0),0)} |fs(p,q) =p-—q qAp Inhibition
fe={((1,1),0),((0,1),1),((1,0),0),((0,0),1)} | fs(p,®) = p P Negation
£={((1,1),0),((0,1),1),((1,0),1),((0,0),0)} |f:(p,)=pRq | pP3V qp Exclusive, Nonequivalance
£5={((1,1),0),(0,1),1),((1,0),1),((0,0),1)} |fa(p.®) =p~q pPVva Nund, Shefferstroke
£5={((1,1),1),((0,1),0),((1,0),0),((0,0),0)} |, =p~Aq PAg Conjunction, And function
fio={((1,1),1),((0,1),0),((1,0),0),((0,0),1)} | fio(p.) =p-—q | PAV P Q Biconditional, Equivalance
£,,={((1,1),1),((0,1),0),((1,0),1),((0,0),0)} | fus(p,Q) =p p Assertion, Identity
£i2={((1,1),1),((0,1),0),((1,0),1),((0,0), D} | f1xp,q) = p—1 pva |Implication, Conditional inequality
£5={((1,1),1),((0,1),1),((1,0),0),((0,0),0)} | fis(p,q) = q q Assertion, Identity
f1,={((1,1),1),((0,1),1),(1,0),0),((0,0),1)} | fia(p,q) = p—q PVq Implication
£15={((1,1),1),((0,1),1),((1,0),1),((0,0),0)} | fis(p,) =PV q PV q Disjunction, Or function
fi={((1,1),1),((0,1),1),((1,0),1),((0,0), 1)} | fi(p,q) = 1 pPVvp One function, Velrum

Tablo 2.3.1 1ki degiskenli tiim mantiksal fonksiyonlar [16]
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Onermeler mantiginin baglica konularindan biri, n biiyiidiikge, biiyiik bir hizla
artan sayidaki n degiskenli tiim mantiksal fonksiyonlari, olabildigince az sayida basit
fonksiyonlarla ifade edebilmektir. Bu basit fonksiyonlar mantik asallar: denilen
1 veya 2 degiskenli fonksiyonlardir. Herhangi bir sonlu n degeri igin Py, P, ..., P,
degiskenlerinin mantiksal fonksiyonu, mantik asallarinin bir kiimesinin sonlu sayida
bazi elemanlar ile olusturulabilirse, bu mantik asallarimin kiimesine fam denir.

Birgok tam asallar kiimesi bulunabilir; bunlardan en yaygin ikisi:
{Negation, Conjunction, Disjunction} ve {Negation, Implication}

kiimeleridir [17]. Herhangi bir tam kiimenin elemanlar cesitli uygun sekillerde
birlestirilerek, elde edilebilecek mantiksal fonksiyonlarin kural formlarina mantik
formiilleri denir. Tam asal kiime olarak yukaridakilerden ilkini alirsak, olusan mantik

formiilleri ardigik olarak sdyle siralanabilir:
1. 0 ve 1 dogruluk degerleri mantik formiilleridir

2. p bir mantiksal degisken ise p ve p mantik formiilleridir
3.pveq mantik formiilleri ise pAq ve pvg’da mantik formiilleridir

4. Tiim mantiksal formiiller 1., 2. ve 3.” de tanimlananlardan ibarettir

Yukarida tanimlanan tipten her mantik formiilli, kendisini olusturan {i¢ asal
fonksiyonun yeni bir fonksiyonunun kuralini tanimlar. Farkli formiiller aym

fonksiyonu tanimlayabilir. Bu durumda bu formiillere denk denir. Ornegin;
(PADVEATIVAAD=(qQAT)V(PADV(PAQ)

Bir mantik formiiliinii temsil eden bir degisken eZer formiilde gegen degiskenlerin
aldigr dogruluk degerleri ne olursa olsun dogru oluyorsa buna bir fofoloji, yanhs
oluyorsa buna da bir ¢eliski denir. Asagida iki degiskenli mantiksal fonksiyonlarin,

yukarida verilen tam asallar cinsinden ifade edilmis bazi formdilleri verilmistir [12]:
0=pAP , P¥q=PAQ , PEq=pvq , @ , p=q=pVvq , P
peq=pqVvqp , PAqQ=PVvVQq , PAQ , PSQ=pqvPpq , P , 4

p, q gibi iki Onermenin (bilesik 6nerme, formiil, ifade v.s.) esitliginden

yukarida soz ettik. p ve q onermelerinin her bir durum i¢in aym dogruluk degerlerini

almalar halinde p«—q ¢ift gerektirmesi bir totoloji olur; bu durumda p = q yerine
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p<> q notasyonu da kullanilir ve p, q 6nermelerine mantiksal olarak birbirlerini

gerektirirler (ya da mantiksal olarak denktirler) denir. Aksi halde p<» q yazilr.

Benzer sekilde p—q gerektirmesi bir totoloji ise p=>q yazilir ve p, q° yu mantiksal

olarak gerektirir denir (p—q ve p=>q arasinda bir ayirim gbzetmeyip p—q yerine

p=>q notasyonunu kullanan matematikgiler de vardur).

Mantiksal denklik, totoloji, ¢eliski ve tammladifimiz diger kavramlardan

hareketle asagidaki, mantifin temel ¢ift gerektirmeleri kanitlanabilir [6]:

1.

2.

PSP

PVaePAT

PAQE PV
pvVqgeqvp

PAQS QAD
pv(vo=(pvqvr
pA(@AT) =(PAQAT
pv(@Aarn)=@vaapvr)
pA@QVD=(PAQV(PAT)
pvpep

pAp<=p

.pv0sp

pAalep

.pvpel

pAp <0

.pvliel

pAO<0

10.pv(pAqQ)<p

pA(PVQ <SP

(Law of double negation)

(De Morgan’ s Laws)

(Commutative Laws)

(Associative Laws)

(Distributive Laws)

(Idempotent Laws)

(Identity Laws)

(Inverse Laws)

(Domination Laws)

(Absorbtion Laws)

Cifte degilleme yasasi

De Morgan yasalari

Degisme yasalar1

Birlesme yasalari

Dagilma yasalar

Tek kuvvet yasasi

Birimsel yasalar

Invers yasalar

Baskinlik yasalan

Sogurma yasalari
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Bu gerektirmelere,
p—q < (P—9YA(Q—p)
p—~q < pvq
p—q < (pvaa(qvp)

indirgeme yasalarim da ekleyebiliriz. Indirgeme yasalarindan yararlanarak icinde —

ve < baglaglan bulunan bir 6nerme bu baglaglardan arindirilabilir. Bu yapildiktan

sonra ortaya ¢ikan ve ilkine denk olan Onermeye indirgenmis formda denir.
Indirgenmis bir onermede degilleme eklemi hi¢ ge¢miyorsa ya da tek tek basit
bilesenlerde ve (bir bilegende) sadece bir kere geciyorsa boyle bir 6nermeye fam
indirgenmis dnerme denir. Indirgenmis dnermeleri tam indirgemek icin, énermeler
mantiginin genel degilleme yasasi ya da Shannon Yasasi [17] denilen yasadan

yararlanilir. Shannon Yasasi formel olarak,

PP,....P,—Vv,A)=P(P,..,P,—A,V)

n

seklinde ifade edilebilir. Pratik olarak, bir basit 6nerme veya A,v baglaglarinin
tizerinde ¢ift sayida degil eklemi varsa 6nerme (ve baglaglar) aynen birakilir; tek
sayida degil eklemi varsa, Onermenin degili,A yerinev, v yerine A yazlir,

Ornegin:

pqv (pvanvpgr < (pvepvanpy qvr
(Burada A baglaci yerine kisalik i¢in higbir simge yazilmamagtir.)

Bir p 6nermesinin normal formu
p=@p2. P, )V(@Q .. q,,)V... (2. 1, )

seklindedir. Burada, v baglaci ile birbirine bagh temel bilesenler (parantezli alt
onermeler) birbirinden farklidir ve her temel bilesen A baglaciyla birbirine bagli ve
her biri farkli 6nermelerden olusmaktadir. Her temel bileseni aymi Onerme
harflerinden olusan bir normal forma da fam normal form [17] denir. {-,A,Vv}
sisteminin tamlif1 geregince, tutarli her bilesik Onermenin bir tam normal formu
vardir. Ornek olarak p, q, r basit dnermelerinden olusan ii¢ degiskenli bir bilesik

onermenin (Boole polinomunun) tam normal formunda, (ancak ve ancak) pqr, pqr,
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pqr, pqr, pqr, pqr, pqr, pqr temel bilegenlerinden bazilar1 bulunur. Eger
tiimii de varsa énerme totolojidir. Higbiri yoksa ¢elisme séz konusudur. Bundan
yararlanarak tam normal formu verilen bir énermenin dogruluk tablosu hemen
yapilabilir. Bunun i¢in, yukandaki bilesenlere sira ile 111, 110, 101, 100, 011, 010,
001, 000 yorumlan kargilik getirilirse, 6nermede herhangi bir yoruma kargilik gelen
temel bilesen varsa bu yorum igin bilegik 6nermenin dogruluk degeri 1, aksi halde 0

yazmak yeter.

Yalnizca {—, A,V } iceren bir p 6nermesinin duali diye, bunlarin 6nermede
gectigi her yerde A yerinev, v yerineA ve 1 yerine 0, 0 yerine 1 koyularak elde
edilen 6nermeye denir ve p? ile gosterilir. Dualite ilkesi denilen agagidaki teorem

kanitlanabilir;

P9 e (o qh)
Substitution (yerine koyma) kurallar ise [10,11]:

1. P, totoloji olan bir bilesik 6nerme (veya ifade) ise, P’ de bulunan her P

(ifadesi) yerine Q (ifadesi) koyarak elde edilen R bilesik 6nermesi de totolojidir

2. P bir bilegik 6nerme, p bu 6nermede gegen bir bilesik 6nerme ve p <> q ise,

P’ de p yerine q koyularak elde edilen P 6nermesi P’ ye denktir
seklinde ifade edilebilir.

Teorem kavrami, totoloji ve gerektirme kavramlarindan hareketle
tanimlanabilir. Genel anlamiyla, dogru oldugu bir ispat yapilarak gosterilebilen bir

onermeye feorem denir. Bir teorem genel olarak,

(PIADP2A oo APD) = Qoeverrerreerersunsreiamestssessiensessesssssaesnsssssosassnesssssssss *

seklinde bir gerektirmedir; Oyle ki, dnciiller (ya da hipotezler) denilen pi,..., pa
onermelerinin tiimii dogru iken, sonug (ya da hiikiim) denilen q’ da dogru olmahdir.
Eger onciillerden en az biri yanlig ise, pi Ap2A ... Apa de yanhis olacagindan ve bu
durumda q dogru da yanlhs da olsa * gerektirmesi dogru olacagindan, iddianin
dogrulugu kendiliginden kanitlanmis demektir. Ornek olarak, “bos kiimenin her

eleman1 9’ a esittir” 6nermesi formel olarak,

xe) = x=9)
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seklinde yazilabilir. Her x objesi igin x¢ & oldugundan xe@ onciilii yanhs olup,
hiikiim dogru da yanlis da olsa iddia dogrudur ve o halde yukaridaki 6nerme bir

teoremdir.

Sunu belirtelim ki verilen bir (hiikiim bildiren) ifadenin bir teorem olup
olmadiginin anlagilmasini saglayan, 6nceden verilmis bir kurallar listesi yoktur. Bir
ispat yapabilmek, ¢esitli (daha 6nce yapilmig) ispat bigimlerinin dikkatlice
incelenmesi ve bu konuda caligmakla kazanmilabilecek bir ustalik gerektirir. *

ifadesinde gegen ve hipotezler (ya da 6nciiller) dedigimiz py, ..., pn ifadeleri;
1. Calisgilan konu alanina iligkin tanimlar
2. Aksiyomlar (veya postiilatlar)
3. Daha 6nce kanitlanmig olan teoremler

olabilir [8]. Teoremi kanmitlamak, * ifadesinin bir totoloji oldugunu kamtlamak ile

esdegerdir. Ornek olarak;

pi : Eger Hilbert paradokslar iizerinde yeterince dursaydi, Gédel Teoremlerini

daha 6nce kanitlardi

p2 : Eger Hilbert matematigin birgok alanlar1 iizerinde de ¢aligmasa,

paradokslar {izerinde yeterince dururdu
ps3 : Hilbert, G6del Teoremlerini daha 6nce kanitlayamadi
q : Hilbert, matematigin birgok alanlarinda ¢aligmistir
r : Hilbert, Godel Teoremlerini kanitlamad:
s : Hilbert, paradokslar {izerinde yeterince galigh
Oonermelerini alalim. piAp2Aps< (s—T1)A(q—s)Ar  oldugundan, asagidaki

dogruluk tablosu geregince

K=
.

s— T [s—r)A(q—=s)Ar] [(s—r)A(q—s)Ar]l—q

0

— OO = -l | =
—l—lm = lololeolo | o

r S —
| 1 0 1
110 1 1
01 1 1
00 1 1
1 1 0 1
170 1 l
011 1 1
00 1 1

oclolo|—~|—~|—|—=|~-
OICICIOIOC]|O |-

q
1
1
1
1
0
0
0
0

Tablo 2.3.2 [(s—1)A(q—s)Ar]—q 6nermesinin dogruluk tablosu
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[(s—1)A(q—s)Ar]—q
bir totoloji ve

(Pp1AP2AP3)=q

bir gerektirme, yani

PtADP2ADP3 ™ (
bir teoremdir.

Bir teoremin kaniti, yukaridaki 6nermede oldugu gibi, ona karsilik gelen
gerektirmenin dogruluk tablosu yapilarak ya da temel denkliklerden yararlanarak
yapilabilir. Ancak o6zellikle ¢ok sayida onerme defiskeni iceren gerektirmelerin
tablosunu olugturmak zor olabilir. Bu durumlarda sonug ¢ikarim kurallar: (rules of
inference) denilen tekniklerden yararlanilir. Bu teknikler, tiim hipotezlerin dogru
oldugu durumlarda kullanilir. Béylece dogruluk tablolarinda sadece, tiim hipotezlerin
dogru oldugu durumiar ele alinir. Sonug ¢ikarim kurallar, * gerektirmesindeki
p1, -.., Pn hipotezlerinden q sonucunun nasil ¢iktigin gosteren adim adim yapilmis bir
ispatin gelisiminde temel rol oynarlar. Bu gelisim, ispatin (ya da argiimanin)
gecerliligini ortaya koyar. Her ¢ikarim kurali bir mantiksal denklik veya mantiksal
gerektirme olarak ortaya ¢ikar. Daha Once, klasik mantikta ele aldigimiz bu gikarim

kurallarinin bir listesi agagida verilmistir. Burada

yazilig1, pq=>r mantiksal gerektirmesine karsilik gelmektedir.

notasyonlart, “sonug olarak™ anlamindadir.
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Karsilik gelen mantiksal .
Cikarim kurali gerektirme (veya denklik) Kuralin ismi
p
Rule of detachment Ayirma
p—d PP=9=q Modus ponens kural1
~q
P—q K
. 1yas
- —q)(g— - Law of the syllogis
q-r (r—(@—n=p-r yllogism kuraly
sp—r
pP—q Ardbilegenin
q p—q9g=>rp Modus tollens degillenmesi
“p kurali
P . . Baglama
q P9= pq Rule of conjunction
kurali
~pq
p=0 _ Proof by contradiction Olmayana ergi
(F=>0=>p 1) . \
~p Reductio ad absurdum kuralt
pqa=0 — : .
Ppga=>0=>(p=>q A special case of * *? 1n 6zel bir hali
Lp>q
pAq Rule of conjunctive Baglamanin
pq=p .
) simplification daraltilmas: kurali
p Rule of disjunctive Birlesmeye
—_— p=pvq e .
~Lpvyg amplification genisletme kurali
p\: 91 - Rule of disjunctive Birlesmeli kiyas
P (pva) p=9q :
syllogism kurali
~.q
Pq . .
palp—~(@—-n]=r Rule of conditional Sarth ispat
—_ —vr)
p (.qr [p—(q=0]< (pq—1) proof kurali
P=a Rule f b Durumlar yoluyla
= —q)q— - ule for proof by cases
q-r r-9e—-n=>[pve-1] proof by cas ispat kurals
L pvq—r
p—q o
s Rule of the constructive |  Yapic1 ikilem
pvr P~ r—s)pvn=>qvs dilemma kurali
SqVvs
P—q
r—s s T — - | Rule of the destructive Yikict ikilem
gvs (P=a)r=s)(qvs)=pVvr dilemma kurali
Lpwvr

Tablo 2.3.3 Klasik mantigin ¢ikarim kurallar: [18]
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Onermeler mantiginin, basit nermelerin i¢ yapilar ile degil, onlarin gesitli
baglaglarla bir araya getirilmeleriyle olugan mantiksal bagintilarla ilgilendigini daha
once belirtmigtik. Onermelerin i¢ yapilarimin da analiz edilmesini gerektiren bazi
dediiktif akil yiirtitmeler vardir. Herhangi bir dil ile ifade edilmis 6énermeler bu dilin
hiikiim bildiren (dekleratif) climleleridir. Bir basit 6nerme olan ciimleler, gramer
olarak bir 6zne ve bir yiiklem igerir. Bir basit 6nerme genel olarak, x bir 6zne, P’ de
yiiklem sembolleri olmak iizere, “x, P* dir” seklinde formiile edilebilir. x yerine konu
ile ilgili objelerden olusan ve konu evreni dedigimiz belirli bir E kiimesinden objeler
gelebilir. Bu durumda P yliklemi E iizerinde tamimlanmig ve her bir x objesine
karsilik bir onerme elde edilen bir fonksiyon olarak ele alinabilir. Kurali P(x)
seklinde yazilan bu P fonksiyonuna bir yiiklemsel fonksiyon, P(x) kuralina da bir a¢ik
onerme denir. Yiklemsel fonksiyonlar (ve dolayisiyla agik 6nermeler) ¢ok degiskenli

fonksiyonlara da genellestirilebilir. Ey, ..., E;, konu evrenleri ve
(X1 vees Xn )

olmak tizere, n degiskenli bir P yiiklemsel fonksiyonuna iliskin agik 6nerme
P (X1, .. Xn )

olur. Ornek olarak, “x;” in meslegi x;’ dir” acik Onermesi, konu evrenleri E;
(insanlar), E, (meslekler) ve (x;,x2)e E|xE, olmak iizere, P (meslegin sahibi olmakj
yiklemsel fonksiyonunun, P(x;,x;) seklinde sembollestirilen kuralidir. Kisaca,
hiikiim bildiren bir ifadede eger bir ya da daha ¢ok degisken gegiyorsa ve ifadenin
dogru ya da yanlis olusu, ancak degisken (ya da degiskenler) yerine konu evreni
denilen 6nceden belirlenmis bir objeler kiimesinden elemanlarin gelmesi halinde

belirlenebiliyorsa, bu ifadelere agik onermeler denir.

( P(x) agik 6nerme ) < (a€E = P(a) 6nerme )
Onermeler mantigindaki anlamu ile bir basit 6nerme, bir n’ 1i yiiklemsel fonksiyonun
n = 0 hali olarak tanimlanir.

Bir P(x) agik Onermesinin basina, varlik niceleyicisi ve evrensel niceleyici
denilen ve 3 (en az bir), V (her) ile gosterilen simgeler geldiginde P(x) bir Snerme
olur. Boylece ortaya ¢ikan onermeler 3x , P(x) ve V x , P(x) seklinde ifade edilir.

Ix , P(x) Onermesi, P(x) agik Onermesinin evrenin en az bir elemam igin dogru
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oldugunu, Vx , P(x) 6nermesi de P(x)’ in, evrenin her elemam i¢in dogru oldugunu

iddia eder. Buna gore agagidaki esitlikler yazilabilir:

dx P(x)= ha P(x)
VxP(x)= A P(x)

Birgok tanim, aksiyom ve teoremler, bu tiirden niceliksel dnermeler igerirler. Tek
degiskenli niceliksel ©Onermeler igin, tammlardan hareketle kolayca ispatlar

yapilabilecek olan bazi teoremler asagida listelenmistir [7-9]:
L 3x[pkx) A qx)] = [IxpE) A Ixq(x) ]
2. 3x[p(x) v q(x)] = [ Ixp(x) v Ixq(x) ]
3.Vx[px) A qx) ] & [ Vxpx) A Vxq(x)]
4.[Vx p(x) v Vx q®)] = Vx [p(x) v q(x) ]

5. Vx p(x) & 3Ix ;T(_x_)

6. 3x p(x) < Vx p(x)

n’ li yiiklemsel fonksiyonlar1 (n degiskenli acik Onermeleri) bir Onermeye
doniistiirmek i¢in n tane 3,V niceleyicisi kullamilir. Ornek olarak, E;, E;, Ej3

evrenlerine iligkin
IxX1 VX2 TX3 P(X1, X2, X3)eeeeeereereecrernmeriesiisisissnissessensosssssssnssseennes ok

onermesi, “E,’ de en az bir x; vardir dyle ki, E;’ nin her x; eleman i¢in E3’ de en az
bir x;3 vardir” iddiasindadir. P(x), X, X3)= x1< X< x3 almursa ** Snermesi,

E;=E,=Es=R i¢in yanlis, E;=E;=R, E5=(0,1] i¢in dogru olmaktadur.

Bir E evrenindeki bir P(x) agik Snermesine uygulanan niceleyiciler, E’ nin IEI
kardinalitesine bagli olarak, N dogal sayilar kiimesinde,

{@p)| a+p=[E}
bagmtisimn  bir y alt bafintisi  olarak  genellestirilebilir. ~ Burada
oc=| {x| P(x) dogru}l ve B=| {xt P(x) yan11$}| anlamindadir. a0 i¢in y =3,
B =0 igin y =V olur. Ornek olarak, o) § igin “P(x), evrenin elemanlarinin ¢ogu igin

dogrudur” anlamina gelen ¢ogunluk niceleyicisi [19] elde edilir.
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Yiiklemsel fonksiyonlar ve niceleyicilerin kullanimi ile olugan yiiklemsel
Onermeler birer degisken olarak alinip, yeni mantiksal formiiller iretilebilir.
Yiiklemler mantiinin konusunu olusturan bu formiillere yiiklemsel formiiller denir.
Yiiklemsel kalkiiliisiin baglica niteligi, genellemeler iceren akil yiirlitmeleri temsil
etmek icin tasarlanmig bir formel dil olmasidir. Aristo, niceliklere iligkin bir formel
mantik gelistirdiyse de, bunlar1 birtakim bagintilarla veya karmagik yiiklemsel
formiillerle kombine ederek ele alamamigti. Stoacilar ve, veya, eger, degil
eklemlerini ilk kez kullananlardir. Onermeler mantig1 daha sonra karmagik yiiklemler
iceren mantiga uygulanmigtir. Yiiklem kalkiiliisiiniin geligimi baglica dort asamada
gerceklesmistir [10] :

1. Boole’ un dogru-yanlis cebirini gelistirmesi.

2. De Morgan’ 1, Onermeleri geleneksel 6zne-yiiklem ¢ekimi yerine,
yiiklemsel bagintilar olarak ele almasi.

3. Peirce ve Frege’ in nicelik ve degisken kavramlarini bi¢cimsellestirmeleri.

4. Frege’ in, geleneksel nicelik terimleri semantigi yerine, 6rnegin, “her insan
fanidir” tiimcesinin Oznesini (“her insan”), birinci diizeyden “fanidir” yiiklemini
kontrol eden bir ikinci diizey yiiklem olarak ele almasi.

Frege ve Peirce, niceleyicileri tek tek ele aldiklar1 gibi bunlar arasindaki
bagint1 ve fonksiyonlari da incelemislerdir. Whitehead ve Russell bu konular1 daha

da ileri gotiirerek, birinci mertebe ve daha yiiksek mertebeden yiiklem kalkiliisleri

arasindaki ayirimi ortaya koymuslardir.

2.4 KAVRAM, TERIM, TANIM

Kavram, bir objenin zihindeki tasarimidir. Terim, bir kavram dile getiren bir
sozctiktlir. Tamm, bir kavrama iliskin 6zelliklerin, dilsel olarak belirtilmesidir.
Kavrama kargilik gelen terime A, kavramin 6zelliklerine B dersek, A’ min tanimi, A’

nin 6zne, B’ nin yiiklem konumunda oldugu,

“A’ B’ dir,7



34

bigiminde bir 6nerme tiimcesi ile yapilir. Bu durumda A’ ya tammlanan, B’ ye
tamimlayan denir. Fakat A’ nin tiim 6zelliklerini dilsel olarak ortaya koyabilmek,
genelde miimkiin olmaz. En kusursuz tanim, kavrama iligkin terimin kendi kendisini

tanimlayan konumunda bulundugu,
“A, A’ dir”

bigiminde yapilan tanimdir. Fakat bu tiirden bir tanim, besbelli ki, kavramin ne
anlama geldigini ortaya koymus olmaz; sadece onu bilenlere animsatms olur.
Betimleyici (ve fakat kusursuz) bir tamum, ancak 6nceden belirlenmis bir 6zellikler
evreninde yapilabilir. Aristo’ ya goére terimin kendisi, ilgili oldugu kavrami (hem de
en yetkin bir bigimde) zaten tanimlamaktadir; “terim, kavramin tek bir sézciikle
yapilan tanimidir”. Fakat, 6nermeler terimler ile olusturulur; tanimlar 6nermeler
kurularak yapilir ve eger terimler de bir g¢esit tanim ise, “kavramlar m1 Snermeleri
olusturur, yoksa Gnermeler mi kavramlan olusturur ?” sorusu ortaya ¢ikar. Bu
paradoksal durum, felsefecileri ugrastirmistir. Neopozitivistler “diigiinmenin en
kiiciik birimi Onermeler degil kavramlardir” [8] goriislinli savunurlar. Sentaks
bakimindan, “Onermeler kavramlardan degil terimlerden olugur”. Epistemolojistler’ e
gore “kavram” kavraminin tam bir tanimu verilemez. Mantikgilar, kavrami “tanimsiz
terim” olarak kabul ederler; onlara gore kavramlar 6nerme degillerdir ve bu nedenle

dogruluklar ve ya yanhishklart s6z konusu degildir.

Kavramlara, cesitli bakig agilariyla, soyut-somut, tiimel-tikel, olumlu-
olumsuz, 6zliik-ilinti, genel-tekil gibi nitelendirmeler yapilir [7,8]. Somut kavram,
duyusal ya da diisiinsel tekil bir objeyi; soyut kavram ise objelerin tek tek kendilerini
degil niteliklerini konu eder. Tiimel kavram, bir 6nermede 6zne durumunda yer
alarak bir objeler sinifinin tiim elemanlarini; tikel kavram ise yine 6zne durumunda
fakat sinifin bos olmayan bir kismuni ifade eder. Kollektif kavramlar, farkli simflarin
elemanlan olan tekillerin belli bir amag i¢in bir araya getirilmesi ile olugturulmus
kavramlardir. Kollektif kavrami olusturan tekillerin, “kollektif amag¢” dogrultusunda
bir rol almasim anlamlandiran kavramlara distribiitif kavramlar denir. A¢ik kavram,
sirf duyusal olarak degil fakat diisiinsel olarak da, iliskin oldugu objeyi baska
objelerden ayirmaya imkan veren kavramdir. Se¢ik kavram ise kavrama iligkin
ozellikleri ayirdetmeye imkan verir. Her segik kavram agiktir; agik kavramlar segik

olmayabilir. Hem agik hem se¢ik kavramlara apagik kavramlar denir. Olumlu
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kavram, iliskin oldugu objede bir 6zelligin varligini; olumsuz kavram ise herhangi bir
ozelligin olmayisini bildirir. Ozliik kavramlari, bir énerme iginde 6zne durumundaki
kavrama gore yiikklem durumunda olan ve &6zneyi de igeren kavramlardir. [inti
kavramlari, yine bir 6nermede yliklem durumunda fakat 6zneyi igine almayan,

sadece onunla ilintisi olan kavramlardir.

Kavramlara yapilan tiim bu nitelendirmeler, ontoloji, epistemoloji,
metodoloji, sentaks gibi disiplinlerin konusudur. Mantik agisindan, kavramlarda
tekillik-genellik nitelendirmeleri 6nem tasir. Tekil kavramiar, somut ve tek olarak
tasarlanan objelerin, “teklik” olarak soyutlanmasiyla olusurlar. “Ozdeslik ilkesi”
geregi tekil kavramlara karsiik gelen objeler kendi kendileriyle &zdes ve
“celismezlik ilkesi” geregince de digerlerinden farklidirlar. Genel kavramlar ise tekil
kavramlardaki ortak 6zellikler dikkate alinarak olugturulur. Genel kavramlar arasinda
da ortak ozellikler “soyutlanarak” yeni (ve daha genel) kavramlara ulasilir. Bu
diislince stireci olabildigince genisletilebilir. Boylece herhangi bir genel kavram,

daha iist bir genel kavramin tekili gibi durur.

Cins, ortak 6zelliklere sahip genel kavramlar igeren bir genel kavramdir. Tiir,
cinsin iceriginde olan, fakat bir kisim 6zellikleri bakimindan cinse kismen 6zdes, bir
kisim 6zellikleri bakimindan da ondan farkli olan bir genel kavramdir. Herhangi bir
cins ile onun igerigindeki bir tiirli ayiran 6zelliklere ayirim denir. Ayni cins igindeki
tiirleri birbirlerinden ayiran 6zelliklere tirsel aywrim denir. Bir tiirdeki cinslere bazen
ait, bazen ait olmayan ozelliklere de ilinti denilmektedir. Genel kavramlara iligkin
olan bu cins, tiir, ayinm, tiirsel ayirim ve ilinti kavramlarina, felsefede beys tiimel
denir. Bir cinsin tiirleri, bu cinsin tiir konumunda oldugu cinslerin de tiirleridir.
Cinste olan bir 6zellik tiim tiirlerde de vardir (Hep kurali), tiirde olmayan bir 6zellik

cinste de yoktur (Hi¢ kurali).

Bir kavramin kaplami, bu kavramin cins konumunda oldugu tiim tiirlerdir. Bir

kavramin i¢lemi ise bu kavramu olugturan 6zelliklerdir [7].

Omek olarak, say1 kavrami (ortaya ¢ikigindan bu yana), ¢esitli revizyonlara
ugrayarak matematikcilerin zihninde giiniimtizdeki seklini almig ve “say1” sozciigii
ile terimlesmistir. Sayinin tanimi “say1” sdzcligiiniin i¢inde vardir. Matematikgiler bu
sdzctigii duyduklarinda, “say1 kavrami” zihinlerinde olusur. Fakat bunu tanimlamak,

yani saymin ne anlama geldigini tiim agiklifiyla dilsel olarak ortaya koymak, “say1”
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terimini 6zne ve saytya iligkin tiim 6zellikleri yiiklem olarak alan bir Snerme tiimcesi
kurmay1 gerektirir. Ancak, sayiun tiim ozelliklerini dilsel olarak tiiketmek ¢ok zor
belki de imkansizdir. Anlamlan iyi bilinen, fakat betimleyici bir tanimim vermenin
zor (ya da gereksiz) oldugu boyle terimler igin, herhangi bir matematiksel disiplin
icinde, tamimsiz terim [8] nitelendirmesi yapilir. Say1 kavrami; sayma sayi, dogal
say1, tam sayl1, rasyonel sayi, irrasyonel sayi, cebirsel sayl, transandant say1, reel sayi,
kompleks sayi, kardinal say1 vs. gibi alt kavramlarin ortak 6zellikleri dikkate alinarak
olusturulmus ve dolayisi ile bunlara gére genel olan bir kavramdir. Bu sayilanlar say1
cinsinin tiirleridir. Ote yandan say1 kavrami “matematiksel” kavramma gore tiir
konumundadir. Say1 kavramina gére tiir konumunda olan “dogal say1” kavrami “bes”
kavramina gore cinstir. “Bir”, “bes” vs. kavramlar1 dogal say: tiirleridir. Demek ki
cins-tiir ve tekillik-genellik iliskileri sabit olmayip, bir tekil kavram bagka
kavramlara gore genel; bir genel kavram bagka kavramlara gore tekil; bir cins bagka
bir kavramin tiirii ve bir tiir de bagka bir kavramin cinsi olabilir. Fakat bir cinsin

tiirlerinin, bu cinsi tiir kabul eden cinslerin de tiirleri oldugunu kaydetmisgtik.

Tim sayr tiirleri saytr kavraminin kaplamindadirlar; sayr olmanin tiim

szellikleri de say1 kavraminin i¢lemindedirler.

BIR MODEL : En az bir 6zelligi ortak olan kavramlarin, bu ortak 6zelligi (ya da
Ozellikleri) tagiyan bir genel kavram olusturduklarimi kaydetmistik. Bu yeni genel
kavram digerlerinin cinsi, digerleri de bu cinsin tiirleri oluyordu. Simdi yine tiim
Ozellikler evrenine E dersek, P(E) yi, (simdi obje durumunda olan) tiim tekil

kavramlarin kiimesel temsilcilerinin ailesi olarak ele alabiliriz.
P(E)’ nin bir A ailesi,

1. A2

2. AeP(E),nAc A = AcA

kosullarint tagirsa, A’ y1 bir genel kavramin kiimesel temsilcisi olarak tanimlayalim.

Ay zamanda A bir cins, A’ nin elemanlar1 da bu cinsin tiirleri olur. Simdi yukarida

degindigimiz kavramlari, kiime teorisinin kavram ve notasyonlar: ile agiklayabiliriz:
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A,B e Aise AAB, A’ nin B’ den (ve B’ nin de A’ dan) tiirsel ayirimdir. A
ile B, AnB bakimindan kismen 6zdes, AAB bakimindan da kismen farkhidirlar. A’

nin A’ dan ayirimu,
A\ (NA)

olur. A’ nin kaplamuny, igerdigi tiim kavramlar olugturur. NA ; A’ min i¢lemidir. 1 ve

2 kogullarindan hareketle herhangi bir A kavramini
A={A| 3B ePE)|BcA} ; (B=D)

seklinde diisiinebiliriz. Burada gegen, A’ nin tiim elemanlarinin kapsadigi, P(E)’ ye
ait, bos olmayan B kiimesi (ki o da bir kavramin temsilcisidir) bir bakima A
kavramini karakterize eder. Buna, (Aristo’ nun “t6z”leri ya da Eflatun’ un

“idea”larina benzer bir diigiince ile) A’ nin ideali [18] diyelim. Boylece bir A
kavraminin ideali, (eger B = NA ise) bir kavramin igleminden ibaret olabilecegi gibi,
(B < NA ise) i¢lemin bir 6z alt kiimesi de olabilir. Bu son durumda, simdi

tammladigimiz anlamda ideal ile Eflatun’ un “idea”lar: birbirini ¢agrigtirmaktadir.
Yani ikisi de mutlak bir E evreninde, P(E)’ de tam olarak algilamamizin miimkiin

olmadig1 ancak hayalini belki tutturabilecegimiz meghul bir 6z.

2.5 BENZERLIK, ESITLIiK, OZDESLIiK, DENKLIK

Herhangi iki objenin en az iki ortak ozellifi varsa bu iki objeye (ortak
olduklan &zellik ya da 6zellikler bakimindan) benzer denir. Ortak 6zellikler arttikga,
“benzerlik miktar” [14] da artar. Ayn iki objenin tiim 6zellikleri ortak olamaz; en
azindan zihindeki tasarimlar1 bakimindan farkli olacaklardir . . . Ay iki objenin tiim
ozelliklerinin ortak olmasi, ancak onceden belirlenmis bir “6zellikler evreni”
kapsaminda miimkiin olabilir. Boyle bir belirli ozellikler evrenine gore tim
ozellikleri ortak olan iki objeye esit denir. Ozdeslik ise tek bir obje igin s6z
konusudur. Mantigin ozdeslik ilkesine gore; “her sey kendisiyle dzdestir”. “Ozdes
olma” tiim evrenlerde esit olma anlamina gelir. Sonug olarak, 6zdes iki obje (aym

obje) aym zamanda esittir; esit iki obje aynm1 zamanda benzerdir; fakat benzer iki obje
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66__» 469

esit olmayabilir ve esit iki obje 6zdes olmayabilir. Ozdesligi “=” , esitligi ,

benzerligi “~” simgeleri ile gosterirsek, herhangi iki A,B objeleri igin,

(A=B => A=B) A (A=B = A~B)
bir totoloji olur. Mantiin ¢elismezlik ilkesi; “bir sey baska bir seye 6zdes olamaz”
seklinde ifade edilir. Ugiincii halin imkansizlign ilkesi ise; “herhangi bir sey ile o sey
olmayanlardan bagka bir sey yoktur” [20] anlamindadir. Iki objenin farkli olmasi en
az bir ortak Ozelliklerinin olmamasi yani bu iki objenin esit olmamasi demektir.
Simdi ttim &zellikler evrenine (nasil bir sey ise !?...) E dersek ve objeleri de sahip
olduklar1 6zelliklerle temsil edersek, P(E)’ nin her elemanimi bir obje olarak ele
alabiliriz. Buna gére mantik ilkeleri asagidaki gibi simgelestirilebilir [7]. A,B,C €
P(E) ise,

1. A=A

2. A#B = A#B

3. A=BVA#B,({A}U{B|A#B}=P(E) A {A}n{B|A#B}=Q)

Herhangi bir evrendeki, herhangi iki objenin derkligi, bu evrende, denklik
bagintis1 denilen ve yansiyan, simetrik, gecisken bir ikili bagimtimun olusturulmasi
halinde s6z konusudur. Boyle bir baginti, objeler evrenini denklik siniflarina [17]
ayirir, oyle ki bu simiflar ikiser ikiger ayriktir ve birlesimleri tiim evrendir. Herhangi
bir sinifin elemanlarina (verilen denklik bagintisina gore) birbirlerine denk denir.
Herhangi iki a,b objesinin verilen bir o denklik bagintisina gore denk olmasi (a,b) €
o veya aab seklinde gosterilir. Buna gore, her o denklik bagintisi ve evrendeki her
a,b,c objesi igiﬁ,

1. aca

2. aab = baa

3. aob,bac = aac

ozellikleri vardir [17]. Ozdes olmanin bu ii¢ 6zelligi tasidigi ve o halde bir denklik
bagintisi oldugu agiktir. Ozdeslik bagintist simgesel olarak,

{@a)| €E}
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seklinde yazilir. Buna karsilik gelen her bir denklik simifi bir tek objeden olusur. Tiim

denklik siniflarinin ailesi tam olarak, evrenin tek elemanl: alt kiimelerinin kiimesidir:

{{a}|aeE}
Esitlik bagintis1 da asagidaki egitlik aksiyomlar: [13] geregince bir denklik

bagintisidur.
1. a=a
2. a=b = b=a
3. a=b,b=c = a=c¢

Fakat esitlik bagmntilari1 her zaman karsimiza bir Ozdeglik bagmtisi olarak
cikmayabilir. Herhangi bir disiplinde, iki objenin esit olusu, yukarida bildigimiz gibi,
onceden kararlagtilmig bir 6zellikler evrenine yani bir takim kistaslara gére sz
konusudur, &yle ki esitlik aksiyomlar: saglanmalidir. Ornek olarak, “iiggenlerin
esitligi”, elemanlarin ayni Ol¢limlere sahip olmasi; “kiimelerin esitligi”, aym
elemanlara sahip olmak; “Snermelerin esitligi”, ayn1 dogruluk degerine sahip olmak
gibi tanimlarla verilirler. Asagidaki zinciri olusturan simgelerin her biri aym kiimeyi

temsil etmelerine ve boylece birbirlerine esit olmalarina karsin 6zdes degillerdir:
(L ={x|x"=1}={x] [x|=1}={1}u{1}=...
yukaridaki kiimelerin her biri “-1 ve 1 elemanlarindan olusan kiime” kavrami

kaplamindadirlar. Ote yandan her biri “iglem” bakimindan farklidir; denklem, mutlak

deger, birlesim gibi farkli kavramlar1 igermektedirler.

2.6 DOGRULUK KAVRAMI

Dogruluk kavrami, felsefeciler arasinda; “her sey dogrudur” dan “higbir sey
dogru degildir’ e kadar tiirlii dikotomilere yol agan tartigmalara konu olmustur.
Kuskusuz ne oldugu tam olarak ortaya konulmayan ve o halde mechul olan bir
kavrama dayanilarak ortaya konacak deger yargilarinin kargasaya yol ag¢masi
kaginilmazdir. Genel olarak s6z konusu olan-“bilginin dogrulugu” dur. Bilgi ig¢in,
“6znelerin nesnelerle olan iligkilerinden kazanimlaridir” denir, bilginin dogrulugu ise

bu kazamimlarin yani bilginin nesne ile uygunluk derecesidir. Uygunluk arttik¢a
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dogruluk da artar ve eger elde edilebilirse, tam uygunluk kesinliktir. Rasyonalistlere
gbre, nesne hakkindaki bilgi (hi¢ olmazsa bir kismi), nesne ele alinmadan énce de
a priori olarak vardir. Fakat empiristler, bilginin ancak nesneyle iligki kurulduktan
sonra duyusal olarak elde edilebilecegini savunurlar. Ilk ¢agm rasyonalist
felsefecileri, dogruluga rasyonel yoldan ulagilabilecegi, yani kavramlarin objelerle

uygunluk i¢inde olmalarinin saglanabilecegi inancindaydilar.

Ontolojide, mantifin {i¢ temel ilkesi olan ézdeglik, ¢eligmezlik ve iigiincii
halin imkansizligy ilkelerinin yaninda, “varolan her sey sebebin sonucudur” seklinde
ifade edilen yeterli sebep ilkesinin de ilke olarak yer almasi ile, “madem ki her seyin
bir sebebi vardir, o halde hi¢ hata olmadi ve olmayacak yani her sey dogrudur!”
anlayis1 ortaya ¢ikmistir. Bu anlayisin baglica savunucularindan Leibniz’ e gore
“eger dogruluk, diistinme ile nesnenin uygunlugu ise, her ifade dogru olmak yani

gergeklik icinde nedenini bulmak zorundadir”.

Buna karsin, Locke, Hume, Kant gibi yenigag felsefecileri “aklin kisiye (ya
da 6zneye) Ozgii oldugunu ve bu nedenle de aklin ortaya koydugu kavramlarin
bunlara iliskin varlik ya da fenomenlerle tam bir uygunluk i¢inde olamayacagini”
savunmuslardir. Buna gére ontolojik bir dogruluga ulasilamaz. Mantik ilkeleri sadece
diisiincelerimizi diizenler; ontolojinin “her seyin tam manasi ile aciklanabilir bir
sebebi oldugu” kuralimi ilke edinmek mantik disidir. Ciinkii ne denli yaklagilirsa
yyaklagilsin ilk nedene ulagmak mﬁmkﬁn degildir. Tipk: “bir say1ya (sagdan) ne kadar
yaklasilirsa yaklagilsin, sifirdan biiyiik en kiigiik sayiya ulagmak miimkiin degildir, o
halde bir gergel sayidan biiyiik en kiigiik say1 yoktur” dedigimiz gibi “her seyin bir
ilk nedeni vardir” degil “ilk neden yoktur” demek gerekir. O halde bizim
yapabilecegimiz, gergege olabildigince yaklagabilmek i¢in, bilme imkanlarimizi

arttirmaktir. Su halde felsefe ontoloji yerine epistemolojiyi temel almalidir.

Goriildiigi gibi felsefe, “dogru bir dogruluk kavrami!” ortaya koyamamistir.
Mantik ise dogrulugun ne oldugu ile pek ilgilenmez; ancak bu kavrami siirekli
kullanir. Ustelik mantifin, dnermelerin olgusal dogruluklarini saptamaya giicii de
yetmez. Hele, “Gédel, Hilbert’ ten daha akilliyydr” gibi timcelerin dogru olup
olmadiklarina tiim bilimler seferber edilse bile, hi¢ kimsenin itiraz edemeyecegi bir
karar verilemez. Ancak, mantiin, evrenin herhangi bir galaksisinde ya da herhangi

bir boyutunda bulunan ve diigiinebilen higbir varliginin aksini iddia edemeyecegi
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kadar yerindeliginden emin olunan, apagik (besbelli, asikar...) ti¢ temel dogrusu
vardir [21]:

1. P dogruysa dogrudur

2. P hem dogru hem dogru degil olamaz

3. P yadogrudur ya da dogru degildir.
Mantik sadece bu {i¢ temel ilkeden ‘hareketle mantiksal denilen, yani dogrulugu
herhangi bir empirik denetlemeye bagli olmayan, analitik (a priori) tiirden
Onermelerin dogruluklarini denetleyebilir. Temel ilkelerle ¢elismeyen her 6nerme

dogrudur.

Dogruluk kavramini semantik olarak ve ¢esitli baglamlan ile inceleyen ve bu
kavramin doyurucu bir tamimimi veren Tarski’ nin bu konudaki goriislerini
kaydetmek gerekiyor [22]: Tarski’ nin amaci, dogruluk sézctginiin aligilmig
anlaminm1 bir yana birakip ona yeni bir anlam vermek degil, aksine bu stzciigiin
gergek anlamini ortaya ¢ikaracak gekilde formel bir tamimlamasini yapmakti. Bu
tamm, hem formel olarak yetkin hem de onu kullanacak bilim adamlar i¢in bir
materyal olarak yeterli olmaliydi. Kaplamsal olarak, cesitli fikirler, inanglar, fiziksel
olgular, ifadeler, ctimleler v.s. ye iliskin olarak kullanila gelen dogruluk kavramu,
Tarski’ nin makalesinde yalmzca belirli bir dilin 6nermelerine iligkin olarak ele
alinmustir. Iglemsel olarak, dogru sézciigi, giinliik dildeki bir ¢ok sozciik gibi, tek
anlamli degildir. Felsefede de ¢esitli anlamlarda kullanilagelmistir. Dogru
sozcigiiniin anlami, klasik Aristo mantiindaki, iyi bilinen asagidaki sozciiklerde
kastedilen sekliyle ele alinacaktir: “o, o degildir” demek veya “o degil olan odur”
demek yanlistir; “o, odur” demek veya “o degil olan o degildir” demek dogrudur.

Dogru’ nun buradaki anlamu su ifadede de aymidir:
“Bir dnermenin dogrulugu onun realiteyi yansitmasidir”

Simdi, objelere adlar verdigimiz gibi, 6nermeleri de, olgularin varolug durumlarinin

adlar olarak ele alacak olursak, bir 6nermenin dogru olusunu;
“Bir dnerme eger olgularin bir varolug durumunu adlandiriyorsa dogrudur”

seklinde ifade edebiliriz. Fakat bu tamumlama girisimlerinin higbiri yeteri kadar tam
ve agik degildir ve ¢esitli yanlis anlamalara neden olabilirler. Simdi, bir &nerme

hakkinda herhangi bir sey (6rnek olarak dogru olup olmadigini) s6ylemek istiyorsak,
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kullanacagimiz ifadede Onermesel ciimlenin ismi ge¢melidir. Ciimlenin ismi,
Onermenin ifade etmek istedigi olgudan bagimsizdir. Bir 6nermeyi isimlendirirken,
onun kendi ifadesini tirnak i¢ine alip bu 6nermenin ismi olarak kullanabilecegimiz
gibi, bu climleyi kasteden bagka isimler de kullanabiliriz. $imdi, bir P 6nermesi ele
alalim ve bunun ismi de X olsun. Temel aldigimiz klasik dogruluk kavramina gére,

“a 6nermesi dogrudur” ifadesi ile, P birbirine denk olacaktir. Buna gére,
“X climlesi yalniz ve yalniz P ise dogrudur™..........ccoovueerreverinnnnnen. @)

denkligini elde ederiz. Buna (T) formundan bir denklik diyelim. Yapmak istedigimiz
dogruluk tamimimin, bir materyal olarak yeterli olmasindan, kastedilen anlamun, (T)

formundaki tiim denkliklerdeki anlami ile uyusmasim anlayacagiz.

Semantik, bir dilin ifadeleri ile, bu ifadelerin igaret ettigi objeler arasindaki
bazi bagintilarla ilgilenir. Ornek olarak, “Tiirkler’ in ulu onderi” ifadesi Atatiirk’ i
isaret eder. “Atatiirk” , “X Tiirkler’ in ulu 6nderidir” ifadesini saglar ve “X =
Tiirkler’ in ulu 6nderi” esitligi Atatiirk’ G tanimlar. Bu ifadelerdeki, isaret etmek,
saglamak, tamimlamak gibi sozciikler, ifadelerle objeler arasindaki bagintilar

olusturan kavramlara iliskin terimlerdir. Bu nedenle bunlara semantik terimler denir.

Bunlar gibi, ‘dogruluk kavrami da, her ne kadar objelerle ifadeler arasinda bir
iliskiye dogrudan dogruya isaret etmese de, (T) formundaki ifadelerde oldugu gibi,
muhtemelen, ciimlelerle tanimlanmig olgulara igaret eder. Ayrica (T) formundaki bir
ifade, X adi verilen bir climle igin saglamyorsa, bu ciimle dogrudur
diyebilecegimizden, dogruluk tamimim, bir semantik kavram olan “saglamak”
kavramindan hareketle yapabiliriz. Bu nedenle, dogruluk bir semantik terim olarak
diigiiniilecektir. Semantik kavramlarin tam bir tammlar1 verilmeden, dilde bir ¢ok

yanlis anlagilma ve paradokslarla karsilagilabilir.

Antinomilerin ortaya ¢ikmamasi i¢in, dilin semantik kavramlarinin dikkatle
tamimlanmasi ve bu dilin s6zliigiiniin ve formel yapisinin olugturulmasi hassas bir
problemdir. Tam belirlenmis bir dil diye, asagidaki genel sarﬂarl saglayan dillere
diyecegiz [22]:

1. Anlamh sozciikler igerir ve bunlar tek anlamlidir.

2. Ifadeler tek anlamlidir.

3. Tamimlarda kullanilan tiim tanimsiz terimler énceden belirlenmistir.



43

4. Yeni terimler tammlamak igin kullanilan tanimlama kurallar1 belirtilmistir.

5. Onermeleri, diger ifadelerden ayiran kriterler ve énerme olma kosullari

ortaya konulmustur.
6. Aksiyomlar belirlenmigtir.

7. Onermelerden, yeni Snermeler elde etmeyi saglayan cikarim (ispat)

kurallar1 ortaya konulmusgtur.

Bigimsellestirilmis bir dil ise, yapis1 bir takim 6zel ifade formlar: ile
belirlenmis dildir. Dogrulugu tanimlama problemi, sadece yapisi tam olarak
belirlenmis dillerde ¢oziilebilir ve tam bir anlam kazanabilir. Diger dillerde

problemin anlami tam belirli degildir ve ancak yaklagik olarak ¢oziilebilir.

Simdi, Yalanc: antinomisi olarak bilinen asagidaki dekleratif climleyi ele

alalim:
“Bu sayfanin 17. satirindaki ctimle dogru degildir”

Bu ciimlenin ismi S olsun. “Dogru” teriminin yeterli kullanimina iligkin olarak daha

dnce soziinii ettigimiz (T) formuna, bu ciimleyi uygulayacak olursak,

1. “ “S” yalmz ve yalniz bu sayfanin 17. satinindaki ctimle dogru degilse

dogrudur” elde ederiz. Aynm1 zamanda,

2. “ “S” bu sayfanin 17. satinindaki ciimle ile idantiktir”. O halde, buradan
Leibniz’ in yerine koyma kural1 geregince,

3. “ “S” yalmz ve yalmz “S” dogru degilse dogrudur” elde ederiz. Bu apagik
bir g¢eligkidir. Bu ¢eligkiyi hafife almamak ve ona yol agan sebepleri ortadan

kaldirmak zorundayiz.

Sunu da vurgulamak gerekir ki, antinomiler modern dediiktif bilimlerin temellerinin
olusturulmasinda onemli bir rol oynamustir. Ornek olarak, kiime teorisinin
antinomileri 6zellikle Russell antinomisi, mantik ve matematigin uyumlu bir
formalizasyonunda baslangig noktasint olusturmustu. Yalanci antinomisi ve diger

semantik antinomiler de teorik semantigin insasinda 6nemli rol oynar.

Semantik olarak kapal: bir dil diye, asagidaki kosullar1 saglayan dillere denir
[22] :



1. Iginde bir antinomi olugmussa, bu antinominin ifadesiyle birlikte ismini de
icerir.
2. Onermelere atfedilen “dogru” gibi semantik terimleri igerir.

3. “Dogru” teriminin yeterli kullanimini belirleyen tiim ciimleler dil i¢inde

ileri stirtilebilir.

Yalanci antinomisine yol agan sebepler arasinda asagidaki varsayimlar
gosterebiliriz:

1. Kullanilan dil semantik olarak kapalidir.

2. Kullanilan dilde mantigin (adi) kanunlan gegerlidir.

3. 2. gibi ifadeler dil iginde 6ne siiriilebilir ve formiile edilebilir.

Ancak 3. varsayun olmasaydi da yalanci antinomisi olusturulabilirdi [EK]. O halde
bu varsayim zorunlu degildir. Simdi, geriye kalan 1. ve 2. varsayimlarin ikisini de
saglayan bir dil tutarsiz oldugu siirece onlardan en az birini diglamaliyiz. Mantigin
temel kanunlarini, yani 2° yi diglamak biiyiik kargasa ve sikintiya yol agar. O halde 1
varsayimint diglamayr diisiinelim; yani kullanmamiz gereken dil semantik olarak
kapal1 olmasin. Bu kisitlama, kuskusuz kimileri i¢in kabul edilemez goriilebilir; fakat
bunun, bilimin ilgi veya ihtiyaglanni etkilemeyecegini disiiniiyoruz. Bilimsel
aragtirmalarda kullanilan dil semantik olarak kapali olmamalidir. Bu, &zellikle
semantik kavramlara iligkin aragtirmalar bir bilimin konu alanmna girmiyorsa
asikardir. Bununla beraber, semantik kavramlar iceren bilimsel aragtirmalarda bile
semantik olarak kapali dillerin yol agtig1 sorunlarin iistesinden gelinebilecegini biraz
sonra gérecegiz. '

Semantik olarak kapali dilleri kullanmamaya karar verdigimize gore,
dogruluk tamimi problemini (daha genel olarak, semantik alandaki herhangi bir
problemi) incelemek igin iki farklhh dile ihtiyacimiz olacak. Birincisi, tiim
incelemelerimizin esas konusu olan “hakkinda konusulmus olan” dildir ve aradigimiz
dogru tanimi bu dilin climlelerine uygulanacaktir. Buna obje-dil denir. Ikincisi ise,
icinde ilk dil hakkinda konustugumuz ve ilk dilin climleleri igin uygulayacagimiz
dogruluk tanimint olusturmakta kullanmak istedigimiz dildir. Buna da meta-dil [22]

denir.
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Hemen belirtelim ki, “obje-dil” ve “meta-dil” terimleri gorecelidir. Ornek
olarak, eger dogru kavramin orijinal obje-dilimizin climlelerine degil de, meta-dilin
ciimlelerine uygulamak istiyorsak, bu meta-dil obje-dil konumuna gelir ve tanimi
yapabilmek i¢in Oncekinden daha yiiksek diizeyde yeni bir meta-dil olugturmamiz
gerekir. Boylece giderek bir dil hiyerarsisi olugabilir.

Meta-dilin s6zligii, dogru taniminin materyal olarak yeterli olma sartlarim
yerine getirebilecek kapasitede olmalidir. Tanimin kendisi ve tamimin kapsadig tiim

cift gerektirmeler meta-dil ile formiile edilecektir. Diger yandan;
X yalmz ve yalmz P ise dogrudur..........ccccoveevevercrennnenenvnnirnecennnn (T)

ifadesindeki “P” sembolii obje-dilin herhangi bir 6nermesi olarak yer almaktadir.
Buna gore, obje-dilde gegen her 6nerme meta-dilde de geger; bagka bir deyisle, meta-
dil, obje-dili kismen igermelidir. X sembolii ise, P 6nermesinin ismidir. O halde
meta-dil, obje-dilin her 6nermesine bir isim verebilecek kadar zengin olmalidir.
Ayrica meta-dil, “ancak ve ancak” gibi mantiksal terimleri de igermelidir. Buna
karsin meta-dil, bu s6zii edilenler disinda (obje-dildeki gibi) herhangi bir tanimsiz
terim icermemelidir. Ozellikle semantik terimlerin, meta-dile sadece tanim ile
girmeleri arzu edilir. Ciinkii, eger bu saglanirsa, dogruluk veya herhangi bagka bir
semantik kavramin tanimi, sezgisel olarak bir tanimdan bekledigimizi yerine getirmis
olacaktir. Yani terimin agik ve kesin olarak tanimlanmis olmasinin anlamim ortaya
koymus olacaktir. Ancak boylece semantik kavramlan bir geliskiye diismeden
kullanabilmeyi bir sekilde garanti etmis olacagiz. Ayrica, obje-dil ve meta-dilin
formel yapilarimin hali hazirda bilinen diger bigimsellestirilmis dillerin yapilarina
benzer oldugunu varsayacagiz. Ozellikle aligilmig formel kurallarin meta-dilde

korundugunu kabul edecegiz.

Bu asamada, dogru taniminin uymasi gereken materyal olarak yeterlilik
sartlan ve bu tanimin inga edilebilecegi dilin formel yapisi ortaya konulmus
bulunmaktadir. O halde artik problem sadece dediiktif bir tanimlama problemi olarak
karstmizdadir. Dogrulugu tamimlama probleminin pozitif bir ¢dziimii, meta-dilin,
mantiksal igerik olarak obje-dilden dzde zengin olmasini gerektirir. Bu “6zde
zenginlik” kavraminin tam ve genel bir tanimini vermek zordur. Eger Tipler Teorisi
mantif1 ¢ergevesinde kalacak olursak, meta-dilin obje-dilden “6zde zengin” olmasi,

onun obje-dile gére daha yiiksek lojik tipten degiskenler igermesidir diyebiliriz. Eger
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“6zde zenginlik” sart1 saglanmazsa, bu, meta-dilin obje-dil igine bir terciimesinin
miimkiin oldugunu, yani meta-dilin herhangi bir teriminin obje-dilin iyi tamimlanmig
bir terimi ile ve herhangi bir 6nermesinin de obje-dil iginde bir 6nerme ile eslenecek
sekilde bir korelasyonun olusturulabilecegini gosterir. Bunun sonucu olarak da,
meta-dil iginde dogrunun doyurucu bir tamiminin varoldugu varsayimi, bu dil ig¢inde
yalanci antinomisinin de yeniden formiile edilebilmesine yol agar. Bu da bizi bu
varsayimdan da vazgegmeye zorlar. Meta-dilin mantiksal olmayan kisminda, obje-
dilden daha kapsamli olusu, obje-dile terciime imkanimi etkilemez. Omek olarak
obje-dildeki ifadelerin isimlerinin biiyiik bir kism1 obje-dilde ortaya ¢ikmadig: halde
meta-dilde ¢ikar; fakat buna ragmen bu isimleri obje-dil cinsinden terciime etmek

miimkiindiir.

Sonug olarak “6zde zenginlik” kosulunun, meta-dilde tatmin edici bir dogru
tanimi yapabilmek i¢in gerekli oldugunu goriiyoruz. Eger bu sarti saglamayan bir
meta-dilde dogruluk teorisi gelistirmek istiyorsak, bunu yukarida sdziinii ettigimiz
kavramlarin yardimi olmaksizin yapmak durumundayiz. Bu durumda da, “dogru”
terimini ya da bagka bazi semantik kavramlara dair terimleri meta-dilde tanimsiz
terim olarak listelememiz ve dogru kavraminin temel 6zelliklerini bir dizi aksiyomla
ifade etmemiz gerekecektir. Artik boyle bir aksiyomatik prosediir iginde, zorunlu
olarak yanlig bir sey olmayacak ve gesitli amaglar igin kullaniglilik saglanabilecektir.
Ancak bununla beraber, bu prosediirden kaginmak gerekebilir. Ciinkli meta-dilin
“5zde zenginlik” sart1 sadece gerekli degil, aym1 zamanda dogrunun tatmin edici bir
tanimu igin yeterlidir de. Yani eger meta-dil bu sart1 saglarsa, dogru kavrami meta-dil

icinde tanimlanabilir. Simdi bunun nasil yapilabilecegini ana hatlariyla gosterecegiz.

Dogrunun bir tamm, bagka bir semantik kavram olan “saglamak”
kavramindan yararlanarak gok basit bir sekilde elde edilebilir. “Saglamak”, herhangi
keyfi objeler ile, ciimlesel fonksiyonlar (agik &nermeler) arasinda bir bagintidir.
Ciimlesel fonksiyonlarin formel yapist 6nermelerinki gibidir. Ancak bunlar, “X, Y’
den biiyiiktiir” “X bagkenttir” ctimlesel fonksiyonlarinda oldugu gibi, X, Y v.s.
serbest degiskenlerini igerirler. Bigimsellestirilmis dillerde, ciimlesel fonksiyon
kavramini tamimlamak i¢in, “yineleme” denilen yonteme bagvurulur. Yani 6nce en
basit ciimlesel fonksiyonlar tanimlanir ve bu en basit olanlardan hareketle bilesik

ciimlesel fonksiyonlar olugturmayi saglayacak olan iglemler ortaya koyulur. Boyle
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bir iglem, 6mek olarak, iki basit ciimlesel fonksiyonun “veya” ya da “ve”
sozciikleriyle birlestirilerek, mantiksal ayirtim veya birletimlerini olusturmaktan
ibaret olabilir. Su halde bir 6nerme basitge, serbest degisken igermeyen bir ciimlesel

fonksiyon olarak tanimlanabilir.

“Saglamak” kavramim, “verilen objeler, eger verilen bir ciimlesel
fonksiyondaki serbest degiskenler yerine geldiklerinde elde edilen dnerme dogru ise
verilen ciimlesel fonksiyonu saglarlar” diyerek tamimlamayi deneyebiliriz. Ornek
olarak, “kar beyazdir” ciimlesi dogru oldugundan “kar”, “X beyazdir” ciimlesel
fonksiyonunu saglar. Bununla beraber, diger zorluklar1 bir yana bu ydntem, bizim
i¢cin uygun degildir. Clinkii biz “saglamak” kavramini, dogruyu tanimlamak icin

kullanmak istiyoruz.

Tatmin edici bir tamm yapabilmek igin tekrar, yineleme ydéntemine
bagvurmak zorundayiz. Once objelerin sagladifi en basit ciimlesel fonksiyonlari
ortaya koyariz ve sonra verilen objelerin bir bilesik fonksiyonu saglama kosullarini
ifade ederiz. Ornegin, verilen sayilar eger “X, Y’ den biiyiiktiir” veya “X, Y’ ye
esittir” fonksiyonlarindan en az birini saglarsa, “X, Y’ den biiyiik veya X, Y’ ye esit”

mantiksal ayirtimini saglar.

“Saglamak” kavraminin genel tanimini yapabildiysek, bunun otomatikman
serbest degisken igermeyen ciimlelere de uygulanabilecegini kaydedelim. O halde bir
Onerme i¢in iki hal miimkiindiir: Bir climle ya tiim objeler igin saglanir ya da
objelerin tlimtii tarafindan (en az bir obje tarafindan) saglanmaz. Buradan, “bir ciimle
eger tim objeler tarafindan saglanirsa dogrudur, aksi halde yanligtir” diyerek
dogrulugun (ve yanlighigin) bir tanimina ulagmis oluruz. Bu tanim formel olarak
uygunlugunun yaninda, materyal olarak da yeterlidir, yani (T) bi¢imdeki tiim
denklikleri kapsar. Ayrica materyal olarak yeterli olma gartlari, “dogru” teriminin
kaplamin: da tek tlirlii olarak belirler.

Modern mantigin gelismesiyle, matematiksel ispat kavrami son derece
basitlesmistir. Big¢imsel bir dizgede, verilen bir Onerme, eger bu dizgenin
aksiyomlarindan, ayirma ve yerine koyma gibi belli, basit ve tamamen formel sonug
¢ikarma kurallar1 uygulanarak elde edilebiliyorsa bu énermeye ispatlanabilir [21]
denir. Bu nedenle tiim ispatlanabilir ciimlelerin dogru oldugunu géstermek igin,

aksiyom olarak kabul edilen ciimlelerin dogru oldugunu ve dogru ciimlelere
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uygulandiginda yeni dogru ctimleler elde etmeyi saglayan sonug ¢ikarma kurallarim
denetlemek yeterlidir. Ispatlanabilirlik kavramimnin tam bir tammu i¢in, bu kavramin
soz konusu edilecegi bigimsel dizge iginde basit mantiksal diizenlemeler yapmak
yeterlidir. Fakat “dogru” kavramu ile “ispatlanabilir” kavraminin uyusmadigim
kaydedelim. Ciinkii her ispatlanabilir ciimle dogru oldugu halde, ispatlanamayan

dogru ctimleler de vardir.

Dogrulugun materyal olarak yeterli her tanimi, yukarida yapmis oldugumuz
tamima zorunlu olarak denk olacaktir. Bu tanimdan hareketle Aristo’ nun dogruluk
yorumunu karakterize eden ¢eliski ve igiincii halin imkansizlig: kanunlarini, yani

celisik iki climleden bir ve yalniz birinin dogru oldugunu ispatlayabiliriz.

Dogru kavramu ile ispatlanabilir kavrami, basit bir mantik yapisi olan
disiplinler disinda, yani kapsamli matematiksel disiplinlerde, (bigimsellesme
saglanmig olsa bile) ispatlanamayan dogru Onermelerin bulunmas: nedeni ile
uyusmaz kavramlardir. Bu tiir disiplinler tutarli fakat tam degildir; yani ¢eligik iki
climleden en ¢ok biri ispatlanabilir ve ikisi de ispatlanamayan ¢elisik ciimleler vardir.
Boylece, dogruluk teorisi bize, bigimsellestirilmis matematiksel disiplinlerde
tutarlilik ispatlart i¢in genel bir yontem kazandirabilir. Ancak bu sadece, kismen de
olsa obje-dili icermeyen bir meta-dil ile dogruluk tanimimi yapabilmemiz halinde
miimkiindiir. Aksi halde, bu yontemle yapilan bir tutarlilik ispati sezgiye yer

verebilir. Yani bizi ikna edebilir ya da inancimiz1 gliglendirebilir.

Bicimsellestirilmis disiplinlerde yeteri kadar kapsamli bir sistemin tam
,olmaylsl, Godel” in bir temel teoreminin asil igerigini olusturmaktadir. Dogruluk
teorisinden hareketle Godel’ in sonuglarini elde etmek i¢in dogruluk tanuminin,
zenginligi sadece obje-dil kadar olan bir meta-dil ile verilemeyecegi gergegini ortaya
koyabilmek yeterlidir. Fakat bu ger¢egi agiklayabilmek i¢in kullamilan akil yiiriitme
yontemi, ilk kez Godel tarafindan kullanilan yonteme son derece yakindir. Godel’ in
ispatinda dogruluk kavramimin bir tanim1 verilmedigi halde, iistii kapali ve sezgisel

olarak kullanildigin1 da kaydedelimt

Dogruluk kavramina iliskin elde edilen sonuglarin bir ¢ofu, uygun
degisiklikler yapilarak “saglamak”, “gdstermek™, “tanimlamak™ gibi bagka semantik
kavramlar igin de gegerli olur. Bu semantik kavramlarin her birinin, semantik olarak

kapali olan bir dilde kullanildiklar1 zaman bir ¢eliskiye yol agacaklar1 g6sterilebilir.
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Obje-dil ile meta-dil arasindaki ayirim yine zorunludur ve meta-dilin “6zde

zenginligi”, semantik kavramin tatmin edici bir tanimi igin gerekli ve yeterlidir.

2.7 DIL, SINTAKTIK, SEMANTIK, PRAGMATIK VE
META-MATEMATIK

Her tiirlii bilgiler, diisiinceler ve dil ile ifade edilerek insanlarca paylagilir.
Bilimde de, toplumlarin yiizyillar siiren siirecler iginde gelistirdikleri dogal diller ve
her bilim alaninda, bu alana §zgii tamim ve kurallara gére olusturulmus yapay diller
anlatim araci olarak kullanilir. Ancak dogal dil, anlam belirsizligi olan ya da ¢ok
anlamli olan sozciikler icerdiginden, bilimsel anlatim ic¢in Ongériillen aqiklik ve
kesinlik gereklerini yeterince yerine getiremez. Bu nedenle bilimler, bir yapay dil
olan ve kesin, agik, tam anlatim imkam veren matematiksel dili olabildigince
kullanabilme gayreti i¢indedirler. Matematigin dili de (tiim diller gibi) temel yap:
taglari olan sdzcik ve simgelerin olusturdugu bir alfabeye ve dilin sentaksini
olusturan gramer kurallarina sahiptir. Herhangi bir dilde, soyut ya da somut nesneleri
temsil eden s6zcik ya da simgelerden, isim, sifat, zarf v.s. gibi adlarla
siniflandirilanlara betimleme sozciikleri denir. Bir de, her, bazi, ve, veya, degil, ise,
ancak gibi iek baglarina anlami olmayan, fakat dilin olusturulmasinda vazgegilmez
bir islevi olan mantiksal soézcikler vardir ki bunlara mantiksal sabitler denir.
Mantiksal sabitler, o6nerme eklemleri ve niceleyiciler olmak tizere iki gruba ayrilir.
Onerme eklemleri, iki ya da daha ¢ok basit Onermeyi birlestirerek bilesik
Onermelerin olugmasini saglar. Niceleyiciler ise Onermenin konu ettigi nesnelerle
ilgili nicelikleri belirtir. Oqemeler mantig1 mantiksal sabitler bakimindan, énerme
eklemleri mantigr ve niceleme mantigr olmak iizere iki konuya ayrilir. Onerme
eklemleri mantid1, bilesik Snermelere iliskin dogruluk fonksiyonlari ve dogruluk
tablolan yardimyla tutarlilbk, denklik, gegerlilik v.s. konularimin denetlenmesini
icerir. Bu nedenle 6nerme eklemleri mantigina, dogruluk fonksiyonlar: mantig: da
denir. Niceleme mantifinda ise Onermeler, klasik olarak, 6zne ve yiiklemleri
arasindaki kaplamsal iligkiler ele alinarak nicelik bakimindan incelenir. Bu nedenle

niceleme mantigina yiiklemler mantig: [23] da denir.
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Betimleyici sozciiklerden isimler, nesneleri belirtmek i¢in kullanilir. Ancak
(sonsuz ¢oklukta olan) tiim nesneler i¢in birer isim bulmak olas1 degildir. Bu nedenle
cins isim denilen ayinmi yapmak ve boylece farkli nesneleri aym soézciikle
isimlendirmek geregi vardir. Bir sozciligiin adlandirdifi nesneler kiimesi, bu
sozcligiin (bir bakima) anlamin ortaya koyar. Buna, sézciigiin kaplamsal anlam: [7]
denir ve sozciigiin adlandirdigi nesnelerin tiimii de sozciigiin kaplamini olugturur.
Cins isim olarak kullanilan bir soézciigiin anlamini, onun kaplamini olugturan
nesnelerin ortak Ozelliklerini dikkate alarak da ortaya koyabiliriz. Sézciigiin
kaplamina giren nesneleri digerlerinden ayirdetmemizi saglayan, onlardaki ortak
ozelliklerin sagladig1 anlama, s6zciigiin iglemsel anlami [7] denir. Sozciikler, karsilik
geldikleri kavramlari sadece adlandirirlar. Kavram ise s6zcliglin anlamidir.
Tammlama, kullandigimiz sdzciiklerin anlamlarimi kesinlige kavusturmak, anlam
belirsizligi ve ¢ok anlamhlifi ortadan kaldimak amaciyla, anlamlann bilinen

kavramlardan hareketle yapalir.

Matematik, zengin ve dakik bir sentaksi olan 6zel bir dildir; bir iletisim
aracidir. Matematigin dili de dahil tiim diller, Morris’ in 1938’ de ve Carnap’ 1n
1942’ de belirttikleri gibi, ii¢ bakimdan ele alinir: Sintaktik, semantik ve pragmatik
[13]. Sintaktik, isaretlerin (imlerin) isaretlerle olan iligkisini inceleyen dilsel bilgi
alanidir. Bu alanda, isaretlerle objeler ve isaretleri kullananlar (veya yorumlayanlar)
arasindaki iligkiler soz konusu edilmez. Sintaktik; mantik, matematik, sentaks
(s6zdizimi) gibi formel disiplinlerle ilgilidir. Sintaktigin 6nermeleri analitik olup,
empirik igerikli degillerdir. Ornek olarak, dilbilgisindeki noktalama igaretlerine dair
kurallar, cebirsel formiillerin olusumuna dair cebirsel yasalar bu tiirdendir. Formel

matematik bir sintaktik dalidir.

Yazilabilen her dilin bir alfabesi vardir ve alfabeler simgelerden olusur. Sonlu
sayida simgenin bir araya gelmesiyle de sozciikler olusur. Sozciikler anlamli ya da
anlamsiz olabilir ve bunu sintaktik kurallar1 belirler. Ornek olarak, Tiirk alfabesi ile
olusturulmus sozciiklerde ¢ harfi hicbir anlamli s6zciiiin bagina gelemez ya da

herhangi bir Tiirkge s6zciikte dort sessiz harf yan yana olamaz.

Matematigin alfabesini de bazi simgeler olugturur. Her matematiksel alanin
da kendine 6zgii simgeleri olabilir. Ornegin Ali Nesin, Onermeler Mantig [24] adh

kitabinda, 6nermeler mantiginin alfabesi olarak;
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-, 1,(,), Po, P, Py, ...
simgelerini kullanmigtir. Py, Py, P»,... simgeleri (sonsuz ¢oklukta) temel Snermeleri
gosterir; — kosutluk (ise) eklemi, | degilleme eklemi, ( ve ) simgeleri de sirayla agan
ve kapatan ayraglar olarak tamimlanmagtir. Bunlarin gesitli bir araya gelisleriyle de

P1—>Py),P1>P,,-P1—>, P Py(
gibi anlamli ya da anlamsiz sozciikler olusur.

Bir sdzciigiin uzunlugu, “o sodzciigii olugturan simgelerin sayis1” olarak
tanimlanir. Simgelerinin sirasi ve uzunluklar esit olan iki sozcilife egit sozciikler
denir. Ornegin, iki simgedén olusturulabilecek sozciiklerden, uzunlugu n olanlarin

sayis1 2" dir. m tane simgeden, uzunlugu n olan m" tane sozciik olusur. En az bir

simgesi bulunan tiim alfabelerin sonsuz ¢oklukta sdzciigii olacag: agiktir.
Godel sayilan icin bir hazirlik olarak, yine Nesin’ in verdigi ve s6zciikierden
dogal sayilara bir eslemeyi gosteren agagidaki 6rmegi ele alalim [24]:

P;, P, simgelerinden olusan bir alfabemiz olsun. Bu alfabe ile
olusturulébilecek her bir sdzciige bir tek dogal say1 karsilik gelecek sekilde bir
esleme s6yle yapilabilir: n uzunluktaki bir sézciige, ilk n asal saymn 1. veya 2.
dereceden kuvvetlerinin carpimi karsilik gelsin. Oyle ki sézciigiin i. sirasindaki harf

P, ise i. ¢arpan durumundaki asal sayinin kuvveti 1, aksi halde (yani i. siradaki harf
P, ise) 2 olsun. Boylelikle, P, P, ..P; (Pij =P veya P = P, olmak iizere), uzunlugu n

olan bir sézciik ve n. asal say1 P olmak lizere,
f:<P,P;>—>N, f(P,P,..P, )=2"3" . P",neN
fonksiyonu ile her s6zctige bir dogal say: karsilik gelmis olur. Kuskusuz ki f érten
degildir fakat birebirdir. Ornek olarak,
f(P,P(P(Py) = 22.3.5.7% = 2940
olup, 2940 dogal sayisinin orijinali P,PPP; sézctiftidiir. Buna kargin,
700 = 2%.5%7

higbir sézciigiin goriintiisii degildir. Genel olarak herhangi bir dogal sayimn, n

uzunlukta bir sdzciigiin f altindaki goriintiisii olmasi i¢in bu dogal saymnin asal
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carpanlara ayrilisinda ilk n tane asal sayinin bulunmasi ve bunlarin iislerinin 1 veya 2

olmalar gerekir ve yeter.

Tarski’ nin obje-dil ile meta-dil kavramlarina iligkin betimlemelerini daha
once incelemistik. Bu iki kavram birbirleriyle goreceli idi. Belirli bir alana iliskin
onermeler, kavramlar, bulgular ya da olgular, bu alana 6zgii bir anlatim bi¢imiyle (bu
alanin diliyle) ortaya koyulur. Bu ortaya koyulanlar, eger bu alan digindaki giizellik,
etik, tutarlilik, dogruluk v.s. gibi bakimlardan yorumlanmaya kalkigilirsa, artik bunun
i¢in baska bir dile gereksinim vardir. Iste bu durumda, s6z konusu alamn dili obje-
dil, bu alan hakkinda konusulan dil de meta-dil olur. Ornegin miizigin dili, notalar ve
bazi bagka simgelerle olusturulmustur. Bu alanda g¢aliganlarin ortaya koydugu bir
melodi, porte, sol anahtari, nota, diyez, bemol v.s. gibi miizige 6zgii simgelerle

asagidaki gibi ifade edilmis olsun:

A i
W
5:;’; | P R

Sekil 2.7.1 Bir re major 6rnegi

39 (13

Simdi, “bu, giizel bir melodi”, “bu melodi bir re majér ornegidir”, “sol bemol
kullanilmasa daha iyi olurdu” gibi 6nermeler, obje-dil durumunda olan miizigin
diliyle degil, bu dili konu eden meta-dil ile ifade edilmiglerdir. Benzer sekilde, piir
matematiginde tamamen kendine 6zgii simge ve kurallar1 olan bir dili vardir.
Ornegin,

Vx (™= cosx +i.sinx ,xeR)=1+e"=0
onermesi, bu matematiksel dil ile yazilmigtir. Bu dili bilmeyenlerin, bundan herhangi
bir sey anlamasi olasi degildir. Fakat ister dili iyi bilen, ister az ¢ok bilen (hatta hig
bilmeyen) biri, yukandaki sintaktik 6nerme hakkinda ¢esitli konusmalar yapabilir.
Ornegin; “Yukaridaki dnermede gegen 1 + €' = 0 esitligi, 0, 1, e, m, i gibi bes
onemli say1 arasindaki bir iligkiyi gsteren ilgi ¢ekici bir formiildiir” tiimcesi, {ist-
matematiksel bir ifadedir.

Baska bir dilsel bilgi alani olan semantik (anlambilim) ise, isaretlerin

objelerle olan iligkilerini inceler. Sintaktik sistem iizerinde konusabilmek igin, bu
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sistemden ¢ikip baska bir dil kullanma geregi vardir. Daha 6nce de degindigimiz
gibi, buna meta-dil denir. Ornek olarak, sintaktik kurallarla bir araya gelmis imlerden

olusan
Ix

Onermesi i¢in, “yukaridaki 6nermede 3 niceleyicisi kullamlmistir” dedigimizde, bu
onerme ile 3 arasindaki bir iligkiyi, meta-dil terimleri (ya da sozciikleri) ile anlatmig
oluyoruz. Yani meta-dil sdzciikleriyle, (simdi obje durumuna gelmis bulunan) bagka

bir dilin terimlerini semantik kurallar gergevesinde iliskilendiriyoruz. Bazen objeler,

meta-dilin kendi terimleri de olabilir. “~2 * nin anlam1 nedir?”, “x2-2=0 denkleminde

x neyi temsil etmektedir?” gibi sorularin cevabi meta-dil ile verilir.

Herhangi bir sintaktik formiilii olusturan imlerin, formiilde bir iglevi olmasi
gerekir. Bir sintaktik formiili olusturan terimlerin objeler veya olgularla olan
iligkisini semantik kurallara uyarak meta-dil ile kesin olarak agiklayabilmek, ¢ogu
kez miimkiin olmayabilir. Ciinkii bu is, meta-dil terimlerinin de kesin tanimlarinn
yapilmis olmasimi gerektirir. Sintaktik Snermeler kesin olarak dogru (ya da yanlis)
olmalarina karsin, bu ifadelerle empirik olgular arasinda ortaya koyulmus bulunan
iligkiler birebir ortiigmez. Yapabilecegimizin en iyisi, ger¢ege uygun bir yaklasma
olup hata kagimlmazdir. Ornek olarak, bir gergek diinya olgusu ile, bu olguyu temsil
ettigi diigiiniilen bir matematiksel model asla birebir ortligmezler. Model, olguyu tam
olarak temsile yaklagtig1 oranda matematiksellikten uzaklagir. Bu baglamda sira ile

Galileo, Einstein, Russell ve Wigner’ den birer sdylemi hatirlayalim:

“Evren matematigin dili ile yazilmistir; harfleri tiggen, ¢ember ve geometrik
nesnelerdir. Bunlan bilmedikge onun bir sézciigiini bile anlayamayiz. Matematigin

dilini bilmeyen igin evren, i¢inden ¢ikilmaz karanhk bir labirent gibidir”.

“Matematiksel bir énerme, olgusal diinyaya iligkin oldugu kadar: ile kesin
degildir, kesin oldugu kadari ile de olgusal diinyaya iliskin degildir”.
“Ar1 matematik, ne neden soz ettifimizi, ne de s6ylediklerimizin dogru olup

olmadigim bilmedigimiz bir alandir”.

“Matematigin doga bilimlerindeki yararlili: neredeyse gizemli denilebilecek

bir sey; bunun rasyonel bir agiklamasi da yok”.
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Meta (ya da iist) sdzciigii genel olarak, herhangi bir alanin dili ile bu alan
hakkinda konusulan dil arasindaki ayirimi vurgulamak i¢in kullamilir. Hilbert’ de,
bigimsellestirilmis bir matematiksel sistem ile bu sistem (ve igerigi) hakkindaki
sGylemleri birbirinden ayirmak i¢in, ilkine matematik, ikincisine tist-matematik
demistir. Boyle bir ayirim yapilmadigi takdirde, ¢esitli paradokslar kaginilmaz
olacaktir. Bu farkin ortaya konulmasindan sonradir ki, matematiksel akil yiiriitmenin
mantiksal yapisi net bir sekilde ortaya gikmigtir. Gizli varsayimlar, anlamsiz bir
takim yliklemeler ortadan kalkmig ve asil matematigin simgeleri, kusursuz bir sekilde
bir araya getirilerek ¢esitli mantiksal ¢ikarim zincirlerinin bigimsellestirilmesi
miimkiin olmustur. Akil yiiriitmelerde kullanilan kural ve iglemlerin 6nceden kesin
tammlarinin yapilmasi gergeklestirilmigtir. Yiizyillarca, bir ¢ok Ornegi goriildiigi
gibi, hangi kurallar1 kullanarak sonuca ulagtifini bilmeden matematik yapmak, artik
gegerli sayilmamaktadir. Gédel Kanitlamas® nda da bu ayinim dikkate alinarak
sonuca ulagilmistir. Matematik / tist-matematik ayirimini asagidaki maddelerle bir

kez daha vurgulayalim [8]:

1. Matematik, matematikgilerin olusturdugu bigimse] sistemlerden olusur.
Ust-matematik ise, bu sistemler hakkinda yapilan betimlemeleri, tartismalari,

kuramlagtirmalari v.s. igerir.

2. Bigimsellestirilmis bir sistemin yapisi hakkinda, ya da sistemi olusturan
unsurlarin  birbirleriyle iligkileri hakkinda konusmak, iist-matematik diliyle
gerceklesir. Bunlar, sistem hakkinda anlamli ve 6nemli bilgiler verebilirler, fakat

sistemin kendi i¢inde kalan soylemler degillerdir.

3. Ust-matematiksel onermeler, bigimsel sistemin kendi dili ile ifade
edilmezler. Fakat bigimsel sistemin simgelerine, formiillerine, formiil zincirlerine,

sistemin tamamina ya da bunlarin birbirleriyle iligkilerine iligkindir.

Ust-matematiksel 6nermeler, temel imlerin bir araya gelmesiyle olusan baz
matematiksel sozciikleri igerirler. Fakat bu icerme, s6zciiklerin kendilerini degil
onlarin adlarini igerme seklinde algilanir. Bu nedenle iist-matematiksel bir tiimcede
gecen bir matematiksel sozciik, tirnak igine alinarak gosterilmelidir. Ornek olarak,
“x?-1 = (x-1).(x+1) bir dzdesliktir” yerine « “xl] = (x-1).(x+1)” bir 6zdesliktir”

seklinde yazmak gerekir.
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Son olarak, pragmatik kavramina deginecek olursak, metnin baginda da
belirttifimiz gibi bu terim dilsel bir bilgi alamimi ifade eder. Pragmatik sézciigii,
felsefede uygulamaci anlamina gelir. Dilsel anlamda ise, imlerle, imleri kullananlar
arasindaki iligkileri konu eder. Bilim adaminin imleri nasil kullandigi, nasil tepki
gosterdigi, imler arasinda yapti1 tercihlerden nasil etkilendigi v.s. gibi sorunlar bu

ciimledendir. Ornek olarak, “ “olumlu” ¢ogu kimse igin “iyi” bir s6zcuktiir’, “bir
edebiyatg1 “esnaflar” demez”, “bir matematik¢i i¢in “a \ b” yerine “—” yazmak
a

abestir” gibi tiimceler pragmatikseldir. “...hesap yapmasini bilen kimselerin, hesap
yapmastm bilmeyen kimselerde uyandirmis olduklari insani adeta felce ugratan o
korku, uygulamali pragmatigin bir problemini olugturur. Euler, Tanrinin varhgim
ispat etmek i¢in Diderot’ yu Rus sarayinda sembolik bir nonsequitor (mantiksiz
sonug) ile karsiladifn zaman, Diderot’ yu bozguna ugratan da yine aym korku
olmustu. Augustos de Morgan bu olay1 s6yle nakletmistir: °...Leonhard Euler, Denis

Diderot’ ya dogru yiiriid{i; ciddi bir tavirla ve tam inandirici bir ses tonuyla:
‘Mosyo,

@+b)?
n
oyle ise Tann vardir’ dedi. Cebir bilgisi kus dili kadar bile olmayan Diderot gok

bozuldu ve sinirlendi, Fransa’ ya hemen dénmek i¢in izin istedi’ ” [21].

2.8 MANTIKCILIK, SEZGICILIK VE DOGRUYA ULASMANIN
BASKA YOLLARI

Matematik, savlarim tiimdengelimsel (dediiktif) yontemlerle kanitlayan bir
disiplindir; dediiktif mantifin kusursuz bir sekilde uygulanabildigi yegane Srnektir.
“Mantik¢ilik” denilen diislince akimina gore; matematik tlimiiyle mantiga
indirgenebilir ve hatta mantik ile matematik Ozdes disiplinlerdir [14]. Frege,
Dedekind, Russell gibi bu goriiste olan diisiiniirler, tim matematiksel kavramlarin,
mantiksal kavramlardan hareketle tanimlanabilecegini ve aksiyomlarin da mantik

ilkelerinden hareketle ortaya koyulabilecegini savunmuslardir; sayilar1 mantiktaki
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kiime ve kiimelere iliskin kavramlardan yararlanarak tamimlayip, sayilar arasindaki
iligkileri de kiimeler arasindaki mantiksal iligkilere gore ortaya koymuslardir. Omek
olarak, “Dogal sayilar kiimesi”, tiim sonlu kiimeler ailesinde “bire-bir esleme”
denklik bagntisina gore olusan tiim denklik siuflarinin kiimesidir. Dogal sayilar
arasindaki islemler, bunlara karsiik gelen denklik simflarindan alinan temsilci
kiimeler arasindaki (kesigsme, birlesme, kartezyen ¢arpma v.s.) islemlerden hareketle
tammlamr. Tam sayilar, Dogal sayilardan; Rasyonel sayilar, tam sayilardan; gergel

sayilar, rasyonel sayilardan hareketle yine mantiksal kavramlara dayanilarak ortaya
koyulur. Ornek olarak, diinyamizda genellikle kisaca —% simgesi ile gosterdigimiz

rasyonel say1, tiim evrenler i¢in tek anlamli olan,

[ ( [ (LA, [{ALVeli}] ) 1. [ ( [{ALVeli}],[{}]) ] ) ]

denklik sinifindan ibarettir [18]. Stiphesiz ki s6z konusu tek anlamlilik, burada gegen
kiime, ikili ve denklik siniflarina iliskin kavramlarin ve bu kavramlar igin kullanilan
simgelerin 6nceden, eksiksiz olarak tamimlanmas: ile ortaya ¢ikar. Bilindigi gibi
1879’ da Frege ve 1901° de Russell, birbirlerinden bagumsiz olarak, sayilari, birebir
esleme prensibinden hareketle kiime, aile, simif mantiksal kavramlarim kullanarak
tanimlamuglardir. Yillar 6nce okullarimizdaki matematik programlarina da yansimig
bulunan bu bakis acisi, tartismalara yol agmustir. Ozellikle sezgicilere gore,
matematik¢ilerin asirlardir kullanageldikleri ve birbirlerinden iyi ayirdedebildikleri
cesitli sayi tiirlerini, mantiksal kavramlarla yeniden tanimlayip, onlara hakim olmayi,
bir y18in yeni kavrama hakim olmaya bagli kilmak gereksiz bir yokusa siirmedir; bu
yolla matematigin hangi paradoksu ortadan kaldirilabilmis veya hangi ¢6ziilememis
problemi ¢oziilebilmistir ki bu yokusa katlanilsin? Poincare’ in bu konudaki goriisleri
soyle Ozetlenebilir [25]: “Matematigin  konular1 dediiktif yontemlerle ele
alinmaktadir ama bu konular indiiktif ve sezgisel yollarla ortaya konulmuslardir.
Matematikgilerin davramglar1 bakimindan da iki tiirlii anlayis vardir; kimileri getin
mantiktan bagka bir sey tanimaz, kimisi biricik kesif kaynagini sezgide goriir. Bu iki
tip de ortak bir hedefin gergeklesmesi i¢in elbirligi eder. Mantikla kesin bilgiler elde
ederiz; o bir ispat aletidir; fakat mantik¢1 toplu bir goériis vermekte zorlamr.

Mantikgilar higbir seyi tesadiife birakmaksizin, hedeflerine dogru adim adim ilerler
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gibi goriiniirler; sezgiciler sezgilerinin gosterdigi yoldan gider ve ilk hamlede
birtakim kazanglar saglarlar, fakat bunlar cesur siivari onciilerinin basarilar1 gibi
¢ofu kez kararsizdir. Cofu zaman mantikgilara analizci, sezgicilere geometrici
denirse de bu hal geometri yaparken analizci ve analiz yaparken de geometrici
kalmalarim engellemez. Matematikgileri bu ik{ yontemden birini kabule gotiiren sey
ele aldiklari konu degildir. Onlan' sezgici ya da mantik¢1 yapan sey zekalarimin
tabiatidir. Bu yetigme tarzlan ile de ilgili degildir. Insan matematikgi dogar, sonradan
matematikgi olmaz. Oyle goriiniiyor ki, insan matematikgi dogarken ya geometrici

yahut analizci dogmaktadir.”

Mantikgilar, problemlerinin hi¢bir noktada gsiiphe gétiirmez bir kesinlikle
¢oziilebilmesinin ancak ¢etin mantikla gergeklesebilecegine inanrrlar; iizerinde
calistiklani elemanlar ve bu elemanlar arasindaki iligkiler tamamen soyut olup,
bunlarin dogadaki somut karsiliklarinin olup olmadigiyla ilgilenmezler. Mantikgilar
her ispat1 ¢ok sayida basit islemlere ayirir, sezgici i¢in ¢ogu kez buna gerek yoktur.
Mantikgilara gore salt sezgi ne kesinlik ne de pekinlik verebilir. Tanimlara kesinlik
kazandirilmadan kesin akil yiirlitmeler yapilamaz; sezginin bizi yanilttifi ¢ok
ornekler vardir. Sezgicilerin apagik gibi gordiikleri bir ¢ok olgunun onlarin zannettigi
gibi olmadif1, analizciler tarafindan kanitlanmistir. Ornek olarak, sezgiciler, “her
siirekli egrinin bir tegeti oldufuna g6re, bu egrilere karsilik gelen siirekii
fonksiyonlarin da tiirevi vardir” samyorlardi. Oysa analizciler her noktada siirekli
oldugu halde higbir noktada tiirevi olmayan fonksiyon &rnekleri vermislerdir.
Sezgicilere goére, “bog olmayan kiimelerden olugan, bog olmayan bir ailenin
kartezyen carpimi bos degildir” seklinde ifade edilen se¢me aksiyomu apagiktir.
Oysa analizciler bunun hi¢ de apagik olmayan ve kavranmasi olduk¢a gii¢ baska
matematiksel nermelere denk oldugunu kanmtlamiglardir. Sezgicilere gére, mesela
(0,1) kiimesinin, R’ nin bir 6z alt kiimesi olarak, R’ den daha az eleman igerdigi
apagiktir ve dolayist ile bu iki kiimenin sayisal olarak denk oldugunu savunan Cantor
teorisi sagmadir. Hatta, “istenildigi kadar ki¢lik uzunluktaki bir dogru pargasinin
icerdigi noktalarin miktar ile tim 3-boyutlu uzaydaki noktalarn istediginiz kadar
katr alinarak elde edilen miktar esittir” demek, daha da biiyiik bir sagmaliktir. Oysa

bunlar Cantor teorisi i¢inde kolayca kanitlanir.
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Sezgi [26] i¢in, “duyular, hayal giicii ve zihin yardimiyla, ¢ogu kez analoji ya
da indiiksiyon ile genellemeler ve soyutlamalar yaparak yeni bilgiler kesfetmek
yetisidir” diyebiliriz. Sezgicilere gére bilimde-kesif ve ilerleme, sezgi olmadan olasi
degildir; sezgi mantifin tamamlayicisidir; mantik kesin bilgi verir ama bu bilgi
Onceki bilgiler tarafindan igerilen, yani zaten var olan bir bilgidir, oysa sezgi yeni bir
icat aracidir. Eski matematikgilerin sezgi yoluyla ulastifi kavramlarin ¢ogu bugiin
itibariyle terkedilmis olsalar bile, onlarin, yerlerine konulmus olusumlari
sekillendirdikleri g6z ardi edilmemelidir. Matematiksel akil yiiriitmede, mutlak
kesinlik kaybolmaksizin, matematiksel tiimevarimla da 6zelden genele dogru gidilir,
sadece (bigimsel mantig1 kullanarak) genelden ozele gidilse idi bilimsel ilerleme
olmazdi. Gerc,:ekte,. analizcilerin de ispatlarinin ayrintilarinda, Aristo’ nun klasik
sonu¢ ¢ikarma yontemlerinin yaninda, matematiksel tiimevarim kullandiklar1 ve
bilimi bu yolla ilerlettikleri goriiliir. Yani analizciler, skolastik¢iler gibi sadece tasim
yapmazlar; hedefi gérmeden adim adim ilerledikleri dogru degildir. Analojiye daima
bagvurmuglardir. Benzerlikleri bulmak ise sezgi gerektirir. Mutlak analizciler
(mantikgilar) ise kesinlikten kazandifimizi, nesnellikten kaybettiriyorlar; mantik
ideallerini gergekle baglarn kopararak gergeklestirmek istiyorlar; belki sorunlarin
nasil ¢oziilebilecegini goriiyorlar fakat onlarin nasil ve nigin ortaya c¢iktigini
gormiiyorlar; matematik bilimi kesinlesmekle (mantiga indirgemekle) yapmacik hale
geliyor. Sezgi olmadan matematige ilgi de olmaz; sezgi hedefi bize uzaktan gosterir
ve kesif i¢in sarttir. Salt mantik bunu gergeklestiremez. Salt mantifin yeni bilgiler

yaratmasina imkan yoktur.

Gergekte, sezgicilerin de mantik¢ilarin da zaaflari vardir; mantik¢ilar uzayda
gormekte zorlanirlar, sezgiciler uzun hesaplardan ¢abuk bezerler. Fakat bu ikisi de
bilimin ilerlemesi i¢in gereklidir. Her biri, digerinin yapamayacag biiyik isler
basarmuglardir. Analizcilerden B. Hermit, Weierstrass, B. Meray; sezgicilerden B.

Klein, Riemann, Lie ve daha birgoklan buna drneklerdir.

Kant’ a gore, matematik tiim kavramlarim ancak sezgisel yolla ortaya
koyabilir; o halde matematik analitik degil, ancak sentetik olabilir. Omek olarak
sayilarin bir ardigiklik tasarimi gerekir; bu ise analitik degil gorsel veya duyusal

yoldan yani sentetik olarak kabul edilebilir. Matematigin mantiksal ilkeleri goériisel
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kaynaklidir ve soyutlama ile elde edilir. Tim matematiksel Onermeler “sentetik
a priori” niteliktedir.

Oysa, Frege ve Russell’ i matematigi mantifa indirgeme girisimleri,
matematiksel onermeleri analitik saymalarina dayamiyordu. Bu Kant’ in goriisii ile
geligir. Lojistik, matematifi mantifa indirgemeyi umuyordu, oysa mantigi
matematige indirgeme gibi bir sonug ortaya ¢ikmigtir.

Bu tartigmalarin temelinde “dogruyu bulma” problemine ¢6ziim arayigina
iligkin g¢abalar bulunmaktadir. Her bilim kendi konu alanina iliskin 6nermeler igerir
ve bu 6nermelerin dogrulugunu (veya yanligligini) bulmaya calisir. Fakat oyle
onermeler vardir ki, konu, yer ve zaman ne olursa olsun, zorunlu olarak dogrudurlar
(veya yanlistirlar). iki degerli mantifin “{i¢ temel diisiinme ilkesi” [7] denilen

agagidaki 6nermeler bu tiirdendir:
1. P dogru ise dogrudur
2. P hem dogru hem yanlis olamaz
3. P ya dogru ya da yanlgtir

Tiim bilimler kendilerine 6zgli gegerli bilgiler elde etmek igin, bu ilkelere uymak ve
bunlar1 kullanmak zorundadirlar. Bir takim “basit” 6nermelerin dogruluk degerleri
bir kere saptandiktan sonra, artik bunlarin mantiksal baglaclarla bir araya getirilmesi
ile olusan bilegik 6nermelerin de dogruluk degerleri kesin olarak bellidir. Herhangi
bir bilime iligkin olarak ortaya atilan “a, b’ dir” bicimindeki bir basit Snermenin
dogrulugu bu bilimin yontemleri ile (a ve b kavramlarimin kaplamsal iliskileri

gergevesinde) saptanabilir ya da saptanamaz; fakat a, b ne olursa olsun,
“a, b’ dir veya a, b degildir”

Onermesi mantiksal olarak sadece bu bilim ¢ercevesinde degil, tiim evrenlerde
dogrudur ve herhangi bir deney, gozlem ya da arastirmaya bagh degildir. Benzer

sekilde,
“a, b’ dir ve a, b degildir”

onermesi de kesinlikle her yerde, her zaman ve her kosulda yanligtir. Bu tiirden,
dogruluk degerleri mantiksal ilke ve kurallara gore kesin olarak belli olan 6nermelere

analitik énermeler denir. Analitik 6nermelerin dogrulugu gozlemden bagimsiz
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(a priori) dir. Olgusal olan, yani dogrulugu ya da yanlighg: bir takim gozlemlere
dayanilarak saptanmaya calisilan 6nermelere ise sentetik dnermeler denir. Sentetik
Onermelerin dogrulugu gozleme baglidir (a posteriori). Sentetik 6nermeler “mutlak
dogru” olamazlar. Empirik bilimlerin Gnermeleri genellikle sentetik, mantik ve
matematik gibi disiplinlerin &nermeleri genellikle analitiktir. Mantikgilik tiim
matematiksel Onermelerin ancak dediiktif yontemlerle elde edilebilecegini ve
bunlarin analitik oldugunu savunur; sentetik 6nermelere yer vermez; duyularimizin,
sezgilerimizin ve deneylerimizin bizi yaniltabilecegini ileri siirer. Mantik¢ilara gore,
olgusal bir hipotez, gbzlem ve sezgi ile ne kadar agik goriiliirse goriilsiin (pozitif bir)

yanlig ¢ikma olasilif1 daima vardir.

Bir takim Py, P;, ...,P, Onciillerinden hareketle, mantik kurallarina uyularak,
dediiktif akil yiirlitme yontemleri ile P gibi bir sonuca ulagilabilmis ise, Py, Py, ...,P,

onciilleri mantiksal olarak P’ yi gerektirir (ya da P’ yi kanutlar) denir. Bu durumda,
PILAPIA i A Py 2 Pttt =2

Onermesine bir mantiksal gerektirme ya da teorem denir. Bir teorem bir kere
kanitlandiginda artik * Onermesinin, hangi sezgi ya da gozlem ile ters diiserse
diigstin, yanlis sayilmast miimkiin degildir. Sadece onciiller (ya da aksiyomlar)

tartigilabilir.

Bilimlerin bilgi iiretmek ya da dogru onermeler iiretmek yolunda hangi
yontemleri kullanacaklari konusunda gesitli felsefi goriisler vardir. Empiristler
indiiksiyon, rasyonalistler  dediiksiyon, hla.ntlkgllar hipotetik  dediiksiyon,
pragmatikgiler retrodiiksiyon g¢ikarim yontemlerini dnermislerdir [27]. Empiristlerin
onciilerinden Bacon’ a gore, olgular tek tek gézlemek, bu gbzlem sonuglarina gére
genellemeler yapmak ve bu genellemelerden (daha genel olan) aksiyomlara ulasmak
gerekir. Ancak, indiiksiyonun bizi hi¢bir zaman mutlak dogru kabul edebilecegimiz
bir yargiya ulastiramayacagini ileri siiren rasyonalistlere gore, mutlak dogruya ancak
matematigin ispat yontemi olan dediiktif ¢ikarimlarla ulagilabilir ve bu tek gecerli
“bilgiye ulagma” yoludur. Ancak bir q Onermesinin dogrulugunun, dogru kabul

edilen bir p 6nermesinden dediiktif yontemle ¢gikarilmis olmasi, sadece,

“p dogru ise q’ da dogrudur”
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Onermesinin mutlak dogru oldugunu gosterir; q’ nun mutlak dogru olmasim garanti
etmez. q ancak p dogru ise dogrudur; “dogru oldugu kabul edilen p yanlis ise ne
olacak?” sorusuna karsi, rasyonalistler, p’ nin ispat gerektirmeyecek kadar apagik
dogru olmas: gerektigini ileri siirmiislerdir. Descartes buna, “diigiindiigiim kuskusuz

olduguna gore var oldugum da kugkusuzdur” saviyla,
“(p) diistintiyorum (q) dyleyse varim”

tarihsel Ornegini vermistir. Ne var ki, p’ nin dogru kabul edilmesi higbir zaman

sezgisel olmaktan kurtulamaz ve o halde degisik aksiyomatik sistemler olacaktir.

Hipotetik-dediiktif ¢ikarim yontemi hem indiiksiyon hem de dediiksiyon
icerir. Bilgi iiretmede, indiiksiyon ve dediiksiyonun biriikte kullanilis1 Aristo’ya
kadar uzanir. Aristo’ya gore “bilim, gozlemler ile baglayarak, indiiksiyon yoluyla
olgular agiklayan bir takim genel ilkelere ulagmak ve sonra bu ilkelerden s6z konusu
olgular dediiktif ¢ikarimla elde etme siirecidir. Hipotetik-dediiktif yontem, dediiktif
mantikla, hipotezlerden sianabilir sénuqlar cikarmak ve ¢ikan sonuglari indiiktif
mantik kullanarak gozlem verileri ile karsilagtirmaktir.

Retrodiiksiyon [13] y6ntemini ileri siiren Peierce’ e gore, dediiksiyon yeni bir
sey Ogretmez, ¢linki sonug¢ Onciillerde acik ya da ortiik olarak zaten vardir.
Indiiksiyon ise sadece bulunmus bir teoriyi test etmeye yarar ve o da bizi yeni bir
teoriye gétiirmez. O halde gozlemlerimizi, gézlem dis1 kalan nesne veya siireler

kurgulayarak agiklamaliyiz.
Ornek olarak,
“p dogru ise q dogrudur , q dogrudur , o halde p dogrudur”

¢ikarimi ne dediiktif ne indiiktif ne de gegerlidir. Fakat analoji yardimiyla, yani iki
nesnenin bazi benzerliklerinden hareketle bagka benzerliklerin de olabilecegini

diistinerek bunun arastirilmasina girismek, yeni bilgilere ulagmanin bir yolu olabilir.

2.9 BiICIMSELLESTIRME VE FORMEL-EMPIRIK DIKOTOMISi

Herhangi bir bilgi alanina iliskin Onermelerin dogruluk, tutarlilik ve
gecerliliklerinin saglanmasi ve bunlarin denetlenebilmesi, oncelikle dilsel ifadelerin

tek anlamliliga indirgenmesini gerektirir. Bunun igin ifadelerde kullanilan ve tek
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anlamli olmayan tiim s6zciiklerin, s6z konusu bilgi alanina dair anlamlar1 6nceden
belirlenmeli ve ifadelerde gegen her bir terimin de iglemsel ve kaplamsal
Ozelliklerinin olabildigince net bir dokiimii verilmeli, yani olabildigi o&lgiide
terimlerin tanimlar1 yapilmalidir. Ancak bazi tanimlarin aksiyomlarda &rtiik olarak
yapilmasi bir zorunluluktur; ¢iinkii bir kavramin tanimlanmasinda baska kavramlar
kullanilacak, bu bagka kavramlarin tanimlanmasinda da yine bagka kavramlar yer
alacak ve bu bazen sonsuz bir geriye gidige ya da bir kisir dongiiye yol agabilecektir.
O halde geriye gidisi bir yerden itibaren durdurabilmek igin baz1 terimlerin sezgisel
¢agrigimlarinin verdigi anlamlarimi kabul etmek ve bununla yetinmek zorunluluk
olacaktir. Bunlara ilkel ya da tammsiz terimler [7] denir. Tamumsiz terimler bir kere
saptandiktan sonra, aksiyomlarda ya da diger tamimlarda kullamlarak, bir bakima
ortilk olarak tanimlanmalari yapilmis olur. Ortiik olarak da olsa tamimlarda yer

almayan higbir terim kanitlamalarda kullanilamaz.

Sonra, sozciiklerin bir araya gelerek tek anlamli ifadeler olusturmalarini
saglayan gramer kﬁrallan belirlenmelidir. Onermelerin bir araya gelis kurallari ve bu
bir araya gelisleri saglayan baglaglarin islevleri net bir sekilde belirtilmelidir.
Onermelerin dogru kurulmas: ve bir araya getirilmesi i¢in koyulan kurallara kurma
kurallari, ispat kurallarina da ¢tkarim kurallar: denir. Matematik dili de dahil olmak
lizere, genel olarak, bir dilin ozellikleri ve yapisi ii¢ alanda incelenir: sintaktik,

semantik ve pragmatik [14].

~ Sintaktik, isaretlerin isaretlerle olan iligkisini inceler; isaretlerle objeler
aréémdaki iligkilerin ve isaretlerle, isaretleri kullananlar arasindaki iligkilerin s6z
konusu edilmedigi lojik, matematik, sentaks gibi formel disiplinlere yoneliktir.
Sintaktik 6nermeler empirik igerikli olmayip ger¢ek diinya hakkinda bir sey
soylemezler. Adi cebir formiilleri ya da gramerdeki noktalama kurallar1 sintaktigin
inceleme alanindadir. isaretlerle objeler arasindaki iligkilerin kurallarimi inceleyen
bilgi alanina semantik denir. Ornek olarak “Grup sdzcligii bir cebirsel yapiy: ifade
eder” tiimcesi, bir semantik ifadedir. Pragmatik ise, isaretlerin, isaretleri
kullananlarla olan iligkilerini inceler. “Politikacilar segkin kisilerdir”, “Godel
formalistlerde hayal kirikligi yaratmustir” gibi ifadeler pragmatik ifadelerdir.
“Semantik ve pragmatikle ilgili tiim yorumlarla iligkilerini tamamen kesmis olan

sintaktik bilimlerin imkan dahiline girmesi modern buluglardan biridir” [13].
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Bigimsellestirme agamalari arasinda, hangi 6nermelerin aksiyom, hangilerinin
bu aksiyomlardan hareketle ispatlanmis teoremler olduklarim saptamak ve bunlar
mantiksal bir iligki iginde diizenlemek yer alir. Olabildigince az sayida aksiyom,

olabildigince ¢ok sayida teoreme temel olugturmalidir.

Teoremlerin ispatlarinda kullanilan tiim mantik ilkelerinin bir dokiimii
yapilmali ve bu dokiimde yer almayan hi¢bir akil ylirlitme bigimi ispatlarda
kullamlmamalidir. Sezgi iiriinii olan fakat kanitlanmamaisg hig:Bir Onerme sistemde yer
almamalidir.

Bigimsellestirmenin miikemmel olarak gerceklestirilebilecegi bilgi alanlari
mantik, matematik gibi tiimdengelimli disiplinlerdir. Bicimsellestirilmis bir
matematiksel disiplin, doniisim, olugum ve g¢ikarim kﬁrallarlyla, aksiyomlardan
mantiksal olarak ¢ikarilabilecek tiim Onermeleri igerir ve sistem iginde kaniti

yapilabilecek her 6nermeyi de kamtlar.

Hilbert Onciiliiglindeki formalist okulun, matematii tam olarak
bigimsellestirme yolundaki ¢abalari, matematigi, iginde sakli higbir seyin
bulunmadig ve fakat agikga ona dahil edilenlerden baska da higbir sey igermeyen bir
isaretler sistemi haline getirmeyi amaglar. Tam bigimsellestirme i¢in, yukarida s6zii
edilen gergekler yerine getirilip, bigimsellestirme saglandiktan sonra, sembollestirme
islemi yapilir. Sistemde gegen tiim deyimler ve kavramlar anlamlandirildiktan sonra
bunlara birer sembolik karsilik ;rerilirﬁ Artik salt matematiksel dizgede sadece
semboller vardir ve bu sembollerin karsiligr olan deyimlerin anlamlari bir tarafa
birakilmig, i¢i bog imler haline getirilmistir. Bu imlerin bir araya gelisleri ve
kullanihiglan1 6nceden saptanmig ve meta-matematik dil ile ifade edilmis bir dizi
kesin kurala baglanir. Bdylece aksiyomlar ve onlan izleyen teoremler, sembollerin
belli kurallarla bir araya gelmesi ile olusmus (anlamsiz goriinen) zincirlere doniigtir.
Cikarimlarin gegerliliginin, aksiyomlarda gegen terimlerin 6zel anlamlariyla higbir
iligkisi kalmaz.

Aksiyomlardan teoremleri elde etmek, belli kurallara uyarak boyle bir zincir
kiimesini bagka bir zincir kiimesine doniistiirmekten ibarettir. Ortaya ¢ikan sembol
zincirleri, gizli varsayimlara ve gereksiz anlam yiiklemelerine yer vermeyecek
sekilde, 6zenle bir araya getirilmis isaretlerden olusan adeta bir mozaik gibi soyut bir

tasarimu sergilerler. Sonugta, gesitli igeriksiz zincirlerin yapisal 6rgiisii, birbirleriyle



baglantilari, matematiksel énermeler arasindaki mantiksal iligkiler, kisaca sistemin
yapisi ve islevi adeta bir makinenin ¢alisma modeli gibi tiim detaylan ile goz 6niine
serilir. Tam bi¢imsellesme gergeklestiginde bir takim tutarsizliklar igin hig¢bir sebep
kalmaz. Métematigin, basta aritmetik olmak {izere her dalimin tutarli oldugunu
kanitlamak, Hilbert’ in formalist okulunun ideali idi. Matematige 6zgii kesinlik ve
dakikligin tamamen su yiiziine ¢ikmasi onun biiyiik bir kisminin bigimsellesmesi ile
gerceklesmistir. Klasik matematikte ele alinmis olan bigimlerinden farkh tiirlerde
cebir ve geometriler gelistirilmigtir. Bicimsel matematik, “bilimler matematigi
kullandiklar1 oranda kesin ve giivenilirdir” anlayiginin tam manasiyla yerlesmesini
saglamustir. Matematigin az sayida varsayimdan hareketle, tiimdengelim y6ntemini
kullanarak ¢ok sayida yeni ve giivenilir bilgilere ulastiran en iistiin bilimsel disiplin
oldugu fikri pekismistir. Daha 6nce ele alinan, ancak birgok sonuglart sezgisel olarak
kabul eden bircok arastirma konusunun aksiyomatik temelleri kurulmustur.
Matematigin sadece niceliklerin bilimi oldugu gériisiiniin eksik ve yamltici oldugu
ortaya ¢ikmigtir. Matematifin tam manasiyla soyut, yani nesnelerin nasil istenirse
Oyle yorumlandig1 ve bigimsel, yani kanitlamalarin gecerliligi belirli bir bilgi alanina
gore degil, 6nermelerin bigimsel yapilarina dayamlarak yapildif1 bir disiplin oldugu
anlayist kabul gormiigtiir. Matematigin asil sorununun, varsaydig1 aksiyomlarin ya da
bu aksiyomlardan elde edilen sonuglarin 6zsel olarak dogru olup olmadigini
aragtirmak degil, fakat ortaya ¢ikan sonuglarin, baslangicta varsayilanlarin zorunlu
mantiksal sonuglari olup olmadigimi aragtirmak oldugu ortaya koyulmustur.
Onermeler arasindaki mantiksal iliskilerin kurulmasinda, ilkel terimlerin aligilmug

¢agrisimlar konu digt birakilmigtir.

Alisilmis higbir somut nesnenin bulunmadifi bdyle bir soyutluk ortaminda
calismak ilk bakista zor ve sikici goriilse de, bu ortam kendi iginde bir takim hareket
ozgirliikleri ve yeni goriis imkanlar1 olusturur ve terimlerin ahgilmig anlamlarinin
yol a¢tig1 zihinsel sinirliliklar ortadan kalkar. Her ne kadar ortaya koyulmus bulunan
bigimsel sistemlerin bazilari, Euclide’ in geometrisinde oldugu gibi sezgisel
yorumlara uygun olmasa da, sezginin bizi ne denli yanilthgma dair drneklerimiz
hatirlanacak olursa, aslinda bu durumun da kesinlik ve tutarlilik yolunda bir avantaj
oldugunu savunabiliriz. Kald: ki “birkag nesil once tlimiiyle sezgi dis1 kabul edilen

fikirlerden bugiin artik korkmadigimiz gibi, olasidir ki ¢ocuklarimiz da gorecelik
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kuraminin paradokslarini sezgisel olarak kabul etmekte zorlanmayacaklardir” [14].
Giderek artan soyutlugun, matematik egitiminde bir takim sorunlari ortaya ¢ikarmig
bulunmas ise pedagojik bir konu olup matematigin kendi igindeki yapilanmasinin

disindadir ve burada tartigilmayacaktir.

Gergekte, saglam bir aksiyomatik dizge kurma ideali Aristoteles’ ten beri
giindemde olmustur. Euclide (1.0.300) aksiyomatik yontemin kurucusu sayilir;
geometri dalinda o zamana kadar ortaya koyulmus bulunan 6nermeleri mantiksal
olarak kanitlamaya yetecek tamlikta bir aksiyomlar sistemi olusturmugstur. Harezmi
(790-847) ise cebirin babasi sayilir; simgelerle hesabi Gnemli olgiide
bigimsellestirmistir.19. ylizyilin ikinci yarisindan itibaren, matematigi her tiirlii
sezgiden arindirma ve bigimsellestirme ¢abalar1 yogunlagt:; igerikten ¢ok bigim 6n
plana gikti. Ornek olarak Cantor’ un kiimeler kuraminda sezgiye hemen hig yer
yoktur. Peano dogal sayilar aritmetigini aksiyomatiklestirmigtir. Hilbert 1899 da
Grundlagen der Geometrie [28] ile geometriyi salt aksiyomatik matematik ile
yeniden olusturdu. O’ nun onciiliigtindeki formalist okul, tutarlilifin saglanmasi igin,
bigimselligin sart oldugu goriisiinii savunarak bu yolda dev adimlar atmigtir. Boylece
matematik konu bagimli bir disiplin olmaktan ¢ikip salt bigimsel bir disiplin haline
geldi. Matematigin her dalinin sonsuz ¢oklukta dogru 6nermeler tliretmeye imkan
verecek bir aksiyomlar kiimesi saptanarak bigimsellestirilebilecegi inanci yayginlasti.
Aksiyomlarin dogru olup olmadiklari ise felsefi bir konu olarak matematikgilerin asil

ilgi alaninin diginda kalacakti.

1930° da Presburger, yalmzca toplama isleminin yer aldigi bir aritmetiksel
teoride, 6nermelerin dogru ya da yanlis olduklarina nasil karar verilecegine dair bir
yontem yaymlayarak, toplama iglemi ile sinirl bir tam say1 sisteminde her dnermeye
karar verilebilecegini yani dizge i¢indeki bir 6nermenin kanitlanabileceginin ya da

kanitlanamayacagimin kesin olarak belirlenebilecegini kanitlamigtir [29].

En kapsamli bi¢imsel sistemler arasinda, Principia Mathematica ve Zermelo-
Frankel’ in kiimeler kurami sayilabilir [10]. Bunlar giiniimiizde kullanilan tim
kamtlama yontemlerinin bigimsellestirilmelerini de igerirler; kamitlar az sayida
mekanik kurala ve az sayida aksiyomlara indirgenmigtir. Matematiksel Snermeler
tam bir diizen iginde sistemlestirilerek, bunlarin dogruluklari, belirlenmis olan

saglam kurallara dayanilarak kanitlanmugtir.
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Matematigin bicimsellestirilmesi ¢abalari, mantik ve felsefede de bir takim
pozitivist akimlar yol agmigtir. Ornek olarak, matematik felsefesinde Frege’ in

Begriffsschrift’ iyle matematigin manti3a indirgenebilecegi tezi savunulmugtur.

Biraz da formel-empirik dikotomisi lizerinde durmak yerinde olacaktir. Bu
dikotomi (zit goriis), Hilbert Onciiliiiindeki formalistlerle, Weyl ve Brouver
onciiliigiindeki sezgiciler arasinda siddetli savaglara yol agmigtir. Formalistlere gére,
empirik bilimlerin temeli olan tiimevarim yonteminin formel matematikte yeri
yoktur; “indiiksiyon kesin ve dakik matematikten ebediyen kovulmustur” [25] ve
Dantzig’ in deyisiyle; “matematik formel, lojik; sembolik ve dediiktif bir disiplindir,
asla empirik olamaz” [8]. Bazi matematiksel buluglarin gergek diinyanin
olgularindan esinlenerek gerceklestirildigini kabul edebiliriz, fakat modern
matematik teorilerinin biiyiik ¢ogunlugu fizik diinyasinin bilinen hi¢bir olgusuna
uymaz. Bell, 1945’ de sadece fikir lirlinii olan matematiksel prensiplere Grnekler
vermis ve “matematigin formel kurallari, keyfi secimle kurulmus uylasimlardir”
ifadesini kullanmigtir. Dil kurallari, satrang kurallari gibi matematigin kurallarini da
koyan insandir. Bu kurallarin bir kismi gergek diinya olgulariyla bilerek es bigimli
hale getirilmigtir. Klein’ a gére, “matematikgiler, kurallari, bu kurallarin ¢ikarilmig
olduklar1 6zel hallerin gerektirdiginden daha genel sartlar altinda kullanma
egilimindedirler” [8]. 1867° de Henkel, bu egilimin matematikte bir éncii prensip
oldugunu savunarak, buna formel kanunlarin siireklilik prensibi adim vermistir.
Boylece matematikte esas olanin objeler degil kurallar oldugu ve unsurlar igin

kanunlar degil, kanunlar i¢in unsurlar yaratildif vurgulanmaktadir.

Matematik, empirik bilimlerin bir ¢ok konusu i¢in model olarak ige yarar ve
diger bilimlerin giicii, matematigi bir model olarak kullandiklar oranda artar. Fakat
madde diinyasimn olgular1 ile bunlarin matematiksel modelleri higbir zaman
milkemmel bir gsekilde ortiismez. Bu ortiigmenin olabildigince saglanabildigi
alanlarda, formel model iizerinde ¢aligmakla onun empirik karsiligina iligkin bir gok
gercekler kesfedilebilir. Einstein, “teorik kavramlarnimizla gergek diinyay: anlamanin
miimkiin oldugu inanci olmaksizin, diinyamizin i¢ uyumuna inanmaksizin, bilim
denen seyin ortaya ¢ikmasi beklenemezdi. Bu inang her tiirlii bilimsel bulugun temel
itici glictidiir ve déiima oyle kalacaktir” diyerek matematiksel teorinin bilimdeki

onemini vurgulamaktadir. Fakat yine kendisi sunu da soyler: “Matematiksel bir
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Onerme, olgusal diinyaya iliskin oldugu kadar ile kesin degildir; kesin oldugu kadar
ile de olgusal diinyaya iligkin degildir” [13].

Formel model ile olgusal diinya arasindaki farki kavrayamayan
tiimevarimcilar, 6rnek olarak, 3° ten 9° u g¢ikarmayi bir tiirlii kabul edememiglerdir.
Hemen hemen Descartes (1596-1650)° a kadar biitiin islemler anlamsiz ya da hayali
kabul edilmigtir. 3-9 = —6 isleminin kabulii, matematigin bir formel sembolizm
oldugunu ve aritmetigin empirik olgularla olusturulmasinin miimkiin olmadigim
anlamalarini kolaylastirmistir.

Bir anti parantez olarak, Max Simon’ un ifade ettigi su antinomik durumu da
kaydedelim: “Negatif sayilar, ¢ikarma islemini istisnasiz miimkiin kilmak {izere
yaratildiklan halde, sirf bu yaratilis yliziinden, bagimsiz bir islem olarak ¢ikarma,
varligim kaybetmis bulunmaktadir”. Yani, ¢ikarma islemini miimkiin kilmak i¢in
¢ikarma igleminden vazgecilmistir! Gergekten, 3-9 = 3+ (-9) ya da 9-3 = 9+(-3) tiir

ve yapilan is toplamadir.

Irrasyonel sayilar da ancak 16. yiizyilda Avrupa’ ya girebildi ama sadece
cebrik olanlari...! 1873’ de Hermit e sayisinin ve 1882’ de Lindemann 7z sayisinin
cebrik olmadigim ispatlayinca ve nihayetinde Cantor, cebrik olmayan(transandant)
ve bu Ozelligi ile o zamana kadar ancak bir-iki tanesi bilinen bu sayilarin
kardinalitesinin yaninda cebriklerin kardinalitesinin sifir mertebesinde oldugunu
kanitlayinca matematik diinyas: hayrete diigmiistiir. Ya imajiner sayilara ne demeli?
Ilk kez 1548’ de Cardan tarafindan .kullamlan i (J-1) sayist hangi olguya isaret
ediyordu? 1779 da Gauss, karmagik sayilar sayesinde “tek bilinmeyenli her cebrik
denklemin bir kokii vardir” temel teoremini ispatladi. Euler® in tam sayilar, imajiner
sayilar ve transandant sayilar arasinda ortaya koydugu

e” = -1

iliskisi ise empiristlerin asla bir anlam veremeyecekleri bir matematiksel estetiktir.
1939’ da Stevens’ 1n da dedigi gibi; “karmagik sayilarin yaratilmasi, formel model ile
empirik kainat arasindaki farkin gergekten mevcut oldugunun canli bir delilini
olusturmaktadir”. 19. yiizy1l baslarinda karmasik sayilarin bir geometrik yorumunun
yapilmis olmasi ise, onlarin zaten mevcut olar; matematiksel gecerliligini ispat etmig

olmaz, belki sezgicileri rahatlatmig olur. Gergekten baglangigta, sembollerle bosu
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bosuna oynanan bir oyun olarak goriilen bu formel sistemden, 6rnek olarak, alternatif
akim teorisinde bir model olarak yararlanilmigtir. “Karmagik sayilari yaratanlar,
elektrik miihendisleri ile onlan ilgilendiren pratik problemleri hatirlarina bile
getirmemislerdir. Ustelik bu kimseler bu sayilarin higbir uygulamasi olmayacagina
da inanmiglardi. Bunlar tipki yliziinii bile gérmedikleri ve neye benzedigini tasavvur
dahi edemedikleri bir takim yaratiklara, hayal giiclerini zorlayarak elbise bigmeye
calisan bir terziye benziyorlardi. Terzinin diktigi elbiseye iyice uyan biri ara sira
ortaya ¢ikiyor ve diinyayr hayret ve memnunluk iginde birakiyordu. Fakat
matematik¢ilerin modern yaratiglarindan ¢ogu, fizik diinyanin bilinen higbir
safhasina uymamaktadir ve bu sembolik terzilerin, uygulama sahalarinin
bulunabilmesinden ¢ok daha biiyiik bir hizla yeni tip matematikler yaratmaya devam
edecekleri muhakkak gibi gériinmektedir. Zira matematik heniiz gergek bir
miitkemmellige erismig degildir” [25].

Sonug olarak, matematigin ya da daha genel olarak bir formel sistemin kural
ve varsayimlari keyfi se¢ilmis uylagimlardur. Gerektiginde stireklilik prensibinden de
vazgecilebilir; yeter ki formel kurallar matematigi anlasilmas: daha giic hale

getirmesin, aksine onu daha gii¢lii kilsin.

Couturat’ nin agagidaki sozleri de matematik¢ilerin formalist yaklagimlarin
yansitmaktadir: “Bir matematikgi, bir filozofun yapmak istedigi gibi, biiyiikliiklerin
kendisini tarife asla kalkismaz; matematikgi sadece bunlarin esitliklerini,
toplamlarini, carpimlarim v.s. tarif eder ve bu tarifler, biiyiikliikklerin biitiin
matematiksel dzelliklerini tayin veya teskil eder. Burada matematik¢inin yaptig1 sey,
daha soyut ve daha formel bir tarzda, sembolleri meydana getirmek ve ayni zamanda
bu sembollerin birlestirilme esaslarini koyan kurallari belirlemekten ibarettir. Bu
kurallar, sembollerin karakterize edilmelerine ve bunlara bir matematik deger
verilmesine yetmektedir. Kisaca burada matematikgi, keyfi olarak kabul ettigi
seylerle matematik varliklar1 yaratmaktadir; tipki bir ¢ok satrangginin, oyundaki
hamleler arasindaki iliskileri keyfi olarak kabul edilmis seyler olarak tarif etmesi
gibi”. '

Dogruyu bulma g¢abalarina iligkin olarak, iinlii formalistlerden Hume ve
Reichenbach’ 1n 1938 de ortaya koyduklar: su savi da eklemek gerekir: “Empirik bir

tez hicbir zaman mutlak ve kesin olarak kanitlanamaz; iddianin olabildigince gok
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sayida testte sokularak dogrulanmasi ancak belki dogruluk derecesini arttirabilir, onu
asla kesinlestirmez. Sintaktik (isaretlerle olusan) Onermeler ise belki bize olgular
hakkinda bir sey sdylemezler ama eger oyunun kurallarina uyuyorlarsa, sdyledikleri
sey mutlak dogru ya da mutlak yanligtir” [14].

Bir de Descartes’ 1 dinleyelim: “Geometricilerin en getin ispatlarina ulagsmak
i¢in izlemeye aligik olduklar1 uzun fakat ayni zamanda basit ve kolay olan ¢ikarim
zincirlerine baktigimizda, bagka alanlarda da bilgilerimizin bdyle gikarim zincirlerine
dayanmas: gerektigi bana kaginilmaz bir zorunluluk olarak gelmektedir. Gergekten
bu yoldan ulasamayacagimiz kadar uzak ya da bulamayacagimiz kadar sakli bir
dogru yoktur, yeter ki yanlis fikirleri dogru sanip yola ¢ikmayalim ve bir adimdan
digerine gegerken ¢ikarimin gerekli ditzenini korumus olalim. Yalniz matematikgiler
dogrulara ispat yoluyla giderler; onlarin yolundan gitmem gerektigi konusunda hig
kuskum yok”.

Buna kargin, indiiksiyonun bas savunucularindan olan Francis Bacon,
“hatalar1 pekistirmeye ve onlara siireklilik kazandirmaya” yol agtig1 igin bi¢imsel
mantik ve dolayisi ile dediiksiyondan kaginmak gerektigini savunur ve soyle der:
“Olgulan ancak gozlemleyebildigimiz kadariyla anlayabiliriz. Tasim Onermelerden,
Onermeler sdzciiklerden olusur; sézciikler ise kavramlarin simgeleridir. O halde eger
kavramlarin kendileri karigik ve olgulardan aceleye gelmis soyutlamalar ise, bunlara
dayanan mantik yapisi saglam olamaz. Bu nedenle gergek indiiksiyon tek
umudumuzu olugturmaktadir; zihinsel tartigmalarla kurulan aksiyomlardan yeni
olgular bulmak olanaksizdir; doganin inceligi aklin inceligini kat kat asar. Gegmis
¢aglarin tlim akil driinleri bir araya gelse de bunlara dayali hipotezlerle bilimde
hi¢bir ilerleme saglanamaz. Ciinkii aklin, baglangigtaki asir1 yanhsliklarimi daha
sonraki yetkin ve diizenli islemlerle giderme imkan1 yoktur” [10].
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BOLUM 3

AKSIYOMATIK SISTEMLERE DAIR

Aksiyomatik sistem fikrinin, G6del’ in makalesinde 6nemli bir yeri vardir.
Ciinkii, Hilbert’ in aksiyomatik sistemlere iliskin ortaya koydugu programin her
zaman karsisinda yer almus olan Gédel, sonuglariyla tiim matematik diinyasini
sagirttign  kanitlamasinda, bu sistemlerin  hi¢bir zaman istenilen kesinlikte

olamayacaginin altini ¢izmistir.

Bu béliimde; matematik tarihinin degisik donemlerinde olusturulmus olan
iinlit aksiyomatik sistemlerden; Cantor’ a, Zermelo ve Fraenkel’ e, Frege’ e, Russell
ve Whitehead’ e ait olanlan1 incelenmis, Euclide’ in Elemanlar adli eserinin ve V.
Postiilat sorununun iizerinde 6zellikle durulmustur. Béliimde ayrica, Hilbert’ in 1900
yilinda Uluslararas1 Matematik Konferans:’ nda yapmis oldugu iinlii konugmaya ve

ortaya koydugu 23 biiyiik probleme de yer verilmigtir.

3.1 CANTOR KUME TEORISi

Matematiksel teoriler, genellikle bir ¢ok matematik¢inin degisik zamanlarda
ortaya koyduklar1 bulgularin uzun siireglerden gegtikten sonra derlenip
toparlanmasiyla olusturulmustur. Kiimeler teorisi ise, biiylik 6lgtide sadece George
Cantor’ un (1845-1918) eseridir. Gergi ilk gaglarda Elea’ It Zeno (M.O. 450), orta
caglarda Saksonya’ It Albert gibi sonsuzluga iliskin problemler ilizerinde ¢alisan
matematikgiler olmugtur; 1847’ de Bolzano, bir sonsuz kiimenin (sonlu kiimelerden
farkli olarak) bir 6z alt kiimesi ile birebir eslenebileceginin drneklerini vermistir ve
19. yiizyilda baglayan kayda deger bagka ¢aligmalar s6z konusudur. Ancak, sonsuz
kiimeleri de igeren bir bigimsel kiime teorisinin olusumunda “aslan pay1” Cantor’ a
aittir. Asagida, Cantor’ u kiimelere iliskin bir teori olugturmaya yonelten galismalar

Ozetlenmistir.

Cantor 1867-1871 araliginda daha .¢ok sayilar teorisi ile ilgili eserler
iiretmistir. 1872’de, Isvigre’de Richard Dedekind (1831-1916) ile tanistiktan sonra,
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1873-1879 araliginda verdigi eserlerde Dedekind’ in derin ve soyut mantiksal
diisiinme tarzindan etkilenmis olarak kiime teorisinin temellerini olusturmaya
bagladi. Daha sonraki ¢aligmalarinda, kiimelerin denkligi, sayilabilirlik ve kardinalite
konularim1 formalize etti. Bu arada ¢alismalari, bu tiir ugraslar1 yararsiz bulan
Kronecker tarafindan tenkite ugramigtir.

Cantor 1872°de, “Iki Fourier serisi [— 7,7z ] aralifinda, sonlu sayida nokta

hari¢ (hemen) her yerde aym limite yakinsarsa, bu iki serinin karsihkli katsayilar
esittir” [30] teoremini ispatlamis ve hari¢ tutulan noktalar kiimesinin en ¢ok ne kadar

genisletilebilecegini arastirmaya koyulmustur. Once,
1
A={= |neN}
n

gibi tek yigilma noktali kiimelerin hari¢ tutulmasi halinde de teoremin gegerli

oldugunu kanitlamis ve bunu,

B=U {a +—| neN,-#< ag,< 7}

k=1

gibi m tane yigilma noktasi olan kiimelere genellestirmigtir. Bu sirada, kiimelerin
yigilma noktalarindan olusan tiirev kiimesi kavramini tammlayarak, bu kavramdan
hareketle yigilma noktalarimi simflandirmigtir. Bir C kiimesinin tiirev kiimesi D(C)

ile gosterilirse, yukaridaki kiimeler igin,
D(A)={0} , DB)={4q,, a, .

olur. A, B gibi yada

© 1
E=LJ{%+;|neN} , D®={aq,a,,a,,.}

k=1

gibi, tiirev kiimelerinin yigi1lma noktasi olmayan kiimelere Cantor, 1. cinsten yigilma

noktasina sahip olan kiimeler [19] demistir.
F= {l+ll m, ne N}
m n
kiimesi i¢in

D(F)={%|neN} . D(D(F)=D?(F) = {0}
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olur ve bu F kiimesinin tiirev kiimesinin tiirev kiimesi de bir yigilma noktas: igerir.
D(F)’ nin elemanlar1 F’ nin 1. cinsten yigilma noktalari, DX(F)’ nin elemani olan 0

ise, F’ nin 2. cinsten y11lma noktasidir.

Bu durum genellestirilerek,

G= {_1_+_1_.+...+L I ny, Hy,....n, € N}
n, n2 n,

DG = (Lt Lvees L,y € N} U 0}
nom P

1

—+'--+——1—| n, Hy,....n,_, € N} U {0}

ny Py

D(G) = (-
n

1

DGy = {2 | neN}u {0}
n
DX(G) = {0}

1., 2. ve nihayet k. cinsten yigilma noktalart (0) olan kiimeler s6z konusu olur.
Cantor, G gibi k. cinsten sonlu sayida y1gi1lma noktas: olan kiimelerin hari¢ tutulmasi
halinde de teoreminin gegerli oldugunu kamtlamigtir. Fakat hari¢ tutulan noktalar
kiimesi daha ne kadar genisletilebilirdi? Iste bu esnada Cantor’ un kafasina, “sonsuz
kiimeler, elemanlarinin miktar1 bakimindan siniflandirilabilir mi ya da tiim sonsuz
kiimelerin eleman sayilar1 egit midir?” sofusu takilmig olmali. 1873° de Richard
Dedekind’ e, dogal sayilarla rasyonel sayilar arasinda bir birebir esleme olugturarak
bu iki kiimenin aym miktarda eleman igerdigini kanitladii yazmistir. Dedekind ise
cevabinda, tiim cebirsel sayilarin bile dogal sayilarla birebir eslenebildiginin kanitin
gondermigtir. Cantor, Dedekind’ e aym yil i¢inde yazdig: ikinci mektubunda, dogal
sayilarin reel sayilarla birebir eslenemeyecegini meshur diyagonal yontemini

kullanarak kamtlamistir. O halde en az iki cins sonsuz kiime vardir [30]:
1. Dogal sayilarla birebir eslenebilen ve sayilabilir sonsuz denilen kiimeler.

2. Dogal sayilarla birebir eslenemeyen ve o halde ondan daha biiyiik bir

sonsuzluk igeren sayilamayan kiimeler.

Ustelik Cantor, buradan hareketle, transandant sayilarin var olmakla kalmayip 2.

cinsten sonsuzluga da sahip olduklarini 1874’ de basitge kanitlamistir . Sonraki {i¢ yil
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iki boyutlu siirekliligin bir boyutludan daha gok nokta igerdigini kamtlama ¢abas: ile
geemis fakat bunu bagsaramayinca, “o halde bunlar denk olmali” hipotezinden yola
¢ikarak, basit bir birebir esleme ile hipotezini yine Dedekind’ e yazdig: bir mektupta
1877’ de kanitlamigtir.

Fakat bunun, boyut kavramu ile geligir gibi goriinmesinden dogan endiselerini
de Dedekind ‘e iletmigtir. Dedekind ise cevabinda, Cantor’ un eslemesinin siireksiz
oldugunu ve farkli boyutlu uzaylar arasinda siirekli ve bijektif eslemelerin
olamayacagini tahmin ettigini bildirmistir. Gergi, 1890°da Peano ve 1891’ de Hilbert
bir dogru pargasindan bir dikdortgen {izerine siirjektif, stirekli fonksiyonlar
bulmuslard: fakat bunlar injektif degildi. Dedekind’in tahminini 1911° de L. Brouwer

kanitlamustir.

Cantor 1878’ de kontinum hipotezini ortaya atmugtir. Sayilabilir kiimelerin
kardinal sayisi ile kontinumun kardinal sayisi arasinda bir kardinal say1 yoktur. Yani
bir sonsuz kiime, ya sayilabilirdir ya da en az kontinum kuvvetindedir. Cantor bu
hipotezini ispatlamak igin, bir F kiimesinin sonlu k. mertebeden tiirev kiimesi D¥(F)
(kisaca D* kavramimi genisleterek, sonsuz mertebeden yigilma noktasi olan

kiimelerin tiirev kiimelerini asagidaki gibi tanimlamigtir:

p'= (| D* , D' ..., D"=D@"*" ,...
keN

D2w — ﬂ Dw+k , D2w+l s D2w+k= D(D2w+k-l) Y.
keN

D3W = D2W+k Y e

D”= () D™ , ...
keN

D= D¥ ..

keN
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Cantor, bu tiirev kiimelerinden hareketle, transfini ordinai saydar [30] kavramim

tammlamig ve bunlar agagidaki gibi siralamig ve siiflandirmigtir:

Dogal sayilar yani N={1, 2, 3,...} kiimesinin elemanlar1 1. siiftan ordinal
sayilardir. Tiim dogal sayilardan sonra gelen ilk transfini ordinal say1 w’ dir. Tiim
sonlu &’ lar igin w+k’ dan sonra gelen ilk transfini ordinal 2w’ dir. Tiim 2w-+k’ lardan
sonra 3w, tiim (sonlu %, / icin) kw+I’ lerden sonra w’, tiim (sonlu n, n,,...n, ,k
icin) ny w* +.+m w + n lerden sonra w", sonlu sayilar ve w arasinda toplama,
carpma ve {is alma islemleri yapilarak elde edilebilecek tiim ordinallerden sonra

gelen ilk ordinal de ¢, ’dir.

Buna gore,
1 <2 <.<w<wHl <.<2w <2wH] <.<w <W <.<mw +.dmw+n <.<w'<.< g,

olur. Kendinden 6nce gelenlerin kiimesi sayilabilir sonsuz kardinalitesinde olan tiim
ordinallere 2. simf ordinal say1 denir. Tiim 2. simf ordinallerden sonra gelen ilk
transfini ordinal say1 w,’ dir. Buna gére w; 3. sif ordinal sayilarin ilkidir. Cantor,
tim 2. siuf ordinallerden olugan O, kiimesinin en kiigiik sayillamayan kiime
oldugunu kamtlamistir. O halde Cantor hipofezinin kanitlanabilmesi i¢in O,’ nin
kontinuma denk oldugunu kanitlamak yeter. Fakat Cantor da, sonrakiler de bunu
bagsaramamiglardir. Cantor’ un hipotezini kamitiama c¢aligmalari, kendi kiime

teorisinde bazi tutarsizliklarla karsilasincaya kadar stirmiistiir.

Kiime kavrami ve bunu bir teori haline getirmeye yonelik ciddi ¢aligmalar
19. yy.” da baslamustir. George Peacock (1791-1858), Treatise on Algebra adl1 eseri
ile aritmetik, cebir kavramlarina iligkin matematiksel reformun o6nciilerindendir.
Duncan Gregory (1806-1871), William Rowan Hamilton (1805-1865), Augustus De
Morgan (1806-1871), cebrin bigimsellestirilmesi yolunda o6nemli katkilar
yapmusglardir. George Boole (1815-1864) 1854° de basilmis olan Investigation of the
Laws of Thought adli eserinde, kiimeler ve mantifa iligkin cebirin (daha 6nceki

calismalar da iceren) bir bigimsellestirmesini gergeklestirmistir.

Fakat tiim bunlar esas olarak sonlu kiimelere iliskin ¢aligmalardi. Sonsuz

kiimeleri de igeren ilk ciddi kiime teorisi George Cantor’ a ait olanidir. Daha dnce
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sOziinli ettifimiz gibi, Cantor sonsuz kiimeleri karsilastirma gereksinimini, Fourier

serilerine iliskin 1870’ lerde yaptifi ¢aligmalar sirasinda duymusgtu.

Cantor orijinli kiime teorisi, tiim kiimelerden olugsan mutlak bir evrensel
kiimenin varligi varsayimim temel almugtir. Kiimeler x, y, z,...de§iskenleri ile
gosterilir. Tek bir eleman, bir elemanli kiime olarak addedilir. Eleman olma (€) ve
esitlik (=) sezgisel olarak alisgilmig anlamlarinda kullanilir. Mantiin  tiim
aksiyomlari, sonu¢ ¢ikarma kurallari, ¥, 3 gibi niceleyiciler ve diger semboller,
kiime teorisinde gecerlidir; teorinin formiilleri, atomik Onermelerin v.d.
sembollestirilmesi bunlardan hareketle elde edilir. Ornek olarak, “x bos kiimedir”, “x

tek elemanlidir” Snermeleri, mantiksal notasyonlarla asagidaki gibi simgelestirilir:
Vy(y ¢ x)
dyVz(zex=>z=y)

Iki kiimenin esitliginden, asagidaki mantiksal gerektirme agik olarak ¢ikar:
X=y=>Vz(zexzey)

Ancak bunun karsiti agik degildir ve onu bir aksiyom olarak kabul etmeliyiz.

Extensionality aksiyomu:
VZ(ZEXDZEY) =K T Verrrrrerrererreerenseessnesessneeesesseeseoseecsasseenses (Ay)

F(y) bir agik dnerme olmak {izere, bir X kiimesini, F’ yi dogru kilan tim y’ lerin

kiimesi olarak ele alabiliriz. Buna gore Comprehension Axiom Schema denilen ve
AX VY (Y € X €5 FUY) Jerrerrrrveoreeseasessseeeesesessssesessssssssesssseesssmssasones (Ax(F))

seklinde formiile edilen varsayim,

x={y| F}

kiimesini tamimlar. Bu aksiyom yardimiyla 6rnek olarak bir bog x kiimesinin varhif

da, F(y) =y #y alinarak,
IxVy(yexeoy#y)
olusundan hareketle,

F={yl|lyzy}

bulunarak kanitlanmig olur. C.A.S.’dan hareketle,
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(D}, {D,{D}}, {D, {D}.{D, {T}}}, ...

kiimelerinin varlig1 ve en az bir sonsuz kiimenin varlig1 da kanitlanabilir. Boylece

higlikten sonsuzlugun tiiretilmesi ilgingtir [21].

Ay(F) aksiyomu olasi tiim F’ ler igin bir kiime tanumlar. Bdylece A; ve tiim
Ay(F)’ ler, Cantor’ un sezgisel olarak kabul ettigi ve kullandigi, fakat bir
formalizasyonunu vermedigi segme aksiyomu ile birlikte hemen tiim Cantor kiime
teorisinin varsayimlarim olusturur. Orek olarak, “tiim sonsuz kiimelerin sayilabilir
sonsuz alt kiimeleri vardir” teoreminin ispatinda Cantor keyfi se¢menin
yapilabileceginin ‘apac,:lk oldugunu diistinmiis olmalidir. Cantor 1883’ de ortaya
koydugu “iyi taniml1 her kiime iyi siralanabilirdir” teoreminde de se¢me aksiyomunu
sezgisel olarak kullaﬁm1$t1r. Bu teorem, 1938’ de Kurt Gédel tarafindan “insa

edilebilir her kiime iyi siralanabilirdir” seklindé ele alinarak kanitlanmgtir.

Cantor’ un, 1884°de Halle’ den Berlin iiniversitesine gegme istegi Schwarz ve
Kronecker tarafindan engellendi. 1884 de Mittag Leffler’ e, Kronecker’ i tenkit eden
52 mektup yazdi. Aym yil kendi ¢alismalarina kars1 bir giivensizlik duyar gibi
olduysa da 1885 baslarinda yeniden giiven kazandi. Sonraki ¢aligmalarinda kardinal
ve ordinal sayilarla ilgili ¢aligmalarini stirdiirdii; 1895 ve 1897’ de kiime teorisi ile
ilgili ilk kitaplarim yaymnladi. Bagimsiz olarak Felix Bernstein ve E. Schroder
tarafindan da ispatlanan ve Schridder-Bernstein Teoremi diye de amlan iinli
teoremini de, Cantor bu donemde ispatlamigtir. Ancak 1897’ de kiime teorisine
iligkin ilk basilmig paradoks Cesare Burali-Forti (1861-1931) tarafindan yayinlandi.

-Ancak bu paradoks, Burali-Forti’ nin iyi swralanmig kiime tanimini yanlig
yapmasindan dolay1 biraz gogiislenebildiyse de, gergekte tanim dogru yapilsa da
paradoks hala vardi! Paradoks kisaca soyledir: “Tiim ordinallerin kiimesi de bir
ordinaldir” [19]. Cantor, teorisindeki bu paradoksu 1885°de gérmiis ve hatta bunu
1886°da Hilbert’ e yazmistir. 1897°de Ziirih® de yapilan ilk uluslararasi matematik
kongresinde Cantor’ un g¢aligmalant &zellikle Hurwitz ve Hadamard tarafindan
Ovgiiyle ele alind1.

1899°’da Cantor, tiim kiimelerin kiimesini ele almaktan kaynaklanan tinlii

paradoksunu kegsfetti. Oysa ki her kardinalden daha biiyligi oldugunu kendisi

kanitlamisti. Russell” 1n 1902°de ve bagimsiz olarak Zermelo’ nun buldugu iinlii
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Russell Paradoksu bu konuda son nokta olmustur. Aslinda Russell, Frege’ in
matematifi bigimsellestirmesine iliskin galigmasinda paradoksu ortaya gikarmugtir.

Fakat Cantor teorisinde de ayni paradoks ortaya gikar:

Normal olarak, D¢@’ de apagik oldugu gibi, kiimeler kendilerinin elemani
olmazlar; yani xgx’ dir. Fakat Cantor kiime teorisinin aksiyomlarinda xex olmasini
engelleyen bir kayit yoktur. xex kosulunu saglayan kiimelere anormal, xe¢x
kosulunu saglayanlara da normal kiimeler diyelim. Tiim normal kiimelerin kiimesi x

olsun. C2(F) geregince
WX Vy(yexoyey)

olup,

x={ylyey}
kiimesi vardir. Simdi x ile y’ yi degistirirsek, agik¢a bir paradoks olan,
I (xXexEXEX)

elde edilir. Sonug olarak C2(F) comprehension aksiyomlarindan en az biri geligkiye

yol agmaktadir ve kisitlanmamis bir C.A.S., kiime teorisine temel olamaz.

Russell, paradoksunu Frege’ e yazdifinda, Frege matematigin temellerine

iligkin {inl{i eserine, “aritmetik sendeliyor” diyerek sunlari eklemistir:

“Bir bilim adamu i¢in tamamladig1 caligmasimin dayandigi temelin birden
¢okmesinden daha tatsiz higbir sey olamaz. Yapitim tam basimevinden g¢ikmak
lizereyken Bertrand Russell’ dan aldigim bir mektup benim igin iste boyle bir

tatsizlik yaratt1” [20].

Cantor, Dedekind ve Frege, asagi yukari yirmi yil boyunca ¢aligmalarim
sinursiz bir C.A.S. varsayimi {izerine yliriittiiler. Onlarin galismalari matematigin
gelisiminde kuskusuz biiylik 6nem tasimaktadir. Ancak paradokslarin ortaya
¢ikmasimin verdigi demoralizasyondan olsa gerek, sonraki g¢aligmalarinda kayda
deger bir yenilik goriillmez. Fakat onlarin etkileri matematigin cesitli alanlarinda

Onemli gelismelere yol agmustir.

Ornek olarak Lebesque, kiime teorisinin kavramlarini kullanarak 1901° de
olgiim teorisini ve 1902’ de Lebesque integral teorisini olusturmustur. Kronecker

gibi bir ¢gok matematik¢ide hakim olan sezgiselci anlayis, yerini bigimsellestirme
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anlayisina birakmagtir. Paradokslarin ortaya ¢ikisiyla kiime teorisinden vazgegme
degil, aksine, aksiyomlarin1 yeniden gbzden gecirerek onu gﬁé;lendirme inanci
yayginlagsmigtir. Giderek, hemen tiim matematik disiplinleri kiime teorisini temel

alarak yeniden diizenlenmigtir.

Cantor’ un olusturdugu kiime teorisi, hem sonlu hem de sonsuz kiimeleri
iceriyordu ve 1890 lara kadar biiyiik kabul gordii. Fakat bu teori, tiim kiimelerden
olusan mutlak bir evrensel kiimenin varsayilmas: iizerine kurulmustu ve bu yine
Cantor’ un 1895’ de kesfettifi “her kiimeden daha biiyiigli vardir” teoremiyle
celigiyordu. 1897’ de Burali-Forti baska bir paradoks ortaya koydu. Russell 1901° de,
kendi adiyla anilan-Russell Paradoksu’ nu net bir sekilde ortaya koyunca da Cantor
kiime teorisinin tutarsizhif agikca ortaya gikmugtir. Frege’ e gore “Russell Paradoksu

matematigin tiimiinii sarsmigtir” [21].

B.Russell ve A.N.Whitehead (1861-1947), bu sarsininin verdigi zarari
ortadan kaldirmak ve matematigi saglam bir mantiksal temele oturtmak igin tinlii
Principia Mathematica’ y1 yazmiglardir. Bu kitapta Tipler Teorisi olarak bilinen bir

kavramlar hiyerarsisi olusturarak, bu gergevede bir kiime teorisi gelistirdiler.

Her seye ragmen Cantor teorisinin 20.yy. matematiginde 6nemli ¢ok Snemli
bir yeri vardir. Bu yeri David Hilbert’ in (1862-1943), belki heyecan ve abart1 igeren

fakat olay1 6zetleyen su ifadelerinde bulabiliriz:

“Hig kimse bizi Cantor’ un bizim iqiﬁ yaratti1 cennetten kovamaz. Gergekten
bu cennette hemen hemen higlik ile sonsuzluk esittir ve daha nice siirprizler vardir”
[20].

Zermelo 1908 de ilk kez kiime teorisini aksiyomatiklegtirme girisiminde
bulunmustur. Fraenkel, Von Neumann, Berpays ve Godel bu konuda 6nemli adimlar
atmiglardir. Gédel, bir ¢ok matematik¢inin (Frege ve Hilbert gibi) basaramadig1 ve
kabul etmekte zorlandiklari, matematigin sinirlarim ¢izdigi teoremleriyle konuya

neredeyse son noktayi koymustur.
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3.2 ZERMELO-FRAENKEL AKSiYOMLARI

Comprehension Axiom Schema (C.A.S.)’ mn smurlandirilmasi ilk kez 1908’

de Zermelo tarafindan gerceklestirilmistir [31].
C2[F]:3Ix Vy(yex < F(y))

aksiyomu, kiimelere iligkin her F formiiliine karsilik bir,
x={yl F®)}

kiimesinin var oldugunu bildirmektedir. Fakat F(y) olarak,
Fy)=~(yey)

aldigimizda ortaya ¢ikan,
x={yl ~(yey)}

kiimesi y yerine konulursa,
XEXSXEX

Russell Paradoksu elde edilmektedir. Bunu 6nlemek i¢in, her F formiiliiniin bir kiime
tanimladigt C2 aksiyomunu sinirlandirmak zorundayiz. En azindan bizi bir
paradoksa gotiiren formiiller kiime tanimlamamalidir. Simdi her F formiiliiniin (kiime
yerine) swif [17] denilen bir koleksiyonu tanimladigini varsayalim. Yani, F 6zelligini
tagiyan tiim y’ lerin simfi,

A={yl F®)}
olsun. y, birtakim z;, 2y, ..., Zy keyfi kiimesel parametrelerine de bagli olabilir. Bu

durumu da kapsamasi bakimindan,

A={yl P&, 21,23, .. 20) }
yazilisini tercih edelim. Simdi her kiimenin bir sinif olduunu ispatlayabiliriz.

Gergekten bir x kiimesi, F(y) =y ¢ x i¢in

vl yex}.

smifidir. Fakat 6rnek olarak Russell sinifi

{yl ~(yey)}
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Russell Paradoksu’ na yol agtifindan bir kiime degildir. Kiime olmayan simflara 6z
smf diyelim. Kiime teorisinde karsilagacagimiz her paradoksun bir 6z sinif
doguracagim styleyebiliriz. Cantor teorisinde, C2[F] aksiyomu geregince her sinifin

bir kiime oldugunu da kaydedelim.

Zermelo’ nun dnerdigi kiime teorisi formiilasyonunda, Cantor kiime teorisinin

formel dili aynen gegerlidir ve
Cl:Vz(zex&©zey)=>x=y
Extensionality Aksiyomu yine ilk aksiyom olarak alinir. Ikinci aksiyom, Separation

Axiom Schema (S.A.S.) [32] olarak bilinir. Eger F(y, z1, Z3, ..y Zn), ¥s Z1, Z2, «es Zn’ 1

iceren fakat x ve z’ yi icermeyen bir kiimesel formiil ise,
AzVy(yezey € XAF(Y, Z1, Z2, s Zn))ereveineiececininiiiniiienccnns C2[F]

onermesi dogrudur. Buna gore, bir x kiimesinin F’ i saglayan her elemam bir z
kiimesi tamimlar. Cantor kiime teorisinin tiim formiilasyonu ve kiimeler arasindaki
operasyonlar, orada kiime-sinif aymrimi olmadig: i¢in, siflar igin de gegerlidir.
C2,[F] aksiyomunu, siniflar terminolojisiyle, F formiiliiniin A simfini tanimladigin
varsayarsak, “bir A sinfi ile bir X kiimesinin kesisimi bir Z = A n X kiimesidir”,
seklinde yorumlayabiliriz.

C2,[F] ve C1 aksiyomlarindan hareketle, F(y) = ~(y = y) alarak bos kiimenin
varhifmi ve tekligini kamtlayabiliriz. Yine “iki kiimenin kesigimi ve farki da bir
kiimedir”, “AcB ve A 6z sinif ise B’ de 6z simftir” gibi teoremler de kanitlanabilir.

Son dnermeden hareketle, 6rnek olarak,
(x| ~xex)}c{x| x=x}

ve Russell sinifinin bir 6z sinif olusundan,
{ x| x=x}

kiimesinin de bir 6z simf oldugu goriiliir.

C2,[F] aksiyomu, herhangi kiimelerden hareketle, daha kigiik kiimelerin
varhgm kabul eder. Eldekilerden daha biiyiik (kapsamli) kiimeler olusturmak igin
gereken aksiyomlardan ilki Pairing Aksiyomu’ dur (P.A.) [32]:

VX VX AZVY (Y EZS Y =X VY T X2 Jerrreerinnnicicsineneesnenneenieas C2,
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C2, aksiyomuna gore x;, x; kiimeler ise {X), X2}’ nin de bir kiime oldugu
bildirilmektedir. Ger¢ekte C2;

C2y=x1vy=x1]
C.A’’ na denktir. Fakat biz C2[F]’ yi, C2y[F] ile smrlandirdigimiz igin, C2;’ yi

ayrica kabul etmeliyiz.

{x1, X2} kiimesi elde edildikten sonra, N. Wiener ve K. Kuratowski tarafindan

(X1, X2) stral1 ikilisi,
(x1,x2) = { {xi}, {x1,x2} }

olarak tamimlanmigtir. Bu tanimdan hareketle

LX) =FLY) D K=YIAKR=Y)

X1 # X2 € (X1, X2) # (X2, X1)
oldugu ispatlanir. Kiimelerin ¢arpimi,

AxB={(x,y)| xeAAyeB}

= {z| IxIy(xe AryeB)az=(xy)}

seklinde tanimlanir.

Vz(z e Q= 3Ix Iy, z=(X,y))
ise

Q={zl F®)}

={&y| F&xy)}

sirali ikililer sinifina ikili baginti denir. Bir B simifinin birlesimi,

uB={y| Jz(yezazeB)}
seklinde tanimlanur. (")zél olarak,

U{X,y} =xuUy
olur. Birlesim Aksiyomu (B.A.j [32];

VXJu (VY (YU © TZ(YEZ A ZEX )it C2;

eger x bir kime ise, Ux’ in de bir kiime oldugunu ifade eder. Kuvvet Kiimesi

Aksiyomu [33);
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VX AZVY (YEZ (Y € X) Jevvreerrnecrinnrecrenreessaeesrersssonnessesseesssessennas C2,

PE)={yl y=x}
seklindedir. Buradan hareketle iki kiimenin ¢arpimimin da bir kiime oldugu
ispatlanabilir. F fonksiyonu,

wv)eFA(uwn)eF=>vi=v; -

mapping 6zelligi olan F bagintisi olarak tanimlanmistir. Tiim bu kavramlar, Zermelo’
nun 1908’ de yayinladigt Untersuchungen veber die Grundlagen Der Mengenlehre
adl1 makalesinde yer almaktadir.

Abraham Fraenkel, 1921’ deki Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen

Mengenlehre adli makalesinde, F bir fonksiyon ise herhangi bir B sinifinin F-imaji
F'B={v]l JueBAFuW=v)}
seklinde tanitmistir ve
F bir fonksiyon = Vb 3c F b=c
olmasini saglayan,
Yu Vvy VYva (F(u, vi, Z1y..., Zn) A F(U, V2, 21,0, Zo) = VI = V2) =
Vb 3¢ Vy (yec < IX (XED A F(X, ¥y Z15eesy Zn)))eeereervermrnssnenearcnnennes C25(F]

Replacement Axiom Schema (R.A.S.) [34] tammim vermigtir. J. Mycielski, C2;, C24
ve C25° den C2;’ nin elde edilebilecegini gostermigtir. Bunlara ek olarak, N dogal

sayilan gostermek iizere,

X VY (Y € XY € Neorosomsosrsssosimiesosssssssssssssosso C26
seklinde ifade edilen Sonsuzluk Aksiyomu [33] ve Se¢me Aksiyomu’ nu [35];

Vx(Vy(yex = y#@) = 3f (f fonk.A dom(f) = x A Vy(yex = f{y) €y)..(A.C.)
ve Regularity Aksiyor:nu’ nu [33]; .

~3x Ay (yex) AVY (YeEX = FZ (ZEX A ZEY))).wrviirmiirerniireninnes C3
kiime teorisine dahil etmistir.

Cl, C2;, C2;, C23, C24, C25, C2¢ ve C3 aksiyomlarindan hareketle
olusturulan kiime teorisine, Zermelo-Fraenkel Kiime Teorisi denir ve kisaca ZF ile

gosterilir. Zermelo’ nun aksiyom listesinde A.C.” da vardir. 1938’ de Kurt Godel,
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ZF+AC tutarli bir teori olusturursa, ZF’ nin de tutarli olacagini géstermistir. ZF+AC
kisaca ZFC [35] olarak anilir ve ZFC’ den hareketle Cantor kiime teorisinin tiim
teoremleri kamtlanabilir. Cantor, Zermelo, Fraenkel, Frege, Russell, Von Neumann
ve digerlerinin derleyip toparladikiari kiime teorisi ile 19.yy. sonunda bilinen tiim
matematiksel disiplinleri yeniden diizenlemek miimkiin olmus ve bu durum, varolan
matematigi bir bit;iinsel teori haline getirebilmeyi amaglayan Hilbert programinin ilk

asamasini olusturmugtur.

3.3 SECME AKSIYOMU VE ESDEGERLERI

Se¢me Aksiyomu’ nun (A.C.) ilk kez Peano tarafindan 1890’ da bir
diferansiyel denklem sisteminin ¢dziimlerinin varlik ispatinda kullamldii kabul
edilir. 1902’ de Beppo Levi tarafindan da konu edilmistir. A.C.” nin ilk formel
ifadesi 1904’ de Zermelo tarafindan, iyi siralama teoreminin ispatinda kullanilmak
tizere yapilmigtir. A.C., Cantor tarafindan da, herhangi bir kabul ya da ispat
yapilmaksizin kullamlmlstlr. Emile-Borel, segme aksiyomunun Zermelo teoremine
denk oldugunu kamitlamigtir. Godel 1940° da, Segme Aksiyomu’ nun yanlighgimin,
kiime teorisinin diger aksiyomlarindan hareketle kanitlanamayacagini gostermis olup
1963’ de Paul Cohen A.C.’ nin kiime teorisinin diger aksiyomlarindan bagimsiz

oldugunu kanitlamigtir.

A.C. hakkindaki tartigmalar yillarca siirmiigtiir ve bunlar matematikteki son
biiyiik anlagmazlik olargk kabul edilir.

Zermelo’ nun: formiilésyonu sOyledir [35] : Eger' bir x kiimesinin tiim
elemanlar1 bos olmayan kiimeler ise, X’ in her y elemanina y ig¢inde bir f(y) karsilik
gelecek sekilde, se.cl:ne fonksiyonu denilen bir f fonksiyonu vardir. En azindan bos
olmayan kiimelerin her ailesi igin bdyle bir segme fonksiyonunun bulunabilecegini

varsayabiliriz. O halde,
Vx (Vy (yex = y#bos) = 3f (f fonk. A dom(f) = x AVy (yex = f(y) € y))).....(A.C.)

yazilabilir. Zermelo, Keyfi Se¢me Prensibi diyebilecegimiz bu aksiyomu (apagikmis
gibi) kullanarak 1904’ de Beweiss dass jede Menge wohigeordnet werden kann adli
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makalesinde iyi siralama teoremini kanitlamgtir. Cantor’ da A.C.” yi , “her sonsuz

kiimenin sayilabilir sonsuz bir alt kiimesi vardir” teoreminin ispatinda kullanmigtir.

A.C. bir comprehension aksiyomu degildir. Segme fonksiyonu i¢in z = f(y)
seklindeki bir kuralin agik¢a ortaya konulup konulmayacagi A.C.” de konu edilmez.
Keyfi Se¢me Prensibi ifadesinden de A.C.’ nin non-constructive (inga edilemez)
karakteri anlagilabilir. Yani A.C. ile, herhangi belirli bir kural vermeksizin gesitli

sekillerde segmenin yapilabilecegi varsayilmaktadir.

A.C. hakkindaki tartigmalar, “vardir” s6zctgliniin degisik
yorumlanmalarindan kaynaklanmistir. Konstruktivistler’ e gore, eger “vardir”
sozcligli “bulunabilir” anlaminda kullanilirsa, A.C. yanlis olur. Clinkii, &rnek olarak,

R gergel sayilar kiimesinin tiim alt kiimelerinin P(R) ailesi iizerinde;
f:PR)—>R
fX)eX

seklinde, X’ lerin f altindaki goriintiilerini agikga bildiren belirli bir f segme

fonksiyonu bulunamaz. Buna karsin,
f:PN) > N
f(X) =minX € X

fonksiyonu, N dogal sayilar kiimesinin tiim alt kiimelerinin P(N) ailesi {izerinde, her
alt kiimeye bu kiimenin minimum elemanint kargilik getiren, tamamen belirli bir
se¢me fonksiyonudur; yani burada bir segme fonksiyonu bulunmustur. Genel kam
sudur ki, A.C.” de gegen “vardir” sdzcligii, sadece bdyle bir segme fonksiyonunun
mevcut oldugunu kasteder ve fonksiyon igin ille de belirli bir kuralin ortaya

koyulabildigini savunmaz.

Sezgisel olarak A.C. apagik gibi goriiniir. Hatta en az bir segme
fonksiyonunun mevcut olmasinin Stesinde, drnek olarak P(R) igin sonsuz goklukta
segme fonksiyonunun var oldugu da apagiktir. Bu apagiklik Euclide’ in paralellik
aksiyomundaki sézgisel apacgiklik gibidir; diger aksiyomlardan hareketle ne
kanitlanabilir ne de giiriitiilebilir. G6del ve Cohen’ in ortaya koydugu modellerden
anlasilir ki, caligilan herhangi bir matematiksel evrende A.C.’ yi kabul etmek ya da

etmemekten &tiiri bir geliski ile karsilagiimaz.
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Birgok matematiksel alan ¢aligmalarinda A.C.” nin kabulii isleri kolaylagtirr.
Ornek olarak fonksiyonel analizde, yalnizca aynlabilir uzaylarla ilgili ¢alisiliyorsa
A.C. yerine, onun daha zayif bir formu olan ve yalmzca keyfi bir dizinin
segilebilmesine izin veren Sayilabilir Segme (C.C)) [31,35], aksiyom olarak

almabilir.

A.C., matematigin baz1 alanlarinda isleri kolaylagtirmasina kargin paradoksal
goriinen baz: sonuglara da yol agmasi nedeniyle uygulamali matematikgileri bazen
rahatsiz eder. A.C.” den kaynaklanah ilging bir sonu¢ Banach-Tarski Paradoxical
Decomposition olarak bilinir:

Banach ve Tarski, bir kiireyi uygun sekilde pargalara ayirip sonra bu parcalan
yeniden bir araya getirerek, bu kiireden ayn1 hacimde iki kiirenin elde edilebilecegini
AC. yi kullanarak kamtlamiglardir. Maddenin Korunumu prensibi ile celigir
goriinmesinden dolay1 bu dekompozisyon (yeniden olusturma), Banach-Tarski
Paradoksu [36] adim alir. Fakat s6z konusu olan hacmin fiziksel hacim degil
Lebesque oOlglim teorisine gore tamrﬁlanan hacim olmast nedeniyle bu
dekompozisyon, maddenin korunumu prensibi ile ilgili olmayip, 6lgiim teorisi
kavramlar ¢ergevesinde bir ¢eliskiye yol agmaz.

A.C. ile ilgili ilging bir ¢alisma Z tamsayilar kiimesi iizerindeki filtreler
(filter) ile ilgilidir [31]. Tam sayilarda bir Filter diye, P(Z)’ nin elemanlarindan
agagidaki kogullar1 saglayanlarin bir A sintfi icinde toplanmalarini saglayan y6nteme
diyelim:

1.AcP(Z)

2AceA ,AcB=>BeA

3.A,Be A =>AnBe A

4. ¢ A
ornek olarak,
Ar={ X| [\X| < Np}
ailesi 1.2.3.4. kosullarim saglar. Bir Ultrafilter, yukaridaki d6rt kosulla birlikte,

S5AcZ=>AceA v AeA
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kosulunu da saglayan bir A ailesine denir. 4;’ in 5. kosulu saglamadig1 agiktir. Fakat

Ornek olarak,
Ay ={X|1eX}

ailesi bes kosulu da saglar ve bir Ultrafilter’ dir. Bir Nonprincipal Ultrafilter (N.U.)
yukanidaki bes kosulla birlikte,

6.|Al<Ny=> AgA
kosulunu da saglar. Bir N.U.” 1 varlig1 A.C. kullanilarak ispatlanabilir. Fakat Filter
ve Nonfilter 6reklerinde oldugu gibi agik bir N.U. 6rnegi verilemez.

Bertrand Russell, A.C.” nin hangi durumlarda gerekli olacagini anlatan

agagidaki benzetmeyi yapmustir:

“Sonsuz g¢oklukta corap ¢iftinin her birinden bir ¢orap segmek A.C." yi
gerektirir. Fakat sonsuz ¢oklukta ayakkab ¢iftinin her birinden bir ayakkabi segmek
A.C.’ yi gerektirmez!” [35].

Se¢me Aksiyomu’ nun apagik olmasimin yaninda, kendisine denk oldugu
kanitlanabilen fakat hi¢ de agik olmayan 6nermeler vardir. Ornek olarak fyi Siralama
Prensibi, sezgisel olarak sanki paradoksmus gibi goriiniir ve kabul etmekte zorlanilr.
Zorn Lemmast’ da anlagiimasi zor, _karmaglk bir dnerme gibi goriiniir. Asagida

bunlarin aslinda egdeger 6nermeler olduklarinin formel bir kaniti verilecektir.

Eric Schechter’ in Handbook of Analysis and its Foundations adl1 kitabinda,
A.C.” nin 27 degisik formunun bulundugu bildirilmis olup bazilar sunlardir:

A={Aili e > A= D, 1= D } olmak iizere,
L]] A=9

iel
2.3f(f: A > UA,f(A) € A))
3.31(f: 1> UA, fi) € Ap)

4. {f] f:IUA,f() e Ai}» D

5.3B (iel =B nAil=1)



87

’

Bunlarn tiimii, bos olmayan kiimelerin bos olmayan bir ailesinin her bir
elemanindan bir elemanin segilebilecegini, yani bu aile lizerinde, ailenin her bir A
kiimesine A’ nin bir elemanm karsilik getiren bir f fonksiyonunun varligim ifade

etmektedir. Bu f fonksiyonuna Se¢me Fonksiyonu denir.

Segme Aksiyomu’ nun ilk -bakista baglanti kurulmasi zor olan es

degerlerinden bazilan da sunlardir [17] :

1;. Verilen iki kiimeden birinin kardinalitesi digerinden kii¢iik veya ona
esittir.

1,. Verilen iki kiimeden biri ile digerinin bir alt kiimesi arasinda bir 1-1
esleme vardir.

13. Verilen iki kiimenin birinden digérine injektif bir fonksiyon bulunabilir.

2;. Bir F cismi iizerindeki her V vektdr uzayinn bir bazi vardir.

2,. Bir F cismi tizerindeki her V vektdr uzayinin bir maksimal lineer bagimsiz
alt ktimesi vardir.

3. Kompakt topolojik uzaylarin ¢arpimi da kompakttir (Tychonoff Teorems).

4. Bos olmayan kismi siralanmis her.kiime i¢inde bir maksimal zincir vardir
(Haussdorff Biiyiikliik Ilkest). |

5. Bos olmayan kismi stralanmis bir kiime igindeki her zincirin bir {ist sinir1
varsa, bu kiimenin en az bir maksimal -elemam vardir (Zorn Lemmasi).

6. Her kiime iyi siralanabilirdir (Zermeld Iyi Siralama Teoremi).

Segme Aksiyomu (A.C.), Zomm Lemmast (Z.L.), Zermelo Iyi Siralama
Teoremi (I.S.) ve Haussdorff Biiyiikliik Ilkesi (B.I.)’ nin denk olduklarinin ispatina
gegmeden Once, ispatta kullanacafimiz kavramlarin bir 6zetini vermek yerinde

olacaktir.

Bos olmayan bir X kiimesi tizerinde yansiyan, ters-simetrik ve gegisken bir a
bagintisina kismi swalama bagintisi (K.S.B.) denir. X’ de bir a K.S.B.
tamimlandiginda X kiimesi, o ile kismi olarak siralanmigtir denir ve (X,o) sira
yapisina (Partial Ordered Set sozciiklerinden kisaltilarak) Poset adi verilir. Bir (X,o)

posetinde, eger (x,y)ea ise bunu xay seklinde gosterelim ve “x, o’ ya gore y’ den
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kigiiktiir” veya “y, o’ ya gore x’ den biiyliktiir’ seklinde yorumlayalim. Eger
herhangi iki x, y elemani i¢in
X0y Vv yax

ise bu x ve y elemanlarina, &’ ya gore X’ in kiyaslanabilir elemanlar: denir. Aksi

halde

xfdy nygx
ise x ve y’ ye, @’ ya gore X’ in kiyaslanamayan elemanlar: denir. Eger bir (X,a)
posetinde,

,yeX=>xay Vv yax)
ise, yani X’ in her eleman ¢ifti kiyaslanabilir ise, o K.S.B. kwyaslanabilirlik
ozelligine sahiptir ve X kiimesi o ile tam siralanmig bir kiimedir denir. Bu durumda
(X,o) sira yapisina da zincir denir. Bir (X,a) poseti bir zincir olmasa bile X’ in bazi

alt kiimeleri (o’ nin bunlara kisitlanmast ile) zincir olabilirler. Bunlara (X,o)’ nin alt

zincirleri [17] denir.
Bir (X,a) posetinde AcX , yeX olmak ﬁere,
XeEA>D>Xxay

kosulu saglanirsa y’ ye A kiimesinin bir zst sinrt,
xeA>yax

kosulu saglanirsa y’ ye A kiimesinin bir alt siiri denir. Bir A kiimesinin tiim iist
sirlarinin olusturdugu kiime A°®, tiim alt sinirlarimin olusturdugu kiime de A ile

gosterilecektir. Buna gore,

A ={yl xeA=>xay,yeX}

As={yl xeA=>yax,yeX}
olur. Bir A kiimesi i¢in, A*# & A A, # D ise A’ ya (X,a)’ da swurl: kiime denir.
(X,a) posetinde bir A alt kiimesinde eger A’ nin tiim elemanlarindan biiyiik bir
eleman varsa buna A’ nin maksimum eleman: denir ve maxA ile gosterilir; eger A’

da A’ nin tiim elemanlarindan kiigiik bir eleman varsa buna da A’ nmin minimum

eleman denir ve minA ile gosterilir. Buna gore,
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X =maxA & (x€A, yeA = yox)

X =minA & (X€A, yeA = xay)
olur. Bir A kiimesinin maksimum ve minimum elemanlar1 varsa tektirler. Eger A
kiimesinde, kendisi ile kiyaslanabilen tiim elemanlardan biiyiik bir eleman varsa buna
A’ nmin bir maksimal (biiylik) eleman: denir; eger A’ da, kendisi ile kiyaslanabilen
elemanlardan biiylik bir eleman varsa buna da A’ nin bir minimal (kii¢iik) eleman:
denir. A’ nin tlim maksimal elemanlanmin kiimesini M(A), tiim minimal
elemanlarinin kiimesini de m(A) ile gosterelim. Buna gére,

M(A) = {yl XxeA,yax=y=x}

m(A) = {y| XeA,xay=>x=y}
olur. Maksimal elemanlarla maksimum eleman (biiyiikk elemanlarla en biiyiik
eleman) ve minimal elemanlarla da minimum eleman (kiigiik elemanlarla en kiigiik
eleman) birbirinden farkli kavramlardir. Bir kiimede maksimum (minimum) eleman
olmadigr halde maksimal (minimal) elemanlar olabilir. Maksimum (minimum)
eleman varsa tektir ama maksimal (minimal) elemanlar birden ¢ok olabilir. Eger bir
kiimede bir maksimum (minimum) eleman varsa maksimal (minimal) eleman tektir
ve maksimum (minimum) elemana esittir. Bos olmayan sonlu her posetin en az bir
maksimal ve en az bir minimal elemani vardir. Zincirlerde her A=J alt kiimesi igin
M(A)={maxA} ve m(A)={minA} dir.

(X,a) posetinde bir A alt kiimesinin supremumu, A’ mn {ist siurlarinin
minimumuna, infimumy da alt sinirlarimin maksimumuna denir ve bunlar sira ile

supA ve infA seklinde gosterilir. Buna gore,
SupA = minA®
InfA = maxAs
olur. Bir A kiimesi i¢in supA ve infA varsa tektirler.

A’ nin maksimumu (minimumu) varsa, bu ayn1 zamanda A’ nin bir {ist(alt)
sinir1 ve tstelik bu st (alt) sinirlarin en kiigiigii (en bilyiigli) yani A’ nin supremumu

(infimumu) olur. Bu durumda maxA = supA, minA = infA olur.
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A bir kiime ailesi ise, (A,<) bir posettir. Eger A, bir (X,a) posetindeki tiim alt
zincirlerin ailesi ise, (A,c) posetinin bir maksimal (minimal) elemanina (X,or)
posetinin bir maksimal (minimal) zinciri denir. Minimal zincirler yalniz ve yalmz X’

in tek elemanl (singleton) kiimelerinden ibarettir ve o halde | m(A)| = X| olur.

Bir (X,a) posetinde eger, X’ in bog olmayan her A alt kiimesinin bir
minimumu varsa o’ ya iyi siralama bagintist, (X,o) sira yapisina da iyi siralanmis

sistem [17] denir. Iyi siral1 her kiime ayn1 zamanda tam siralidir.

Posetlere iligkin olarak 6nemli bir sabit nokta teoremi (S.N.T.) sudur:
[(Xo), ZX = Z# D) A (£X->X, xeX =x af(x)) ] = Ix (xeX, f{x) =x)
S.N.T.” ne gore, bir (X,a) posetinin her alt zincirinin bir {ist sinir1 varsa, X lizerindeki
x o f(x) kosulunu saglayan her f fonksiyonu i¢in x = f(x) olacak sekilde Ix(eX)
eleman1 vardir. Bu teoremin ispat1 [17]° de mevcuttur.

A.C,ZL., LS. ve B1’ nin denk olduklarim ispatlamakta gerekecek olan alt
yapiy1 olugturmak igin bir de, genigletilmis kartezyen ¢arpim kavramini inceleyelim:

Herhangi bir A = {X; | iel} ailesinin kartezyen g¢arpimu,

[] Xi={If:I>UA [ fi)=xie X}

iel
ailesidir. f={ (i,xi)| xi € X } yerine kisaca ( X )ic; notasyonu kullanilir.

Asagidaki tam bic¢imsellestirilmis ispatta Zermelo Se¢me Aksiyomu A.C.,
Haussdorff Biiyiikliik Ilkesi B.1., Zorn Lemmasi Z.L., Zermelo lyi Swralama Teoremi
LS. ve Sabit Nokta Teoremi’ de S.N. ile gosterilmistir. (X,or) bir' poseti; Z, (X,a)’ da
bir zinciri; Z, (X,o)’ daki tiim zincirlerin ailesini; M(Z), (£,c) posetinde Z’ nin
maksimal elemanlarinin kiimesini gﬁstermelFtedir. Tim kiigiik harfler X’ in

elemanlarim1 belirtmekte olup (+) “vardur”, (C) “celigki” anlamindadir. Diger

.o poxy

notasyonlaridir. (/) notasyonu ise “tiim bunlar geregince” anlamina gelmektedir.
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TEOREM :

AC:A={AlicloA»P}0= ] A20 )

BL:X o), Z={Z| ZcX}=>M@2)# D
r = (AC.oBloeZL.ols)
ZL.: (X ), ZcX=Z 2 Q)= MX) = 5

I.S.: VX, Ja (X, o), Ac X) = minA (+))

ISPAT :
~Bl=3X, o)M=
=VY3zZ(YeZ YcZ)
:{ZlYeZ,YgZ};ﬁ@
A.C}

= [[ ({zl YezZ Ycz}IYeZ}2 2

=>3IVY(E:Z-> {Z|YeZ,YgZ},f(Y) e{ zlYeZ,Ygz‘})

YeZ

=>3HVY (E:Z2>Z, Y f(Y)) )

VY3Z(YeZ, YcZ) &

SN. |

=3Y(YeZ Y=£(Y)) (C) / AC.> Bl

B.L = V(X, o), M(2) # @ = 3Z € M(2) } ‘
acZ’
=>Vx(xeZ=>xaa)=>Zufa}eZ
ZcZu{a)

ZeM(2)



N
= Z=Zu{a}=>acZ

Vx (zeZ=>xaa) :>aeM(X)/
ZeM®) |
VZ(Ze ZZ#D)= M(X)/ Bl =ZL.

X223 A={(Aa)lAcX, alS.B}
y={ ((A,;x ) (B,B) )| ACB, acP, xeA AyeB\A = (x,y) € } }
= (A,x)
Z={(A,o)liel}eZ } =(CsecA,(CdeZ }

C=UA; 9 6= (o Z.L.

= M(A) # @ = 3 (D,0) € M(A), D=X
\
= Jae X\D

:>(D,¢)Z(Du{a},<pu{(x,a)lxeD}) > (C)

(D,0) € M(A) J

:>D=X/XeA=>3a((X,a)I.s.)/Z.L.=>i.s.T.

A={Ai|ieI:>Ai¢®}¢®}
i.S.T.
=3I\ (UA,A) LS.

= f:1-> UA, (i) = minA; € A; / 1ST. = AC.

(AC.=>BI)ABL=ZLY)AZL =1ST)A(IST=AC) =
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AC.oBlL o ZL. <1S8.T. L

Z.L. = 1.S.T. oldugunun ispatinda bazi1 gegislerin detaylarma girilmemis olup, ispat

olabildigince 6zetlenmistir [17].

3.4 GOTTLOB FREGE

Frege (1848-1925), tinlii Alman matematikgisi,mantik¢isi ve felsefecisidir.
Mantigin matematiksellestirilmesi ve matematigin mantia indirgenmesi ¢abalarinin
onciilerindendir. Frege’ e goére mantik da, matematik de tanim ve varsayimlara dayalt

dediiktif disiplinlerdir ve ayni formel yapiya sahiptirler.

Mantik igin, bir diistinme dili ve bir rasyonel hesap olusturma ¢abalari,
aslinda Leibniz ile hareketlenmistir. Frege ise, Begriffsschrift [37] adli eserinde,
sistematik diigtinme ve akil yliriitmeye iliskin formel bir notasyon gelistirmistir. Bu
formel notasyon (pek fazla kullamilmamasina 'karsm) yiklem kalkiiliisiiniin
gelisiminde 6nemli rol oynamigtir. Frege’ in yiiklem kalkiiliisti, formel dil ve
mantiktan olugan iki bilegenli bir formel sistemdi. Formel dil;

99 ¢

a) “x, F kavraminin kaplamindadir”, “x, R bagntisi ile y’ ye baghidir” gibi
hiikiimsel ifadeleri

b) “O soyle degildir”, “eger s6yle ise o halde boyledir” gibi daha karmagik
ifadeleri

¢) “Baz1 x’ ler i¢in goyledir”, “Her x i¢in bdyledir” gibi niceleyiciler igeren
ifadeleri
diizenler [37]. Yiiklem kalkiiliisiiniin mantik kismu ise, bu dilin baz1 6nermelerinin,
diger bazilarindan elde edilmelerini saglayan bir dizi ¢ikarim kurali igeriyordu.
Frege’ e gore mantik, “dogru 6nerme formlarimn kuramidu”; p, q, 1, ... gibi basit
onermeler kuramin atomlari, bilesik 6nermeler ise atomik ©Onermelerden olusan
molekiilsel Onermelerdir. Bunlarin dogrulugu, basit Onermelerden hareketle

belirlenir.

Frege sistemi, matematiksel :akil ylirlitmenin temel mantiFiu

¢Oziimleyebilecek kadar giicliidiir. Bunun bir sebebi de bu sistemin, “bazi F -
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b

kavramlan i¢in s6yledir”, “her F kavram i¢in boyledir” gibi ifadeleri inceleyen
ikinci mertebe yiiklem hesabim da igermesidir. Fakat sistemin asil 6nemli yam,
6nermeleri fonksiyon-degisken baglaminda analiz etmesi ve bdylece klasik mantigin,
Onermeleri 6zne-yiiklem baglaminda analiz etmesinden kaynaklanan sikintilar
ortadan kaldirmis olmasidir. Ornek olarak klasik Aristo mantiginda,  ¢Ali, Veli’ den

93

caligkandir’ Oyle ise ‘bazilann Veli’ den ¢aligkandir’ ¢ikarimi ile
“‘Ali, Veli’ den ¢aligkandir’ dyle ise ‘Ali bazilarindan ¢aligkandir’ » ¢ikarimi, farkli
kurallara bagli ¢ikarimlar olmalarina kargin Frege sisteminde tek bir mantiksal kurala
tabidirler. Frege, 6nermelerdeki fiil sézciiklerini objeler kiimesinden (ya da objelerin
kartezyen ¢arpimlarindan) {dogru, yaniis} kiimesine fonksiyonlar olarak ele almastir.
Omegin, “Ali ¢aliskandir” 6nermesinde “cahskandir” fiili “insanlar” kiimesinde
tamiml1 ve kurali “x ¢aligkandir” olan bir fonksiyondur. Benzer sekilde, “Ali, Veli’
den ¢aligkandir” 6x}ermesindeki “caligkandir” fiili de, kurali “x, y’ den ¢aliskandir”
olan bir iki degiskenli fonksiyondur. Yine, “x, y’ den z’ yi ald1” ii¢ degiskenli “ald:”
fonksiyonunun kurali ve “x, y’ de z’ yi t ile ayirdi” da dort degiskenli “ayirdi”
fonksiyonunun kuralidir. Onermelere boyle bakildigi zaman artik, « Ali, Veli’ den

2

caligkandir’, o halde, ‘en az bir x igin, x Veli’ den ¢aliskandir’ ” ¢ikarimi ile “ “Ali,

2 9

Veli’ den galigkandir’, o halde, ‘en az bir y i¢in, Ali y’ den ¢aligkandir’ ” gikarimlart

tek bir mantiksal kurala tabi gegerli ¢ikarimlar haline gelir.

Frege’ in ispat kavrami i¢in yaptif1 tanim da, gilintimiizde hala gegerliligini
korumaktadir: Bir takim A;, A, ... , A, Onciill 6nermelerinden hareketle, bir B
Onermesinin ispati, agsagidaki kosullan saglayan bir 6nermeler dizisidir [37] :

1. Dizinin terimleri sonlu sayidadir

2. Dizinin son terimi B’ dir

3. Dizinin terimleri ya bir aksiyomdur, ya Aj, Ay, ... , A, Onciillerinden
biridir, ya da herhangi bir ¢ikarim kurali kullanilarak daha 6nce gelen terimlerden

elde edilmistir

Frege, kavram famimlar: yapma konusunda da kullamish ve gliglii kriterler
gelistirmistir. Grundgesetze der Arithmetik adl1 eserinde, eksik ve iyi yapilmamig
tamimlarin, giderek paradokslara yol agabilecegini gostermistir. Aymi eserde kendi

mantik sistemini en kapsamli bir gekilde geiistirmi$ ve “mantik¢ilik™ adli felsefi
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doktrinin gegerliligini ortaya koymaya c¢alismistir. Mantikgilik; matematiksel
kavramlarin, tamamen mantiksal kavramlardan hareketle tanimlanabilecegini ve
matematiksel aksiyomlarin da sadece nmantiksal kurallardan hareketle
tiiretilebilecegini savunur. “Yapilacak is, sayilar1 mantik terimleriyle ifade etmek ve
sayillar arasindaki iligkileri kaplamsal yonden kiimeler arasi iligkiler olarak
kurmaktir” [16] diisiincesiyle hareket eden bu girisim, biiylikk ol¢iide bagarili
olmustur. Fakat ne yazik ki Frege sistemindeki V. Temel Kanun’ un Russell
Paradoksu’ na yol agtif1 anlagilinca, mantik¢ilik yeniden sorgulanir olmustur. Ornek
olarak Poincare, matematigin yapisi ve kurulusu bakimindan dediiktif bir disiplin
olarak mantifa benzedigini vurgulamakla beraber onun, konusunu kurarken, aslinda
indiiktif ve sezgisel davranildigiu ileri strmigstiir. 200 yiI 6nce Kant’ da
matematigin, tiim kavramlarini, ancak sezgisel yolla ortaya koyabilen ve asla analitik
olmayan, sentetik bir disiplin oldugunu savunmustu. Oysa Frege, Russell ve
digerlerinin, matematigi mantiga indirgeme ¢abalari, matematiksel &nermeleri

analitik saymalarina dayanir.

Giinlimiizde matematikte, mantifin konusu olmayan bazi kavramlarin
kullanimi zorunlulugu, paradokslar, Go&del teoremleri v.s. gibi nedenlerle
mantikgilik, artik az sayida matematikgi tarafindan savunulﬁr hale gelmistir. Fakat
her seye ragmen Frege’ in ¢aligmalar1 ve O’ nun Grundgeseize’ sini temel almis olan
Russell ve Whitehead’ in Principia Mathematica’ s1, matematigin gelisiminde
devrim niteligindeki hamlelerden sayilir. Peano, Hilbert, Bernays, Neumann,
Brouwer, Heyting, Weyl, Godel, Gentzen, Lorenzen, Reichenbach, Church, Quine,

Menne, Bockonski, Tarski ve digerlerinin ¢aligmalart da bu cimledendir.

3.5 FREGE’ IN V. AKSIYOMUNA DAIR

Frege, yiiklem hesabi ve kavram teorisi i¢in olusturdugu formel dilde, objeler
icin x.,y,z,..., fonksiyonlar i¢in f,gh,..., kavramlar i¢in F,G,H,... notasyonlarini
kullanmugtir. f(x) (bugiin oldugu gibi), x objesine f fonksiyonu altinda kargilik gelen
objeyi gosterir ve x e f fonksiyonunun argiimenti, f(x)’ e fonksiyonun x deki degeri
denir. “Dogru”, “yanlis” objeleri ilkel kavramlardir ve bunlara dogruluk degerleri

denir. Frege’ e gore bir kavram, argiimentleri dogruluk degerlerine génderen bir
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fonksiyon olarak diigiiniilebilir. Fx (ya da F(x)) notasyonu, F kavraminin x objesi i¢in

dogru oldugunu ya da x’ in F kavraminin kaplaminda oldugunu ifade eder.

Frege’ in mantiksal kavramlar igin kullandig1 (fakat hi¢bir zaman standart

kabul edilmemis) bazi notasyonlar, bugiinkii kullanihglari ile birlikte asapida

gOsterilmigtir [38] :

_I_ Fx
Ty

X Fx
T & T Fx
F_s Fa
~E—7 Fa

] Fx

Fx—»Gy

¥x Fx

Ix Fx

YF Fa

3iF Fa

Fx degil

Eger Fx ise o halde Gy' dir

Her xicin Fx

En az bir x igin Fx

Her F (kavrarm) icin Fa

En az bir F igin Fa

Frege’ in mantig1 temel aksiyomlar ve ¢ikarim kurallar il¢ baglar; 6nermeler

mantif1, 6zdeslik mant1f1 ve ikinci mertebe yiiklem hesabinin bilinen aksiyomlarin

icerir. Ornek olarak eger ¢ ve y herhangi formiiller, a herhangi bir obje ve P

herhangi bir kavram ise agagidakiler, Frege sisteminin temel kanunlarindandir:

¢—=>(0—>0)
(VxPx)—>Pa

(VFFa)—> Pa

a=b— VF(Fa=Fb)

Birinci meftebe yiiklem hesabr ile ikinci mertebe yiiklem hesabi aksiyomlar

arasinda, ikincisinde 3x, Vx niceleyicilerinin yaninda, kavramlara iligkin VF, 3F

niceleyicilerinin de yer almasi disinda bir fark yoktur.

Frege sisteminin “yerine koyma kurali” ise soyledir: “Mantigin bir teoremi

olarak tiiretilebilen ...Fx... formundaki herhangi bir ifadede, Fx atomik formiiltintin

gectigi tim yerlerde Fx yerine herhangi bir ¢(x) acik formiili yazilabilir” [16].
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Yerine koyma kﬁrahndan, “her ¢(x) agik formiiliiniin karsilik geldigi bir kavram

vardir” sonucu ¢ikar:
Vx (Fx=Fx)
aksiyomlardan kolayca elde edilebilen bir teoremdir.
Bu teoremden,
AG Vx (Gx=Fx)
yazilabilir. $imdi yerine koyma kuralin1 uygulayarak Fx yerine @(x) yazarsak,
TG VX (GX = Q(X) )evcrrrrerrerenserraenresesesesresessesssessessassasssensssssessasses (X.C.P)
elde edilir ki buna kavramlar i¢in comprehension prensibi denir. Benzer sekilde,
AR VX Vy (RXY = 0(X,¥) )ereveeveenernencneneennns fereeenreeerasesranesraeeearans (B.C.P)
bagwmtilar i¢in comprehension prensibi elde edilir.

Bir o(x) formiilii ile buna karsilik gelen kavramin ismini karigtirmamak igin A
notasyonu sik¢a kullamilir. “@(x)’ i dogru kilan bir x objesi olmak™ kavrami Ax

operatdrii cinsinden,

[Ax ¢(x) ]
seklinde ifade edilir. “A-..” ifadesi ise formiiliin belirttigi kavramin ismini
gostermektedir. ¢(x) herhangi bir formiil ve ¢(y/x), ¢(x)’ de x yerine y koyularak

elde edilen yeni formiilii gostermek tizere A-convertion (doniigtiirme) prensibi [38];

Vy([Axox)]y)= (p(y/x)..................t .......................................... (A-c)

seklinde sembolize edilir ve “bir y objesinin [ Ax ¢(x) ] adli kavramin kaplaminda
olmasi igin @(y/x)’ in dogru olmasi gerekir ve yeter” anlamindadir. A-c prensibi
Frege’ in “yerine koyma kurali” ile K.C.P.” nin denk oldugunun ispatinda (yani
yerine koyma kuralinin kavramlar i¢in A-c’ yi gerektirdigi gibi bunun karsitinin da
dogru oldugunun ispatinda) kolaylik saglar (Boolos bir ispat taslagi verirken
[ Ax @(x) ] yerine, 1985° deki bir makalesinde {a : Aa}, 1987’ deki makalesinde ise
[ A : A(A) ] notasyonlarini kullanmigtir).

Frege’ in Begriffsschrift adli eserinde gelistirdigi ikinci mertebe mantik

sistemi ve kavramlar teorisi tutarlidir. Ancak sistem, bu tutarli temel tizerine V. temel



98

kanunun (V.T.K.) .eklenmesi ile tutarsiz hale gelmistir. Asagida V.T.K. ve sistemi

neden tutarsiz hale getirdigi incelenecektir .

Frege sisteminin sarsilmasina yol agan V.T.K., “bir fonksiyonun deger

(1244

bolgesi” ve “’bir kavramun kaplamm” kavramlarim bigimsellegtirme girisimlerinden

biridir. Modern terminoloji ile, bir
f:A——)B,.y=f(x)

fonksiyonu, siral: ikililerin bir kiimesi olarak,
f={(xfx)| xe A}

seklinde gosterilir. £ nin deger kiimesi ise,
fIA)={fx)| xe A}

olarak tanimlanan kiimedir. f ile f(x) farkli kavramlardir; f, fonksiyon i¢in kullanilan
bir simge olmasina kargin f(x), £ nin x’ de aldig1 degeri gostermektedir ve f(x)’ e
bazen “f fonksiydhunun kural1” da denir. Bazen bir karigikliga yol agmayacag:
diisiiniilerek bazen de bilingsizce, 6rnek olarak “X i P+ e gonderen” yani kurali
f(x) = x>+1 olan bir f fonksiyonu icin “x*+1 fonksiyonu” dendigi olur. Biz de burada
bir karigiklia yol agmayacagini umarak, Frege sistemini bu ayirimi dikkate almadan
yorumlayan bazi mantik¢ilarin yaptigy gibi, bazen bir fonksiyon yerine bu
fonksiyonun kuralim belirtmekle yetinebilecegiz. Ornek olarak, “x’ in babasi”

fonksiyonu derken, tanim ve hedef kiimeleri “insanlar” ve kurali
f (x) = x’ in babas1
. olan f fonksiyonunu kastedecegiz.

Frege’ in terminolojisinde bir f fonksiyonunun “deger alan1”, x argiimenti ile
f(x) degerinden olusan (x, f(x)) sirali ikililerinin olustﬁrdugu bir kiimedir. Ormek
olarak yukaridaki “x’ in babas1” fonksiyonunun deger alami (Atatiirk,Ali Riza bey)
gibi ikilileri igerir. Bir kavramin kaplami ise; kavrama uygun diigen tiim objelerin
kiimesi olarak addedilebilir. Ornek olarak, “10° dan kil}c;iik as.al sayt” kavraminin
kaplamn {2, 3, 5, 7} kiimesidir. Kavramlar, objelerden dogruluk degerleri kiimesine
fonksiyonlar olara}( ele alinabildigine gére bir kavramin kaplami, kavrami dogru

kilan objelerin deger alanidir.
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Frege, deger alanlar1 ve kaplamlarin isimleri igin € ve o simgelerini

kullanmigtir. f fonksiyonunun deger alani
¢ f(e)

notasyonu ile, F kavraminin kaplamu ise
Efe

ile gosterilmistir. Ornek olarak & (* — ), “x*

— x” fonksiyonunun deger alanini,
& (a (a—1)), “x(x — 1)” fonksiyonunun deger alanini1 gosterir. “4 ile toplandiginda 5
eden” kavramini A-notasyonu ile

[Ax x+4=135]
seklinde gostermistik. Frege bu kavramin kaplamin

E(e+4=5)
seklinde gdstermistir. Benzer sekilde “27 ile toplandifinda 5 eden” kavramu yani
[Ax x+2% = 5] kavraminmin kaplamu igin

G (a+2°=5)
notasyonunu kullanmigtir. $imdi, @(x) herhangi bir formiil ise, [Ax ¢@(x)] kavraminin

kaplami olarak

E(oE/x))

yazabiliriz. £ ( ©(€) ) bir objeyi gosterirken, [Ax ¢(x)] bir kavrami ifade etmektedir ve
Frege objelerle kavramlari, ayrk iki kiimenin elemanlari olarak diistinmiistiir. Bir
¢(x) formiilinde x’ in gectigi her yerde yerine € yazarak elde ettifimiz formiil

¢(e / x) olmak tizere;
¢ [Ax o(x)] €
yerine

£(oe/x))

yazabiliriz. Frege’ in kullanmadigi bu ayirim kurali agik formiilleri, bunlara kargilik

gelen kavramlarin isimlerinden ayirmak igin gereklidir.
Frege, “bir objenin bir kaplamin eleman: olmasi” kavramini,

x € y=3G (y = £€Ge & Gx)

7.C. YORSEKOCRETIR ULk
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seklinde tamimlamigtir. Burada “eleman olma” igin, alisilmis “€” semboliinii
kullandik; Frege’ in sembolii bugiin kesisim i¢in kullanilana benzer (n) bir semboldii
[38].

Frege, fonksiyonlarin deger alanlari i¢in bir aksiyom olarak V.T.K.” u
asagidaki gibi bigcimsellestirmigtir:

£ £(€) = 6 g(0) = VX [£X) = ZX)]rrvrereermrerseereemmmmsessersemmeesseesessreeens (V.TK)

Buna gore f fonksiyonunun deger bolgesinin, g fonksiyonunun deger bolgesine esit
olmas: i¢in gerek ve yeter sart f ve g’ nin her objeyi aym degere gondermeleridir. f
ve g yerine daha dnce birer fonksiyon olarak ele alinabilecegini gérdiigiimiiz F ve G

kavramlar1 gelirse, bu kavramlarin kaplamlarina iligkin olarak,
EFe = 0G0 = VX [FX = GX]ooveeireeiirerirt e strreeeesresvesveea e (V.T.X)

seklinde ozellestirilebilir. Bu 6zel halde kastedilen, bir F kavraminin kaplaminin bir
G kavraminin kaplamina esit olmasi i¢in gerek sartin F* ye iligkin objelerin tiimiiniin
ve yalmz bunlarin G’ ye iligkin objelerin tlimii ve yalmz bunlardan ibaret olmasi,

yani F ve G kavramlarinin materyal olarak denk olmasidir. V.T.K.” dan
VE VX (X € EFE S FX)utioiininiieieciictineceenseneecsvensessseeesesessessaesseans (K.Y.)

seklinde bicimsellestirilen ve “bir objenin, bir kavramin kaplaminin elemani olmasi
icin gerek ve yeter sart, bu objenin kavram altinda kalmasidir” seklinde ifade edilen
kaplamlar yasasimn elde edilebilecegi kanitlanabilir. Aynca bu yasadan, “eger iki
kaplam aym elemanlara sahip ise esittirler” seklinde ifade edilen kaplamsal prensip

de elde edilebilir. Bu prensip,

JF (x = €éFe) & 3F (y = €Fg) > [Vz (zex=z€y) > X = Y]oevvennne. X.P)
seklinde bi¢imsellestirilebilir.

Tiim bu olumlu sonu¢larina ragmen V.T.K.” un Frege sistemini tutarsiz
kildig1 bir gergektir. Frege, Grundgesetze der Arithmetik adli eserinin ikinci
bSliimiinii bastirmak {izere iken, B. Russell’ dan aldigi ve Russell Paradoksu’ nun
bi¢imsellestirildigi bir mektup ile V.T.K.” un yol aguf ¢eliskinin farkina varmigtir.
Bunun iizerine kitabina hemen bir ek yaparak, V.T.K.” dan bir paradoks tiiretmenin

iki farkli yolunu agiklamistir: Once, V.T.K.” dan “her kavramin bir kaplam1 vardir”

sonucunun ¢ikarilabilecegini gosterelim. V.T.K.” da G yerine F koyarsak,
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€Fe = dFa = Vx (Fx = Fx)
elde ederiz. Genellestirilmis 3 (varlik) geregince buradan
Ix (x =dFa)
ve genellestirilmis V, F kavramina uygulanirsa
VE 3X (X = QF@).ccniiiiniiiicniciciiccniesteencereeees e svees e e sssssenns *
bulunur. Bu sonuncusu her kavramin bir kaplami oldugunu ifade eder. Simdi,
3F (x = ¢Fa & - Fx)
seklinde formiile edilen, “kaplami kendisini saglamayan bir kavram” kavramini ele

alalim. K.C.P. geregince bu formiile karsilik gelen bir kavram vardir. A- notasyonu

ile bu kavramin ismini
[Ax IF (x=dFa & - Fx)]
seklinde gosterebiliriz. * geregince bu kavramin kaplami vardir ve bu,
¢[IF(e=dFa & —~Fe)]
seklindedir. Simdi kanitlanabilir ki, “bu kaplamin [ Ax 3F (x = ¢Fa & — Fx ) ] adli
kavrami saglamasi i¢in gerek ve yeter sart, saglamamasidir”.

Frege V.T.K.” un, R.P. ile tutarsizlifa yol ac¢tifn kanitlanan, N.C.A.
(kaplamlar ya da kiimeler igin Naive Comprehension Axiom)’ ya sebep oldugunu da
kamtlamigtir. N.C.A., V.T.K.” un sonucu olan L.E. (Law of Extensions)’ den ii¢ basit
adimda elde edilebilir [38]:

1. VX (X €EFESFX )urrcieciieiricccctrccetcsrctcere e (L.E.” den)
2.dy Vx(xey=Fx)
B.VF Iy VX (XEY S FX vt (N.C.A)

Kaplamlar igin ikinci mertebeden N.C.A.; “her F kavramu i¢in, yalmz ve yalniz F’ yi
saglayan objeleri eleman kabul eden bir kaplam vardir”, seklinde ifade edilebilir. Bu
aksiyomun Frege sisteminden tiiretilebilecegini gérmek i¢in Frege’ in yerine koyma

kurali [16] da uygulanabilirdi:

Y VX (XEY = QX) Jererrereenrenremirerienieieneesisessnencsiesinionneseenessoseessenees (N.C.A)
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Bu ise, “objeler iizerinde bir sart tanimlayan herhangi bir ¢(x) formiilii i¢in, objelerin

yalniz ve yalniz tlimiiniin sart1 sagladig1 bir kaplam vardir” [38] anlamina gelir.
N.C.A.’ dan, Frege mantig1 ¢ercevesinde, R.P. hemen goriiliir. N.C.A.” da F

olarak [ Az —(z € Z) ] kavrami alinmak ve N.C.A.” nin ikinci formunda ¢ yerine

—(x € x) koyularak
Jy VX (xey=—(X € X))

elde edilir. 3y, b olmak tiizere
Vx (xeb==(x € X))

ve buradan da
beb==(begb)

elde edilir.

3.6 PARADOKS NASIL OLUSUR ?

Frege sisteminin tlitarsmhgl matematikgiler tarafindan degisik yollarla
gosterilmis olup konu buglin bile bir dereceye kadar tartigmalidir. Birgok
matematikci ve mantikgiya gore Frege’ in ortaya koydugu ikinci mertebe mantik ve
kaplam teorisinin tutarsizlif1; kavramlar alaninin kaplamlar alanindan kesinlikle daha
bilyikk ve aym zamanda kaplamlar alaninin en az kavramlar alani kadar biiyiik
olmasinin imkansizlig1 nedeniyledir. Bu imkansizlik, Cantor teoreminin ispatindaki
imkansiz durumla sasilacak derecede benzerlik gostermektedir (Cantor teoremi; A
herhangi bir kiime ve B, A’ nin kuvvet kiimesi olmak {izere B’ nin eleman sayisinin
A’ dan fazla olugudur. blmayana ergi metoduyla yapilan ispatta A’ dan B’ ye trten

bir fonksiyon bulmanin imkansizli1 goriiliir).

S6z konusu sistemin tutarsizhigini analiz ederken unutulmamasi gereken bir
nokta, kavramlarin tanimlanma sartlarldir. Ornek olarak Frege, F ve G kavramlar
icin F = G gibi 6nermeleri anlamli bulmamis, Grundgesetze’ de, F’ yi saglayan
objelerin tiimiiniin ve yalmzca bunlarin G’ yi gergeklemesi durumunun F ve G’ nin

farkli kavramlar olmalarini engellemeyecegini savunmusgtur.



103

Biitiin bunlan g6z oniinde bulundurarak artik, paradoksun nasil olustuguna
bakalim. Hatirlayacagimiz gibi V.T.K.,, her kavrami bir kaplamla
iliskilendirmekteydi. V.T.K.” a hangi yonden (<,=) bakarsak bakalim, bu iliskinin
bir takim &zellikleri ortaya gikar. Omegin V.T.K. sagdan sola (<) incelendiginde;
“higbir kavram iki farkh kaplam ile iligkili degildir” sonucuna ulagilir. Bu yo6ne

dogru yapilan incelemeyi Frege, “Va” olarak adlandirmigtir. Va. Temel Kanun [38];
Vx (Fx = Gx) — éFe = 4Ga

seklinde ifade edilir. Bu sekliyle incelendiginde Va’ nmin aslinda, kaplamlarin
degisimi ve onlarin iligkili oldugu kavramlarin degisimini diizenledigi s6ylenebilir.
Bu ise bizi, V.T.K.” un kavyamlar ve kaplamlar arasindaki korelasyonu diizenleyen
bir fonksiyon tanimladi1 sonucuna gétiirlir (Bilindigi gibi hi¢bir kavram iki farkh
kaplam ile iliskili degildir ama farkli kavramlar ayn1 kaplamla iligkili olabilir). Frege,

Va’ min bu yoniiyle problemsiz oldugunu belirtir.

Ancak V.T.K.” a soldan saga (=) bakildiginda ortaya ¢ikan tablo daha
ciddidir. Vb. Temel Kanun [38];

¢Fe = 4Ga — Vx (Fx = Gx)

seklindedir ve farkli F ve G kavramlarina karsilik gelen kaplamlarin da farkli
oldugunu ifade eder. Boylelikle V.T.K., kavramlar ve onlarla iliskili kaplamlar
arasinda bir birebir fonksiyon tanimlar. Her kavram bir kaplamla iligkili olacaksa en

az kavram say1st kadar kaplam olacaktir.

Ote yandan Frege éistemi bir biitiin olarak diistiniildiigiinde, kaplamdan gok
sayida kavrama ihtiyag duydufu goriiliir. Duyulan bu ihtiyag, bizzat K.C.P. ve
K.C.P” nin V.T.K. iizerindeki 6nemli etkisi nedeni);ledir. Zira AK.C.P., bir dil
icerisinde, objeler i¢in gecerli olan her kosulda kullanilabilen kavramlarin var
oldugunu séyler. Dolayisiyla K.C.P. ve V.TK. un birlikte ayni sistemde
bulunmalari, kavramlar alaninin hem objeler ve hem de kaplamlar alanindan daha
biiyiik oldugu sonucunu ortaya koyar. Ancak 6nceki paragrafta sdyledigimiz gibi Vb
i¢in, en az kavram sayist kadar kaplama ihtiya¢ vardir. Bu ise bizi imkansiz bir

durumun igine siiriikler ki iste paradoks burada ortaya ¢ikmaktadir.

Ozellikle son yirmi yildir Frege sistemini tamir etmenin ve paradoksu ortadan

kaldirmanin degisik yollart aramiyor. Ornegin geleneksel goriise gore, bunun igin
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V.T.K. veya K.C.P. simirlandinnimalidir ki Boolos, 1986 ve 1993’ te bu yonde ilging
Oneriler sunmustur. Bu arada Schroeder-Heister 1987 de, Frege sisteminin birinci
mertebe olan klspllnln (birinci mertebe yiiklem hesabina V.T.K.” u uygulayarak
olugan) tutarli oldugunu iddia etmis ve bu, 1987° de Parsons ve 1998’ de Burgess
tarafindan kamtlanmigtir. 1996’ da Heck ve 1999° da Wehmeier ise farkli bir yol
izleyerek, V.T.K..’ un yer aldigy ama K.C.P.” nin kisitlandig1 ikinci mertebe mantik
sistemlerini aragtirmiglardir [32]. Burada bu aragtirmalarn tartigmayacak, kesin kabul

goren higbir yaklagim olmadigini séylemekle yetinecegiz.

V.T.K.” un yarattig1 hayal kirnklifina ragmen Frege, ikinci mertebe mantiktan
elde edilebilen ve dogal sayilar i¢in ©nemi tartigilmaz olan Dedekind-Peano
aksiyomlarina dair 6nemli bir gergegi, Hume Prensibi yardimiyla kanitladi. 1965’ te
Parsons ve 1983’ te Wright, Hume Prensibi’ nin Dedekind-Peano aksiyomlarint tek
bagina elde edebilecegini gosterdiler ama Heck 1993’ te, Frege’ in V.T.K.” u Hume
Prensibi’ ni elde etrnek igin kullandigim kamtladi ki Hume Prensibi ikinci mertebe
mantifa gére tutarli oldugundan bunun anlami, Frege’ in sayilar teorisinin temel

yasalarini gayet gegerli bir sekilde elde ettigidir.

3.7 BERTRAND ARTHUR WILLIAM RUSSELL

Russell (1872-1970), ingiltgre’de kralige -Victoria zamaninda iki kez
bagbakanlik yapmis olan Lord John Russell’ in ogludur. 1908’de “Roval Society”ye
secilmis, 1916°da savag karsiti gﬁrﬁéleri nedeniyle yargilanmistir. Introduction to
Mathematical Philosophy [39] adli éserini hapishanede yazmigtir. Amerika’da
dgretmenlik yapmis ve 1950°de edebiyét alaninda Nobel barig 6diiltinii kazanmustir,
1955°de Einstein ile birlikte savag karsit1 Uinlli Russell-Einstein Manifestosu’ nu
yayinlamustir. Sonraki yillarda da savag karsiti ¢alisma ve eylemlerini siirdiirmiis, 97
yasinda 6lmiistiir.

Russell, uzun ve ¢ok yonlii méslek yasaminda matematigin temelleri, modern
mantifin geligimi, analitik felsefe ve daha bir ¢ok konuda ¢ok sayida eserler
vermigtir; Kurt Goédel ile birlikte 20.y$f.1n en 6nemli matematik mantik¢is1 kabul

edilir. Russell Paradoksu’ nun (R.P.) kesﬁ, mantik¢ilik akimi i¢in yaptigi giiclii
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savunma, Tipler Teorisi’ ni (T.T.) ortaya koyusu, birinci mertebeden yiiklem

kalkiiliisiinii diizenlemesi ve popiilerlestirmesi, bilime 6nemli katkilarindandir.

Kendi kendisinin elemani olmayan tiim kiimelerin kiimesi varsayiminin bir
sonucu olarak ortaya ¢ikan paradoksunu Russell, {inlii eseri Principia Mathematica
(P.M.) nin [39] yazilis1 sirasinda kesfetn.xistir. Eger yukanda soziinii ettiimiz gibi bir
kiime varsa, bu kiime ancak ve ancak kendisinin eleman1 degilse kendisinin elemam
olmaktadir! Bu paradoksun &nemi, klasik mantikta kabul edilen “tiim kiimelerin
kiimesi” kavramimnin yukaridaki celiskiye yol agmasi ve bdylece matematigin
temellerinin sarsilmasindan gelmektedif. Hilbert ve Brouwer’ de dahil olmak iizere
bir gok matematik¢i “efer matematigin temeli olan mantik boyle geliskilere yol
agtyorsa, bu mantikla yaptigimiz ispatlara nasil giivenebiliriz?” sorusuyla, stiphe ve
endiseye kapilmislardir. Mantik, kiime teorisi, felsefe ve matematigin temellerini
saglamlastirma g¢abalar1 RP’ nun ortaya ¢ikistyla hiz kazanmis ve 20.yy.an ilk

yarisindaki baglica arastirmalarin konusu olmugtur.

R.P. kiime teorisinde sznz.rszz kaplamliik (ya da soyutlama) denilen ve ilk kez
Cantor tarafindan koyulan aksiyomun (S.K.A.) bir sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir.
“Herhangi bir yiiklemsel P(x) formiilii, elemanlar1 P(x)’ i saglayan bir kiime belirler”
seklinde ifade edebilecegimiz S.K.A., herhangi bir tutarl: kogula bir ve yalmz bir
kiimenin kargilik geldigini (sezgisel olarak) varsaymaktadir. R.P.” nu ¢6zme
girisimlerinin ¢ogu, S.K.A.” nu kisitlamak ya da ortadan kaldirmak anlayis1 tizerinde
yogunlagmugtir.

Russell R.P.” na, Tipler Teorisi denilen bir teori olusturarak cevap vermistir.
T.T.” nin temel fikri, kendi kendisinin elemant olmayan tiim kiimelerin kiimesi gibi
celiskiye yol agan kiimeleri hi¢ s6z konusu .etmeksizin, tim kiimeleri bir hiyerarsi
icinde siralamaktir. En alt diizeyde tekler, sonra teklerden olusan kiimeler ve daha

sonra teklerden olusan kiimelerin kiimeleri v.s. yer almaktadir;

1. diizey : a,b,c,...
2. diizey : {a}, {a,b}, {b,c,d},...

3. diizey : { {a}_., {ab} },...
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Russell, S.K.A.” nun neden geliskiye yol agtigim1, T.T.” ni ve kisir dongii prensibini
kullanarak agiklamaya galismstir. Ilk olarak 1906° da H. Poincare tarafindan ortaya
koyulan kisir dongii prensibinin temel fikri; belli bir gesit objenin tanimini1 yaparken,
aym gesitten olan tiim objeleri kullanmaktir. Oyle ki, bu &zelligi gergekleyen
tammlara yiklemsel olmayan, gergeklemeyen tamimlara da yiiklemsel denir. Bu
konuda Godel, Platonist bir bakis a<;1s1y}a; “soyut objeler, ancak bizim inga ettigimiz
yapilarin bir sonucu olarak vardir” savinin arkasinda blmus ve yiiklemsel olmayan
tanimlarda kabullere ters ya da yanlis olan higbir seyin bulunmadigina dikkat
cekmistir.

“x bir kiimedir” geklindeki Onermesel fonksiyonlar kendi kendilerine
uygulandiklarinda bir kisir déngliye yol agmaktadirlar. O halde verilen sart1 yerine
getiren (yliklemi saglayan) objelerin kiimesi ancak sadece onlarin aym diizeyde (ayn
tipte) olmalan halinde s6z konusudur. “Kiime olmak” kavrami da tek bir kiime ile
ayn tipte degildir. O halde “kiime kavrami” bir kiimedir diyemeyiz.

Russell T.T.” ni ilk kez 1903” de The Principles of Mathematics’ de [39]
vermis ve daha sonra 1908’ de Mathematical Logic as based on The Theory of Types
adli makalesinde ve A. N. Whitehead ile birlikte yazd1~klér1 amitsal eser Principia
Mathematica’ da olgunlastirmustir. Yani teorinin “basit” ve “olgunlagmis” olmak
tizere iki versiyonu vardir. Her ikisi de daha sonra siddetli tenkitlere ugramustir.
Bazilari i¢in bilinen paradokslarin tiimiinii ¢6zemediginden zayiftilar, bazilar1 iginse
her ne kadar tutarli disiplinlerse de,. kisir dongii prensibine ragmen yapilabilecek

bir¢ok matematiksel tanima izin vermemeleri bakimindan kisitlayiciydilar.

Russell, teorisinin kisitlayict  olduguna dair yapilan tenkitlere,
indirgenebilirlik aksiyomunu ortaya koyarak cevap vermeye calisti. Bu aksiyom,
T.T. nin ilk diizeyinde yer alan yiiklemsel fonksiyonlarin tiimi iizerinde yapilacak
olan uygun bir sayma b(miktar 6lgme) "mn, tim fonksiyonlar lizerinde, diizeye
bakilmaksizin yapilan sayma ile a).'nl anlama gelecegini garanti ediyordu.
Dolayisiyla, teori tarafindan 6nti kapatilmis olan kisitlanmamis saymaya, yeni ve
bagka bir yol agilmis oluyordu. Ancak aksiyom her ne kadar kisir dongii pfensibinin
uygulama alanimi basariyla daraltmigsa da, 6zelliklé felsefe gevrelerinden gelen

tenkitlerin siirmesini engelleyememistir.
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A. Dumitriu 1971” deki, Tipler Teorisi Antinomisi adli makalesinde, T.T.” nin
celigkili oldugunu gostermeye ¢alismigtir. T. Batog ise Tipler Teorisinde geliski var
mudir? adli makalesinde [40], A. Dumitriu’ nun tezinin sonsuzluk aksiyomunu goéz
ardi ederek yalmzca, uzun yillar giivenilir oldugu diigiiniilen T.T. gergevesinde
kalinarak gergeklestirildigini ve bu yoniiyle asirt devrimci oldugunu savunmustur.
Batog’ a gére, Dumitriu hakh ise, iginde T.T. igin sonsuzluk aksiyomu kullanilmadan
yapilmug bir tutarlilhik kanmitinin bigimsellestirildigi, kiime teorisinin tiim aksiyomatik
sistemleri tutarsiz demektir. Batog, Dumitriu’ nun akil yliriitmesini analiz ederek
dogru olmadigini géstermistir.

Russell, mantikgilik akimini en iyi savunanlardan biridir. Principles’ da ve
daha sonra detayli olarak P.M.” da bu akimin iki temel tezini olusturmustur.
Birincisi, tiim matematiksel dogrularin mantiksal dogrulara déniistiiriilebilecegi veya
bagka bir deyisle, matematik sozliigiiniin mantiginkinin bir 6z alt kiimesi oldugu
fikridir. Ikincisi ise, tiim matematiksel ispatlarin mantiksal ispatlar olarak yeniden
olusturulabilecegi, bagka bir deyisle matematiksel teoremlerin mantiksal teoremlerin
~ bir alt kiimesini olusturdugu diigiincesidir. .

G. Frege gibi Russell’ daki temel diislince de sayilarin, siniflarin simflariyla
ozdeslestirilebilmesi ve say1 teorisi onermelerinin birim ve nicelikler cinsinden
agiklanabilmesi idi. Bdylece 1 sayist tiim tek elemanl simiflarin smifi ile, 2 sayisi
tiim iki elemanli smiflarin siufi ile v.s. 6zdeslestiriliyordu. Ornek olarak “iki kitap
vardir” 6nermesi, “x ki’éabl vardir, y kitabr vardir ve x ile y esit degildir” seklinde
bigiﬁsellestiﬁlir. Sayi teorisinin iglemleri, kiime teorisinin kesigim, birlesim v.s. gibi
islemleri cinsindén tammlanir. Whitehead ve Russell P.M.’ da kiime teorisi, sonlu ve
transfini aritmetik, elemanter Sl¢lim teorisine iligkin bir ¢ok 6nemli teori v.s.” nin
detayli bir gekilde mantiksal tiiretimlerini olugturabilmislerdir. Geometri iizerine

planlanan dérdiincti cilt ise tamamlanamamgtir.

PM.” min amaci, g¢ikarim mantigi g:erc;evesinde Frege’ in bulgularini,
aksiyomatik yontemi ve Peano ve digerlerinin gelistirdigi sembolizmi kullanarak
bigimsellestirmekti. Bundaki amag da, Aristo mantign ile ¢oziilememis olan
paradokslart ¢6zmekti. Ayrica fizikte, Newton mekanigi ile Einstein mekanigi
arasinda ortaya ¢ikan celiskilerin de acilen ortadan kaldirnlmasimi saglayacak

celiskisiz bir matematik qlusturma talepleri de giindemdeydi. Bu alanda Russell’ 1n,
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The Principles of Mathematics ve Introduction to Mathematical Philosophy [39] adl1
¢alismalan mantik arastirmalarina iz kazandirmigtir. Bu arada Whitehead® in
aslinda daha once \;e daha orijinal olarak ortaya koydugu Universal Algebra’ s
etkisini biiylik 6lglide kaybetmistir. Oysa Russell’ i fikirlerinin esas1 Frege’ den
gelmekte iken Whitehead” in P.M.” ya katkisi tamamen kendine 6zgiidiir [41].
Russell, matematigin temelleri ve felsefenin temellerine iligkin tartigmali

konular1 mantikla agiklamak istemistir. Bu yoniiyle o, “Analitik Felsefe”nin
kurucularindan biri olarak kabul edilir. [37, 38, 39]

3.8 PRINCIPIA MATHEMATICA

Principia Mathematica (P.M.) [39,42], matematiksel mantik ve matematigin
temelleri tizerine Alfred North Whitehead ve Bertrand Russell tarafindan yazilmis bir
saheserdir. 1910, 1912 ve 1913’ de yaymlanmus ii¢ ciltten olusmaktadir. Esas olarak
mantik¢ilift savunma amagl yazilmis ve modern matematiksel mantifin popiiler
hale gelmesinde 6nemli rol oynamis olan P.M., Aristo’ nun Organor’ undan sonra,

mantik lizerine yézﬂmls en etkili kitap olarak kabul edilmektedir.

3.8.1 P.M.’ NIN TARIHSEL GELIiSimi

Mantikgilik, matematigin timiinin ya da bir kismimin mantiktan
tiiretilebilecegini savunan bir goriis olup iki kisimda incelenebilir. Birincisi; tiim
matematiksel gerceklerin mantiksal gergekler haline getirilebilir olmasi ya da bagka
bir deyisle, matematigin sdzciik dagarcigimin mantifinkinin bir alt kiimesi oldugu
diisiincesidir. Digeri ise; tlim mateniétiksel kanitlarin mantiksal kanitlar haline
getirilebilir olmasi ya da ba'ska' bir deyigle, matematigin teoremlerinin
mantiginkilerin bir alt kiimesi olmas: disiincesidir. Bertrand Russell’ a gore
mantikginin - amact;  “tiim  plir matematigin, plir mantiksal Onciillerle
olusturulabildigini ve sadece manﬁksal terimlerle tamimlanabilen kavramlari
kullandigin gtisterxﬁé ” [39] tir.

Temeline inildiginde, mantik¢ihk tezinin ilk olarak 17. yilizyilin sonlarinda

Gottfried Leibniz, sonralar1 ve daha kapsamli olarak da Gottlob Frege tarafindan

savunuldugu goriiliir. Ozellikle Frege’ in ¢aligmalarim siirdiirdiigii donemde Bernard
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Bolzano, Niels Abel, Louis Cauchy ve Karl Weierstrass gibi matematikgiler, o devir
matematik teorilerindeki birgok belirsizlik ve geliskiyi gidermeyi basardilar. 1800’
lerin sonunda William Hamilton, kompleks sayilara mantiksal temel olusturmasi
bakimindan dnemli olan “reel sayilarin sirali ikilileri”ni, Weierstrass, Dedekind ve
Cantor ise irrasyonel sayilan rasyonel sayilar cinsinden ifade etmenin degisik
metotlarini gelistirdiler. H.G.Grassmann ve Dedekind’ in g¢alismasim kullanan
Peano, dogal sayilar igin olugturdufu meshur aksiyomlardan hareketle bir rasyonel
sayllar teorisi gelistirdi. Biitiin bu gelismelerden dolay1 Frege’ in devri, primitif
kavramlarin kiigiik bir kiimesinden matematigin biiyiik bir kisminin tiiretilebildigi bir

devir olarak bilinir.

1879 yihna kadar olan siiregte Frege’ in gerekli mantiksal alt yapiy
geligtirmesi {lizerine, mantikgilik projesinin teknik olarak uygulanabilir hale geldigi
soylenebilir. Hatta ilerleyen yillardaki ¢aligmalariyla Frege, mantik aritmetigi i¢in
gerekli olan tanimlara da ulasms, 6zellikle 1890° lar bpyunca temel bir¢ok kavrami
aydinlatmigtir. Bununla birlikte yeni yiizyihin baglangiciyla beraber Russell
paradoksu ve benzeri paradokslarin ortaya ¢ikisi, mantik¢iligin basariya ulasabilmesi

i¢in birtakim ek kaynaklara ihtiyaci oldugunu gostermistir.

1903’ de Whitehead ve Russell’ da boyle bir sonuca ulastilar. Bu sirada ikisi
de, onceki kitaplarimn ikinci ciltleri i¢in heniiz ¢alismaya baglamislardi. Caligmalart
ileri bir asamada iken iébirligi yapmaya ve sonradan Principia Mathematica adim
alacak olan eserlerini olﬁsturmaya karar verdiler. Sonunda, neredeyse on yil siiren
zahmetli bir ¢alisma ile bu eser olustu ve Cambridge' University Press tarafindan

yayinlandi [42].

3.8.2 P.M.’ NIN ONEMi

Oncelikle sunu soylemek gerekir ki Whitehead ve Russell, bu eserde
kullandiklar1 gesitli varsayimlardan hareketle amaglarina ulagmig ve projelerini
tamamlamiglardir. Bununla birlikte, her ne kadar P.M., kiimeler teorisi, finite ve
transfinite éritmetik ve elelr;anter Olglim teorisindeki ana teoremlerde bagariya
ulasmigsa da iki tane mantik digt karakterde aksiyom icermektedir; sonsuzluk

aksiyomu ve indirgenebilirlik aksiyomu. Sonsuzluk aksiyomu, nesneler planinda bir
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sonsuzlugun s6z konusu oldugunu kabul eder ki bu haliyle o, mantiksal olmaktan ¢ok
empiriktir. Indirgenebilirlik aksiyomu ise, Russell ve Whitehead’ in, paradokslara
yol agan ifadeleri kisitlamaya ydnelik kullandiklar1 Tipler Teorisi’ nin tatmin edici
goriilmeyen sonuglarin ortadan kaldirmak i¢in kullanilmigtir. Bu amag teknik olarak
miimkiin olsa bile indirgenebilirlik akéiyomu, elestirenlerin de iddia ettikleri gibi bu
zamana kadar yalmzca felsefi olarak hakli ¢ikabilmistir. Sonug olarak, “matematik
mantifa indirgenebilir mi?” ya da “matematik kiime teorisine indirgenebilir mi?”

sorular1 su an i¢in cevapsiz durumdadir.

Bu elegtirilere karsin P.M., dikkate deger ve etkileyici olugunu en az ti¢ farkli
yolla kanitlamistir [42]: Birincisi; O, modern matematiksel mantig1, yazarlanimn bile
hayal etrr{edigi bir popiilerlige ka\{usulrdu: Zira Russell ve Whitehead’ in
kullandiklar1 notasyonun Frege’ 1n notasyonundan daha {istiin olusu, modern
mantigin kayda deger giiciini, daha once higbir yazarin basaramadig: sekilde ortaya
koydu. Ikincisi; O, yeni ﬁanu{;m deditktif gliclinii ¢ok a'§1k<;a sergiledi ve modern bir
“formal sistem” fikrinin etkileyicili§ini gosterdi. Ugiinciisti; O, mantikgilik ile
geleneksel felsefenin iki dali olan metafizik ve epistemoloji arasindaki agik ve ilging
baglantilar1 ortaya koydu ve bdylece bu alanlardaki yeni ve ilging bir galisma

slirecini baglatti.

Sonug olarak sdylenebilecek sudur ki; P.M., derin ve felsefi olarak zengin
kavramlar1 (6nermesel fonksiyon, mantiksal inszi; Tipler Teorisi...) bilime
kazandirmakla kalmamis, aym zamanda meta-teorik buluslarin (Kurt Godel ve
'~digerleri) ortaya cikisina da zemin ve altyap1 hazulé;ms, felsefe, matematik,

linguistik, ekonomi ve bilgisayar bilimlerinde yeni agilimlara neden olmustur.

3.8.3 P.M.” NIN KAPSAMI

P.M. iig ciltten ibaret olup toplam alt1 boltim igerir [39]. 1. cilt; “Fikirler ve
notasyonlara iligkin 6n agiklamalar”, “Mantiksal Tipler Teorisi” ve “Tam olmayan

semboller” konularim igeren uzunca bir girisle baslar. Ardindan;
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I3

BOLUM 1 (MATEMATIKSEL MANTIK)
1. Dediiksiyon teorisi

2. Acik degiskenler
3. Siniflar ve bagintilar
4. Bagntilar mant11

5. Smiflarin toplam ve ¢arpimi

BOLUM 2 (KARDINAL ARITMETIGINE GIRIiS)
1. Birim siniflar ve ikililer

2. Alt siniflar, alt bagintilar ve iligkili tipler

3. Bire ¢ok, ¢oka bir, bire bir bagintilar

4, Seg:mele; (Ayirmalar)

5. Indiiktif bagintilar

seklinde iki boliimle son bulur. 2. cilt ise “Sembolik kabullere yonelik birkag s6z” ile

baslar ve

90

BOLUM 3 (KARDINAL ARITMETIGI)

1. Kardinal sayilarin tanimi ve mantiksal 6zellikleri
2. Kardinal sayilarda toplam, carpim ve iis alma

3. Sonlu ve sonsuz kardinaliteler,

BOLUM 4 (BAGINTI ARITMETIGI)

1. Ordinal benzerlik ve bagint1 sayis1
2. Bagintilarin toplamu ve iki bagmntinin ¢arpim
3. 1.Farklar kavrami ve bagintilarda ¢arpma ve {is alma

4. Bagint1 sayilar aritmetigi
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BOLUM 5 (SERILER)

1. Genel seriler teorisi
2. Kesitler, kesmeler, germeler ve tiirevler lizerine
3. Fonksiyonlarda limit ve yakinsama {izerine

seklindeki 3., 4. ve yarim kalmig 5. boliimle sona erer. 3. ciltte 5. boliimiin devami ve

6. boliim vardar:

o

BOLUM 5 (SERILER)
4. Iyi sirali seriler
5. Sonlu ve sonsuz seriler ile ordinaller

6. Kompakt seriler, rasyonel seriler ve siirekli seriler

o8

BOLUM 6 (NICELIK)

1. Sayilarin genellestirilmesi
2. Vektor aileleri
3. Olgiim

4. Devirli aileler

Geometri  ilizerine olmasi tasarlanan  dordiincii cilt maalesef
tamamlanamamistir. Ancak Syle bile olsa bu eser, 20. ylizyilin en biiyiik bilimsel

dokiimanlarindan biri olarak literatiirdeki egsiz yerini almigtir [42].

3.9 GEOMETRININ GELiSiMi; EUCLIDE GEOMETRISi VE
EUCLIDE-DISI GEOMETRILER, AKSIYOMATIK SISTEME FORMALIST
BAKIS VE BiR AKSIYOMATIK SISTEMDE TAMLIK, TUTARLILIK VE
BAGIMSIZLIK

Geometri, sékillerin olgtim ve bigimlerini inceleyen bir matematiksel disiplin
olarak ortaya ¢ikmig ve gelisimini siirdiirmistiir. Bir matematiksel disiplin olarak son

derece soyutlasmis olmasma Kkarsin, orijininin gergek diinyamin olgu ve

goriiniimlerinden kaynaklandig1 kuskusuz gibidir. Bilinen ilk kaynakleir, M.0. 2000
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yillarina varan empirik karakterli geometri galismalarim yansitmaktadir. M.O. 2000-
1700 yillarma ait bir Misir papirtisiinde, ¢okgenler, gember, kiire ve piramitlere
iliskin ¢aligmalar goriilmiistiir. Hemen hemen aym yillarda Babilliler’ in de arazi
dlgiimlerine iliskin geometri galigmalarnn ve 2. dereceden bazi 6zel denklemlerin
¢oziimlerini inceledikleri bilinmektedir.- Hintliler’ in ve Urartular’ in da Pythagoras
Teoremi’ ni yiizyillarca dncesinden bildiklerini gosteren bulgular vardir. M.O. 600’
lii yillarda Misir geometrisi Thales’ le Antik Yunan’ a tasindi. M.O. 572’ de
Pythagoras, Kroton’ da mistik ve felsefi bir okul kurdu; geometriniﬁ ilk kez bu
okulda tiimdengelimsel bir yapiya donlismeye basladigi  samilmaktadir.
Pythagorasgilar’ a gore dogrular, monad [43] denilen ¢ok kiicik boyutlu
kiireciklerden olusuyordu. Dogrulardan'olusan diizlemlerin de az ¢ok bir kalinlig:
vardi. m ve n tane monad igeren iki dogru parcasin orant m/z idi (yani uzunluklar
ortak Ol¢limlitydii). An_cak Pythagoras Teoremi, belki de monad kavramimdan
kaynaklanan.ilk paradoks oldu. Cﬁflkii, Ornek olarak bir ikizkenar dik tg¢genin
hipoteniisii ile dik kenarlarinin " ortak 6lgiimlii olusu (v2° nin irrasyonelliginin
ispatinda kullanilan) ¢eligkiye yol ag:iyordu. Bu ¢eligkinin ortaya ¢ikisi, matematikte
mistik bir yiicelik goren Pythagoras okulu i¢in bir yikim-olmustur. Efsaneye gore,
bunu sir olarak saklama kararlarma karsin Hippakos adli bir okul mensubunun
aciklamasi, Hippakos’ un tannlar tarafindan denizde bogularak cezalandirilmasina

neden olmustur [21].

Daha sonra, Elea okulunun baslica iiyelerinden Parmenides ve ogrencisi
Zeno, monad kavraminin yol agtif1 dort paradoks ortaya gikararak, bu kavramin artik
ortadan kalkmasim saglamislardir. Antik Grekler’ in, aginin iige béliinmesi, kiipiin iki
katimin alinmas: ve dairenin karelenmesi adl ti¢ tinli prol‘.;lem lizerinde de bir hayli
calistiklarini; problemleri qﬁzememis olsalar da bu yoldaki ¢aligmalarindan
kaynaklanan birgok baska geometrik buluslar yaptiklarini ve giintimiizde artik, bu {i¢

iinlii problemin ¢oziilemeyeceginin kamtlandlglfll da kaydedelim.

Antik Grek geometrisinin en énemli iiriini, M.O. 300 baglarinda Iskenderiye’
li Euclide tarafindan yazildigi sanilan Elemaniar [20] adli tinli eserdir. Elemanlar,
(bugiin dahi okullarda verilen) geometrii;in esasin olustﬁran konular1 aksiyomatik
yontem ile ele alan ilk eser olabilir.13 boliimden olusur; ilk dort bolim diizlem

geometri, 5. bolum bilyiikliikler ve oranlar teorisi, 6. bolim 5. bsliimiin geometriye
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uygulanmasi, 7.8.9. boliimler aritmetik ve sayiar teorisi, 10. bSlim ortak olgiimsiiz
sayilar ve son ii¢ boliim de uzay geometri ile ilgilidir. 1. boliim, nokta, ¢izgi, ug
nokta, dogru, yiizey, diizlem, sinir, sekil, daire, liggen, dortgen, kare, dikdortgen,
eskenar dortgen, paralelkenar, ag1 v.b. tamimlarla baglar. Son tanim olan paralellik
tamumu §oyledir:

“Paralel dogrular, aym diizlemde bulunan ve iki tarafa dogru uzatildiklarinda
birbirini kesmeyen dogrulardir” [20].

Postiilatlar ise:

1. Iki noktadan bir dogru geirilebilir

2. Sinurls bir dogru, istenildigi kadar uzatilabilir

3. Merkezi ve yanigapi bilinen bir gember ¢izilebilir
4. Ttim dik agilar esittir

5. Iki dogruyu kesen bir dogru aym tarafta, toplamlari iki dik agidan kiigiik
agilar olusturursa, bu iki dogru (bu agilann olustufu tarafta) kesigir

d
2 . d

a
d, b A

7

a+b < 180° = FA . d;~d={A)}

Sekil 3.9.1 Euclide’ in 5. Postiilat1 [20]

5. postiilat, Euclide Postiilat1 olarak amilir ve daha &ncekilerden hareketle bunu
kanitlamak i¢in yiizyillarca ugras verilmigse de basarilamamstir. 1. bsliimde ayrica
biiytikliiklere dair (tiim bilimlerde gegerli olan), 8 aksiyom yer alir. Daha sonra 48
teorem verilmigtir. Asagidaki 29. teoremden itibaren Euclide, ispatlarinda 5. postiilat:

kullanmaya baglamugtir:

“Paralel dogrulan kesen bir dogru, esit ig ters agilar olusturur”
Ayrica belirtmek gerekir ki 47. teorem Pythagoras Teoremi ve 48. teorem de bunun
karsitidir,

Gelmis ge¢mis hemen tiim matematikgiler (ve kuskusuz matematikei
olmayan birgok insan), Elemanlar’ m igerigindeki konularla i¢li digli olmustur. Zira

Elemanlar 2000 yil boyunca, mantikli akil yliriitmenin en glizel &meklerinin



115

sergilendigi bir eser olarak kabul edilmigtir. Buna karsin, tanimlarin muglak olusu ve
teoremlerin ispatlarinda 6nemli bir rol oynamamalari; aksiyomlarda bazi eksikler
olusu ve bu nedenle de bazi teoremlerin distil kapali ispatlanfms olmasi v.s. 6nemli
eksiklerindendir. Omek olarak, birgok yerde gerektigi halde, asagidaki Pasch’ 1n
ortaya koydugu aksiyom Elemanlar’ da yoktur:

“A, B, C diizlemin dogrusal leayan 3 noktas1 ve d, aym: diizlemde olup
bunlarin higbirinden gegmeyen bir dogru olmak tizere, d dogrusu eger AB dogru

pargasini keserse, AC veya BC’ den en az birini de keser”.

A

/T~ 4

B

Sekil 3.9.2 Pasch Aksiyomu [44]

Elemanlar, higbir siireklilik aksiyomu da igermez. Sira ile Archimedes,

Cantor ve Dedekind’ in ortaya koydugu ti¢ stireklilik aksiyomu ise sunlardir:

1. [AB] bir dogru pargasi olmak iizere Aj, A ile A, arasinda, Ay, A; ile A3z
arasinda,...v.d. ve | AA = |A1AJ = |A2A3| = ... olacak sekilde A, A,, As,...

alirsa, B, A ile A, arasinda olacak sekilde bir n vardir.
2. Bir [AB] dogru pargasi tizerinde,
a) | AAl <] AA,l <...
b) | AB,|>| AB,|>...
¢) |AB|>]ABy|>...
d) 3n,V[CD],|AB.l<|CD]

kosullarin1 saglayan{ [AA,]) ve ([AB;]) dizileri varsa,
neN= | AA.l <l Ax| A | AB,|>] Ax]

olacak sekilde bir x noktas: vardir.

3. Bir [AB] dogru parcasinin noktalari, asagidaki kurallara uyulmak kaydiyla

iki simifa aynlsin:
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a) Her nokta, siniflardan birine aittir.
b) A noktas: 1. sinifta ve B noktasi 2. simftadir.

¢) 1. smufin bir noktasi, C 2. simfta olmak {izere bir [AC] dogru pargasinin

elemanidir.

Bu durumda [AX] dogru par¢asinin her noktas: 1. siifta ve [XB] dogru pargasinin
her noktas: 2. simifta olacak sekilde bir X noktas: vardir.

Lobachevsky Elemanlar igin; “tarihi degerine ve matematikteki parlak
basarilarina ragmen Euclide’ in Elemanlar’ mm ilk kusurlart zamammza kadar
gelmigtir” ve “higbir matematik disiplini, Euclide’ de oldugu gibi miiphem
kavramlardan baglamamalidir” yorumlarini yapmigtir.

Elemanlar’ da, arasinda olma, iginde, disinda gibi kavramlar sezgisel olarak

ele alinmis ve hi¢bir konum aksiyomu koyulmamustir.

5. postiilatin digerlerinden hareketle ispati i¢in 2000 yil boyunca girisilen
basarisiz gabalara dair Ldbachevsky, 1823’ de soyle demistir: “Bunun dogrulugunu
gosteren bir ispat bugline kadar verilememistir. Verilenler de izahtan ibarettir ve
matematiksel bir ispat olmaktan uzaktir”. 1929’ da ortaya konan Geometrinin
Anahtarlarina Dair adli eserde ise sunlar kaydedilir: “Matematigin higbir yerinde,
paralel teorisinde oldugu gibi ciddiyetten uzak kalmaya tahammiil edemeyiz. Her ne
kadar nesnelerin sezgimizde sekillenmesi, bizi geometrinin genel ve ilkel
kavramlarin belirsizligi nedeniyle yanlis sonuglara varmaktan korursa da ve ulasilan
gergeklerin dogruluguna, sadeliklériyle ve deneysel verilerle kendimizi ikna ettikse

de, biitiin bunlar ciddi muhakemeye aligkin zekayl tatmin ¢tmekten uzaktir”.
Euclide, 5. postiilattan hareketle su soﬁuglan kanitlar [20]:
1. Bir noktadan, verilen bir dogruya sadece bir paralel dogru geg¢irilebilir.
2. Ucggenin ig agilan toplam iki dik agidr.
3. Verilen bir seklin benzeri olan sekiller vardir.

Postiilatin ilk tenkitgileri, onun dogrulugundan ¢ok agikhigim sorgulamglardir; ya
ispatlamaya ya da yerine daha agik bir postiilat koymaya ugragmuglardir. Yunan

geometrisinin diger onemli temsilcileri arasinda Archimedes (?-M.0.212),
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Apollonius (4.yy. sonu) ve Proklos (410-485) sayilabilir ve Proklos’ un 5. postiilatt
ispatlama girisimleri kaydedilmigtir.

Halife Hz. Omer’ in 647" de iskenderiye’ yi fethetmesiyle, antik cagin
bilimsel eserleri Miisliimanlar tarafindan incelemeye alinmis ve Islam uygarliginin
{irlinli olarak ortaya g¢ikan bilim, hemen hemen 1000 yil boyunca insanligin

hizmetinde olmustur.

Paralellik postiilat1 {izerine bu siiregteki ilk ciddi ¢aligmalar, Nasiruddin Tusi’
nin (1201-1274) ispat denemeleridir [45].

Cataldi ve Giordano Vitale (1633-1711), diizlemde verilen bir dogruya esit
uzakliktaki noktalarin geometrik yerinin, bu dogruya paralel iki dogru oldugunu
varsayarak postiilati ispatlamaya calismiglardir. Wallis (1616-1703), bir {iggenin
istenilen biiyiikliikte bir benzerinin oldugu varsayilarak postiilatin ispatlanabilecegini
gostermistir. Saccheri (1667-1733) ise, |AD |= |BC |, AD1AB ve BCLlAB
kosullarimi saglayan ABCD dortgenini _ele alarak, C agist (dik, dar ya da genis
olabilir) eger dik ise, buradan hareketle 5. postiilatin gikabilecegini ileri slirmiigtiir.
Lambert (1728-1777)’ de, ii¢ agis1 dik olan bir dortgenin dérdiincii agisinin dik, dar
ve genis olma durumlarim ele alarak postiilati kanitlamaya ¢alisti. Postiilatla ugragan
diger bilim adamlar1 arasinda Lagrange (1736-1813), Laplace (1749-1827), Legendre
(1752-1833), Carnot (1753-1823) ve Fourier (1768-1890) sayilabilir.

Boga giden ispat ¢abalar1 aslinda matematige dnemli bir katk: saglamistir. Bir
aksiyom sisteminden ne anlamak gerektigi sorgulanmis ve matematigin gergek islevi
ortaya ¢ikmustir. Anti-Euclide ya da Euclide-dis1 gibi adlarla anilan geometrilerin
[43] s6z konusu olabilecegini Gauss (1777-1856), Schweikarf (1780-1857), Taurinus
(1794-1874) ve J. Bolyai (1802-1860) ilk savunanlardir. Lobachevsky (1793-1856),
pangeometri ya da sanal geometri adim verdigi ve giiniimiizde Lobachevsky
Geometrisi olarak bilinen geometriyi, 5. postiilat yerine, “bir dogruya, disindaki bir
noktadan birden ¢ok paralel ¢izilebilir” varsayimindan hareketle olusturmustur.
Riemann (1826-1866) ise, “bir dofruya, digindaki bir noktadan higbir paralel
cizilemez” varsayimi ile (yani paralellik kavramumi hi¢ kullanmadan) Riemann

Geometrisi’ ni kurmustur.
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Euclide’ ¢i olmayan geometrilerin ortaya ¢ikmasiyla geometrinin yontemi
tartigmas: bagladi. Aksiyomlarin gegerliligi, tamlig, yeterliligi kavramlan ortaya
¢tktr. Modeller ve yorumlarla, bunlarin denetlenmesine girisildi. Oncelikle Pascal,
Fermat ve Descartes’ 1n Analitik Geometri’ sine bagvuruldu. Izdiisiim geometrisi ile
geometriler, Analitik Geometri’ ye' donistiiriildii. Cayley ve Klein bu yolda
galigmalar yaptilar. Staudt, Izdiigel Geometri’ nin Analitik Geometri’ den
bagimsizligim kamtladi. M. Pasch, kavramsal analizin aksiyomlarinin temel
kavramlardan ¢ikarilabilecegini savundu. Hilbert, Grundlagen der Geometrie® de
aksiyomlar1; kendi iglerinde gegen kavramlan kapali olarak tanimlayan mantiksal

bagintilar olarak yorumladi.

Euclide-dis1 geometriler ve geometrinin ilkeleri tartigmalan, Euclide
geometrisinin postiilatlarinin bir dokiimii ve mantikh bir analizinin yapilmas:
ihtiyacint da beraberinde getirmistir. 19. yiizyil sonlarinda H. Poincare, D. Hilbert ve
F. Enriques bu yolda ¢aligan 6nemli isimlerdir. Hilbert, Grundlagen der Geometrie’
de Euclide georﬁetrisi anlamindaki postiilatlar1, ortaklik, dagilim, paralellik, egitlik
ve stireklilik olarak bes kisma ayirdi. Nokta, dogru ve diizlem kavramlarini tanimsiz

olarak ele alip, bunlar1 aksiyomlarda (6rtiik oldrak tanimlanmig farzedip) kulland:.

Nokta, dogru ve diizlem kavramlarimi varsayip bunlar arasinda birtakim
bagintilar olusturarak, bu bagintilar1 aksiyom olarak kullanip bir geometri kurmak,
ancak ortaya koyulan aksiyomlarin herhangi bir agamada bir ¢eliskiye yol agmamasi
halinde gerceklesebilir. Yani aksiyomlarin bagdagsabilir (tutarli) olmasi gerekir.
Hilbert, Euclide geometrisinin aksiyomlarimin tutarlihigim kanrtlamak i¢in onlan
ozenle inceledi ve onlarin gergeklestigi bir model olmak {izere bir analitik geometri
insa etti. ’

Aksiyomlarin bagimsiz, yani herhangi birinin digerlerinden elde edilememesi
de gereklidir. Bunun igin, genel olarak, secilen bir aksiyom ayrildiktan sonra, geriye
kalanlarin gergeklendigi bir model olusturulur. Hilbert, Archimedes Postiilati” nin
gerceklesmedigi bir geometri kurarak,‘Archimedes Postiilati’ nm' digerlerinden elde
edilemeyecegini de kamtlamigtir. Daﬁa Once Veronese (1854-1917) nin de aym

kanit1 verdigi bilinmektedir [43].

Aksiyomlarin bagimsiz olmalar1 gerekirse de, buniardan herhangi birinde

yapilacak bir degisiklik, diger bazilarinda da zorunlu olarak buna paralel bir
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degisikligin yapilmasim gerektirebilir. Ornek olarak, paralellerin varolmadigini kabul
ettigimizde (Riemann), bir dogrunun simrsiz olarak uzatilabileceginden de
vazge¢meden, Euclide aksiyomunu reddedem'e-yiz.

Geometride; “herhangi bir teoremi ispat etmek igin baglangicta hangi
aksiyomlarin kabul edilmesi gerekir ve yeter?” sorusu da irdelenmistir. Ornek olarak
Hilbert, Desarques’ in homolojik ﬁggénlere dair teoreminin, ancak denklik
postiilatlari kabul edilirse diizlem geometride kanitlanabilecegini kanitlamistir. Yani
denklik postiilatlarim1 kullanmadan bu teoremi ispatlamak i¢in uzay geometriyi
kullanmak gerekir. Bunun i¢in Hilbert, denklik postilatlarinin ve Desarques

teoreminin dogru olmadig1 bir diizlem geometri kurmustur.

19. yiizyilda 5. postiilatin diger postiilatlardan hareketle ispatlanamayacaginin
ispatlanmasi, herhangi bir matematiksel sistem iginde bazi Onermelerin
dogrulugunun (ya da yanlighgmin) ispatlanabilmesinin imkansizliginmn da
ispatlanabilecegini ortaya gikarmistir {46].

Euclide-disi geometriler ortaya (;lkl;lé.dan once, aksiyomlarin, dogruluklari
(ayrica bir ispat1 gerektirmeyecek kadar) sezgisel olarak kendiliginden-apacik olan
onermelerden secilmesi geregine 6zen gosteriliyordu. Ancak dogruluklar apagik
olmadigi halde (hatta sezgisel olarak yanligmis gibi goriindiikleri halde) birtakim
varsayimlardan, tutarli geometrilerin 'kurulabilmis olmasiyla bu digiince kokten
sarsilmus oldu. Ustelik, apagik sayildig igin, akil kanunlar gibi ele alman Euclide
aksiyomlarimin sorgulanmasi da giindeme geldi. Ornek olarak Euclide’ in; “biitiin,
pargalarindan biiyiiktiir” varsayimi, biiyiik kavraminin hangi kistasa gre s6z konusu
edildigi belirtilmedik¢e hi¢bir anlam tagimaz. Nitekim Cantor Teorisi’ ne gore;
kardinalite bakimindan, tim evrendeki noktalarin kiimesi, bir atom zerresindeki
noktalarin kiimesinden daha biiyilk degildir. Ayrica, Euclide aksiyomlarinin
kanitlamaya yetmedigi, Goldbach Tahmini,- Fermat Problemi gibi birgok

matematiksel sorun da vardir.

Bu noktada, matematigin (ve dzellikle geometrinin) yalin ve 6diinsiiz olarak
kullandign tiimdengelim (deduction) yontemine bir kez daha kisaca bakalim.
Tiimdengelim [21]; bazi baslangi¢ Snermelerinden hareketle, gézlem, sezgi, deney,

kamuoyu aragtirmasi v.s. etkisi altinda kalmaksizin, yalmzca mantik kurallarina
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dayanarak yeni 6nermeler elde etmeyi saglayan bir bilgi iiretme bi¢imidir. Boylece,

eger bir p 6nermesi, p1, p2, ..., Pa Onermelerinden tiimdengelim ile elde edildiyse,

(P1P2 -+ »Pa) =P
gerektirmesine bir feorem ve p’ nin elde edilme siirecine de py, p, ..., pn’ lerden
hareketle p’ nin ispatr demistik. Su besbellidir ki, mantik yanilgilarina diigmeden her
seyi ispatlayabilmek ve bir kisir dongii igine diigmeden de her geyi tanimlayabilmek
miimkiin degildir. Bu nedenle, (ispatsiz kabul edilen) temel Onermelerden
(aksiyomlardan) ve tamimsiz kabul edilen terimlerden yola ¢ikmak zorunlulugu
vardir. Boyle yola ¢ikarak ve yalmizca tiimdengelim yontemini kullanarak yeni
Onermeler (teoremler) elde etme bigimine “a,ksiyomatik, ydnteh ve aksiyomatik
yontemle elde edilen bilgileri (ve bunlarin el&é edilig bigimlei‘ini) iceren bir sisteme
de aksiyomatik sistem [20] denir. Aksiydmatjk sistem; dil, dilin simgeleri, terimler,
aksiyomlar, tanlfnlar ve teoremlerden olusur. Terimler, tammsiz (ilkel) ve
tamimlanmis terimler olmak tizere iki simifa ayrilir. Aksiyomlar, ilkel terimler
kullanilarak olugturulan ve dogru olduklan varsayilan 6nermelerdir. ilkel terimler ve
bunlardan hareketle olusturulan aksiyomlarin anlamli olmasi gerekmez. Bunlardan
iiretilen teoremler de herhangi bir olgusal durumdan bagimsizdir. Ancak bu soyut ve
bigimsel yapmin tiimii ya da bir klsmi, olgusal diinya ile kasten es bi¢imli hale
getirilebilir. Bunun i¢in ilkel terimlere ve aksiyomlara gesitli olgu alanlarina iligkin

anlamlar verilip bunlar yorumlanabilirler.

Aksiyomatik bir sistem olan matematikteki Onermelerin dogruluk degeri
gozlem, deney v.s.” den bagimsizdir. Bunlara analitik onermeler ya da dogruluklarn

a priori olan 6nermeler demistik.

Eski filozoflar ve matematikgiler geometriyi; “alginin dogrudan nesnesi olan
temel gergeklerden yola ¢ikarak, yalin ve fidﬁnsﬁz olarak tiimdengelimle elde edilen
bilgiler toplulugu” olarak gormiisler ve onu maddi diinyaya iliskin en saglam bilgi
kaynag: saymuglardir. 19. yiizyildan sonra, aksiyomatik yOntemin dogasina dair
tartismalar ve aksiyomatik yontemin matematiin difer alanlarinda da bagariyla
uygulanmasi bu anlayis dégistimistir. Formalistler (Bi(;imselciler), matematigin
(matematikginin), aksiyomlarinin . maddi diinyaya iligkin gergeklerle ortiisiip

ortiismedigi konusuyla ilgilénmedigini ve bu konunun fizik¢i, felsefeci v.d.” nin isi
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oldugunu savunur. Matematikg¢i i¢in dnemli olan; temel 6geler arasindaki iligkiler ve
bu iligkilerin mantiksal sonuglaridir. Béylece matematik, niceliklerin bilimi olmaktan
¢ikar ve herhangi bir aksiyom sisteminden mantiksal olarak ¢ikabilecek sonuglar
bulmay1 saglayan en istiin bilim olur. Herhangi bir ¢ikarimin gegerliliginin,
aksiyomlarda gegen terimlerin 6zel anlamlariyla higbir ilgisi yoktur. Matematik
sanilandan daha soyuttur; matematiksel onermeler tiirlii bi¢imlerde yorumlanabilir.
Matematik sanilandan daha formeldir; kanitlamalarin gegerliligi, onermelerin sadece
bigimsel yapilarina baghdir. Hilbert’ e gore; “matematigin asil gbrevi olan an
matematiksel iligkilerin bagimlihgi s6z konusu oldugunda, ilkel terimlerin aligilmis
cagrisimlar1 bir kenara birakilmalidir; onlara yiiklenecek yegane anlam, iginde
gectigi aksiyomlara baglidir” [46].

Sorun sudur; bir aksiyomatik sistemin temelini olugturan aksiyomlar, kendi

i¢lerinde tutarli midirlar? Yani bunlardan hareketle bir paradoksa diistiliir mii?

Aksiyomatik yontemin geometriye 2000 kiisur y1l 6nce uygulanmis olmasina
karsin, cebir aksiyomlarinin, 3000 yildan beri gittikce karmagiklagarak kullanilagelen
ve biiyiikk 6lglide Harezmi’ ye borglu oldugumuz cebir kurallari arasindan gekip
¢ikarilmasi yenidir. Huntington’ un diizenledigi tutarli, bagimsiz ve yeterli 27 cebir
aksiyomu vardir. Harkin, “korkmus” anlamina gelen, Ingilizce scaret sézciigiiniin
harfleriyle indisledigi 6 adi cebir -postiilati vermistir ki bunlar bugiin, cebirsel
yapilarin  (grup, halka, cisim, v.s.) olusturulmasinda ele almman islemsel

varsayunlardir.

Aksiyomlar, objeler arasindaki iligkilere iliskin olarak ortaya koyulan
hipotezlerden ibarettir ve o halde onlan olusturmak kolay gibi goriinmektedir.
Dahasi, eger bir dnermenin dogrulugunu ispatlayamiyorsaniz onu bir aksiyom olarak

kabul edin, olsun bitsin! Russell, bdyle yapanlar igin agir konusmustur:

“Istedigimizi postiilat olarak koyma ydnteminin birgok avantajlar1 vardir; bu
avantajlar tipki, serefle dokiilen alin teri yerine, yapilan hirsizigin sagladif

avantajlara benzemektedir” [39].

Bir aksiyom sisteminin tutarli (consistent), bagimsiz (independent) ve yeterli
(sufficient) olmas1 gerekir. Tutarlilik vazgegilmez kosuldur. Tutarli bir aksiyom

sisteminde bir teorem ve bunun zitt1 birlikte ispat edilemez. Yani postiilatlar, higbir
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celiskiye yol agmazlar. 19. ylizyila kadar Euclide geometrisinin tutarli olup olmadi
s6z konusu edilmemistir. Ciinkli, “birtakim Onermelerin eger tiimii dogruysa,
bunlarin kargilikly olarak tutarli olmas: gerekir” prensibinden hareketle, tiimii apagik
dogru olan Euclide aksiyomlarinin da tutarhilik sorunu s6z konusu olamazdi. Bir
sistemin tutarl oldugunu ka.mtlamak icin aksiyom sisteminin bir modeli olusturulur.
Oyle ki her aksiyom, modelin dogru bir 6nermesine karsilik gelir. Buna yorumlama
da denir. Euclide geometrisinin modeli .ise, bildigimiz 1, 2 veya 3 boyutlu uzaylardir.
Hilbert, Euclide geometrisinin tutarlilifim kamtlamak i¢in aksiyomlar1 6zenle
inceleyip, onlarin ger¢eklendigi bir analitik geometri inga etmistir.

Euclide geometrisinin, bagka birgok modelleri de olugturulmustur. Bunlardan
birinde; (diizlem geometri i¢in) paralel dogru ve diizlemlerden olusan bir demetin,
dogrularini nokta ve diizlemlerini de dogm olarak ele almak seklinde olusturulur. Bir
digeri; diizlemin bir noktasin silip, bu silinen noktadan gegen dogru ve gemberleri
dogru olarak ele almak seklindedir. Kristalograf ve materhatikc;i F.S. Feodorov
(1853-1919) da, kristaller tizerinde c¢alisirken, Euclide uzaymin diizlemde bir
modelini olugturmugtur [44]. ’

H. Poincare (1854-1912) Lobachevsky geometrisi i¢in, bir yanim diizlem ele
alip, merkezi bunun sinir dogrusu iizerinde bulunan yanm ¢emberleri diistinmiigtiir.
Bu ¢emberlerden belli bir tanesini ele alarak, bunun fizerinde olmayan bir noktadan
gegen gemberleri, bu ele alinan gemberi kesenler ve kesmeyenler geklinde iki sifa
ayirmagtir. Pa:ralel dogrular, sinir dogrusunun bir noktasinda kesigen iki ¢emberdir.

Béylece Poincare, bu modelin Lobachevsky aksiyomlarini sagladigini kanitlamugtir.

Riemann geometrisi de, verilen bir O noktasindan gegen dogru ve diizlemler

demeti ele alinarak;
O merkezli buket — Ideal diizlem
O noktasindan gecen dogru = Nokta
O noktasindan gegen diizlem — Dogru
iki dogru arasindaki agt — iki nokta arasindaki uzaklik
Iki yiizli ac;ll— Iki dogru arasindaki ag1

Ug yiizlii — Uggen
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eslemeleri yapilarak somut bir modele doniigiir [43].

Tiim bu modeller, s6z konusu geometrik sistemlerin tutarli olduklarim
kanitlamak i¢in kullanilabilir. Ancak bu modellerle yapilan tutarlilik kanitlamalari,
Euclide geometrisinin tutarli oldugu varsayilarak yapilmis olmaktadir. O halde,
Euclide geometrisinin tutarli olup olmadigi, hala sorun olarak durmaktadir. Her ne
kadar, olusturulan modeller iizerinde yapilan sonlu sayidaki gézlemler aksiyomlarla
uyum i¢inde olsa da, aksiyomlarla gelisebilecek bir olguyla karsilagsma olasilig1 hala
sifir degildir. Hilbert’ in, model olarak bir analitik geometri kurup, Euclide
geometrisinin tutarli oldugunu kanitlama girisimi de, cebirin tutarli oldugu
varsaytimina dayanir. Yani bu kamitlamalar, yine bagka bir sistemin tutarli oldugu

varsayimina dayanmaktadir Ve 0 halde mutlak bir kanitlama sayilamaz.

Tutarliligin  kanitlanmasinda model yo6nteminin kullanilmasi, eger sonlu
sayida 6ge igeren modeller s6z konusu olabilseydi, gegerli olabilirdi. Ama sonsuz
eleman iceren modeller, akil yuriitmelerde sonludan sonsuza dogru bir
ckstrapolasyon (Gteleme) igermekte ve bu  oOtelemeye de kuskusuz, kuskuyla
bakilmaktadir.

Matematigin konusunu olusturan birgok aksiyomatik sistem, sonlu modellerle
yorumlanamaz. Peano aksiy_gmlan ile olugturulan dogal sayilar sistemi de (ardigiklik
aksiyomundaq dolay1), ister istemez ancak sonsuz iiyeden olusan bir modele
yansitilabilir ve tutarlilik, sinirh sayida 6ge ile 'ger(;eklenemez. Nitekim ortaya ¢gikan
paradokslar (Cantor, Russéll, v.s.) da yukarida s6ziinii ettigimiz kuskuyu hakh
cikarmaktadir.

Hilbert, bir sistemin, tutarli oldugu varsayilan bagka bir sisteme gore
yorumlanarak tutarli oldugunun gosterilmesine, goreceli tutarlilik kamiti demistir.
Tutarlihgin (eger varsa), baska bir sistemden yararlanmaksizin kamtlanabilecegini
savunan Hilbert, boyle ulasilan tutarliiga ise mutlak tutarhilik adim vermigtir. Mutlak
tutarlilipin kanitlanabilmesi i¢in ilk adim, sistemin tam olarak bigimsellestirilmesidir.
Ikinci asama; obje-dil, meta-dil ayimminin yapilmasidir. S&z konusu olan sistem
matematik ise; matematik, tist-matematik ayinmin1 yapmak gereklidir. Bu ayirm
yapilirsa ve eger sistem tutarli ise paradokslara diigiilmez. Eger paradoksal bir durum
ortaya ¢iktiysa, bu durum g¢dziimlenebilir. Ugiincii agama ise; analizdir. Bu analiz,

tam bigimsellestirilmis sistemdeki sembollerin saptanmasi, bu sembollerin bir araya
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gelerek formiilleri nasil olusturdugu, bir formiilden digerinin nasil elde edildigi ve
herhangi bir formiiliin, belirlenmis kurallara uyularak bagka formtillerden elde edilip
edilemeyeceginin gosterilmesini icermektedir. Boylece Hilbert, sonsuz islemlere
bagvurmadan, sadece sistemi olugturan .obje-dilsel ifadelerin yapisal 6zelliklerinin
incelenmesiyle, sistemin aksiyomlarindan g¢elisik 6nermelerin ¢ikip ¢ikmayacaginin
gosterilebilecegini umuyordu. Mutlak tutarliliin kanitlanmasi i¢in Hilbert tarafindan
Onerilen ve Hilbert okulunun da gelistirme g¢abasi iginde oldugu bu yénteme,
sonlayict iist-matematiks.el yontem [46] denir. Sonlayici yontem, tipki, satrancin
hesaplanamayacak kadar ¢ok alternatif igermesine ragmen, herhangi 6zel bir satrang

probleminin sonlu sayida analizle, iist-satrang diliyle ¢6zlimlenmesine benzer.

Aritmetigin (st-matematiksel tutarliliginin kanitlanmasi, aslinda Hilbert
okulunun bir iiyesi olan Gerhard Gentzen tarafindan 1936 da ve daha sonra da
bagkalar: tarafindan gergeklestirilmistir. Gentzen’ in kanitlamasi, tlim aritmetiksel
kanitlamalar1 basitlik derecelerine gore sualarf;aya dayanir. Kanitlama, bu ¢izgisel
siraya, sonsuz Otesi tu'mévarzm ilkesi denilen bir ¢ikarim ilkesi uygulanarak elde

edilir. Bu kanitlama, Hilbert"”in baglangi¢taki saptamasi anlaminda sonlayici degildir.

Aksiyomlarin bagimsizligi, bunlardan herhangi birinin digerlerinden
¢ikarilamamasi anlamina gelir. Bagimsiz bir aksiyom sisteminden herhangi bir
aksiyomu atmakla, ayni sistemi olusturmak miimkiin degildir. Bir sistemdeki bazi
aksiyomlarin, kismen de olsa bagimli olmalar1 pek 6nemli bir sorun degildir. Aym
seyi ifade etme v.s. gibi durumlar sistemi bozmaz. Fakat en az sayida baslangig
Onermesi ile baglamak tasarruf, dakiklik ve estetik bakimlarindan tercih edilir.
Bagimsizlik, postiilatlara zerafet kazandirir. Geometrideki birgok aksiyom sistemleri
bagimsiz degillerdir. Belli bir aksiyomun digerleriﬁin tiimiinden bafimsizlig1, yani
bu aksiyomu digerlerinden hareketle ispatlamanin imkansizligi, bu aksiyom yerine
tersi (olumsuzu) alinarak olusan sistemin ¢elismez (tutarli) oldugu gosterilerek
kanitlamr. Ornek olarak, :Euclide’ in 5. aksiyomuhuﬁ digerlerinden bagumsiz oldugu;
bu aksiyom yerine Lobachevsky aksiyomu koyularak elde edilen Lobachevsky
geometrisinin tutarh oldugu kamitlanarak kamtlanmistir. Hilbert bagimsizlik
konusunu, Grundlagen der Geometrie (Geometrinin Tefnelleri) adli eserinde ele

almastir.
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Aksiyom sisteminin tamlifi (bazen yeterlik, kesinlik v.s. adi da verilir);
izomorfik olmayan ¢esitli sistemlere karsi tek bir sistemin belirlenmesinde,
postiilatlarin sahip oldugu imkani ifade eder. Yani, herhangi iki yorumu izomorf olan
bir aksiyom sistemine fam denir. Ornek olarak, izomorf olmayan gruplarin varli,

gruplar teorisinin aksiyomlarinin tam olmadigini gosterir.

3.10 HILBERT PROGRAMI

19. yiizyilin ortalarindan itibaren matematik diinyasimn  degisik
" merkezlerinden yiikselmeye baslayan ve matematige saglam bir temel bulmaya, onu
tam ve celiskisiz bir sekilde ifade etmeye yonelik ¢alismalarin en Snemlilerinden
biri, ¢aginin bﬁyﬁi{ bilim adami David Hilbert’ e ;iit olanidir. Hilbert, formalizm
adiyla anilan ve matematigin bigimsellestirilmis aksi;'omatik sistemlerden olugmasim
ongordiigii alismalarim, matematiksel bir siireg olarak ele almis ve onu bir program
seklinde bilim diinyasina sunmustur. Hilbert programi, matematigin dogruluk,
tamlik, tutarhlik ve kesinligin adeta kalesi oldufu ve onda herhangi bir eksiklik ve
geligkiye asla yer olamayacaf) dusiincesi lizerine insa edilmistir. Bu ydniiyle
program, matematikte cﬁzﬁlémeyecek higbir problem olmadigini ve hala
¢oziilememis olan matematiksel problemlerin de bir glin Iﬁutlaka coziilecegini iddia
etmektedir. Hilbert bu iddiasin1 agik bir sekilde ortaya koyabilmek igin, matematik
diinyasinin o giline kadar ¢6zemedigi tum problemlerin 23 tane oldugunu, bu
problemlerin igerikleriyle beraber matematikgilere ilan etmis ve onlara, hepsinin
{istesinden gelebilecekleri yolunda ciddi telkinlerde bulunmustur. Asagida, Hilbert’
in tiim bunlara iliskin, 1900 yilinda Paris’ te toplanan ve devrin ileri gelen tiim
matematik adamlarinin katildlgl Uluslararast Matematik Kongresi’ nde yaptig,
Matematiksel Problemler adli tarihi konugsmanin biiyiik bir kismi yer almaktadir. Bu
metni, asil k:onumuzla yakindan iligkili olmasi nedeniyle, 23 problemin 2.si
durumunda olan Aritmetik Aksiyomla}zmm Tutarliligy Problemi’ nin, aym konusma

sirasinda Hilbert” in climleleriyle ifade edilmis gekli jzlemektedir [2] :

“Gelecekte sakli duranlarla aramizdaki perdeyi kaldirmak, bilimin ilerleyisine
ve gelecek yiizyillar boyunca onun gelisiminin sirlarina bir goz atmak hangimizi

mutlu etmez ki? Gelecek nesillerin ¢alismalarina 6nderlik edecek matematiksel
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ruhun, acaba ne gibi temel amaglan olacak? Genis ve zengin bir alan olan
matematiksel diiglincenin, yeni yiizyillarda ortaya koyacagi yeni yontemler ve
gergekler neler olacak?

Tarih bize, bilimsel 'gelismenin stirekli oldugunu 6gretir. Biliyoruz ki her
neslin kendine 6zgii ve gelecek neslin ¢dzecegi veya yararsiz sayip kenara atacagi ve
yenisiyle degistirecegi problemleri vardir. Biz de eger, matematiksel bilginin yakin
gelecekteki muhtemel gelisimi iginde yeni fikirler yakalayabilirsek, oncelikle heniiz
acikca belli olmayan (yerlesmemis) sorunlari bellegimizden atmali ve giiniimiiz
biliminin ¢6ziimiinii gelecekten bekledigi pr(;blemlere yogunlasmaliyiz. Yiizyillarin
birikimi olarak giiniimiize gelmis bu problemlerin tekrar gozden gegirilmesi,
kamimca daha anlamlidir. Zira biiyiik bir gaﬁiln.bitisi b:izi sadece gecmise bakmaya
cagirmiyor, aym zamanda diisiincelerimizi de bilinmeyen gelecege dogru

y6nlendiriyor.

Belli (yerlesmis) problemlerin derin anlaminin, genelde matematiksel
ilerlemede ve &zel olarak bireysel galismalarda onemli rol oynadig: inkar edilemez.
Bir bilim dah., ortaya koydugup .problemlerin coklugu oraminda ayakta kalir;
problemleri ortaya koyustaki eksikﬁk, bu dal.ln gelisiminin durmasi ya da tamamen
ortadan kalkmasinin habercisidir. Her insanin bazi seyleri elde etmek igin baska bazi
seylere ihtiyag duymém gibi, métematiksel aragtirmalar da problemlere ihtiyag
duyarlar. Oyle ki bu problemlerin ¢bziilmesiyle arastirmaci, igindeki cevherin
kivamim 6lger, yeni yontemler ve bakis agilari gelistirir, daha genis ve daha 6zgiir bir
ufuk yakalar.

Bir problemin degerini kesin olarak belirlemek zor ve genellikle imkansizdir.
Bu belirlemede vanlan karari, bilimin bu problemden kazandiklar etkiler. Ancak
yinede, bir matematiksel problemi degerlendirmede kullanilan genel kriterlerin neler

oldugu sorulabilir. Bu konuda eski bir Fransiz matematik¢i soyle demistir:

‘Bir matematiksel teori, sokakta gordiigiiniiz ilk insana agiklanabilecek

basitlige indirgenene kadar, tizerinde tam olarak Qahsllrﬂls degildir.’

Bu agiklik ve kolaylik, matematiksel teorilerin bugiin de israrla sahip olmasi
gerecken bir Ozelliktir. Bir matematiksel problemin miilkemmelligi i¢in bunlara

ihtiyaci vardir, zira; agik olan ve kolayca kavranan gekicidir, komplike olan ise itici!
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Ayrica bir matematik problemi bizi cezbedecek kadar zor olmali, ancak
¢abalarimizin heba olacag: kadar da ulagilamaz olmamalidir. O, sakli gerceklerin
dikenli yollarinda bize kilavuzluk yapmali ve bagarii bir ¢6ziimle ondan keyif

almamizi saglamalidir.

Gegen yiizyillardaki matematikgiler, bazi zor problemlerin ¢6ziimiine siddetli
bir istek ile adanmaya_ahsmlslardr. Onlar zor problemlerin degerini iyi bildiler. John
Bernoulli bu problemi ilan ederken; ‘tecriibelerimizin bize &frettigi, zor ve aym
zamanda yararh problemlerin yiiksek zihinlerce ele alinarak, bilimin ilerleyisi igin
onlarin yol gostermesi gerekliligidir’ demis ve bagta Mersenne, Pascal, Fermat ve
Viviani olmak {iizere tiim matematik diinyasimin 6vgiilerini beklemistir. Ciinki,
devrinin seckin analizcilerinin, bu problemi bir mihenk tag1 olarak kabul edeceklerini
ve boylece yﬁntemlqpinih degerini ve yeterliligini olgeceklerini  diiglinmiigtiir.
Gergekten degiskenler hesabi, kaynagint Bernoulli’ nin s6z konusu problemi ve
benzerlerine bor¢ludur. |

Bilindigi gibi Fermat’ nin 6ne siirdtigii

X'+ Yy =2 e, X,y,2€Z)

diofant denklemi, agik¢a belli olan 6zel durumlar disginda ¢oziimsiizdiir.
Coziimsiizligi kanitlama denemeleri, bilimde ¢ok 6zel ve 6nemsiz gibi goriinen baz1
problemlerin, gaye_t ilham verici sonuglara saiﬁp olabilecegini gostermistir. Fermat’
in probleminin tesvik ettigi Kummer, ideal sayilar teorisinin gelisimine Onderlik
etmis ve artik giiniimiizde bir yasa olan; bir dairesel cisme ait sayilarin ideal asal
¢arpanlarina tek tiirli aynlmasim bulmustur. Bu yasanin degisik cebirsel alanlara
genellestirilmesi Dedekind ve Kroriecker tarafindan yapilmig olup bugiin bu
¢alismalar, modern sayilar teorisinin merkezini olugturmaktadir. Hatta s6z konusu
yasanin derin anlamu artik, sayilar ‘georisinin sirlarini agmusg, cebire ve fonksiyonlar

teorisine girer hale gelmistir.

Cok farkli bir alandan 6rnek vermek i¢in #i¢ durum problemini hatirlayiniz.
Bu konuda Poincare’ in astronomik mekanige kazandirdigy verimli yontemler ve

ulagilmas1 zor prensipler, bugiin uygulamali astronomide iyi bilinir ve kullanulir.
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Poincare bu zor problemi tekrar gézden gecirme ve ¢6ziime yaklasma isini iizerine
aldiginda iste bu prensipleri kullanmigtir.

Bahsedilen son iki problem bize neredeyse karsit kutuplarda gibi gériiniir.
Oyle ki, birincisi tamamen teorik (piir) nedenlerle ve sayilar téorisiyle
agiklanabilirken, digeri astronomiyle ve kainailn temel ve basit fenomenleri ile

anlagilabilir.

Ancak sik sik goriilmektedir ki bir prol;lem, matematigin birbirinden ¢ok
farkli dallarinda uygulama alam bulabilmektedir. Ornegin en kisa yol problemi,
geometrinin temellerinde tarihsel ve 6nemli bir rol oynadig: gibi, egriler ve yiizeyler
teorisinde, mekanikte ve degiskenler hesabinda da ciddi yer tutmaktadir. Yine, Klein’
n diizgiin yirmiyiizlii {izerinde yaptif1 ¢alismalar, elemanter geometrideki regiiler
¢okyiizlii problemini direkt olarak ilgilendirdigi gibi, grup teorisi, denklemler teorisi
ve lineer diferensiyel denklemler teorisiyle de yakindan iliskilidir.

‘Problem’ kavraminin énemini daha iyi kavratabilmek i¢in Weierstrass’ a da
isaret edebilirim. Zira o, mutlu gelecegini biraz da, Jacobi’ nin inversiyon problemi
kadar dnemli bir problemi, daha bilimsel kariyerinin hemen baslarinda ¢alismak igin

oniine almasina bor¢ludur.

Artik, matematiksel problemlerin énemini anlamis durumdayiz. O halde bu
bilimin, problemlerini hangi kaynaklardan g¢ikardifi sorusuna doénelim. Elbette,
matematigin her dalindaki ilk ve en eski problemler, tecriibeler ve dig diinyadaki
fenomenlerden esinlenerek bulunmustur. Insanlik tarihinin ilk dénemlerinde
tamsayilarla hesap yapmanin kurallar1 bu yolla kesfedilmis olup, giinlimiiz gocuklar
da bu kurallan1 empirik yﬁntemlerl_e Ogrenmektedirler. Aym durum; geometrinin ilk
problemleri ve eski medeniyetlerdén miras kalan problemler (kiipiin duplikasyonu,
¢emberin karesellestirilmesi ...) i¢in s6z konusu oidugu gibi, niimerik denklemlerin
¢ozlim teorisine ait eski problemler, egriler teorisi ile diferensiyel ve integral hesaba
ait problemler, degiskenlgr hesabi, Fourier serileri ve potansiyel teorisi ile ilgili
problemlerde ve burada sayilamayacak g¢oklukta olan mekanik, fizik ve astronomiye

ait problemlerde de gegerlidir.

Zamanla matematigin dallarimin gelisim siirecinde, ona ait problemlerin

basarili ¢6ziimleri, insanin, aklinin ve benliginin bagimsizliginin bilincine varmasini
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saglar. Digaridan sezilebilir bir etki olmaksizin kendi kendini gelistirir; mantiksal
kombinasyonlar, genelleme ve soyutlamalar, fikirleri degisik yollarla dagitip
toplamalar sonucunda yeni ve yararl problemler; bulur. Asal sayilar problemi ve
sayilar teorisindeki diger problemler, Galois’ nin denklemler teorisi, cebirsel
degismezler teorisi, otomorfik ve Abeliyen fonksislonlar teorisi ile modern aritmetik
ve fonksiyonlar teorisinin daha nice giizel problemi iste bu siireci takiben

dogmuslardur.

Teorik amagli yaratim siireci g¢aligmaya basladiginda, dis diinya bu sﬁreée
tekrar katilir, O bizi, tecriibelerimizle ulagsacagimiz yeni problemlere ve matematigin
yeni dallarim kesfetmeye iter. Biz ise, teorik .dﬁsﬁnce adina bilginin yeni alanlarin
ararken, sik sik gﬁzﬁlmemis eski problemlérin‘ yanitlarina ulagir ve béylece eski
teorilerin gelisimine bﬁyﬁk oranda yardimer oluruz. Bana &yle geliyor ki,
matematigin degisik dallarindaki sorular, yontemler ve fikirlerin sasirtict benzerligi
ve kendiliginden bir armoniye sahip oluslari, kaynaZim diisiince ve tecriibe

arasindaki siirekli etkilesimden almaktadir.

Bir matematiksel problemin gﬁzﬁmﬁncien bekledigimiz seyler, genel anlamda
nelerdir? Her seyden énce sunu s6ylemeliyim; ¢oziimiin dogrulugu, sonlu sayida
hipotezden yola ¢ikilarak sonlu sayida adimda gésterilebilmeli ve bu gosterim
tamamen formiile edilebilmelidir. Bu sekilde, sonlu sayidaki siireglerle tamimlanan
mantiksal dedﬁksiyonun’ gerekliligi, ¢oziimdeki uslamlamanin kesinligi adina
vazgecilmezdir. Aslinda herkesin iyi biidigi matematigin kesinlik diisiincesi, evrensel
ve felsefi bir gereklili’k olup sadece bu gerekliligin gerg:eklénmesi bile, probleme
anlamhlik ve igerik zenginligi katar. Tecriibeler diinyasinda kaynagini bulan yeni bir
problem, geng bir fidanin, tiim bahgivanlik kurallarinin uygulanmas: ve dikkatlice
agilanmasi ile bilyiiyiip meyve verdigi gibi, genel kurallara uyuldugunda gelisir.

Bununla birlik;ce ispatin kesinliginin oﬁﬁn basitliginin diismant oldugu
diigiincesi, yanlig bir inamigtir. Tersine, kesin ama ayni zamanda basit ve kolay
kavranabilen yontemlere ¢ok sayida 6rnek verilebiiir. Ciinkii kesinlik igin gosterilen
¢aba, bizi daha basit ispat yontemleri Bulma}';a zorladig gibi, eski ve daha az kesin
olan yontemlerin aksine, gelisime agik, yeni ve kesin yontemlerin olusumuna da

onciiliik eder.
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Bu sebeple cebirsel egriler teorisi 6nemli bir basitlestirmeye tabi tutulmus,
daha kesin teorik yontemler ve tutarli transandant objeler yardimiyla igerigi
konsantre edilmigtir. Hatta, terim terime diferensiyel ve integrasyon gibi elemanter
dort islem uygulamalarinin ispatlarinin, ancak kuvvet serileriyle miimkiin olmas: ve
bu serilerin diger yararlarinin ortaya ¢ikisi, tim analizdeki belirgin bir basitlesmeyi,
Ozellikle eliminasyon teorisi ile diferensiyel denklemler teorisinin basitlesmesini ve
varlik teoremlerinin ispatini da beraberinde getirmigtir. Ama bence, sdylediklerimin
en giizel 6rnegi degiskenler hesabinda mevcuttur. Zira, tek ve iki degiskenli belirli
integrallerin ele alimginda komplike denilgbilecek hesaplamalar vardi ve eski
matematikgiler bu hesaplamalari, gerekli kesinligi saglayamayan siireglerle ele
almiglardi. Ta ki Weierstrass bize, degiskenler hesabinin yeni ve kesin bir yolunu
gosterene kadar. Bu yolu, 6rneklerini, baéit ;;e iki kath integrallerde olmak iizere
konusmamin sonunda kisaca anlatacak, onun.degiskenler hesabindaki basitlesmeye

nasil dnderlik ettigini gésterecegim.

Bu noktada, bir problemin ¢6ziimiéinde yapilanlarin kesinligi {izerinde israr
ederken, diger taraftan da bu kesinligin yalnizca analiz veya aritmetikte aranmasi
gerektigi diisiincesine kargi ¢gitkmaliyim. Tamamen yanlis oldugunu diigiindiigiim bu
fikir, zaman zaman seckin kisilerce de savﬁnuldu. Ancak kesiplik ihtiyacina dayanan
boylesi tek yanli bir yo?umun, ileride geometri, mekanik ve fizik kaynakl teorilere
onem verilmesine, dis diinyadan gelen yeni materyailerin Onliniin kesilmesine ve son
olarak ta kontinum ve irrasyonel sayilar teorisinin reddine yol agacagini
digtiniyorum. Hangi buylik giig, geometri ve matematiksel fizigi ¢okerterek
matematigin canhlifini sona erdirebilir? Tersine, bilgi teorisinden, geometriden,
dogal veya fiziksel bilimlerin herhangi birinden kayﬁaklanan matematiksel fikirlerin,
kaynagma bakilmaksizin dayandig: ilkeler aragtirilmali, basit ve tam bir aksiyomlar
sistemi {izerine oturtulmalidir. Biiylece yeni fikirlerin dogruluk ve tiimdengelime

uygunluklari, eski matematiksel konseptlefden hicte agagi kalmaz.

Yeni fikirler, yeni isaretler ta§1riar. Bu isaretler bize, bagka yeni fikirlerin
olusumuna neden olan fenomenleri hatirlatirlar. Bundan aolayldlr ki geometrik
sekiller, uzaysaj algilamamizin isaretleri ve sembolleri olup tiim matematikgiler
tarafindan boyle anlagilirlar. ¢ a)b)c ° ,esitsizligini, geometrik olarak bir dogru

iizerindeki ii¢ noktamin gergekledigi arada olma fikriyle biitiinlestirmez miybiz?
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Fonksiyonlarin stireklilifi ya da yigilma noktalarimin varh@ina iligkin zor bir
teoremin kesin bir ispatinda, kim dogru parcalan ve dikdértgenlerle sonuca gitmez?
Kim bir ti¢ggenden, onunla esmerkezli bir g:err{berden ve li¢ dik eksenin kesim
noktasindan vazgecebilir? Ya da kim, diferensiyel denklemler ve diferensiyel
geometride 6nemli rol oynayan bir vektdr alam, bir egriler veya ylizeyler ailesinin
geometrik yorumunu ya da degiskenler hesabi gibi' diger plir matematik bulgularin
geometrisini goz ardi edebi}ir?

Aritmetik sembolleri diyagramlarla, geometrik sekiller grafiklerle ifade

edilirler. Higbir matematikgi bu grafiklerden, hesaplamalardaki parantez ekleme ve

kaldirmalardan ya da diger analitik igaretlerin kullanimindan vazgegemez.

Geometrik isareﬂerin kesin bir ispélt icin kullamliginda, eksiksiz bilgi ve
isaretlerin dayandign aksiyomlarin onciiliigii esastir. Oyle ki bu isaretlerin bagka
matematiksel isafetlerin birlesmis hali olma ihtimaline karsilik, igeriklerine iliskin
kesin bir aksiyomatik inceieme yapmak gereididir. Omnegin iki say1y1 toplarken, aym
basamaklarin dogru sirada alt alta gelmesi hesaplamanin bir kurali olup, aritmetigin
aksiyomlar1 basamaklarm dogru kullamhslnlf.t'anlmlamaktadlr. Dolayisiyla geometrik
isaretlerin kullamlisi, geometrik konseptler .ve onlarin kombinasyonlarinin

aksiyomlar: tarafindan tanimlanmaktadir.

Geometrik ve aritmetik aﬁsﬁnce arasindaki uygunluk, bu alanlarda yapilan
uslamlamalarin alisik oldugumuz yonii tersine gevrilerek te gosterilebilir. Ozellikle
bir problemi ilk ele alisimizdaki o ilk, hizli, bilingsiz ve aritmetiksel hissedise
giivenerek yapllan. kesin olmayan kombinasyonda bu daha belirgindir. Kesinlik
korunarak geometrik fikirler ve isaretlerle islenmis bir aritmetik teorisine ornek
olarak, Minkowski’ nin Die Geometrie der Zahlen eserini 6neriyorum. Matematiksel
problemlerin zorluklari ve bunlarn Ustesinden gelmenin anlamu {izerine Snemli

bilgiler, burada bulunabilir.

Bir problemin ¢6ziim sﬁrécindeki basarisizligimizin nedeni genelde, bu
problemle ilgili ba§1.<a problemlerin olusturdugu zincirin bir baglant1 noktasin
gbremeyisimizdir. Bu noktanin bulunusuyla yalmzca ilgilendigimiz probleme iligkin
bir rahatlama saglénmaylp, .aj/m zam'anda. ilgili diger problemlerde de
uygulanabilecek bir yonteme kavusmus oluruz. Buna Cauchy’ nin, infegrasyonun

kompleks yollar: ve Kummer’ in, sayilar teorisindeki idealler konulan ornek
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verilebilir. Elbette bdyle bir yol, tek bir problem i¢in degil de ilgilenilen tiim

problemler i¢in genel bir yontem arayanlara, en pratik ve en kesin bir yoldur.

Matematiksel problemlerle ilgilenirken bence, genelleme yerine daha ¢ok
soyutlama yapanz. Belki birgok kez, eldeki: problemden daha basit ve daha kolay
bagka problemlerin ¢dztimiindeki eksikliklér, asil problemin ¢6ziimiinii bog yere
baska yerlerde aramamza sebep olur. Iste ancak bu kolay problemlerin ortaya
konugu ve olabildigince miikemmel ¢6ziimiiyle, genelleme yapabilecek konseptlere
ulagabiliriz. Bu kural, aslinda her zaman kullandigimiz ve ¢ogu kez farkinda

olmadigimiz, matematiksel zorluklar1 agmada en etkili kurallardan biridir.

Bazen bir problemin ¢dziimiinti, yetersiz hipotezlerden veya dogru olmayan
bir sezgiden hareketle arar ve basansiz oluruz. Béyleée, verilen hipotezlerle ya da
sezgilerimizle ¢6zlime ulasmanin miimkiin olmadigini gésterme sorunu belirir. Boyle
imkansizlik ispatlari eski matematik¢iler tarafindan siklikla yapilmis olup, bir
ikizkenar dik ti¢genin hjpoteniisﬁnﬁn kenan.na. oraninin irrasyonel olusunun

gosterilmesi, buna iyi bir Srnektir.

Daha sonraki yillarda, kesin ¢6ziimiin imkansizlifi sorunu matematikte
onemli bir rol oynadi. Paralel aksiyomu, ¢emberin karesellestirilmesi problemi ve 5.
dereceden denklemlerin ¢oziimii gibi eski ve zor problemler, bu yolla tamamen
tatmin edici ve kesin ¢6ziimlerine ulagtilar. Bu ulasimda diger felsefi nedenlerle
birlikte, taniml1 her matematiksel problemin tam olarak yerlesmesinin gerekliligi ve
hassasiyeti dﬁsﬁncesiniq onem kazanmasi da etkili olmustur. Omegin Euler-

Mascheroni sabiti C * nin irrasyohelligi' ya dg 2" + 1 formunda sonsuz asal sayinin

varlign gibi hala ¢6ziimsiiz olan bir problemi diigtiniin. Her ne kadar boyle bir
problem bize yaklasilamaz gibi gozilkse de, sonlu sayida mantiksal siiregler

sonucunda ¢dziime ulagacagimiza olan inancimiz tamdir.

Her problemin ¢ozilebilirligi, sadece matematiksel diisiinceye ait
karakteristik bir 6zellik midir? Yoksa o, ‘sorulan her sorunun bir cevabi vardir’
sekliyle zihinlerimizde dogal olarak yer alan bir genel yasa midir? Diger bilimlerde
de, ¢6ziimsiizliigiiniin ispatiyla bilimin ¢ok seyler kazanacagi ve tam 'bir tatmine
ulasacag eski problemler vardur. Siirekli devfm’m‘. problemini buna 6rnek verebilirim.

Siirekli devinim makinesinin yapimi ile bosuna ugrasildig1 anlasildiktan sonra, bdyle
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bir makinenin imkansizligr fikri, dogadaki kuvvetler arasindaki iligkilerin
aragtinlmasini sagladi. Bu aragtirmalar, enerjinin korunumu yasasinin kesfine
onciilik ederken, daha Once sezgisel olarak tasarlanan bir siirekli devinim
makinesinin miimkiin olmayigin1 da tekrar ispatiadi.

- Her matematiksel problemin ¢oziilebilir oldugu inanci, ¢alisan kisiyi giighi bir
sekilde giidiiler. Igimizde sﬁrekli olarak sunu duyaniz: ‘Bir problem var. Céziimiinii
aramalisin, Bulabilirsin. Matematikte vazgegmek yoktur!’

Matematikte problemler tiiketilemez. Coziilen her problem, yerini yeni bagka
problemlere birakir. zin verirseniz ileriki boliimde, matematigin degisik dallarindan
derledigim, bilimsel gelismeye katkida bulunacagmma inandifim problemleri
sunacagim.

Gelin analizin ve geometrinin temel ilkelerini gdzden gegirelim. Bana kalirsa
son ylizyilin bu alanlarda en anlamli ve kaydadeger basarilar1 Cauchy, Bolzano ve
Cantor’ un kontinum ﬁkr_ini formiile etmeleri, ve Gauss, Bolyai ve Lobachevsky’ nin
Euclide-dis1 geometriyi kesifleridir. Simdi dikkatlerinizi, bu alanlara ait problemlere
¢ekmek istiyorum:

1. Cantor’ un, kontinumun kardinal sayis1 problemi

2. Aritmetiksel aksiyomlarin tutarlilig: problemi

3. Es tabanli ve es ylikseklikli iki dortyuzlunun hacimlerinin esitligi problemi

4. Iki nokta arasindaki en kisa yol dogrusu problemi

5. Lie’ nin, diferensiyellenebilir olmalarni gerekmeyen  siirekli

transformasyonlar grubu problemi
6. Fiziksel aksiyomlarin matematiksel ele alimiglar1 problemi
7. Baz belirli sayilarin, irrasyonelligi ve transandantlig1 problemi
8. Asal sayilar problemi
9. Bir sayilar cisminde, genel ters elemanlik yasasinin ispat1 problemi
10. Diofant denkleminin ¢6ziilebilirliginin belirlenmesi problemi

11. Cebirsel niimerik katsayili kuadratik formlar problemi
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12. Abel cisimleri lizerindeki Kronecker teoreminin, herhangi bir rasyonel

cebirsel yap: lizerine genisletilmesi problemi

13. 7. dereceden denklemlerin, iki "degiskenli fonksiyonlar yardimiyla
¢6ziimiiniin imkansizlif1 problemi

14. Fonksiyoplarln tam sistemlerinin sonlu olugunun ispati problemi

15. Schubert’ in sayilabilir l}esap teorisinin kesin dayanagi problemi

16. Cebirsel egriler ve yiizeylerin topolojisi problemi

17. Tanuml1 yapilarin karelerle ifade edilisi problemi

18. Kongruent g:okyﬁzlﬁler uzayinin. ingasi problemi

19. Degiskenler hesabindaki regiiler problemlerin ¢éziimlerinin, her zaman
analitik olup olmadig1 problemi |

20. Sinir degerler problemi

21. Monodromik grup igeren lineer diferensiyel denklemlerin varhiginin ispati
problemi

22. Analitik bagmntilarin ;)tomorﬁk fonksiyonlar yardimiyla diizgiin hale
getirilmesi problemi

23. Degiskenler hesabinin yontemlerindeki son gelismeler problemi”

3.11 ARITMETIK AKSIYOMLARININ TUTARLILIGI PROBLEMI [2]

“Bir bilimin temellerine iligkin yéptlglfruz aragtirmada, o bilimin temel
fikirleri arasindaki iligkileri net ve eksiksiz sekilde ortaya koyan bir aksiyomlar
sistemine ihtiyag duyariz. Bu kosulu saglayén boyle bir ‘aksis."omlar sistemi, aym
zamanda bu temel fikirlerin tamami mahiyetinde olup, ilgiii bilimin tiim gercekleri,
bu aksiyomlardan sonlu sayida mantiksal adim sonucu ¢ikarilabilmelidir. Kisa bir
diisiinme siireci sonucunda ortada soyle bir problem belirecektir: ‘Aksiyomlardan
olusan ifadeler birbirine bagimli midir ve bu aksiyomlar., .birbirlerinin bazi
kisimlarimi igerirler mi?’. Ayrlca; ‘birbirinden timiiyle bagimsiz aksiyomlardan
olusan bir sisteme \.{arabilmek ig:in, bu aksiyomlarin tamamen izole edilmis olmalar

gerekli midir?’



135

Fakat hepsinden &nce, bu konuda sorulabilecek en dnemli sorulardan birini
diiglinmenizi istiyorum: ‘Aksiyomlann geliskili olmamasi, onlardan hareketle sonlu

sayidaki mantiksal adimin gelisgkiye yol ai;mamésx demek midir?’

Geometridé aksiyomlarin tutarliliklarinin ispati, uygun bir sa.yllar cismi inga
edilerek yapilabilir ve cisimdeki sayilar arasindaki iligkiler, geometrik aksiyomlara
karsilik gelirler. ‘ Boylece yapilan akil yiiriitmede, géometrik aksiyomlardan
dogabilecek geliskiler, cismin sayilar arasindaki aritmetiksel iliskilerde aramrlar. Bu
yolla geometrik aksiyomlarn tutarhliklarinin ispati, aritmetik aksiyomlarinin

tutarlilifina bagh olarak yapilir.

Ote yandan, aritmetik aksiyomlarnin tutarliliklanni ispatlayabilmek igin
direkt bir yonteme ihtiyag \{ardlr. Gergekte aritmetik aksiyomlari, bilinen hesaplama
kurallan ve siireklilik aksiyomundan bagka bir sey degildir. Son zamanlarda tiim bu
aksiyomlari toparladim ve stireklilik ~aksiyomunun yerine iki aksiyom koydum.
Bunlar, Archimedes aksiyomu ve tamiik aksiyomudur (Sayilar, diger tiim aksiyomlar
da saglayacak kadar uzun ve fakat daha uzun olamayan bir sistem olustururlar).
Inaniyorum ki aritmetik aksiyomlarinin tutq;h oluglarinin direkt ispati, irrasyonel
sayilar teorisindekullanilan, bilinen akil yurutme yontemlerinde yapilacak uygun
degisiklikler ve 6zenli bir ¢aligma ile bulunacaktir.

Problemin Onemini gosterebilmek icin su fikrimi ekliyorum: ‘Eger bir
konsepte ¢geliskili deniyorsa, ben de bu kbnsepfin matematiksel olarak var olmadigini
soyleyebilirim.” Omek olarak; ‘karesi —1 olan bir reel sayr’, matematiksel olarak var
degildir. Ancak bu konseptin uygulamada higbir ¢eliskiye yol agmayacag, sonlu
sayida mantiksal siire¢ tarafindan gﬁsterilebilirse; s6z konusu konseptin matematiksel
varhig: ispatlannustir derim. Aritmetigin iginde, reel sayilarn aksiyomlanna dair
calisirken biliriz ki; bu aksiyomlarin tutarliliklarnin ispati, ayni zamanda
kontinumun veya reel sayilarin olugturdugu tam sistemin matematiksel varliginin
ispatidir. Gergekten de, aksislomlann tutarhhk ispati tam olarak bagarilabilirse, reel
sayilarin bir tam sistem olusturabilecegine yonelik sliphelerin anlami kalmaz. Reel
sayilarin timligii ya da baska bir deyisle ve az 6nce'.belirttigim sekliyle kontinum,
ondalik kesirlerde tanimli miimkiin olan tiim serilerin tlimltigi veya bir temel dizinin
elemanlarna iligkin miimkiin tiim yasalarn tiimligt degildir. O daha ¢ok, ikili

bagintilar1 aksiyomlarinin kurulusuyla belirlenen ve onermelerinin dogrulugu,
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onlarin sonlu sayida mantiksal siire¢ tarafindan aksiyomlarindan ¢ikanlabildigi bir
sistemdir. Bence kontinum fikri, kesin olarak mantiksal anlamda agiklanabilir bir
fikirdir. Bu bize, tecrilbe ve sezgilerimizin de soyledigidir. Kontinum ya da tiim
fonksiyonlarin sistemi fikri tamamen, integral veya rasyonel sayilar fikri ile ya da
Cantor’ un; sayilarin yiiksek siiflar: ve kardinal sayilar teorileriyle aym anlamdadur.
Kardinal sayilann varliina inandifim ve kontinumu da onunla benzer gordgiim

i¢in, varlik ispatmi'n daha Once belirttigim gibi yapilabilecegini diisiinityorum.”
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BOLUM 4

PARADOKSLAR

Bir aksiyomatik sistemin saglamasi gereken ii¢ temel 6zelligin tamlik,
tutarlilik ve bagimsizlik oldugundan 6nceki boliimde bahsedilmisti. Ne var ki bu
dzelliklerin tiimiiniin, ele alinan bir aksiyomatik sistemde bir arada bulunmasi, su ana
kadar basarilabilmis degildir. Aksiyomlar1 ne kadar 6zenle segilirse segilsin, higbir

sistem, paradoks ad1 verilen ¢eligkilerden kurtulamamaigtir.

Bu béliimde; paradoks kavramina ana hatlariyla deginilmis, paradokslarin
ortaya ¢ikis siirecleri ve matematik diinyasinda yarattiklar1 bunalim incelenmis,
paradokslara ait bir smmiflandirma yapilarak matematik tarihinde s6z konusu olmusg

onemli paradokslar ayrintilariyla ele alinmugtir.

4.1 PARADOKS KAVRAMI

Sosyal bilimlerden fen bilimlerine kadar hemen her bilim dalinda ve giinliik
yagamin degisik alanlarinda kullandifimiz paradoks kelimesi, aslen matematiksel
mantiga ait bir terim olup ilk olarak Antik Yunanca’ da kullanilmigtir. Matematiksel
mantik disindaki alanlarda “iginden gikilmasi zor, beklentilere ters diigen, geliskili ya
da karar verilemez durum” anlaminda kullanilan paradoks, mantik literatliriinde daha
belirgin, anlasilir ve agik bir tanima sahiptir: “Dogrulugu veya yanlisligi hakkinda
kesin bir karara varilamayacak sekilde diizenlenmis 6nerme ya da 6nermeler kiimesi”
[47]. Bir 6nerme eger kendi iginde celigkili ise dogruluk degeri kesin olarak
belirlenemez ve bu durum bizi paradoksa gétiiriir. O halde; “dogru kabul edildiginde
yanlg, yanlis kabul edildiginde dogru ¢ikan” veya “hem kendisi, hem de tersi
dogru/yanlis olan” dnerme ya da dnermeler kiimesine paradoks denir [20]. Agiktir ki
bir 6nerme, anlayis eksikligi veya kullanilan dilin yetersizligi gibi nedenlerle

paradoks gibi goriinebilir. Ancak bu tiir eksikliklerin giderilmesiyle, zaman iginde,
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paradoks sanilan birgok dnermenin aslinda paradoks olmadiginin ortaya ¢ikabilecegi

g6zden kagirilmamalidir.

Bu baghik altinda deginilmesi gereken bir diger 6nemli konu da, mantik
literatiiriinde sik¢a gegen ikilem kavramimn, paradoks kavramiyla olan iligkisidir. 11k
bakista benzestikleri sdylenebilen bu iki kavram, temelde birbirinden farklidir. $6yle
ki, ikilem bir akil yiiriitme bi¢imi olup, istenmeyen ve es uygunsuzluktaki iki
sonugtan birini segmeyi gerektirir. Oysa paradoks bir akil ylirlitme olmayip, her ne

kadar alisageldigimiz gergeklerle gelisiyor gibi goriinse de yalmzca bir 6nermedir.

Ilerleyen kisimlarda paradokslar daha detayli olarak incelenecek ve ortaya

¢ikislar: ile matematik diinyasinda olusturduklar: bunalima deginilecektir.

4.2 PARADOKSLARIN ORTAYA CIKIS SURECI VE MATEMATIK
DUNYASINDA YARATTIGI BUNALIM

Caglar boyu matematikgileri ugragtirmig ve bugiin artik literatiire ge¢mis
bulunan tiim paradokslarin temellerinin, Antik Yunan medeniyeti déneminde atildig
bilinmektedir. Gergekten bu dénem, diisiinsel hayatta olabildigine ilerlemis Grek

filozoflan sayesinde oldukga parlak ve gorkemli gegmistir.

Bilinen ilk paradoks M.O. 6. ylizyilda Epimenides tarafindan ortaya konmus
olan uinlii Giritli (Yalancy) Paradoksw’ dur [48]. Kendisi de Giritli olan Epimenides;
“tiim Giritliler yalancidir” diyerek bir anlamda fitili ateslemistir. Kendisinden iki yiiz
yil sonra, ortaya koydugu bu dnerme Eubulides tarafindan; “bu sdyledigim climle
yanhstir” formuna getirilmis ve yeni bir boyut kazanmstir. Ayt yillar, Elea’ It
Zeno’ nun kendi adiyla anilan paradokslarim tartigmaya agmasina sahne olmustur.
Degisik bigimlerde dile getirilen Zeno Paradokslar:, temelde sOyle bir varsayima
dayanmaktadir: “Sonlu bir zaman siireci iginde, sonsuza giden sayida devinime
imkan yoktur” [20]. Boyle bir varsaymmi kullanarak Zeno, déneminin gelenekgi ve
olduk¢a kapali toplulugu Pythagorasgilar’ a karsi, hocast Parmenides’ i savunma
yolunda, evrende gokluk ve devinimi yadsimaya yonelik birgok paradoksa imza

atmugtir. -
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Ilerleyen yiizyillar, matematiksel ilginin daha g¢ok geometriye kaymasi
sonucu, degisik paradokslarin ortaya gikisi anlaminda kisir gegmis ve fakat mevcut
paradokslara iligkin tartigmalar 6ne ¢ikmustir. Ozellikle Yalanct Paradoksu bir hayli
tartigilmus, gergekte tam bir paradoks olusturmadifi belirtilmis ve gelisim siireci 14.
yiizyillda Jean Buridan’ 1n onu agik ve net bir formda ortaya koyusuyla son
bulmugtur. Yine aym yillarda Saksonya’ Ii Albert, kendine referansli 6nermeler

yardimiyla degisik paradokslar olusturmustur [47].

18. ve 19. yiizyillara gelindiginde Frege, Cantor, Peano ve Poincare’ in genel
kiimeler kuramma iligkin aksiyomlar1 olugturup, tiim matematiksel modelleri bu
kurama dayandirmaya basladiklar goriiliir. Gergekten kiime kavrami, matematik i¢in
sarsilmaz bir temel niteligine biirlinmiiy ve diger galigmalar onun iizerine insa
edilmeye baglanmigtir. Ancak tam bu sirada umulmadik seyler olmus ve matematik
diinyasinin dort bir yamindan, kiimeler kuraminin sebep oldugu paradokslar ortaya
¢ikmaya baglamistir. Burali-Forti, Cantor, Russell ve ¢agdaslarinin bulduklar

paradokslar, yakingag matematiginde ciddi sikintilarin da habercisi olmuslardir.

Ayni donemler, geometri ve topolojinin gelisim siirecine paralel olarak bu
alanlarda da degisik paradokslarin belirmesine sahne olmustur. Ozellikle Banach ve
Tarski’ nin, geometriye segme aksiyomunu uygulayarak ortaya koyduklar akil almaz

paradoks carpicidir [3].
Stiphesiz insanlifin mutlak dogruluk, kesinlik ve tutarlilifin biricik kalesi

olarak gordiigli matematikte boylesi ¢ikmazlarin s6z konusu olmas: biiyiik bir hayal
kirikhigim da beraberinde getirmistir. Ozellikle, matematigi saglam bir temele
oturtmaya ¢alisan {inli bilim adamlarimin gayretleri, paradokslarin ortaya ¢ikisiyla
yanim kalmis ve boylelikle matematik, kendini dnemli bir bunalimin ortasinda
buluvermistir. Paradokslar1 izah edebilme ve kurulan tiim matematiksel sistemleri
onun etkisinden uzak tutabilme gabalar1 uzun yillar almig ve fakat 1931° e gelinceye

dek bu ¢abalar biiyiik 6l¢iide sonugsuz kalmistir.

1931° e gelindiginde Avusturya’ i gen¢ mantik ve matematik adami Kurt
Godel (1906-1978), tarihi; On formally undecidable propositions of Principia
Mathematica and related systems [1] adli makalesini bilim diinyasina sunmus ve
tartigmalara son noktayir koymugtur. Godel, Russell ve Whitehead’ in {inlii eseri

Principia Mathematica’ da gegen ve formal olarak karar verilemeyen 6nermelerden
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yola ¢ikarak, bu ve buna benzer tiim sistemlerdeki tamlik ve tutarhilik sorunlarim
irdelemistir. Bu makalede ortaya koydugu teorem ve yaptigi uzun kanitlamaya gore
herhangi bir aksiyomatik sistemde, 6nceden karar verilemeyecek dnermelerin, yani
paradokslarin bulunmasi kaginilmaz olup bu durum, higbir matematiksel sistemin
tam olamayacagi anlamina gelmektedir. S6z konusu makale tiim matematik
diinyasinda sok etkisi yaratmig, kamitlama defalarca incelenip hatalar aranmus,
bulunamayinca da caresizlik ve {imitsizlik iginde kabul edilmis ve basta Bertrand
Russell ve David Hilbert olmak tiizere birgok matematikginin konuyla ilgili

caligmalarinin sona ermesine neden olmustur.

4.3 PARADOKSUN KAPSAMI VE CESITLI PARADOKSLAR

Yukarida tanimu verilen paradokslar, {i¢ ana kategoriye ayrilarak

siniflandirilabilirler [3];

¢ Akillica, fakat iginde mantik hatasi bulunan bir akil yiiriitme ile olusan
paradokslar

¢ Sezgisel olarak farkli ve inanilmaz olan, fakat dogru ve kesin bir akil
yiiriitme ile olusan paradokslar

¢ Kiimeler teorisi etrafinda gelisen ve kendine referanshi paradokslar

Asagida bu siniflandirma, ¢esitli paradokslarin analizi yapilarak incelenecektir:

4.3.1 AKILLICA, FAKAT ICINDE MANTIK HATASI BULUNAN BiR

AKIL YORUTME ILE OLUSAN PARADOKSLAR
Bu tiir paradokslar, mantiksal usavurum siireci igerisinde yer yer yapilan
aritmetiksel ve cebirsel hatalar ile yanlis veya eksik varsayimlar sonucu ortaya

cikarlar.
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4.3.1.1 (2 =1)’ IN VEYA “HER SAYI iKi KATINA ESITTIR” iN
ISPATI

Iki degisik versiyonu olan bu ispatin, Augustus De Morgan’ a ait olam
sOyledir [48] :

x =1 olsun. Bu durumda
X“=x
ve esitligin her iki yanindan 1 ¢ikarilarak
x*-1=x-1
olur. Her iki taraf x-1 ile boliinerek
x+1=1
sonucuna ulagilir. x = 1 yerine koyuldugunda 2 = 1 esitligi ortaya ¢ikar.
Ispatin diger versiyonu sudur [47] :

a ve b iki sayr olmak lizere a = b olsun. Esitligin her iki yam a ile

carpildiginda
a’ = ab

olup her iki taraftan b” gikarilarak

a’-b* = ab-b’
ve her iki taraf ¢arpanlarina ayrilarak

(at+b)(a-b) = b(a-b)
olur. Son olarak her iki taraf (a-b)’ ye béliinerek

atb=>b
sonucuna ulasilir. Burada a = b = 1 kabul edildiginde 2 = 1 oldugu goériilecektir.
Bundan bagka, yine son esitligin her iki yanindan b gikarilarak, baslangigta herhangi
bir say1 olarak kabul ettigimiz a’ nin aslinda 0 oldugu gibi bir anlagilmazliga da yol
agilabilecektir. Hatta baglangigtaki kabul a = b oldugundan, son esitlikte b yerine a
(va da a yerine b) yazilmak suretiyle a = 2a (ya da b = 2b), yani “her say1 iki katina

esittir” gibi bir sonuca bile ulagilabilir.

Gerek De Morgan’ 1n ispatinda ve gerekse diger ispatta paradoksu olugturan

neden, sifira bolme kuraldisih@inin yapilisidir. Ilk ispatta x = 1 kabul edip x-1’ e
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boélme ve ikinci ispatta a = b kabul edip (a-b)’ ye bolme islemlerinin yapilisi boyle

bir paradoksa yol agmustir.

4.3.1.2 (3 +2=0) INISPATI [3]

A, B ve C, A+B = C kosulunu gergekleyen sayilar ve 6zel olarak A=3, B=2
olsun. A+B = C esitliginde; her iki taraf (A+B) ile ¢arpilarak

A?+2AB +B?=C(A +B)

esitlikteki terimler diizenlenerek
A’+AB-AC=-AB-B”>+BC

her iki taraf (A+B-C) parantezine alinarak
A(A+B-C)=-B(A+B-C)

ve her iki taraf (A+B-C)’ ye béliinerek
A=-B

sonucuna ulasilir. A=3 ve B=2 oldugundan 3 + 2 =0’ dur.

Bu ispatta da paradoks, A+B = C kabuliine karsilik, ilgili esitligin her iki
yanini (A+B-C)’ ye yani sifira b6lmeye dayanmaktadir.

4.3.1.3 (n = n+1)’ IN ISPATI [3]
n herhangi bir reel sayiy: temsil etmek {izere,
(m+1)?=n*+2n+1
6zdesliginde,
(n+1)>-(2n+1) =n’
yazilip her iki taraftan n(2n+1) ¢ikartilarak

(m+1)*-(n+1)(2n+1) = n*-n(2n+1)

bulunur. Bu esitligin her iki tarafina —41{ (2n+1)? eklenerek

(n+1)’—(n+1)(2n+1) +i (2n+1)* = n*-n(2n+1) +i (2n+1)?

esitligine ulaglir ki bu da
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[ (n+1) —% Co+D) P=[(n —% (n+1) 1
olmasi demektir. Her iki tarafin karekdkii alinarak
1 1
(n+1) —5 (2n+l)=n —5 (2n+1)

ve sonu¢ olarak n = n+1 bulunur ki bu sonug, “her reel say:1 bir fazlasina esittir”

seklinde bir genellemeye neden olur.

Yine burada paradoks, yapilan cebirsel bir hata sonucu ortaya ¢ikmastir. Ilgili
esitligin her iki yanimin karekdkii alimirken kok disina yalmzca pozitif ¢ikarim

yapilmig olup dogrusu §dyle olmalidir:

F((ntl) —%(2n+1) )= '¥(n—%(2n+1))

4.3.2 SEZGISEL OLARAK FARKLI VE INANILMAZ OLAN, FAKAT
DOGRU VE KESIN BiR AKIL YORUTME iLE OLUSAN
PARADOKSLAR

Bu kapsam igerisinde degerlendirilen paradokslar, duyularimizla algilayip
deney ve gozlemlerle kavradigimiz gergekliklere ters diisen ama tamamen dogru ve

kesin bir mantiksal akil yiiriitme siireci sonunda ulasilan yargilardir.

4.3.2.1 BANACH-TARSKI PARADOKSU

Ik olarak 1924’ te Banach ve Tarski tarafindan ortaya konulan bu paradoksa
gore [3,36] ; bir kiire en az alt1 pargaya ayrilip, bu pargalar sadece kat1 hareketlerle,
orijinaliyle aym1 boyuta sahip iki kiire olacak sekilde birlestirilebilir. R.M.Robinson
1944’ te, kiirenin ayrildif1 pargalar1 daha komplike hale getirerek parga sayisini bege
indirmistir. Ispatinda segme aksiyomunun kullanildigi bu teoriye gore, segme
aksiyomunun genel bir olgu olarak diigiiniilmesi yanlis olup o, bazi 6zel haller i¢in

kullamlabilecek bir aksiyomdur.
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4.3.2.2 ZENO PARADOKSLARI

Sayisal sonsuzluk kavramimn bilinen ilk argiimanlan bu paradokslar
sayesinde ortaya ¢ikmistir. Cesitli kaynaklarda, degisik sekil ve sayida ifade edilen

Zeno paradokslarindan, en ¢ok bilinen ikisine agagida deginilecektir.

4.3.2.2.1 ACHILLES PARADOKSU

Devrinin en hizli atleti olan Achilles’ in bir kaplumbaga ile yapacag olasi bir
yarigta, Once baglamasi durumunda yarisi kaplumbaganin kazanacagi iddiasina
dayanir. Zira Achilles yariga geriden bagladig: igin, hareketin her safhasinda geride
kalacaktir. S6yle ki; Achilles kaplumbaganin basladig1 yere geldiginde kaplumbaga
daha ileride olacak, Achilles ikinci kez kaplumbaganin bagladigi yere geldiginde
kaplumbagaya daha yakin ama yine de geride olacak ve aralarindaki bu mesafe
higbir zaman sifir olmayacaktir. Sonsuz tane sifirdan farkli mesafeyi almak igin
sonsuz zaman gerekeceginden  Achilles, kaplumbagayi higbir zaman

yakalayamayacaktir. Asagidaki sekilde bu olgu anlatilmaktadir:

#Baslangig #Bitis
I > A X1 K

I—- - A-—emmv Xp-=m-nm K

- - - A---x3---K

Vo 5 > - A-x4-K

Sekil 4.3.1 Achilles Paradoksu [48]
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4.3.2.2.2 OK PARADOKSU

Bu paradoks, belirli bir noktadan belirli bir yéne dogru atilan okun, higbir
zaman hedefine ulasamayacagi fikrinden ortaya ¢ikar. Atfilan okun hedefe
varabilmesi igin 6nce aradaki mesafenin yarism gegmesi, ardindan, kalan yar
mesafenin yarisim ve boylece azalan ama asla sifir olmayan sonsuz goklukta yan
mesafeyi gegmesi gerekir. Zaman sonlu ama gegilecek mesafe sayisi sonsuz
oldugundan, okun hedefe ulagmasi miimkiin degildir. Asagidaki sekil ok

paradoksunu karakterize etmektedir:

A >35> | B
A > B
A —)—9—)[ --------- B
A ——|-B

Sekil 4.3.2 Ok Paradoksu [48]

4.3.3 KUMELER TEORIiSi ETRAFINDA GELISEN VE KENDINE
REFERANSLI PARADOKSLAR

Kiimeler teorisinin matematik igin 6nemli bir temel kabul edilip, genel kiime
aksiyomlarimin olugturuldugu bir dénemde ortaya g¢ikan bu paradokslar, teorinin
acikta kalan ve yetersiz durumdaki yonlerini gozler Oniine sermistir. Ayrica,
¢aglardir bilinen kendine referans [47] kavrami daha formal bir sekilde ele alinarak,

kiimeler teorisinden kendine referansli birgok paradoks elde edilmistir.

4.3.3.1 GIRITLI (YALANCI) PARADOKSU -1

M.O. 6. yiizyilda, kendisi de bir Giritli olan Epimenides’ in ortaya attig;
“tiim Giritliler yalancidir” nermesidir [20]. Eger bu 6nerme dogru ise Epimenides
yalancidir ve dolayistyla dnerme yanlistir. Tersine, efer 6nerme yanlis ise tlim

Giritliler yalanci olmayip 6nerme dogrudur.
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Mantik tarihinin bilinen ilk paradoksu olan ve bugiin olugturulan birgok
paradoksun da esin kaynagi durumundaki bu Onerme, aym1 zamanda, kendine
referans kavraminin da ilk dmegidir. Ciinkii climlenin niteledigi insanlar toplulugu
olan Giritliler arasinda Epimenides’ in kendisi de vardir. Dolayisiyla ciimlenin fiili,
direkt olarak ciimlenin sahibini de etkilemektedir. Ne var ki, biitiin bu 6zelliklere
sahip olan yukaridaki ciimlenin aslinda tam olarak bir paradoks igermedigi, iki asir
sonra anlagilabilmistir. Zira dnermenin yanlis kabul edilmesi bizi, samldig: gibi tiim
Giritliler’ in dogrucu oldugu degil, yalanci olmayan en az bir Giritli oldugu sonucuna

gotiirtir. Bu durumda Epimenides’ in dogrucu ya da yalanci oldugu belirsizdir.

4.3.3.2 GIRITLi (YALANCI) PARADOKSU — II

M.O. 4. ylizyilda Eubulides’ in, Giritli Paradoksu’ nun tam ve dogru bir
formunu olusturabilmek i¢in ortaya koydugu; “bu séyledigim yanlistir” énermesidir
[20]. Gergekten, Eubulides bu Onermeyi ortaya koymakla tam ve ger¢ek bir
paradoksa imza atmugtir. Ciinki 6nerme dogru kabul edildiginde Eubulidies’ in
sOyledigi s6z yanlis olup onerme de yanlis, yanhs kabul edildiginde ise Eubulides
dogru séylemekte olup 6nerme de dogrudur. Ayrica belirtilmelidir ki bu paradoks da
kendine referansli olup ciimlede bahsedilen olgu, bir biitiin olarak climlenin

kendisine yoneliktir.

4.3.3.3 JEAN BURIDAN PARADOKSU

14. yiizyilda Jean Buridan tarafindan ortaya atilan bu paradoks [48]; lizerinde
sadece “bu kagidin tizerindeki tlim ciimleler yanlistir” 6nermesinin bulundugu bir
kagit pargasindan ibarettir. Kagidin {izerinde baska hi¢bir seyin yazmamasi, adi
gecen Onermenin muhatabinin yine kendisi olmasim gerektirir ki bu durum da tipik
bir kendine referans 6rnegidir. Bu nedenle 6nerme dogru ise adi gegen ciimle ve
dolayisiyla 6nerme yanlig, 6nerme yanlis ise adi gegen ciimle yanlis ve dolayisiyla
Oonerme dogrudur. Mantik notasyonunda bu paradoks, p bir 6nermeyi gostermek

lizere kisaca;

p : p yanlistir

seklinde ifade edilir.
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4.3.3.4 SAKSONYA’ LI ALBERT VEYA B.JOURDAIN’ iN KART
PARADOKSU

Paradokslann notasyonel olarak ifade etme yolunda en 6nemli adim 14.
yiizyilda Saksonya’ 11 Albert tarafindan atilmistir [3]. Kendine referansli 6nermeleri
sistematik anlamda ortaya koyan Albert, p;, p2, qi, q2 ve q3 birer Snermeyi ifade
etmek tizere agagidaki genel iki paradoks formunu olusturmustur:

1. p1 : p2 yanhstir 2. q1 : @2 yanhstir

p2 : p1 dogrudur q2 : q3 yanhgtir

g3 : qi yanhigtir
[lk formdaki paradokslara bir 6rnek, Ingiliz matematik¢i B.Jourdain
tarafindan 1913° de verilmigtir [3]. Buna gore, elimizde iki yliziinde de birer ciimle
olan bir kart bulunmaktadir. Ust yiizde; “bu kartin arka yiiziindeki énerme dogrudur”
onermesi ve arka ylizde; “bu kartin 6n yliziindeki 6nerme yanhstir” 6nermesi yer

almaktadir. Burada, 6nce okunan yiizden bagimsiz olarak kabuliimiiz tersine dénerek

yanlislanmakta ve tam bir paradoks olugmaktadir.

4.3.3.5 BURALI-FORTI PARADOKSU

Kiimeler teorisinin, temel aksiyomlardan hareketle olusturulmaya baglandig:
donemlerde, bu teoriye iligkin ortaya gikan paradokslardan ilki 1897’ de Italyan
matematik¢i Burali-Forti tarafindan iddia edileni olup, 6zetle soyledir [47,48] :

Tiim ordinal sayilar kiimesinin de bir ordinal sayisi vardir ve bu saymun, en
biiyiik ordinal say1 olmast beklenir. Oysa ki her ordinal say1 da sonugta bir say:
oldugu igin bir fazlas1 her zaman mevcuttur ve bu yeni say1 adi1 ge¢en kiimeye dahil
degildir. Oyle ise baglangigta var kabul edilen tiim ordinal sayilarin kiimesi, gergekte

yoktur.

4.3.3.6 CANTOR PARADOKSU

Burali-Forti’ den iki yil sonra, 1899° da, genel kiimeler kuramina iligkin
kendi adiyla anilan iinlii teoremini kullanarak mutlak bir tiim kiimelerin kiimesi

sorgulamasina giren Cantor, ¢aligmasini asagidaki paradoksla sonuglandirmistir [20]:



148

Tasarlanabilecek tiim kiimelerin kiimesine C ve bu kiimenin tiim alt
kiimelerinden olusan kiimeye de P(C) ad: verilsin. Cantor teoremi geregi (C)
nin kardinalitesi C’ nin kardinalitesinden biiyiiktiir. Yani, tiim kiimeleri kapsayan

kiimenin kardinalitesinden biiyiik kardinalitede bir kiime bulunmus olur. Bu durumda
en biiyiikk kiimeden daha biliyiik bir kiimeye ulasilmug olur ki bu, baslangicta kabul
ettigimiz tiim kiimelerin kiimesinin, mutlak bir en bilyiik kiime olmas1 kavramiyla

celismektedir.

4.3.3.7 BERBER PARADOKSU

Bu paradoks Bertrand Russell tarafindan, Burali-Forti ve Cantor paradokslari
iizerine yaptigt ¢caligmalar sirasinda bulunmugtur. Adi gecen bu paradokslarda oldugu
gibi Berber Paradoksu’ nda da paradoksa yol agan neden, kendine referans ya da

dongiil tamimlama dedigimiz olgudur. Paradoks sdyledir [20,47] :

Uzak ve sapa bir kdyde tek bir berber mevcuttur ve bu berber, yalmzca
kendini tirag etmeyen koyliileri tirag etmektedir. Acaba bu berber kendi kendini tiras
edebilir mi? Cevap ne olursa olsun geligkiye yol agar. Zira berberin kendini tiras

etmesi tirag etmemesine sonug, tirag etmemesi de tirag etmesine sebeptir.

4.3.3.8 RUSSELL PARADOKSU

Yakan tarihin en popiiler paradoksu olan ve kendi adiyla anilan bu paradoksu
Russell, 1901 yilinda, Principia Mathematica adli eserini olustururken kesfetmis ve
iki y1l sonra basilan bu eserine almugtir. Dogrudan kiimeler teorisini ilgilendirmesi
bakimindan oldukga g¢arpici ve etkileyici olan bu paradoks soyle ifade edilebilir
[3,20] :

Russell kiimeleri kendini eleman olarak kabul edenler ve kendini eleman
olarak kabul etmeyenler olmak iizere ikiye ayirir. Bu siiflandirmanin ardindan,
kendini eleman olarak kabul etmeyen kiimelerin kiimesini ele alip sorar; kendini
eleman olarak kabul etmeyen kiimelerin kiimesi, kendini eleman olarak kabul eder
mi?

Cevap evet ise, yani “kendini eleman olarak kabul etmeyen kiimelerin kiimesi

kendini eleman olarak kabul eder” denildiginde, bu durum bizi, kiimenin kendini
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eleman olarak kabul etmeyen kiimelerden olusmasi nedeniyle “kendini eleman olarak
kabul etmemesine”, yani hayir cevabina gétiiriir. Tersine cevap hayir ise, yani
“kendini eleman olarak kabul etmeyen kiimelerin kiimesi kendini eleman olarak
kabul etmez” deniliyorsa, o halde, ad1 gegen bu kiimenin de kendini eleman kabul
etmeyen kiimelerin kiimesine dahil olmasi, yani cevabimizin evet olmasi gerekir.
Sonug ve ortada olan durum bir geligki olup, paradoksun nedeni kiimelerin kiimesi

kavraminin ta kendisidir.

1900’ lii yillarin basinda Russell’ in bdyle bir paradoksu ortaya koyusu,
matematigi kiimeler teorisi yoluyla temellendirmeye ¢aligan diistinceye beklenmedik
bir darbe indirir. Boylelikle genel kiimeler kuraminin biitiintiyle tutarli olmadigi, yer

yer problemli alanlarin s6z konusu oldugu ortaya ¢ikmistir.

4.3.3.9 RICHARD PARADOKSU

1905 yilinda Fransiz matematikgi Jules Richard tarafindan ortaya koyulan ve
kullandig1 esleme kavraminin, Kurt Godel’ e, 19317 deki iinlii makalesinde yaptig
akil yiiriitmede 151k tuttugu bu paradoks su sekildedir [3] :

Sayma sayilari arasindaki tiim aritmetiksel dzelliklerin tanimlanabilecegi bir
dil (6megin Tiirkge) ele alinsin. Yapilacak tiim tanimlarin sonlu sayida sézciik ve
dolayisiyla sonlu sayida alfabe harfi igerecekleri agiktir. O halde tlim tamimlar, su

kurallara gore siralanabilirler:
1. Iki tanamdan, az sayida harf igereni yukarida olacaktir.

2. Aym harf sayisina sahip iki tanim, igerdikleri harflerin alfabedeki siralarina

gore siralanacaktir.

Siiphesiz her tanim, yukaridaki kurallar uyarinca siralandiginda, bir tek tam
say1 ile ifade edilecektir. Bu durumda, tanima karsilik gelen tamsay: ile tanimin
belirttigi zellik ya aymdir ya da aym degildir. Ornegin; “asal ve ¢ift bir say1 olan”
tamimina karsilik gelen sira sayisi 2 ise, sira sayist ile tammin belirttigi 6zellik
aynidir. Ama; “3’ e béliinebilen” tammina 13 tamsayisi karsilik geliyorsa, sira sayisi
ile tanumin belirttigi 6zellik aym degildir. iste bu gergekler dogrultusunda, ilgili
tamimin belirttigi 6zelligi saglamayan sira sayilarma Richard’ ci, saglayanlara ise

Richard’ ¢t olmayan denilsin. Ancak Richard’ c1 olmak da, sayma sayilar: arasindaki
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bir aritmetiksel 6zellik olup yukarida bahsedilen siralamada yerini almalidir. Ad:

gecen Ozellige bu siralamada ‘t’ sayisinin kargilik geldigi varsayilsin ve sorulsun:
“t’ Richard’ ct mudir ?

Cevap ne olursa olsun, bizi tam bir paradoksa gotiirecektir. Zira t’ nin Richard’ ci
oldugu kabul edilirse, temsil ettii tanimin &zellifini saglamamas1 gerektiginden
Richard’ c1 olmayacak, Richard’ ci olmadig1 kabul edilirse de, temsil ettigi tanimin

Ozelligini saglamas: gerektiginden Richard’ ci1 olacaktir. Dolayisiyla;
“t sayis1 Richard’ c1 dir”

onermesi, hem dogru ve hem de yanlig bir 6nermedir.
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BOLUM 5

GODEL KANITLAMASINA DAIR

Kurt Gédel’ in matematiksel mantik alaninda ortaya koydugu caligmalarin
¢ogunlugu, Hilbert’ in tam bigimsellestirme adina olusturdugu tezleri glirlitmeye
yoneliktir. Ozellikle 1929, 1930 ve 1931 tarihli makalelerinde [4,5] Godel, Hilbert’
in aksiyomatik sistemlere iligkin en 6nemli beklentisi olan tamlik 6zelligini ciddi

sekilde sorgulamig, ¢arpici gergeklere ulagsmigtir.

Bu béliimde 6nce; yukarida s6z konusu olan makalelerden, 1929 tarihli ve
Mantik Kalkiliisii’ niin Tamlhigi Uzerine adli ¢alisma ile 1930 tarihli ve Mantigin
Fonksiyonel Kalkiiliisii’ niin Tamhigi Uzerine adli galigma genel anlamda ele alinmus,
Godel’ in bu ve benzeri makalelerde kullandig: alternatif notasyona deginilmistir.
Ardindan, ¢aligmamizin asil konusunu teskil eden, 1931 tarihli ve Principia
Mathematica ve Benzer Sistemlerin Formel Olarak Karar Verilemeyen Onermeleri
Uzerine [1] adli makalede Goédel’ in ortaya koydugu teorem ve kamtlama
ayrintilariyla incelenmis, G6del’ in 6nemli makalelerinin bagliklari, yaymn tarihlerine

gore listelenmistir.

5.1 MANTIK KALKULUSUNUN TAMLIGI UZERINE

Godel, 1929’ da yazdign Mantik Kalkiiliisiiniin Tamhigi Uzerine [4] adl
makalesinin girisinde, agagidaki 6nemli ve ilgi ¢ekici yorumlan yapmustir:

“Bu arastirmanin temel konusu, Whitehead ve Russell tarafindan 1910’ da ve
benzer sekilde Hilbert ve Ackerman tarafindan 1928’ de olusturulan ve adina Sl
Fonksiyonel Kalkiilis (S.F.K.) denilen sistemin aksiyomlarimin tamlik ispatidir.
Burada tamlik; S.FX.’ de bulunan her gegerli formiiliin, sonlu bir formel ¢ikarim
dizisi ile aksiyomlardan ¢ikarilabilecegi anlamindadir. Bu savin suna denk oldugu
goriilebilir: ‘Sadece gegerli formiillerden olusan her tutarli aksiyom sisteminin bir

realizasyonu (yorumu, modeli,...) vardir’(Burada tutarlilik; sonlu ¢oklukta formel
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¢tkarim ile bir ¢eliskinin elde edilemeyecegi anlamindadir). Bu denkligin
gosterilmesi, bir anlamda, tutarlilik ispatinda kullanilan aligilmig yéntemin (siiphesiz
ki sadece burada ele alinan dzel aksiyom sistemleri igin) teorik anlamda tamligini
gosterdiginden, ikinci ifade kendi i¢inde bir 6neme sahip gibi goriinmektedir. Ciinkii
bu bize, bu yontemin her durumda amacina ulagtiracafinin garantisini verecektir.
Yani, ya bir geliski olugturulabileceginin ya da bir model aracihifiyla tutarliligin
ispatlanabileceginin teminatim verecektir. L. E. Brouwer, ‘bir aksiyom sisteminin
tutarliligindan bir model olugturulabilir’ sonucunun, bagka bir gereksinim olmaksizin
¢ikarilip ¢ikarilamayacagl konusunda, 6zellikle kuskulanmigtir. Fakat bir aksiyom
sistemi iginde gegen kavramlarin varliinin, aksiyomlarin tutarliligs ile kesin olarak
tanimlanmis oldugu ve bu nedenle de bagka bir kanitin gerekmeyecegi diisiiniilebilir.
Yine de bu tanim (sadece, eger bu sekilde verilen varlik kavraminin diger elemanter
kavramlarla aym islem kurallarina bagli olmasinin kendiliginden apagik bir gereklilik
oldugunu kabul edersek), her matematiksel problemin ¢oziilebilecegini aksiyom
olarak 6nceden kabul etmektedir. Clinkii (diyelim ki gergel sayilara dair) en az bir
problemin ¢ozillemeyecegi ispatlandiysa, yukaridaki tanimdan, reel sayilarin
aksiyom sisteminin izomorfik olmayan iki realizasyonunun varlig: ¢ikacakti; oysa ki

herhangi iki realizasyonun izomorfik oldugunu ispatlayabiliyoruz.

Bununla beraber, eger sorun sadece tam olarak belirlenmisg bir formel ¢gikarim
yoluyla ¢6ziilememek ise, bir problemin ¢dziilemeyeceginin bir ispatim tamamen
reddedemeyiz. Ciinkii, burada ele alinan tiim kavramlar (kanitlanabilirlik, tutarlilik,
v.s.), sadece, sonug ¢ikarmanin anlamini kesin olarak smirlandirmadifimiz zaman
tam bir anlama sahip olurlar. Bu diisiinceler sadece, boyle bir varhik kavrami
taniminin yol agabilecegi zorluklar geregi gibi agiklamak amaciyla ileri stirtilmiigtiir;
bu kavram hakkinda herhangi bir tanimin olabilirli§i hakkinda bir sav s6z konusu

edilmemistir.

Eger mantiksal sonug (yani, sonlu sayida adimda formel olarak ispatlanabilir
olmak) kavrami yerine, Russell anlaminda gerektirmeyi ya da daha dogru olarak
formel gerektirmeyi alirsak (ki burada fonksiyonel degiskenler, s6z konusu aksiyom
sisteminin ilkel kavramlaridir), bir tutarli aksiyom sistemi i¢in bir modelin varligs,
yanls bir 6nermenin herhangi baska bir 6nermeyi gerektirmesinden (bu nedenle de

her ¢eliskiyi gerektirmesinden) ¢ikar.”
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Godel’ in ele aldifi mantik aksiyom sistemi ve kullandifi notasyonlar,
Hilbert-Ackerman sisteminden uyarlanmigtir. Aragtirmanin objeleri mantiksal
ifadelerdir. Bunlar simgelerin (sembol, im,...), 6nceden koyulan kurallara uygun bir
sekilde bir araya gelmesi ile olusur. Asal simgeler olarak; veya iginv , degilleme igin
—, her igin (x) alinmustir. Degisken simgeler olarak; sayisal degiskenler (xi, X2, ...),
fonksiyonel degigkenler (F;, Fa, ..) ve Onermesel degiskenler (X;, X;, ..)

€—?

kullanilmugtir. Iginde simgesi gecen ifadeler de ele alinmigtir. Diger aligitlmig

mantik sembolleri (A (&),—, ~, 3(E), ...), asal simgeler cinsinden yazilabilen
kisaltilmig notasyonlar olarak kullamilmigtir. Mantik aksiyomlari olarak (Russell’

dan), agagidakiler kabul edilmistir [5] :
I.XvX - X
2.X > XvY
3.XvY > YvX
4. X->Y)>(ZvX > ZVvY)
5. (x) F(x) > F(y)
6. (x) [XVvF®Xx)] » Xv(x)F(x)
7.x=X

8.x=y — [F(x)~>F(y)]

Sonug ¢ikarma kurallar: olarak ise [5] ;
1. Ayirma (detachment) kurali
2. Onermesel ve fonksiyonel degiskenler i¢in yerine koyma kurali
3. A(x)’ den (x)A(x) 6nermesini elde etme kuralt
4. Sayisal degiskenlerin degisimi kurali

kullamlmistir. Sonug gikarma kurallarindan hareketle sonug elde etme, ¢ikarilabilme
(provable) ve ¢iiriitiilebilme (refutable) anlamlarina gelmektedir. Bir ifadede eZer
sadece baglangigta verilen niceleyiciler gegiyorsa, buna bir normal ifade denir.

Yalmzca 6nerme degiskenlerinden olusan ifadelere de, bir 6nermesel formiil denir.
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Bir A mantiksal ifadesi; Fy, F», ..., F, fonksiyonel degiskenleri, x;, X3, ..., Xi
serbest degiskenleri ve X, X, ..., Xy 6nermesel degiskenlerinden olugsun. B’ de;
tiimii aym evrende tanimlanmis £, f5, ..., f; fonksiyonlari, ayn1 evrenin elemanlar
olan ay, ay, ..., a ve Onermesel sabitler olan Aj, A, ..., A’ den ibaret olsun. Eger;

B= { fl: fz: seey fn? aj, az, ..., 4, Al: A29 eses Am }

sisteminin elemanlann A mantiksal ifadesinde yerine koyuldugunda A dogru bir
Onerme oluyorsa B, A’ yt saglar denir. Anlasilacag: lizere saglanmak kavram, belli

bir tanim evrenine 6zgii olmaktadir.

5.1.1 ALTERNATIF MANTIK NOTASYONLARI

Godel’ in orijinal makalelerinde kullandigi mantiksal semboller asagida
biitiiniiyle ve eksiksiz sekilde verilmistir [4,5]. Bazt semboller birka¢ degisik formda
ifade edilmis olup Godel, farkli yazilarinda farkli formlar tercih etmistir. Ayrica bu
mantiksal semboller, zaman zaman, formel olmayan ifadeleri formel olarak
yazabilmek i¢in kisaltma islevi gormiistiir. Dolayisiyla onlarin orijinalligine
dokunulmamis ve A ve B onermeler ya da formiilleri, A(x) ise x’ e baglh bir

onermesel degiskeni ya da formiilti ifade etmistir:

1.°VE’ BAGLACI (A ve B) : AB, AAB, A&B

2.VEYA’ BAGLACI (A veyaB) : AVB

3.‘DEGILLEME’ OPERATORU (A degil) : A, ~A, —A

4.°“GEREKTIRME’ BAGLACI (A ise B): ASB,A—B

5.‘CIFT GEREKTIRME’ BAGLACI (A ancak ve ancak B) : ADcB, A=B,
A~B,A-B

6.°EVRENSEL’ NICELEYICI (Her x i¢in A(x)) : (X)A(x), IxA(x),
xI[I(A(x)), (VX)A(X)

7.“VARLIK’ NICELEYICISI (En az bir x igin A(x)) : (Ex)A(X), ZxA(x),
(FAX)
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8.“TEKLIK’ NICELEYICISI (Tek bir x igin A(x)) : (E'X)A(X), Z!XA(X),
@AX)AKX)

9.GEREKLILIK’ OPERATORU (A gereklidir) : OA, NA
10.“MINIMUM’ OPERATORU (En kiigiik x i¢in A(x)) : ex(A(x)), px(A(x))
11..KANITLANABILIRLIK’® BAGINTISI (A, S sistemi icginde

kanitlanabilirdir) : S-FA

5.1.2 SINIRLI FONKSIYONEL KALKULUS’ DEKI TEOREMLERIN
OZETI

S.F.K., tamlik teoreminin; 1. dereceden formiillere indirgenmesi, kisitlanmis
anlamda ispati, genigletilmis anlamda ispati, mantik aksiyom sisteminin
bagimsizliginin ispati, sonsuz mantik sistemlerine genisletilmesi olmak {izere bes
boliimden olugsmaktadir. Asagida, S.F.K.” e ait teoremlerin kisa bir Ozeti yer
almaktadir [4] :

1. Her 6nermesel formiil saglanabilir veya ciiriitiilebilirdir.
2. Eger A ~ A’ oldugu kanitlanabilir ve B'; B’ de A yerine A’ koyularak B’
den elde edilirse, B ~ B’ oldugu da kamitlanabilirdir.

3. Her A mantiksal ifadesi icin A~N olacak sekilde bir N normal ifadesi
vardir ve bu denklik kanitlanabilirdir.

4. (E x1)E x2). . .(E xp) A(X1, X2, ..., Xn) formundaki her ifadenin, varhk

niceleyicisinin degisik sirada alinmasiyla elde edilen yeni ifadeye denk oldugu

kamtlanabilirdir.

5. (p1)- - -(Pn) F(x1, X2, .. X0) A (Q1)- - .(Am) G(¥1, Y2, -, Ym) ifadesi, (P), (pi)
ve (q;) lerden olugmak iizere, (P) [F(x1, X2, ..., Xn) A G(y1, y2, ..., Ym)] ifadesine

denktir ve bu denklik kanitlanabilirdir.
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5.1.3 GODEL’ iN SINIRLI FONKSIYONEL KALKULUS’ E ILISKIN
KANITLADIGI TEOREMLER

Kurt Godel, 1930 tarihli ve Mantigin Fonksiyonel Kalkiiliisii’ niin
Aksiyomlarimn Tamhig: [4] adli makalesinde, asagidaki teoremleri kanitlamistir:

1. S.F.K.’ de her gegerli formiil, kanitlanabilirdir.
2. S.F.K.’ lin her formiilii, ya saglanabilirdir veya cliriitiilebilirdir.

3. K, basinda evrensel niceleyici, sonunda varlik niceleyicisi bulunan ve
serbest degisken icermeyen bir normal formiil ise, ya saglanabilirdir veya
¢iriitiilebilirdir.

4. k. dereceden her ifade ya saglanabilir veya ciiriitiilebilir ise, k+1. dereceden

her ifade de, ya saglanabilir veya ¢iiriitiilebilirdir.

5. 1. dereceden her formiil, ya saglanabilirdir veya ciiriitiilebilirdir.

6. Her n icin; (P)A—>(P,)A ifadesi (P)’ ye denktir ve bu denklik
kanitlanabilirdir.

7. Genisletilmis bir modelin her gegerli formiilii P’ dir.

8. Genisletilmis * bir modelin her formiilli, ya saglanabilirdir veya

giiriitiilebilirdir.

9. S.F.X.’ de yer alan sayilamaz sonsuz her formiil kiimesi, ya saglanabilirdir

veya sonlu bir giiriitiilebilir alt sistem igerir.

10. Sayilamaz sonsuz bir formiil sisteminin saglanabilir olmas1 igin gerek ve

yeter sart, bunun sonlu her alt sisteminin saglanabilir olmasidur.

5.2 GODEL KANITLAMASI

Gergegi bulma yolunda, matematigin ne denli gii¢lii bir ara¢ oldugunun
acikca ortaya ¢ikmasi ve fakat bu giiciin bile aslinda ne denli yetersiz oldugunun
anlagilmasi, iki diinya savagi arasindaki yillara rastlar. Bu donemde, diinya
sahnesinde, ulusunun (hatta tim uluslarin) gelecegi igin, evrensel denilebilecek

ilkeler koyan bir dahi digliniir, asker devlet adami bulunuyordu. Atatiirk onca
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ugragilarinin yaninda, matematikteki bu sorgulamalarin da bilincine varmis ve ulusu
icin bir geometri kitabi yazmisti. O’ nun, o zamana kadar, miiselles, miisavi, zaviye
v.s. gibi Arapca terimlerle anilan bir yigin geometrik kavrama, di¢gen, esit, aci v.s.
gibi Tiirkge adlar vererek kaleme aldigi bu kitap, kuskusuz, Tiirk ¢ocuklarinin
geometriyi daha iyi anlamalari i¢in bir 151k olmustur. Aslinda vatani, onuru ve
Ozgiirligi icin bin kiisur yildan beri hemen hemen siirekli savasmak zorunda
birakilmis bir ulus i¢in, bilim adami yetigtirebilmenin ne denli zor oldugu ortadadir.
Zamanin en seckin okulundan (Galatasaray Sultanisi) mezun olur olmaz géniillii
olarak Canakkale cephesine kosup, lilkelerini istifaya kalkisan yedi diivele kars:
savagarak tamami gehit olan en segkin evlatlarimizin hazin 6ykiileri bellegimizden
¢ikmiyor. Sarikamig’ ta, Kanal Harekati’ nda, Yemen’ de, Canakkale’ de, Galigya’
da, Dumlupmnar’ da, Sakarya’ da . . ., higbir kétiiliige bulasmamig milyonlarca segkin
gencimiz gehit oldular. Tiim bunlara kargin Tiirk ulusu, bir¢ok orijinal ¢alismaya

imzasini atmis sayisiz bilim adamu yetigtirebilmistir.

Iki diinya savasi arasina rastlayan 1925-1935 tarihleri arasinda, diinya
sahnesinde, o zaman i¢in kendisini ancak li¢ bes kisinin anlayabildigi bir baska dahi
de vardir. Avusturyali mantikgt ve matematik¢i Kurt Godel, daha 25 yasinda Viyana
Universitesi® nde bir 6gretim iiyesidir ve 1938 yilindan itibaren de, Princeton Ileri
Aragtirmalar Enstitiisii’ niin stirekli tiyesi olmugtur [49]. Godel, asagida bazilarinin
bir listesini verdigimiz onlarca ¢aligmaya imzasini atmig ve bu caligmalaryla,
matematikte devrim denilebilecek nitelikte sonuglar ortaya koymustur. Kabaca;
“matematik bile bazi problemleri ¢6zemez” seklinde ifade edebilecegimiz bir savi,
orijinal bir yontemle kanitlamigtir. Kuskusuz ki Hilbert’ in ve digerlerinin ortaya
koydugu birtakim heniiz ¢ozillememis problemlerin varolusu, bu savi kamtlamaya
yetmez. Hilbert gibi bir dahinin 1900 yilinda tlim matematikgilere hitaben; “iste
sadece bu problemler c¢6ziilememistir ve eninde sonunda bunlar da mutlaka
¢oziilecektir; haydi baslayin ¢aligmaya...!” dedigi bir ortamda, Godel’ in adeta;
“bunlan ¢bzseniz bile karginiza yeni, ¢6ziilemeyecek problemler mutlaka ¢ikacaktir”
dercesine tirkiitlici bir savia ortaya ¢ikip bunu da kendine 6zgii bir y6ntemle
kanitladifini ilan etmesi, tim matematikgileri korkutmus ve kanmitlamada bir hata
olmasi gerektigi diisiincesine iletmistir. Hatta biiyiik Hilbert’ in, son yillarm, bu

hatay1 ortaya gikarmak yolunda gegirdigi bile sGylenmektedir.
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Godel’ in s6ziinii ettiimiz ¢aligmalarindan en dnemlisi (ki burada, kullanilan
kamitlama yonteminin bir krokisini vermeye ¢alisacagiz), 1931’ de yazdigi ve orijinal
Almanca; Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und
verwandter systems, Ingilizce; On formally undecidable propositions of Principia
Mathematica and related systems ve Tirkge; Principia Mathematica ve benzeri
sistemlerin formel olarak karar verilemeyen onermeleri iizerine [1] adly makalesidir.
Bu makale, matematik tarihinin 6nemli bir déntim noktasidir ve matematigin mevcut
bigimsel yapist igindeki sinirliliklarimi belirlemektedir. Gédel, s6z konusu makalenin
baslangicinda asagidakilerin altini ¢izmigtir [28] :

“Matematigin giderek daha kesinlige dogru ilerlemesi, kamtlamalarin az
sayida mekanik kuralla yapilabilmesini saglayan bigimsellestirme sayesindedir.
Simdiye kadar olugturulan en kapsaml bigimsel sistemler; Principia Mathematica ve
Zermelo-Fraenkel aksiyomatik sistemleridir. Bunlar, bugiin matematikte kullanilan
genel yontemleri, az sayida aksiyom ve ¢ikanim kurallarina indirgeyerek
bigimsellestirmislerdir. Bu nedenle, bu aksiyomlar ve ¢ikarim kurallari ile her
matematiksel problemin ¢6ziilebilecegi diistintilmiistiir. Bu makalede, durumun boyle
olmadify, yani yukandaki iki sistemde de tam sayilar kurami i¢inde, aksiyomlardan

hareketle karar verilemeyecek olduk¢a basit 6nermelerin varlif gosterilmisgtir.”

Bu konuya iligkin Godel’ in, Monatshefte fiir Mathematik und Physik adli
dergiye yazdigi bir yazida asagidaki teoremler ve kanitlar1 yer almaktadir [4,5].

Eger Peano aksiyomlarina, segme aksiyomunun tlim tipleriyle birlikte,
Principia Mathematica’ nin mantigint eklersek, bir S formal sistemi elde ederiz. Bu

S sisteminde, asagidaki teoremler kanitlanabilir:
1. S sistemi tam degildir; yani sistemde Oyle A 6nermeleri vardir ki ne A, ne

de A kamtlanabilir. Ayrica 6zel olarak S sistemi, x bir dogal say1 olmak iizere,
(Ex)F(x) basit yapisinda karar verilemez problemler igerir (Ustelik S.F.K.” den 6yle
formiiller igerir ki, bunlarin ne evrensel gecerliliginin kaniti yapilabilir, ne de bunlara

en az bir ters 6rnek verilebilir).

2. Hatta, Principia Mathematica’ nin tim mantiksal 6nlemleri alinsa bile
(genisletilmis fonksiyonel kalkiiliis, se¢me aksiyomu, v.s.), S sistemi igin

matematiksel bir tutarlilik kanit: yoktur.
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3. Hatta, S sistemine sonsuz goklukta bagka aksiyomlar eklense bile, w-tutarl
olacak sekilde tam bir sistem olugturulamaz (Her n dogal sayisi igin (3X)%
ispatlanabilir olacak sekilde bir F(x) 6zelligine sahip olmayan bir sisteme w-tutarli
denir).

4. Teorem 1, S sistemine, aksiyomlar kararli olacak sekilde, sonsuz ¢oklukta
aksiyom eklense bile, S sisteminin bdylece elde edilen tiim w-tutarli genisletilmigleri

i¢in hala gegerlidir (Aksiyom sisteminin kararliligi; her formiiliin, bir aksiyom olup

olmadigina matematiksel olarak karar verilebildigi anlamina gelmektedir).

Peano aksiyomlari, segme aksiyomlart ve Principia Mathematica’® nin
mantig1 ile olugturulmus bigimsel sisteme S diyelim. Sistem (S); temel semboller,
temel sembollerin belli kurallarla bir araya gelmesi ile olusan 6nermeler (O.),
aksiyomlar ve teoremlerden (kanitlamalardan) (K.) olugsmaktadir. Temel semboller;
sabit semboller (S.A.) ve degisken sembollerden olusur. Degisken semboller; sayisal
degiskenler (S.D.), 6nerme degiskenleri (0.D.) ve yiiklem degiskenlerini (Y.D.)
icerir. Ust-matematiksel bir yaklagimla (burada meta-S diyebiliriz) S* den (ya da
daha dogru olarak S’ nin sembol, 6nerme ve 6nerme dizilerinden olusan anlamh alt
kiimelerinin ailesinden) N dogal sayilar kiimesine bir fonksiyon tanimlayahm. Yani
her sembol, her 6nerme ve her 6nerme dizisine (kanitlamaya), bir dogal say1 karsilik

gelsin. Bu fonksiyonun kurali agagidaki gibidir:
SA.={-,v,—>,3,=,0,a,(,),,}
SD.={x,y,2,...}
OD.={p,q,1,...}
YD.={P,Q,R,...}
O.={pvp— p, Ix(x=ay), Ixx +3=5),...}
K. ={ {Ix(x = ay), (3x)(x=§0) }...}

(ay; y dogal sayisinin ardigigim gostermektedir)

olmak lizere,
S=S.A.USD.uOD. uUYD uO UK

oldugunu farzediyoruz. Burada sadece S.A. sonlu olup, diger tiim kiimeler sonsuz

kardinalitededirler. Simdi,
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f:S—>N

fonksiyonunun kurali soyledir:
f-)=1,8v)=2,f(>)=3,f3F)=4,f(=)=5,f0)=6, fay=7
f((O)=8,1())=9,1(,)=10
fx)=11,f(y)=13,f(z)=17,. ..
fip)=11%,f(q) =132, f(r) = 17%, . ...
fP)=11%,f(Q) =13*,f(R) =17, ...

Ayrica, A; sira ile aj, a, ..., a, temel simgelerinden olusan bir sézciik (tiimce,

onerme, formiil, tam deyim ...) ve p, n asal sayilar olmak iizere,
fla)= of@) 3f() pf(a,,)

ve B; siraile A, Ay, ..., A sozcliklerinden olugan bir kanitlama dizisi ve q, m asal

sayilar olmak iizere,
f(B) = 274 3A) _ gfhw

olsun. Boylece S sisteminin her objesine bir dogal say1 karsilik getirilmis olmaktadir.
Sabit sembollere 1’ den 10’ a kadar dogal sayilar; sayisal degiskenlere 10” dan biiyiik
asal sayilar; 6nerme degiskenlerine 10’ dan biiyiik asal sayilarin kareleri; yiiklem
degiskenlerine 10’ dan biiyiik asal sayilarin kiipleri; s6zciiklere, eger s6zciik n tane
simgenin bir araya gelmesiyle olugmus ise sira ile ilk n asal sayinin, olugturucu
simgelere karsilik gelen goruntiller kadar kuvvetleri alinarak c¢arpimi; ve
kanitlamalara, eger kanitlama m tane sézctiglin bir araya gelmesi ile olugmus ise sira
ile ilk m asal saymnn, olusturucu sozciiklere kargsilik gelen goriintiiler kadar
kuvvetleri alinarak ¢arpimi kargihik gelmektedir. Bu sekilde tanimlanmig fonksiyonda
f[S]’ nin elemanlarina Godel Sayilar: [28] denir.

Omnek olarak, 3 x(ax = 2) tiimcesine karsilik gelen dogal sayi,
f(Ix(ax =2)) = 2@ 3™ 5O i@ 11760 137 177 190
=24 3", 88 7 11" .13 17® 19°

seklinde tanimlanir. Burada 2 simgesi, temel simgeler arasinda bulunmamasina
ragmen, 0’ 1 ardigiimin ardigig1 anlamina gelen ‘aa0’ s6zctigiiniin kisaltilmigi olarak

kullanilmigtir. O halde, f(2) = f(aa0) = 27.37.5° olur. Benzer sekilde her n dogal



161

sayisi, a simgesi kullamlarak ‘aa...a0’ seklinde yazilabilir ve buna karsilik gelen

Gédel sayisi da,
f(n) = f(aa...a0) =27 .37 .5". ..p" . ¢°

olur. Burada p; n. asal say1 ve q; n+1. asal sayidir. f fonksiyonunun 1-1 oldugu fakat
orten olmadig1 kolayca goriilebilir. Ayrica, bir dogal say1 10’ dan biiytikse, bir asal
saymin 1. 2. veya 3. kuvveti degilse, asal ¢arpanlara aynlisinda gegen asal tabanlar
sira ile ilk asal sayilar degilse ve iislerden en az biri Godel sayis1 degilse, ad1 gegen

say1 bir Godel sayis1 degildir.

Sistem i¢inde, temel simgeler arasinda bulunmayan bagka simgeler de yer
alabilir. Bunlarin anlami, temel simgeler cinsinden verilebilir. Omek olarak, temel

simgeler arasinda gegmeyen A eklemi,

pAq=pVq
esitligi ile tanimlanabilir. Zira p A q ifadesinin Gddel sayisi, 1_) v c_l ifadesinin Godel
sayisidir.

S bicimsel sisteminin dili obje-dil olarak alimrsa, S hakkinda konusulan dil
meta-dil (iist-dil) olur. S’ nin diline matematiksel dil, sz konusu meta-dile de meta-
matematiksel dil (list-matematiksel dil) diyelim. O halde Gddel sayilarmi agiklarken
kullandigimiz ifadeler (fonksiyonlar, simgeler v.s.), list-matematiksel dile aittir. Ust-
matematiksel dilin ifadelerinde, matematiksel-dilin simge ve sozciikleri de
gegmektedir. Matematiksel-dildeki ifadelerin yapisal ozellikleri ile ilgili {st-
matematiksel dile ait Onermeler, bir takim matematiksel-dile ait Onermelerle
eslestirilebilir. Ust-matematiksel 6nermelerde gegen matematiksel simge ya da
sozciiklerin birer Godel sayilart oldugunu biliyoruz. Bu matematiksel objeler ve
birbirleriyle olan yapisal iligkilerini konu eden bir iist-matematiksel énermeye, bu
onermenin igerigindeki matematiksel objelere karsilik gelen Godel sayilart
arasindaki sayisal (ve dolayisiyla matematiksel) bagintilar karsilik gelir. Bu tlirden
{ist-matematiksel énermelerin kiimesine U.M.K. dersek ve matematiksel-dile ait u, v,
w, ... objelerini igeren bir iist-matematiksel 6nermeyi A(u, v, w, ...) seklinde

gosterirsek,
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g:UMK.—» S

g( Ay, v, w, ...) ) = Ba( f(u), f(v), f(w), ...)
fonksiyonu UM.K.” daki her A 6nermesini, S’ deki bir sayisal f bagmntisina
dénugtiiriir. Matematiksel-dil ile ifade edilmis olan bu § bagintisi, yine S° deki u, v,
w, ... objelerine karsilik gelen f(u), f(v), f(w), ... Godel sayilan arasindaki bir
aritmetiksel bagintidir. u, v, w, ... objeleri yerine simgeler, degiskenler, 6nermeler ve
onerme dizileri gelebilir. Ornek olarak; “p, q, r, ... 6nermeler dizisi S’ yi kamtlar”
iist-matematiksel dnermesinde gegen dizinin Gddel sayis1 x ve f{S) =y ise x ve y
dogal sayilar1 arasindaki PB(x,y) bagintisi, S i¢inde ist-matematiksel Gnermenin g
altindaki goriintiisiidiir. Kuskusuz ki gerek iist-matematiksel onermeler ve gerekse
bunlarin g altindaki goriintiileri olan matematiksel Onermeler, ayni anlama gelen
degisik bigimlerde ifade edilebilirler. Simdi yukaridaki {ist-matematiksel énermeyi
“Godel sayis1 x olan 6nermeler dizisi, Godel sayist y olan 6nermenin kanitlamasidir”
seklinde ifade edelim ve S’ de buna kargilik gelen sayisal bagint1 da B(x,y) olsun. O
halde B’ nin S° deki bigimsel degili olan —B(x,y) onermesi de, “Gddel sayist x olan
onerme dizisi, Godel sayis1 y olan 6nermenin kanitlamasi degildir” list-matematiksel

Onermesinin g altindaki goriintiisiidiir. Yine S’ deki,

VX (BX,Y) Jerorererrererenrrinerenserersessessesesnessstesassessssesensosesssscssansssssssess 1

Onermesi; “her x igin, Godel sayisi1 x olan 6nermeler dizisi, Godel sayist y olan
Onermeyi kamitlamaz” ya da aynmi anlamda olan; “S ig¢inde, G6del sayist y olan
onermeyi kanitlayan hi¢bir 6nerme dizisi yoktur” veya; “Gédel sayis1 y olan Snerme,

S’ de kamtlanamaz” tist-matematiksel onermelerinin goriintiisiidiir.

Simdi S iginde bir ‘h’ isim forksiyonunu $dyle tanimlayalim: “Godel sayist a
olan onermede, Godel sayisi b olan degisken yerine c¢ koyularak bulunan yeni
onermenin Goédel sayis1” iist-matematiksel ifadesi, bir d Godel sayisim ifade etsin.
Bu durumda, a, b, ¢’ ye bagli olan bu d say1s1 S i¢inde,

d=h(a, b, ¢)

seklinde bir isim fonksiyonu olarak ele alinabilir. O halde S i¢indeki, rnek olarak,

h(z, 17, 2)
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bigimsel ifadesi; “Godel sayisi z olan onermede, Godel sayisi 17 olan degisken
yerine z koyularak elde edilen 6nermenin G6del sayis1” iist-matematiksel ifadesinin

goriintiisiidlir ve bir Godel sayisim temsil etmektedir. 1 6nermesinde, y yerine
h(z, 17, z) sayisin1 koyarsak,

VX (B N(Z, 17, Z))) oottt vse et 2
onermesi elde edilir. S’ deki bu matematiksel 6nerme, “Gédel sayisi h(z, 17, z) olan
Onerme kanitlanamaz” {ist-matematiksel Onermesinin g altindaki goriintiisiidiir.
2’ nin Godel sayis1 (yani f altindaki gériintiisii) m olsun. Simdi 2’ de, (G&del sayis1

17 olan) z degiskeninin yerine m sayisim koyarsak, S’ de;
VX (B, h(m, 17, M))).ceiiceiirriieeenieseesereeicsee e resre e se e 3

onermesini elde ederiz. Bu 3 6nermesinin Gédel sayisi,

h(m, 17, m)
olur. Ciinkii 3 bigimsel 6nermesi, Godel sayisi m olan onermede, z yerine m
koyularak elde edilmistir ve h(m, 17, m) sayis1 da, Gddel sayist m olan dnermede z

yerine m koyularak elde edilen 6nermenin Gédel sayisidir. O halde 3 matematiksel

énermesi,

“ 3 KANITIANAINAZ” . .....evieeeeeeeeereeeeeeeeeeteeeeeeeeessseeeeeseseasaeesesasaaasasnensasnns 4

iist-matematiksel Onermesinin S ic¢indeki goriintiisiidiir. Ciinkii 4, “Godel sayis1
h(m, 17, m) olan O6nerme kanitlanabilir degildir” {iist-matematiksel Gnermesine
denktir. Simdi 3’ tin ( h(m, 17, m) Gédel sayili 6nermenin) S iginde kanitlanabilir
oldugunu farzedelim. Bu durumda kanitlamanin ‘t> gibi bir Godel sayis1 olacaktir ve
bu t sayis1; “h(m, 17, m) Godel sayili 6nerme, Godel sayis1 k olan dnermeler zinciri
tarafindan kanitlanir” tist-matematiksel 6nermesinin g altinda S’ deki gériintiisii olan,
B(k, h(m, 17, m))
Onermesini saglar. Yani,
Ax (B(x, h(m, 17, m)))
dnermesi ve buna denk olan,

-Vx (—B(x, h(m, 17, m)))



164

Onermesi dogrudur. O halde,

3 kamitlanabilir = — 3 kanitlanabilir.
Benzer sekilde,

—3 kanitlanabilir = 3 kanitlanabilir
ve sonug olarak,

3 kanitlanabilir < —3 kanitlanabilir

sonucu elde edilir.

Bir 6nermenin hem kendisi hem de degili, tutarli bir aksiyom kiimesinden
hareketle elde edilemez [28]. O halde, eger S’ nin aksiyom sistemi tutarli ise 3
Snermesinin dogruluguna ya da yanlighgina karar verilemez, yani ne 3 ve ne de —3,

aksiyomlardan ¢ikarilamaz. Ancak,

VX (=B, B, 17, T)))eererrrrrrreereeseeeeememmamaasessesesssssesssesesessesssesenses 3

Onermesi aksiyomlardan hareketle elde edilememesine karsin, bu 6nermenin dogru

oldugu iist-matematiksel akil yiiriitmeyle kolayca gosterilebilir:
“ 3 KANILIANAMAZ”......vcvievereerereeereeerneseersesenseresasesessosessasensosenessses 4

{ist-matematiksel 6nermesinin dogru oldugunu kanmitlamistik. Bu 6nermenin S’ deki
matematiksel goriintiisiiniin 3 oldugunu da biliyoruz. Ust-matematiksel énermelerle
matematiksel 6nermeler arasindaki eslemede, dogru Onermelere yine dogru

onermeler karsilik geldiginden 4 dogru iist-matematiksel nermesine karsilik gelen

3 matematiksel 6nermesi de dogrudur.

Bu sonug, S sisteminin aksiyomlarnin tutarli olmalann halinde tam
olmadiklarim da gostermektedir. Daha ¢nce tamimlandify {izere, bir aksiyom
sisteminin tam olmas, bi¢imsel sistem igindeki her dogru 6nermenin aksiyomlardan
elde edilebilmesi anlamina gelir. Oysa S’ de olusturulan 3 6nermesi dogrudur (ist-
matematiksel yontemle gosterildi), fakat aksiyomlardan ¢ikarilamamaktadir.

Ayrnica S’ ye, aksiyomlardan g¢ikarilamayan bu dogru onerme bir aksiyom

olarak eklense bile, sistem yine de tam olmaz. Clinkii ayn1 akil yiirlitmelerle, yeni
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sistem iginde de karar verilemeyen fakat dofru olan Onermelerin varlhig

gosterilebilir.

Artik S’ nin tutarliliginin S iginde kalarak kanitlanamayacag, basit bir akil
ylriitmeyle gosterilebilir:

“S tutarli ise S tam degildir ”

iist-matematiksel 6nermesine S iginde,
Jy Vx (-B(x,y)= VX (—B(X, h(m, 17, mM))).cccriereceeiieriererreneennn, 5

matematiksel onermesi karsilik gelir. Gergekten bu gerektirmenin Onciil kismi; “S
tutarlidir”  tist-matematiksel Onermesine denk oldugunu gosterdigimiz ve
“kanitlanamayan en az bir 6nerme vardir” iist-matematiksel 6nermesinin S gériintiisii

olan,

TY VX (PR,F))ewereerereneeerreneorenereninsesaseesessesestesestsnasessesssssessesesssssssasens 6

matematiksel dnermesidir. Sonug kismu ise; yine daha 6nce, S’ nin tam olmadigim

bize gosteren 3’ dir. Simdi eger 6 kamtlanabilir olsaydi, 5 ve ayirma kurali
geregince 3’ de kamitlanabilir olurdu. O halde, bu celigkiyi ortaya g¢ikaran “6

kanitlanabilir” varsaymmi yanlistir. Yani S’ nin tutarli oldugu S iginde kalarak

kanitlanamaz.

Sonug olarak Hilbert’ in diisledigi bir mutlak tutarlilik kanitlamasinin sonlu
yontemlerle yapilamayacagi anlagilmaktadir. Zira herhangi bir aksiyom kiimesinden
¢ikarilamayacak, sonsuz ¢oklukta dogru énerme vardir. S° nin tutarliligi ancak iist-
matematiksel yontemlerle ve Hilbert’ in sonlayic1 ydnteminden vazgegilerek, Hilbert
ekoliinden Gerhard Gentzen tarafindan 1936’ da kamitlanmustir [S0]. Daha sonra
bagka kanitlamalar da verilmis olsa da, bunlar Hilbert’ in istedigi yeterlilikten

uzaktirlar.
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5.3 GODEL’ IN ONEMLI MAKALELERI [4,5]

On the completeness of the calculus of logic # 1929

The completeness of the axioms of the functional calculus of logic # 1930
On the completeness of the calculus of logic # 1930a

Some metamathematical results on completeness and consistency # 1930b
Lecture on completeness of the functional calculus # 1930c

On formally undecidable propositions of Principia Mathematica and related

systems # 1931

Discussion on providing a foundation for mathematics # 1931a

On undecidable sentences # 19317

On the intuitionistic propositional calculus # 1932

A special case of the decision problem for theoretical logic # 1932a
On completeness and consistency # 1932b

A property of the realizations of the propositional calculus # 1932¢
On Parry’ s axioms # 1933

On independence proofs in the propositional calculus # 1933a

On the isometric embeddability of quadruples of points of R3 in the surface of a
sphere # 1933b

On Wald’ s axiomatization of the notion of betweenness # 1933¢

On the axiomatization of the relations of connection in elementary geometry #
1933d

On intuitionistic arithmetic and number theory # 1933e

An interpretation of the intuitionistic propositional calculus # 1933f
Remark concerning projective mappings # 1933g

Discussion concerning coordinate-free differential geometry # 1933h
On the decision problem for the functional calculus of logic # 19331

The present situation in the foundations of mathematics # 1933j



24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.
34.

3s.
36.

37.
38.

39.
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Simplified proof of a theorem of Steinitz # 19337

On undecidable propositions of formal mathematical systems # 1934
Discussion remark # 1936

On the length of proofs # 1936a

Lecture at Zilsel’ s # 1938

Lecture at Gottingen # 1939

Lecture on the consistency of the continuum hypothesis (Brown Univ.) # 1940
In what sense is intuitionistic logic constructive? # 1941

Some observations about the relationship between theory of relativity and

Kantian philosophy # 1946
Lecture on rotating universes # 1949

Some basic theorems on the foundations of mathematics and their implications #

1951
Is mathematics syntax of language? # 1953

The modern development of the foundations of mathematics in the light of
philosophy # 1961

Ontological proof # 1970

Some considerations leading to the probable conclusion that the true power of the

continuum is N2 #1970a

A proof of Cantor’ s continuum hypothesis from a highly plausible axiom about
orders of growth # 1970b

40. Unsent letter to Alfred Tarski # 1970c
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BOLUM 6

SONUC

' 3.

“Baglangi¢ nasildi, son nasil olacak, yoksa ikisi de mi yok?!...”; temel kusku,
kuskusuz bu!... Bilim ve kutsal kitaplar, koca evrenin biiyiik patlama ile neredeyse
yoktan var oldugunu ve yok olusun da kaginilmaz oldugunu sdyliiyor. Matematigin
sorunu ise bu degil... Varliktan yoklugun, yokluktan varligin olusmasi matematiksel
bir aleladeliktir. Gergel sayilar vardir ama bagi sonu yoktur; istedigimiz kadar kiigiik
sonsuz ¢oklukta pozitif say1 vardir ama bunlarin en kii¢tigli yoktur; bos kiimenin tiim
elemanlar1 sonsuzdur, hatta ¢api da sonsuzdur (-); evrenin tim noktalari, kiigiik
bir toz zerreciginin igerdiklerinden daha ¢ok degildir; evrendeki tiim atomlarin sayisi,
istedigimiz kadar kiigiik bir araliktaki noktalarin sayisimin yaninda solda sifir kalir
(yani ilkine a, ikincisine b dersek; a+b = b+a = b’ dir). Evrendeki noktalar kadar

baska evrenler olsa, tiim bunlardaki noktalarin sayis1 kiigiik bir aralikta tanimli ve
gergel degerli fonksiyonlarin sayisinin yaninda yine solda sifir kalir; f(x) =1 kural1
X

ile verilen fonksiyonun sifir civarindaki degerleri ise eksi sonsuzdan art1 sonsuza
firlar! Tiim bunlar ve daha nice akil almaz gibi goériinen olgular, matematikgiler
tarafindan kolaylikla kanitlanir. Matematikgilere gore; “yanlis dogruyu gerektirir”,
“yanlis yanhgi gerektiriyorsa dogrudur” ve hatta bunlar birer kanundur. 1960’ larda
Penrose ve Hawking; “fizik kanunlarina gére kara deliklerde, fizik kanunlarimin
gecerli olmadify noktalar olmasi gerektigini” kanitlamuglardir. Yani “dogruysa
yanligtir” bulmuslardir. Matematikgileri gileden gikaran, paradokslardir... Insanoglu
ikilemlerden hi¢ kurtulamamistir... “Maymundan m? Balgiktan mi?”, “Elmay:
yedigi mi iyi oldu? Yoksa yemese miydi?” Dogruyu bulamiyoruz... En akillilarimiz
arasinda bile her kafadan bir ses gikiyor. Iste bir kag:

Platonizm, Phythagorizm, Intuitivizm, Formalizm, Empirizm, Hiimanizm,
Idealizm, Rasyonalizm, Realizm, Pozitivizm, Stoasizm, Teizm, Ateizm, Vitalizm,
Agnostizm, Animizm, Atomizm, Solipsizm, Spiritualizm, Pragmatizm, Pluralizm,

Panteizm, Behaviorizm, Determinizm, Dualizm, Epitenomenalizm, Fatalizm,
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Fenomenalizm, Finalizm, Kuskuculuk, Belirlenemezcilik, Uzlagmacilik,

Yanliglanabilircilik, Mistisizm, Monizm, Nihilizm, Nominalizm, ...!

Buna kars1 bir tez olarak, L. Glemens’ den su sézleri de nakletmek yerinde
olacak:

“Hepimizin aym fikirde olmas: iyi bir sey degildir. Calismay: yaratan, fikir
ayriliklaridir” [14].

Insanligin, bu belirsizlikler ve ikilemler diinyasindan kurtulup, yalmzca
dogrularin bulundugu bir alemde yasama tutkusu, matematik denen oyunun
uydurulmasinda bagta gelen etken olmalidir. Gergekten bu alemde yalmizca
dogrularla hagir nesir olmanin huzuru bulunabilir. Fakat bu alemdeki dogruluk
yargilari “bu dogrudur” geklinde degil, “bu dogruysa bu da dogrudur” seklindedir.
Bir seyler ister istemez 6nceden kabul edilir. Yani mutlak dogru bu alemde de
yoktur. Matematikgi, hesaplanmamig hesaplarin olabilecegini hesaba katarak, kesin
bir yargida bulunmak gerektiginde, “dogrudur” yerine “dogru olabilir” demeyi tercih
eder. Celigki gibi goriinse de, Poincare’ in; “matematik¢i bilir fakat zannetmez”
dedigi budur. “Olabilir”, s6z konusu olgu olsa da dogrudur olmasa da dogrudur, o
halde “olur” dan daha dogrudur! Matematik¢i, “bu dogruysa bu da dogrudur” dedigi
zaman da, yine Poincare’ in dedigi gibi; “iknaya caligmaz fakat ispat eder”. Bunu
nasil yaptifi ile epeyce ilgilendik. Fakat ne var ki, yanli§ yapmanin asla
affedilmedigi ve bu nedenle gok ince elenip stk dokunan bu alemde bile, su inang
sarsict paradokslar matematik¢inin yakasindan diismez... Bu akil almazliklar Cantor,
Godel, Hilbert gibi en akillilan bile ¢ildirtmistir! Cok akilli degilsen sorun degildir.
Ciinkil o zaman ¢ok derine inemezsin ve her sey aydinlik geliyorsa ¢ildirmak igin

sebep olmaz!...

Diyebiliriz ki, matematigin dramatik ¢okiisti (ve bu nedenle de miithis
yiikseligi!) Cantor’ la baglamistir. Sonsuzluklari hizaya getirdigi sahane teorisinin
sonunda Cantor’ u ¢ildirtan sadece, meslektaglarinin onu anlamamalar1 ve hatta
yaptiklarina deli sagmas: yakistirmasinda bulunmalart degildi; ayrica teorisinin
{izerine diismekte olan paradoks kabusunu da gormiistil... Hi¢ kimsenin asla aksini
iddia edemeyecegi, son derecede naif, “birebir eslenebiliyorlarsa aym

miktardadirlar” varsaymmi f{izerine kurdugu ve kendisinin de zaman zaman;
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“gOriiyorum ama inanamiyorum” dedigi inanilmaz amtsal teori, bir matematik

klasigi, paradokslar yiiziinden ¢6kmek iizereydi!...

Benzer bir hayal kiriklifinm1 Frege’ de yasamis ve bunu; “matematik ¢okiiyor”
nidalartyla dile getirmistir. 19. ylizyll matematiginin Cantor, Frege, Hilbert gibi
gicli mimarlari, Russell’ in 1902° de ortaya koydugu iinlii paradoks ile
sarsilmiglardir. Paradoks, kiime teorisinin kavramlarindan hareketle ortaya gikiyordu
ve kavramlarin kiime teorisinden hareketle ele alimisi ise Frege’ in 1884 deki
Onciiliigiiyle, Russell dahil ¢ogu matematik¢i tarafindan benimsenmisti. Ancak
Russell’ 1n paradoksu isleri alt tist etmigti!... Celiski ¢ikarmayan bir aksiyom sistemi
ve akil yiirlitme yontemi gerekiyordu ve Russell ve Whitehead bu amagla Principia
Mathematica® da {inlii formel sistemlerini gelistirdiler. Bu sistemin miikkemmelligine
Hilbert’ de inand1 ve iistelik bu sistemden geligki ¢ikmayacaginin kamitinin da
yapilabilecegini savundu. Gergekten tam formalizasyon, tipler teorisi, obje-dil meta-
dil ayinmu v.d. ile (birgok tenkitler almasina ragmen) paradokslarin nasil ortadan
kaldirildigim biliyoruz. Mutlak bir evrensel kiimenin varhgm kabul ettigimiz ve
bunu kullanmay1 beceremedigimize gore biz de sadece konu evreniyle
yetiniveririz!...

Hilbert programi, matematigin yeteri kadar genis ve iyi tamimlanmis bir
konusu i¢in gerekli olan tiim akil yiiriitme yOntemlerini igeren bir aksiyomatik
bigimsel yapt olusturmayr amaglamistir. Boylece tutarlilik ve tamlik sorunlarinin
halledilebilecegi umulmustur. Tiim matematiksel ifadeler sonlu simge dizilerinden
olugur ve bu dizilerin olusumunun 6nceden belirlenmis kesin kurallar1 vardir. Her
biri, sezgiye yol agacak herhangi bir digsal ¢agrisimlar1 olmayan, sadece kendi
iclerinde (ancak oyunu bilenlerin anlayabilecegi) igsel islevleri olan simgeler
mozaigi formundadir. Bu mozaik sayesinde tiim dogru Snermeler (Hilbert’ in 23
problemi de dahil) aksiyomlardan ¢ikarilabilecek ve aksiyomlarda higbir celiski
¢ikmayacakti. Bu gergevede Hilbert, 1918 ve 1922 yillaninda, kiime teorisinden
kaynaklanan paradokslara karsi, tam bi¢imsellestirilmis bir S sistemi kullanmay:
Onermistir [2]. S* de Onceden segilmis asal semboller, formiiller (sonlu sembol
dizileri) ve kamitlamalar (sonlu formiil dizileri) bulunacaktir. Bigimsellesme
gerceklestirildiginde, matematigin herhangi segilmis bir kisminin Onermeleri,

anlamlarindan arindiriimis  simgesel objeler lizerinde yapilan basit mekanik
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islemlerle elde edilebilecektir. Boylece informal (bi¢imsellesmemis) matematikteki,

sezgiye yer vermenin yol agti1 paradokslardan kurtulunacaktir.

Ne yazik ki, islerin tam da iyi gittigi bir sirada Gédel, formalizme ezici bir
darbe indirmigtir. Ustelik formalizmin kendi silahlanyla... Kendine referans
kavraminin, bir paradoksa yol agmayacak sekilde ustaca kullamildigs Gédel’ in Tam

Olmama Teoremi soyledir:

Tam sayilan igeren herhangi bir aksiyomatik sistemde, ne dogruluklarinin ve
ne de yanhghklarmn, sistemin aksiyomlarindan hareketle ¢ikarilamayacag

onermeler vardir. Bu ise, bigimsellesmenin gergeklesemeyecegi anlamina gelir.

Godel teoremi meta-dilsel bir 6nerme oldugundan, bir meta-teoremdir; fakat
kanitlama, meta-dili obje diizeyine indirgeyerek ve tamamen formel sistem iginde

kalarak (onun kurallarina gére) yapilmistir.

Godel’ in 1931 tarihli makalesi [1], 20. yiizyilda matematiksel mantik ve
matematigin temellerine iligkin tartiymasiz en 6nemli eser olarak kabul edilir. Bunun
bir 6zeti, 23 Ekim 1930’ da Viyana Bilimler Akademisi’ nde sunulmus, tiim metin
ise, daha sonra Monatshefte fiir Mathematik und Physik dergisinde yayinlanmstir. 22
Ocak 1931’ de Godel, basit tipler teorisi yerine, Peano aritmetigini temel sistem

alarak, 6nceki teoremlerinin daha genel kanitlarini vermistir.

Kisaca ozetlersek Godel, say1 teorisini kapsayan bir bigimsel aksiyomatik
sistem almistir. Bu sistemin Onermelerine obje-diizey, sistem ve sistem igindeki
Onermelere de meta-diizey Onermeler dersek; Godel 6nce meta-diizey Snermeleri
sayilara iligkin obje-diizey 6nermelere indirgemis ve her bir obje-diizey 6nermesine
ve 6nerme zincirlerine (ve tabii ki simgelere) de birer Godel sayisi (bir gesit kod
numarasi) karsilik getirmigtir. Daha sonra ustaca akil yiirlitmelerle, sayilara dair
(meta-diizeyde) ve kendi kendisinin kanitlanamayacagim ifade eden bir obje-diizey
Onerme inga etmistir. Bu 6nermenin dogru oldugu, ancak ve ancak obje-diizeyde
ispatlanamaz ise ispatlanabilmektedir. Aksiyomlar tutarli ise, bu Onermenin ne
dogrulugu ve ne de yanlishg1 kanitlanabilmektedir. Ustelik bu 6nerme sisteme yeni
bir aksiyom olarak eklense bile, ayn1 yontemle, yeni karar verilemez (yani sistemden

bagimsiz) 6nermeler tiiretilebilmektedir [51].
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Algoritma [52] sdzctgii; bir problemin ¢6ziimlenmesinde kullanilan ardigik
rutin (veya mekanik) islemler zinciri anlamina gelir. Horasanli Tiirk matematikgisi
Harezmi (al-Khowarizm)’ nin 825’ de yazdig1 Kitab el Cebr ve’ | Mukabele adli
cebir kitabinda, cebirsel problemlerin ¢oziimlerinde orijinal algoritmalar kullandig:
bilinmektedir. Zaten algoritma sézciiflii de onun adindan gelmektedir. Bununla
birlikte algoritma kavraminin kesin tanimlamasi ancak 20. ylizyilda verilebilmistir.
Ingiliz matematik¢i Alan Turing 1937 yilinda, Hilbert® in, Entscheidungs problem
adiyla anilan ve 1900 Paris ve 1928 Bologna kongrelerinde sundugu; “herhangi bir
matematik probleminin ¢6ziimii i¢in gegerli bir algoritmik yontemin olup olmadi§:”
problemine genis kapsamli bir ¢dziim getirebilmek amaciyla, Turing Makinesi
kavramini ortaya atmugtir. Turing Makinesi fiziksel bir nesne olmayip, belli
yontemlerle algoritmik islemler yapabilen bir soyut aygittir. Hilbert’ in kendi
problemini ¢6zmek i¢in olusturdugu programin, Godel teoremiyle ¢ikmaza girdigini
biliyoruz. Turing’ in ilgilendigi problem ise biraz daha genel olup; “matematigin tiim
problemlerini sira ile ¢ozebilecek genel bir mekanik yontemin ilke olarak
olabilirligi” ni sorgulamaktadir. Turing bu amagla, basitten zora degisik problem
siniflarim  ¢6zebilen degisik cinslerde Turing Makineleri tamimlamigtir. Benzer
diisiinceler daha once A. A. Markov, Alonzo Church, S. C. Keene, Emil Post ve
bagkalar1 tarafindan da ortaya koyulmustur. Sonunda Church-Turing Tezi denilen
ortak goriig; “Turing Makinesi kavrami, matematik agisindan algoritmik bir yontemle
anlatmak istenen kavram” [52] olarak ortaya ¢ikmugtir. Turing, Fermat problemi,
Goldbach samsi gibi problemlerin (ya da daha genel olarak tiim problemlerin)
¢Oziimii igin bir yontemin olamayacagimi kamtlamistir. Bir Turing Makinesi’ yle
¢ozillemeyecek ve sezginin kaginilmaz oldugu baska bazi problem &rnekleri de,

Roger Penrose tarafindan bulunmustur.

Matematik ve mantiktaki gelismelere paralel olarak, matematiksel mantik da
20. ylizyilin ikinci yarisindan itibaren ciddi bir gelisim siireci igerisine girmistir.
Godel’ in 1930’ lu yillardaki makalelerini [4,5] takip eden yillar, &zellikle ¢ok
degiskenli mantik gesitlerinin ortaya ¢ikmasiyla, paradokslarin giderilmesine iligkin
onemli bir umudu beraberinde getirmigtir. 1970 li yillarda Zadeh tarafindan
gelistirilen Fuzzy Mantig [S3] ise, son haliyle, degisik bilim dallarindaki

agilimlarindan bagimsiz olarak, matematiksel mantifin en 6nemli olgusu olarak
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goriilmektedir. Ustelik, Godel Kamtlamasi® min Fuzzy Mantifn cergevesinde

degerlendirilmesi, matematiksel mantikgilarin yeni ilgi odagi haline gelmektedir.

Bu baglamda, yaptifimiz bu galigmanin daha ileri bir agamasi niteliginde,
Fuzzy Mantif1’ nin, tasarlanabilecek herhangi bir aksiyomatik sistemin tamlig;,
tutarliligr ve bagimsizligi adina ortaya koyabilecegi sonuclarin, Gédel Kanitlamasi®
nin vurguladigi gergeklerle karsilagtinlmasinin miimkiin ve oldukga yararl

olabilecegi kanisini tagimaktayiz.
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EK

Bu, su yol ile yapilabilir: S, “Her ctimle” kelimeleriyle baglayan herhangi bir
ciimle olsun. S ciimlesinde su iki degisikligi yaparak S;’ i olugturalim: S’ nin ilk
kelimesi olan “Her” i “Bir” ile degistirelim ve ikinci kelime olan “ciimle” den sonra
tim S ciimlesini tirnak iginde yazalim. Bundan béyle S,” in dogru ya da yanlig
olusuna gére S’ ye, “kendine uygulanabilir” ya da “kendine uygulanamaz” adim
verelim. Simdi su climleye bakalim:

“Her ciimle kendine uygulanamazdir”

Kolayca gosterilebilir ki bu cimle hem kendine uygulanabilir, hem de
uygulanamazdir. Bu ise bir ¢eliskidir. Her ne kadar, bir empirik 6n bilgi
gerektirmeyen bu antinomiyi formiile etmek yeterince kolay olmayabilirse de bu

noktanin {izerinde incelikle durmayacagiz.
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