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ONSOZ

Her alanda gergek bir bilim adammm yetismesinin ne kadar zahmetli, zor ve
uzun bir siire¢ oldugu, hemen hemen herkesgce az ¢ok bilinir. Eger bu alan,
matematik gibi kendine has bir dzelligi olan bir bilim oldugu diisiiniildiigiinde, bu
siirecin Snemi bir kat daha artmaktadir. Iste bu gahsma, ilgili siirecin bir basamagini

olusturmaktadir. Bu basamagin olugmasimn temel unsurlari niteliginde olan,

Dog. Dr. Zekeriya GUNEY’e; her zaman her yoniiyle drnek bir insan oldugu,
¢alismalarmiz boyunca yardimlarii hi¢ esirgemedigi ve akademisyenlik yolunda

elimden daima tuttugu i¢in,

Prof. Dr. Haruo MAKIi’ye; tez konumla ilgili makalelerini benden
esirgemedigi, sorularima daima yamt oldugu ve beni bu siiregte her zaman dogru bir

sekilde yonlendirmeye ¢alistig1 i¢in,

Ozellikle arastrma gorevlisi Fethi Nas, Tarik Demirel, Melda Mahlich,
Sevim Kaya basta olmak {izere diger tiim ¢aligma arkadaglarima; gece giindiiz tezin

yazilmasinda yardimer olduklar1 ve madden ve manen hep destek olduklar i¢in,

minnet, siikkran ve tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

GENELLESTIRILMIS KAPALI KUMELER
VE
GENELLESTIRILMIS SUREKLi FONKSIYONLAR UZERINE

0ZKOC, Murad

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik

Temmuz, 2002

Bu ¢alismada, ilk olarak 1970 yilinda N.Levine tarafindan ileri siiriilen ve
daha sonra W.Dunham tarafindan ele alinan genellestirilmis kapali kiimeler ile kapal:
kiimeler ve 1991 yilinda K.Balachandran, P.Sundaram ve H.Maki tarafindan tanitilan
genellestirilmis siirekli fonksiyonlar ile siirekli fonksiyonlar arasindaki bazi
ozellikler incelenmistir. Topolojik uzaylarda, kompaktlik ve GO-kompakthik
arasmdaki benzerlikler ve farkliiklar irdelenmistir. Ayrica Ti, uzaymm baz:

ozellikleri ile Ty, T1,T2,T3,T4 uzaylar: arasindaki iligkiler ele alimmagtir.
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ABSTRACT

ON GENERALIZED CLOSED SETS
AND
GENERALIZED CONTINUOUS MAPPINGS

0ZKOC, Murad
M.Sec. in Mathematics

July, 2002

In this study, generalized closed sets and closed sets that had been introduced
first by N.Levine in 1970 and then hold by W.Dunham; and some properties between
generalized continuous functions and continuous functions that had been
identified by K.Balachandran, P.Sundaram and H.Maki in 1991 were examined.
Similarities and differences between the compactness and the GO-compactness in
topological spaces were studied. On the other hand, some relationships between
some properties of Ty and Ty, T1,T2,T3,T4 spaces are hold.
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SEMBOLLER DiZiNI
v Her
3 En az bir
Bl Bir ve yalmz bir
\A A’nm tiimleyeni
P(X) X’in kuvvet kiimesi
(ap) a, dizisi
(fn) fn fonksiyon dizisi
fIA] A’nim f altindaki goriintiisti
Al A’nm f altindaki orijinali
fa f’nin A’ya kisttlanmigi
fog f fonksiyonu ile g fonksiyonunun bilegkesi
|A| A kiimesinin kardinalitesi
Xo En kiigiik kardinal say1
R1(=¢) Kontinium kuvveti
n Norm
n(x)(={ixI) X’in normu
(X.n) Normlu uzay
d Metrik
d(x,y) x ile y arasindaki uzaklik
(X,d) Metrik uzay
dn n normundan tiiretilen metrik
da Alt metrik uzay
d(a,A) a noktasmin A kiimesine uzaklhig1
d(A,B) A kiimesi ile B kiimesi arasindaki uzaklik
d(A) A kiimesinin ¢api
d~3d d ve 3 metrikleri denk
S«(a) a noktasimin g-komsulugu
Se[a] a merkezli e-yaricapl kapali yuvar

Td Aciklar ailesi (d metrigine gére)
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Indiskret (ayrik olmayan) topoloji
A’ya rolatif topoloji

Dunham topolojisi

Kofinit topoloji
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T3 12 uzayr

T4 uzay1



a-fonk.

ay. uz.
Ban. uz.
bij.

bir. say. uz.
bir. siir.
biiy. kiime
B-W 6z.
car. top.
den. bag.
deng. siir.
dim(X)
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diz. siir.
diiz. stir.
diiz. yak.
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h. y. yogun
iki. say. uz.
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kes. mon. ar.

kes. mon. az.

k-fonk.
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La

Leb. say.

Lin. uz.

KISALTMALAR DiZzZiNi
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Ayrilabilir uzay

Banach uzay1
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Birinci sayilabilir uzay
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met. vz.
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nor.
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sm.
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STSZ.

sup
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Normal
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BOLUM 1 : GIRIS

Bu ¢alismada, N.Levine tarafindan tamtilan genellestirilmis kapali kiimeler
kavrammdan yola ¢ikilarak, bu kavramin kapali kiimeler, siirekli fonksiyonlar ve
kompakthk kavramlar ile arasindaki iligkiler ele almmustir.

I1. Boliimde ise, matematigin simgesel aksiyomatik bir yapiya doniistiirtilerek
temellendirilmesini savunan David Hilbert (1862-1943)’in ekoliine sadik kalinarak
temel kavramlar formel bir sekilde verilmistir.

III. Bolimde de genellestirilmis kapal kiimeler, genellestirilmis stirekli
fonksiyonlar, GO-kompakthk tanmlar1 ve bunlar arasindaki bir takim dzellikler
incelenmistir. Calismamiz, tiim bu elde edilen bilgiler 15181 altinda yapilmis bir
degerlendirmeyi ve bu konuyla ilgili yapilabilecek ¢alismalar: igeren sonug

béliimiiyle sona ermistir.



BOLUM 2 : TEMEL KAVRAMLAR
2.1 FONKSIYONLAR
2.1.1 Fonksiyonlarmn Ozellikleri

XY, y=f(x), ALA2c X, Bi,Ba Y, {A;] iel} cP(X), {B;| icl} cP(Y)
olmak tizere,
) Aic A= f(Ar) < f(A))
2) f(A1V A2) = f(AD) L f(Az)
3) f(A1\ A D f(AD\ f(Ar)
4) f(AINnA)c f(ADN f(A)
5) f(UA)= U fa)
6) f(OAi) c Of(Ai)
7) Aic f of (A1)
8 BicB,= By < f(By)
9) £ B1UBy) = £ ' BUf (B2
10) £ '(B:\ By) = f'(B1) \ £ (B2)
11) BBy = f ' BN f (B
12) f (UB) = US'(B)

13) £ NBY=N7"BY

14) B; > fof (B
15) f'(\B) =\ f'(By)



2.2 METRIK UZAYLAR
2.2.1 Metrik Fonksiyon

d:X*>-R metrik:<>
x,y,z€ X=>[d(x,y)20)(d(x,y)=0=x=y)(d(x,y)=d(y,x))(d(x,y)<d(x,2)+d(z,))]

2.2.2 Metrik Uzay

(X,d) metrik uzay:e>d:X*->R metrik
2.2.3 iki Nokta Arasindaki Uzakbk
x ile y arasmdaki uzaklik:=d(x,y)

2.3 Norm

(X,0) grup=>n:X—R norm fonk.:<
[x,yeX:>(n(x)20)(n(x)=0<:>x=e)(n(x'1)=n(x))(n(xoy)sn(x)+n(y))]

2.3.1 Normlu Uzay

(X,n) normlu uzay:<>n:X—>R norm fonk.

2.3.2 Norm Metrigi

d,, n nortundan iiretilen metrik:<>dy X?—>R, do(x,y)=n(xo0y™”)
2.3.3 Lineer Uzay Normu

X, R cismi iizerinde lineer uzay=>n:X—R norm fonk.:<

[x,yeX, LeR=(n(x)20)(n(x)=0<>x=e)(n(Ax)=|A|n(X) )(n(xoy)<n(x)+n(y))]

2.3.4 Euclidean Normlar

R
n:R"-R, n(xl,...,Xn)=ﬂ(X1,---9Xn)||=(X12+..«+Xn2)1/2=(Z X} )

i=l



2.3.5. Euclidean Uzakhk
d:RxR">R, d(x,y)={lx-yll= [Z(Xi -¥i) J
i=1
2.4 Alt Metrik Uzay
(A,dp), (X,d)’nin alt uzayi:=(X,d) met. uz., A+f, AcX, da: AR, da(x,y)=d(x,y)
2.5 Bir Noktamn Bir Kiimeye Uzakh

(X,d) met. uz., AcX, ac X=
a noktasmin A kiimesine uzakhgr=d(a,A):=Inf{d(a,x) | xe A}

2.6 iki Kiime Arasindaki Uzakhk

(X,d) met. uz., AcX, BcX=
A kiimesi ile B kiimesi arasindaki uzaklik:=d(A,B):=Inf{d(x,y) | xe A,yeB}

2.7 Bir Kiimenin Capx
(X,d) met. uz., AcX=A kiimesinin ¢ap1:=d(A):=Sup{d(x,y) | x,ye A}
2.8 Smirh Kiime, Smirsiz Kiime

A smirh < -0 < d(A) < ©

A simirsiz & A smirh degil < (d(A)= -0 V d(A)= )
2.8.1 Fonksiyon, Smirsiz Fonksiyon

(Y,d) met. uz.= f: X—(Y,d) siurh & f[X] smirh < d(f[X])eR
:X—(Y,d) sinirsiz < f[X] smirsiz < d(f[X]) € {-o0,00}

2.8.2 Simirh Metrikler

(X,d) met. uz.=>{d(x,y) | (x,y)eX*} goriintii kiimesi, R' de smurh bir kiime ise, buna

smirli metrik, (X,d) uzayma da smirl metrik uzay denir.

d smirh & [D@A[X?])] < ©



Teorem: Bir simirlt metrik uzayin tiim alt uzaylari simrlidir,
Ispat: Besbelli

2.9 Bir Noktanin s-Komsulugu

(X,d) met. uz., aeX, eeR'=
> ) s 9

a noktasmm e-komsulugu:= S¢(a): ={ x | d(a,x)<e, x&X}
2.9.1 Bir Noktanin Komsuluklan

(X.,d) met. uz., ac AcX=A, a’nin koms.:>(Je>0)(Se(a)cA)
A, a’min koms.:<>A\{a}, a’nmn gikarilmig komsulugu

2.10 Agik Kiime
(X,d) met. uz., AcX=A agik < (Vae A)(Fe>0)(S(a)cA) <> [acA=3S(a)cA]
2.10.1 Aciklar Ailesi

a={A]Ac(X,d),acA = 3S(a) c A}
1) (Y.dv) < (X, d) A A, (X,d)’de agik = ANY, (Y,dy)’de agik
2) Aetg= [xeA = A, X’in koms. ]
3) Aerg@ AA={S, (x) |iel = (xeX, £20)})(A=0L 9)

4) [(Acty (| A] < Ro)=> N Aeng][Acty=> U Aey]
2.10.2 Denk Metrikler

(X,d),(X,5) met. uz.:=>
d ve 8 metrikleri denk;= ( d=8 <> t4=15)

2.10.3 i¢ Nokta, Bir Kiimenin ici

(a, A’nin i¢ noktasi):<>(3e>0)(Se(a)cA)
A’nin igi=A%={ x | IS(x)cA}



Teoremler

1) A°cA

2) A%etq

3) 2={B | BcA, Bety}=>A’=max 1,
4) Actg> A=A°

5) 4={B | BcA, Betg}=>A=uU A
6) AcB=>AcB°

7) (AnB)’=A°~B°

8) (A")=A°

2.10.4 Drs Nokta, Dis

(a, A’nin dis noktast):<>(Fe>0)(Sg(a) N A=0)
A’nmn disi=A%={x | (Fe>0)(Se(x) N A=H)}
Teorem

1) A= (\A)°

2.10.5 Smir Noktasy, Smir

(3, A’min sinir noktasi):<>(Ve>0)(S«(a) N A= A Sc(a) N (\A)+H)
1S [e>0=(Se(a) N A+ A Se(a) N (\A)+0)]

A’nin siniri=A%={x | £>0=(Sc(x) N A=l A S:(x) N (\A)=0)}

Teoremler

1) A’=(\A)°

2) A=X\ (A°UAY

3 X=A"UA VA’

A NA=ANA = AN A=

5) A°=\ (AU AY

6) Al=\ (A°U A®)

7) A\A’= A°

8) Aetye> (xeA’=xgA) & A'c\A



2.10.6 Aynrk Nokta, Ayrilmig

(a, A’nm ayrik noktasi):<(Je>0)((Se(a)\{a}) N A=0):=>(Fe>0)((S(a) N A={a})
A’min ayrilmisi:=A%={x | (Fe>0)(S:(x) N A={a})}

2.10.7 Yiznbma Noktasi, Tiirev Kiimesi

(a, A’nim yig1lma nok.):=(Ve>0)((S«(a)\{a}) N A+fl): (e>0=>(S«(a)\{a}) N A+H)
A’nin tiirev kiimesi:=D(A):={x | (Ve>0)((Se(x)\{x}) N A+#)}

Teorem

1) AeB=D(A)cD(B)

2.10.8 Kapah Kiimeler

A kapah < D(A)cA

Kapalilar ailesi: K ¢:={A | A kapah}
Teorem

1) Ae K> \Aety

2.10.9 Kapah s-Komsuluk (Kapah Yuvar)

(a merkezli £ yarigapl kapali yuvar):=S¢[a]:={x | d(a,x)<e}
1) S;[a]eKq

2) AcK >N AeKa

3) AcK (| A] < Xo)=>U A€ K

2.10.10 Kapanig, Degme Noktas

A’nm kapanisi= A =AU D(A)
(a; A’nin degme noktasi):<>ae A
Teoremler

1) ac A < (Ve>0)(S(a)n A=H)
2) AeKa

3) AcB=>AcB

4) Ae KgA=A



5) 2={B | AcB, Be X ¢}= A =mina
6)2={B| AcB, BeXa}=>A=n 1
)} AcA

8) AUB=AUB

9) A=A

10) A=A N (\A)

11) A*e K4

12) AcKq<> ACA

13) A=\A°

14) A=A°UAS

15)\A = (\A)°

2.10.11 Yogunluk

A, her yerde yogun:& A=X

A, yopun:e>( A )+

A, (higbir yerde) yogun degil:<>( A )°=f

1) A=X < (AcB A BeK¢=B=X)

2) A=X < (ANB=0 A Betq=B=0)

3) A=X < (B0 A Bete=>A N B#j)

4) (A)°=0 < [(B #B)Bet)=>BzA]

5) (A)=0 & [(B # #)(Bet)=>(FCcB)(C # B)(Cet)(Cn A=9))
6) (A)°=0 & [(B # B)(Bet)=(3CcB)(C # #)(Cet)(CN A = B)]
T) AeKi=>(A=X < (AP =G

2.11 Aynimalar

2.11.1 Metrik Uzaylarda Diziler

a, (X,d)’de dizi:e>a:N—X fonk.

A={(n.a(m)) | neN, ameX}={(1,a(1)),(2,a(2)),(3:a(3)),...}:=(a1,82 ,83,...) = (@)



2.11.2 Yakinsakhk

{a,), (X,d)’de yakmsak:<>(JaeX)(a,—>a),
(ag—>a):(Ve>0)(In,eN)(Fae X)(n 2 ny=d(an,a)<c)”
:=(Vex0)(In,eN)(FaeX)(n 2 ny=a,eS:(a))
1) (an~>a) < (d(an,2)->0)
2) (a,—a A a,—>b)=a=b
3) (a—a) A ([{an| neN}|=X,)=>aeD({a,| neN})

2.11.3 Cauchy Dizileri

({ap) Cauchy dizisi):<=(Ve>0)(An,eN)(m,n = n,=>d(am,a,)<0)
1) (a,) yakmsak = (a,) Cauchy dizisi

2.11.4 Tam Metrik Uzay

Tanm: Bir (X,d) metrik uzayinda eger her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya, bir
tam metrik uzay denir.

(X,d) tam met. uz.:={({a, ), (X,d)’de Cauchy dizisi)=>(JaeX)(ax—>a)]
1) [(X.d) tam A YX]=>[(Y.dy) tam & Ye K4}
2) (X,d) tam)(2={Aa | (neN=>(Ap # B} AncX)(An€ K d)(An1 CAN(A(AR)—0)} =
INnAlF1
3) 2={An| neN=>(A_Y=@}= | X\ (U.A)|+0

4) ((X.d) tam)(X=U D(={Aq| neN}) = (3neN)(A, )+ 9)
2.12 Kategoriler
2.12.1 Banach Uzaylan

B, Banach uzay1:=B, normlu, lineer, tam
1) (X, d), Ban. uz.}(Y< X)(Ye K )=((Y.dy), Ban. uz.)
2) ((X,d), Ban. uz.J(AcX)=>[d(A) < o < (JaeR)(xe A= ||x]| < 2)]?
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2.13 Fonksiyonlarda Siireklilik ve Siireksizlik

2.13.1 Gergel Tamm Kiimeli ve Gergel Degerli Fonksiyonlarda (GTGD)
Siireklilize Dair Temel Kavramlar

f, GTGD < (AcR, BcR, f:A—B) < feB
R* da limitler:
feRA=>
1) }‘15)1; f(x)=b < (Ve>0)(38>0)(Vxe A)(FbeR)(0< [x-a| <d=>|f(x)-b|<e)
< [(neN=a#a)(a—>a)=>(f(an)—>b)]
2)b=c = limf(x) bV limf(x) ¢
3) [limf(x)|=lim|f|(x)
[f.geR?, aeD(A), ceR]=
4) limf(x)*+Himg(x)=lim(f+g)(x)
5) limf(x)-limg(x)=lim(f-g)(x)
6) c.limf(x)=lim(c.f)(x)
7) limf(x).limg(x)=lm(f.g)(x)

8) [f,geRA, aeD(A), (xe A=g(x)+0)]=mf(x)/limg(x)=lim(f/g)(x)

Sagdan ve Soldan Limitler

fet)=d < [(f:[a,b] >R, ce(a,b), (neN=>c,e[c,b]), (ch—c))=(f(cn)—d)]
f(e-y=d < [(f:[a,b] >R, ce(a,b), (neN=>c,e[a,c]), (ca—>C))=>(f(cn)—d)]
lim f(0=/(cH=f(c")

Monotonluk ve Limitler

Monoton artan (mon. ar.), monoton azalan (mon. az.), kesin olarak monoton artan
(kes. mon. ar.), kesin olarak monoton azalan (kes. mon. az.), monoton (mon.)
fonksiyonlar:
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(A=(a,b), feRM=>

(f,mon. ar.) & (x<y = f(X)<A(Y))

(f, mon. az.) & (x<y = f(X)2(y))

(f, kes. mon. ar.) & (x<y = f(X)<f(¥))

(f, kes. mon. az.) < (x<y = f(xX)>f(y))

(f, mon.) & (f,mon. ar.) V (f, mon, az.) V (f.kes. mon. ar.) V (f, kes. mon. az.)
1) (f, mon. ar.) = [xe(@,b)=>f(x-)SfR<F(xH)] A [x<y=f(xH)<f(y-)]

2) (f,mon. az.) = [xe(a,b)=f(x-)2f(X)2f(xH)] A [x<y=>f(x+)2f(y-)]

2.13.2 Ahsilmyg siireklilik ve siireksizlik (siir., srsz.)

(feR?, ceA)=

(f, c’de siir.) < (Ve>0)(38>0)(Vxe A)( [x-¢c|<d=>|f(x)-f(c)l< )
(f, c’de srsz.) < (Fe>0)(VE>0)(Fxe AX( [x-c|<d, |f(x)-f(c)| =€)
(f, stirekli) < (VxeA)(f:A—-R, x’de siirekli)

(f, siireksiz) < (Ixe A)(f:A—R, x’de siireksiz)

1) (aeD(A)) A (f, &°da siir.) < (lim f(x)=f(a))

2) (f, a’da siir.) A (geR/™, f(a)’da siir.) = (gof:A—R, a’da siir.)
3) (f, siir.) A (g, stir.) A (ceR) = (Ifl, f+g, f-9, ¢.f, f.g siir.)

4) (f, siir.) A (g, siir.) A (Vxe A)( g(x)=0) = (f/g, siit.)

2.13.3 Birinci Cinsten (Basit) Siireksizlik (b. c. srsz.), Ikinci Cinsten Siireksizlik
(i. c. srsz.) ve Kaldinlabilir Siireksizlik (k. srsz.)

(f,a’dab. c. srsz.) <& (f, a’da srsz.) A (3t f(at)) A 3! f(a-)

(f, a’da i, c. srsz.) < (f, a’da srsz.) A [(f(a+) yok) V (f(a-) yok)]

(f,a’dak. srsz.) < (f, a’dab. c. srsz.) A (f(at)=f(a-)=limf(x))

feR®Y =

1) (f, mon)A(xe(a,b))=>(f, x’de i. c. srsz. degiDA(|{x | xe(a,b) A f, X’de stsz.}|< R,)
2) (3xe(a,b))(f, x’de i. ¢. srsz.)=>(f, mon. degil)
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(feRE) A (ce(@b)) A (, c’de siir.) =

3) (38>0)(Fse R)(xe(c-8,c+8)=f(x)<s) A (35>0)(IseR)(xe(c-5,c+8 )=>s<f(x))
4) (f(c)>0) = (35>0)(Vxe(a,b))( [x-c|<d=f(x)>0)

5) (f(c)<0) = (F8>0)(Vxe(a,b))( x-cj<d=>f(X)<0)

6) (f(c-)=f(c)>0) = (35>0)(Vxe(a,b))(-6< x-c <0=f(x)>0)

) (f(cH)=f(c)<0) = (35>0)(Vxe(a,b))(0< x-¢ <6=>f(x)<0)

8) (f(c-)=f(c)<0) = (5>0)(Vxe(a,b))(c-0< x Lc=f(x)<0)

9) (f(ct)=f(c)>0) = (35>0)(Vxe(a,b))(c< x <c+d=> f(x)>0)
(feREN A (f siir) =

10) (f(a)<0<f(b)) = (Ixe(a,b))(f(x)=0)

11) (f(@>0>f(b)) = (3xe(a,b))(f(x)=0)

12) (f(@)<f(b)) = (Gce(a,b)(f(a)<y<f(b)=f(c)=y)

13) (f@>£(b)) = (Fce(a,b)(f(a)>y>f(b)=f(c)=y)

14) (3seR)(xe[a,b]=f(x)<s) A (AseR)(xe[a,b]= | f(x) |<s) A
(3cefa,b])(xe[a,b]=f(x)2f(0) A (Fce[ab](xe[a,bl=F(x)<f(c))
15) Ara Deger Teoremi (Bolzano):

[ye(f(a).f(b)) V ye(f(b).f(a))] = (Ixe(a,b))(y=f(x))

16) Weierstrass Teoremi:

(Fxi.x2€[a,b])(f(x1)=Supf, f(xz)=Inff)

2.13.4 Diizgiin Siireklilik (diiz. siir.)

(f:A->R, diiz. siir.) & (Vex0)(Vx>0)(38()>0)(Vx,y € A)( [x-y|<d=>|f(X)-f(V)|<€)

f:[a,b]>R siir. = f, diiz. siir.®)

2.13.5 Metrik Uzaylarda Siireklilik ve Siireksizlik

(X,d),(Y,d*) met. uz., feY*, ceX =
(f, ¢’de siir.) < (Ve>0)(35>0)(Vx e X)(d(x,c)<d=>d*(f(x),£(c))<E)
< (Ve>0)(38>0)(f[Sa(c)]=S«(f(c))

& (Xa—>€ = f(xa)—>f(0))



(f, c’de srsz.) < (Fe>0)(V8>0)(Fx e X)(d(x,€)<d, d*(f(x).f(c))2€)
& (Fe>0)(V8>0)Fxe X)(f(x) e f[Ss(c)], f(x)£8:(f())
& (3 (%) )Xa—C)f(Xa) » £(€))
(f, siir.) & (VxeX)(f, x’de siir.)
< (VxeX)(xa>x=>f(Xn)>f (X))
& [(A, (Y,d*yda agik)=>(f "[Al, (X,d)’de a¢ik)]
< [(B, (Y,d*)’de kap.)=(f *[B], (X,d)’de kap.)]

© (AcX = fl[A]c fIA])
(f, srsz.) < (IxeX)(f, x’de srsz.)
(. siir)(g, sir. ) ACX)(xe A= f(x)=g(x)) => (xe& A =f(x)=9(X))

2.13.5.1 Diizgiin Siireklilik (diiz. siir.)

(f, diiz. sir.) <> (Ve>0)(35=5(e)>0)(Vx,y e X)(d(x,y)<5=>d* (F(x), £ (¥))<E)
((X,d) met. uz.)((Y,d*) tam)(AcX)(A, h. y. yogun)(f, diiz. siir.)=>

Alge Y )(g, diiz. siir.)(xe A= f(x)=g(x))

2.14 izometriler

(F:(X,d)—>(Y,d*) iz0.) & [x,ye X=>d(x,y)=d*(f(x),f(V))]
Fi(X,d)—>(Y.d*) izo. = £, diiz. str.”)

2.15 Lineer Fonksiyon Uzaylan (LFU)

| F=R*={f| f:X>R}
+FF, +(f.g)=f+g, f+gF-R, (f+g)(X)=f(x)+g(x) > =RX LFU

x:RxF—-F, x(o,)=a.f, a.f:F-R, (a. ) x)=a. f(x)
2.16 Smirh Fonksiyonlar Uzay:

S={f| f:X—>R, smrh}= S < R*(S, R* in lineer alt uzay1)
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S={f| f:X>R, smrh}
11:S=R, [IflFsuplf(x)] > = (S,d’), Banach Uzay

d":8*-R, d'(f.9)=lIf-9l
2.16.1 Sumirh Siirekli Fonksiyonlar Uzayi

1) (X,d) met. uz.=>C(X,R)={f | f(X,d)>R', sirly, siirekli}< § < R*
2) C(X,R), S’nin lineer alt uzay1

3) C(X,R), (S,d*)’da kapal

4) C(X,R), Ban. uz.

2.17 R* de Fonksiyon Dizilerinin Noktasal Yakinsakhg1

{fa), F’ye nok. yak. & fu>"f © (xeX=>fu(x)>f(x)) &
(VxeX)(Ve>0)(Fne=no(x.e)eN)( 1 = no=|fa(x)-f(X)|< )

2.17.1 R* de Fonksiyon Dizilerinin Diizgiin Yakinsakhif

({ fa)» diiz. yak,) & (Ve>0)(VxeX)(Fny(e) eN)(n 2 ng=>|fo(0)-f(X)I< £)

(fa—>f, diiz. yak.) & [(n (e:X)=min{ny(e,x) | n 2 n=>|fu(x)-f(X)|<e }) A (£>0)=>

(Ce={ny'(g,x) | xe XN, tstten smirli)]

1) ((fa) diiz. yak.) A (neN=>fa, siir.) = f=limf, siir.
2) (neN=f, siirekli) A (Vx,yeX, x—>y=>(3Nimfa(x))=>
lim (lim £,(x)) = lim (lim f4(x))

N0 X->y =y
2.17.2 ¢ (X,R)’de Yakinsaklik, Norma Gore Yakmsakhk

({ fa), CCX,RY’de f’ye yakinsar) <> (Ve>0)(3n,e N)(n = ng=>d*(fy,f)<€)
< (Ve>0)(In,eN)(n 2 ng=|| fo-flI= Su)g |fu(X)-f(X)]<€)

(meN=fae CX.R)=[( fo) yak. & (fn) dilz. yak ]

14
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2,18 Bir (X,d) Metrik Uzaymin Tamlanmisi

1) (X,d) met. uz.)(@aeX)(fo: X—=>R)(fo(x)=d(x,b)-d(x,a))=>fre C(X,R)
2) g:(X,d)=>C (X,R), g(x)=fx izometri

((X,d) met. uz.)(@e X)(fo: X->R)(Fo(x)=d(x,b)-d(x,2)))(g:(X,d)—>C (LRI g(X)=f)
=X’in taunla111§1:=X’:= g1
3) X, tam.

2.19 Dogal izometri

((X,d), met. uz)((Y,3), tam met. uz.)(f:X =Y izo.(h:X—Y iz0.)(g:(X,d)>C(LR))
(G(x)=f)=FX">Y dogal izometri:c>(xe X=>f(g(x))=h(x))

1) ((X,d), met. uz.)((Y,8), tam met. uz.)(f:X =Y izo.)(h:X—Y izo.)
(g:(X,d)—>C(X,R)) (g(x)=fx) =3 XY dogal izometri®

2.20 Topoloji
(t, X igin top.):&(t c PX)[Ac W | A | <Rp)=NAet](Ac T =>U AeT)

2.20.1 Topolojik Uzay

((X,7) top. uz.):<>(t, X igin top.)
Teoremler
1) (X,11) top. uz. )}((X,t3) top. uz.)=>((X, 11N 1) top.uz.)
2) 7={1 | (X,1) top. uz.}=>(X,N 7) top. uz.
3) (X;7) top. uz ) (YX)(ty={ANY | Aet})=(Y,Ty) top. uz.

2.20.2 A¢ik Kiime
(A, (X,t)’da acik):>Aet
2.20.3 Kapah Kiime

(A, (X,r)’da kapal):< \Aet
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2.20.4 Kapahlar Ailesi

K:={A|\Aet}
1) (X,7) top. uz.=>@ e K)XeK)ABe K=>AUBe K ) AcK =N AcK)

2.20.5 Alt Uzay
((Y,ty), (X,r)’nun alt top. uz.):=((X,7) top. uz.}(Y < X)(tv={AN Y | Aet})
2.20.6 Komsuluk
(B, x’in komsulugu):<>(FA et)(xe ACB)
1) (xe A)(AeT) = (A, X’in komsulugu)
2.20.7 Komsuluklar Ailesi

MNe:={B| BAet)(xc AcB)}

Teoremler

1) N=0

2) Be A= xeB

3) ABeN,=> AnBeMN

4) (AeM;, ACB) = BeX,

5) Be M= (BACB)XAcM)(YyeA=>AeN,)

2.20.8 i¢ Nokta, i¢

(x, A’nin i¢ noktasi):=>(FUet)(xeUcA)
A’nmn igi:=A%={x | (GUet)(xeUcA)}
HAcCB=ACB°
2) A= {U| UcA, Uet}
3) A’>=max{U | UcA, Uet}
4) A’et
5) Aet o A=A°
6) (X°=X)(#°= 0)(A° < A)(ANB)’=A’NB°)(A°)°= A”)



2.20.9 Dis Nokta, Dis

(x, A’nin dig noktasi):<>(FUet)(xeUc \A):<>(x, \A’nin ig noktasi)
A’nin disi=A%={x | QUet)(xeUc \A)}=(\A)°

2.20.10 Simr Noktasi, Simir

(x, A’min smir noktasi):>[xeUet=>(Uaz A, U \A)]
A’nmn smn:=A%={x | xeUet=>(Uz A, Uz \A)}
Teoremler
1) A=\ (A°UAY
2) X=A"UA'UA®
3) A°N A= AN A=A N A=

2.20.11 Aynik Nokta, Ayrilms

(%, A’nin ayrik noktast)):<>(xe A)(FU et)(xeUet)(U \{x})NA = 0)
A’nin aynilmigt=A" ={x | (xe A)(FUet)(xeUet)(U \{x}) N A =0)}

2.20.12 Yigilma Noktasi, Tiirev Kiimesi

(x, A’nin y1g1lma noktast):<>(xeUet=(U \{x}) N A = 0)
A’min tiirev kilmesi:=D(A):={x | xeUet=>(U \{x}) N A * 8}
Teoremler
1) A c B = D(A) c D(B)
2) AeK< D(A) c A
3) A*ND(A) =0
4) Ae K= (A=A°U A’ XA’ NAY)

2.20.13 Degme Noktasi, Kapams

(x, A’nmn degme noktas)):>(xeUet=>UN A # 0)

A’nin kapam$1:=‘;5: ={x|xeUer=UNA %0}

17
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Teoremler

1) A=AUD(A)

2)AcB=>AcB

3) A=Nn{K|AcK, Ket}

4) A=min{ K |A cK,\Ke1}

5) Xe?(

6) AcK<> A=A

T) A=A"UA®

8)(J =2 X X=X)AcAX AUB=AUB ) A=A )

Ispat: 1. & kapah
} => 0=,

teo.(6)
2. A=AUD(A) = AcA,

3. AcAUB
}:KCZ’UE

teo.(2)
= AUBCAUB
BcAuB‘L
=>BcAUB
teo.(2) |
AcA )
> =>AUBcAUB > =AUB=AUB

Bc E,
teo.(1)=>AUB kapali p =>AUBcAUB

teo.(2)

—-AUBCcAUB _/

4.te0.(5)=> A kapah
} = A=A
teo.(6)
9) (Kuratowski Kapamyg Aksiyomlarina dair)Teorem: X(#§) herhangi bir kiime
olmak iizere, bir £: P(X)—>P(X) fonksiyonu, VA,BeP(X) icin,
LR@) =9, 2. Ac k(A), 3. R(AUB) = R(A)V R(B), 4. K (k(A)) = K(A)
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kogullarini saglarsa, VAeX i¢in k(A=A (A’nm kapams1) olacak sekilde X iizerinde
bir ve yalmz bir T topolojisi vardir.

Ispat: T = { A|\A = £(\A), AcX}, X iizerinde bir topolojidir. Bunu kanitlamak
icin (te0.2.20.4-1 geregince) K= { K | \Ket}={ K | K=£(K)} ailesinin tam olarak
t-kapahilardan olustugunu gostermek yeter.

i) 1.= fet, 22Xk (X)=>X=k(X)=>XeK

i) A,Bet
} —=AUB=£(A)U £(B)=k(AUB)=>AUBeX
3.

iii) AcB

} =B=AUB=£(B)=k(AUB)=k(A)U k(B)=>
3.

:>&(A)C&(B)/
ACB = F(A)cK(B)...(*)

A={A«| kel}cK=>nN AcAg
. } =>R(NADR(AY=A=R(N DN Ak=f‘\ﬂ}
( 2.=>NACK(NA)
= NAR(NA) = N Aea
i), ii), iii) = t= { U |\Ue K}, X iizerinde top.
Simdi, 8 ={K | AcK, KeX } olmak iizere, AeX = k(A) = min@ = A oldugunu
(vani k(A)’nin A’y1 kapsayan en kii¢iik kapal kiime olup A’nin kapanigina esit

oldugunu) géstermeliyiz.

KeB=(AcK, KeK)=K=AUK, K=£(K) }
=

3.

K=k (K)=k (A UK)=k(A) U K(K)=k(A) UK...(*)
(M)=>k(A)cK

4.2k (K(A)=E(A)=>K(A)e }:k(A) = min®

K} =£(A)ed

2.Ack(A)
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2.20.4 Yogun, Heryerde Yogun, Hicbir Yerde Yogun Olmayan Kiimeler

Ayogun < (A)Y+0
A her yerde yogun < A=X
A higbir yerde yogun degil <> (A )°=0

2.21 Diziler

(an, (X,1)’da dizi):>(an:N—->X fonksiyon):<>
an={(n,a() | neN}:={(1,a(1)),(2,a(2)),(3,:a(3)),...} = (a1,82,83,...):= (an)
1) {an) # {a,| neN}
Omn.: (1) = (C1-D,LDCLAD, )= L1-Lo) # {-L1}={(-1)"| neN})

2.21.1 Dizilerin Yakmsakhg

(ar—>a): (VUeN,)(In,eN)(n = ny=>a,eU)
({an), (X,1)’da yak.):<>(JaeX)(a—a):<>{a | a,>a} + 0

2.22 Baz

B, t-baz: (B < 1)[Aet=(F A c B)(A=U A)]
1) Bc 1 baz & [xe Aet =(IBeB)(xeBcA)]
2) ((X,x) top. uz.)(®, t-baz)(B ¢ B* < 1)=>(B*, 1-baz)
3) (Frc PX))((X,7) top. uz.)(B, 1-baz) & (X=U B)(A,Be B=>(3AcB(ANB=u 1))
4) acD(A) & (acBeB=>A N (B\{a}) = 0)
5) (an—->a) < (3n,eN)(VB)(aeBe®B)(n 2 n;=>neB)

2.22.1 Alt Baz

((X,7) top. uz., Act)=>(A4, t-alt baz)(B={NA* | | 2* |< X, A*C A}, T-baz)
DA tve 1y-alt baz) = 1,=0;

2) (X # B, AcP(X))=@!1c PEON(X, 1) top.uz.)(4, T igin alt baz)
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2.22.2 Bir Aileden Uretilen Topoloji

X # @, Ac P(X) = 2’nn lrettigi top..= 14={ U B* | B* c B={ N A*| | A* | <o,
A C A}}=(A)
1) 7= {t|Xr)top. uz.,, Act} =>1t2~NT

2.22.3 Yersel (Lokal) Bazlar

(B, a’da yer. baz) & (BeB,=>aeB)[ac Ac1=>(IBeB)(BcA)]
1) ((X,7) top. uz.)(®, 1-baz)(ae X)=>(B.={B | acBe B} a’da yer. baz)
2) acD(A) < (Be B =>AN(B\{a}) = 0)

3) (a:>3) < (3n,eN)(VB)(aeBe ®,)(n > n,=neB)>*
2.23 Topolojiler Kafesi

1) [T={x | (X,7) top. uz.}c P(R(X)), < = {(11,%) | ucm2}]=>(T, ©), kafes

Inf{t,,t2}= 11N 72, Sup{T1,12}= {T1V T2)
2.24 Siireklilik-Siireksizlik

Tamm: (X,1),(Y,t) topolojik uzaylar, f:X—>Y bir fonksiyon olmak lizere eger
(Y,7) uzaymdaki her agik kiimenin, f altmda (X,t) uzaymdaki orijinali de agik kiime
ise, f fonksiyonuna t-t siirekli fonksiyon, veya (kisaca) siirekli fonksiyon (siir.
fonk.) denir.
Siirekli olmayan fonksiyonlara da siireksiz fonksiyon denir.
(f: XY, 11 siir.):=(Uet=>f "[UleT)

(F: XY, 1-t siireksiz.):<@Uet )(f '[U]g1)
Ornek: X={a,b,c,d}, T ={0,X,{a,b},{b,c},{ab,c},{b}}, Y={1,2,3,4,5},
T={,Y,{1,2,3}} ve f={(a1),(b,3),(c,3),(d,5)} ise, f "[B]=Pe, f '[Y]=Xer,
7 {1,2,3}1={a,b,c} €T, yani, Uet = f '[Uler oldugundan, f fonksiyonu T
siireklidir. Buna karsin, ¢:X-Y, g¢={(a,1),(b4),(c,3),(d4)} fonksiyonu, T
siireksizdir. Ciinkii {1,2,3}et fakat f [{1,2,3}]={a,c} &1, yani QUet )(f "'[Ule1)
olmaktadir.
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Teoremler

1) (B, t-baz) = [f:(X,1)>(Y,7 ) siir. & (BeB=> f '[B]e)]

2) (4, T-alt baz) = [f:(X,1)—>(Y,7 ) siir. & (AeA=> f [Aler)]

3) £:(X1)>(Y,r) stir. & (Ke K* = f '[K]eK) & (\Ket = \f '[K]er)

4) (X,71),(Y,t ) topolojik uzaylar olmak iizere, bir f:X—Y fonksiyonunun siirekli

olmas1 i¢in gerek ve yeter sart, her AcX i¢in, A’min kapamgimn f altindaki

goriintiistiniin, A’nin f altindaki goriintiisiiniin kapams tarafindan kapsanmasidir.
F:(X,0)—>(Y,7) siir. & (AcX = f[A ] fTAD

Ispat:

V=2

AcX= fIA]leK* }

f stir.

= r[fall e x S
teo.(3) teo(s) r =Acs[fTAll= fIAIcfIA]

fIAIc fTA] = A < £ [f1A]] < £[7TA]]

if) <

Be K =A=f '[B]lcX

} = f if 'I[B]J c fIf '[Bl]=B=B=
Hip.

= fBlcf '[Bl=f '[BleX’ }
= f, siir.
teo.(3)
5) £:(X,1)>(Y,7 ) siir. © [AcX = f[A]c f '[A]
6) f:XD)(Y, 1) sir. & [AcY = f[A’] < f [A]]
7 X1),(X1,71):(X2,72) topolojik uzaylar olmak iizere, eger f:(X,t)—>(Xi;11) ve
g:(X1,t1)>(Xa,72) fonksiyonlar: siirekli ise gof:(X,t)—>(Xz,12) bileske fonksiyonu da
siireklidir.
[f:(X0) = (Xi,) stir., g:(X1,71)—=>(Xo,T2) siir.] = gofi(X,1)—=>(Xy,12) siir.

Ispat: Aet,
=g [Alet

g siir. =f"lg'[Allez
f sur} 4# siirekli
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8) (X,11),(X,72),(Y,7) topolojik uzaylar olmak iizere, eger f:(X,t1)—=>(Y,T) ve
f:(X,12)—>(Y,7) siirekli ise, f:(X,t1N 12)—(Y,1) de siireklidir.
[f:(X,11)—>(Y,7) siir., f:(X,t2)>(Y,7) siir.] = f:(X, 11N 12)>(Y,7) siir.

Ispat: Aet
= fAlety

f stir.
=fAletNnt

Aert
= f[Alet, F:(X, 11N 12)—>(Y,7) siir.
f stir.

9) (X,7),(Y,t ) topolojik uzaylar, AcX, T4, T’nun A’ya rélativ topolojisi, fA’da, f’nin
A’ya kisitlanmas: olmak iizere, eger f:(X,1)->(Y,t ) siirekli ise, fa:(A,1a)>(Y,T )
da siireklidir.

[f:(X,1)—>(Y,t ) siir., AcX] = fa:(A,ta)—>(Y, ) siir.

ispat: Bet
} =f "[B]er}
f siir. =(ANf[B]er
AcX yf A Stir.

10) (X,7),(Y,t ) top. uzaylar, T x;, T In JIX]’e rolativ topolojisi olmak lizere, eger
F:X0) (Y, ) siirekli ise, £:(X,1)->(f[X], T rpq) de siireklidir.
[F:GEn)->(Y,7) stir.] = f:(X,0)->(f[X], T ) siir.

2.24.1 Bir Fonksiyon Ailesinin Tiirettigi Topoloji

(T={Xk,w) | keI=>(X, i) top. uz. W F={fx| kel=> fiu:X>X, 1) DX = 0)
A={fC Al Aet)(={ A | kel})=F ’nin X de tiirettigi topoloji:= t:=( U 1)
1) s={o | (X,0) top. uz.}(kel= fi: X—>(Xx,Tk), O-Tk siir.)} = T = mins <

(teS)(ceS=1co)
2.24.2 Béliim Topolojileri, Béliim Uzaylan

Teorem

((X,7), top. uz. )(B, den. bag.)(tg={A | AcX/p, q"[AleT}) = (X/p1p), top. uz.)
X/p lizerinde t’ya gore boliim topolojisi:= 15={A | AcX/p, q'[A]et}

(X,t)’nun B’ya gore boliim uzay:=(X/p,1p)
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1) T={c | @:X—> X/p, q(x)=[x] t-o siir.} = 1p=max T
2) (Béliim teoremi): (f:X—Y, 1-1 siir.) =
(3', 1-1, siir.)(3!r, 1-1 Orten, siir.)(3!q, orten, siir.)(f =ioreoq)

2.24.3 Noktasal Siireklilik

F:X1)—>(Y,7), acX=(f, a’da siir.): [ f(a)eBet=>(FAet)(ac Acf [B])]
:=[f(a)eBet=(3AeT)(f[A]cB)]
<> (BeNa=f " [Ble M)
:=>[BeNw=ae(f "[B])]
Omek: X={ab,c}, Y={bc,d}, t={0,X,{a,c}}, 1={0,Y,{b},{c,d}} olmak iizere,
FiX1)->(Y,1), f={(a,d),(b,c),(c,d)} fonksiyonu a’da siireklidir. Ciinkii, f(a)=d’yi
iceren t-agiklar, {c,d},Y ve f '[{c,d}] = f '[Y]=X olup, ac¢ik¢a tiim uzay, a’y1
iceren, {a,c} ve X agiklarmi (yani en az bir agi31) kapsamaktadir. Benzer sekilde,
f fonksiyonu b ve d noktalarmda da siireklidir.
g={(a,d),(b,b),(c,d)} fonksiyonu, a ve ¢’de siirekli fakat b’de siirekli degildir.
b={(a,b),(b,b),(c,d)} fonksiyonunun a noktasinda siirekli olup olmadigmni inceleyelim
h(a)=b olup, b’yi iceren t-agik kiimeler {b} ve Y’dir. Fakat h™'[{b}]={a,b}’nin
kapsadig1 ve a’y1 igeren higbir t-agik kiime olmadigindan, h fonksiyonu, a’da siirekli
degildir.
Benzer sekilde fonksiyon b ve ¢ noktalarinda da stirekli degildir.
1) (f: XY siir.) & (xeX=f, x’de siir.)

2.24.4 Dizisel Siireklilik

Tamm: (X,7),(Y,t ) topolojik uzaylar, f:(X,t)—(Y,t ) bir fonksiyon olmak iizere,
uzaymda f(a)'ya yakimsiyorsa, f fonksiyonuna a noktasinda dizisel siirekli (diz. siir.)
denir.

(f, @°da diz. siir.) & [(a—>a) = (f(an)—>f())]
Teorem

1) f, @’da siir. = f, a’da diz. siir.
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2.24.5 Acik Fonksiyonlar (a-fonk.)

(F:,0)—>(Y,7), a-fonk.) < (Aet = flA]et)
1) (f:(X,71)—>(Y,7), a-fonk.) & (Be 8= f[Blet )
2)(f :(X,j‘t)——)(Y,‘t'), a-fonk.) © (AcX = f[A°]cf[A]%)
3) £, bij. = (f, a-fonk. < f ' siir.)
4) (f:(X,0)>(Y,11) agik)( g:(Y,1)HZ,%2) agik) = (gof:(X,0)>(Z,12 ) agik)
Ispat: Act

}:f[Alen

[, agik }=>g[f[A}]=(g°f)[A]€Tz/
gof, agik

5) (f =ioro q:(X,0)>(Y,t ) siir., agik) = (i agik)(r agik)(q agik)

g, agik

Ispat: Aet
}:> flAle ©

f=ioroq, vt agik }=> i'[flA]le 1
i:f[A]->Y, T xg- T siir. } =

: X3 f[X], Tp-T spxq Sr.

r'l[i'l[f[A]]]=q[A]€TB/
q, T-71p agik

Aetp
= q'[Alet
q:X— X/p , T-1p silr = flg"'[Alle
F: XY, 1-1 agik
Lf[A]>Y, T spq- T siir.
= i"'[flq ' [Alll=r[A] € T ixg
I, 767 fpq ag1k.
Aetvf[x] = (BUGT’ NA=fIX]NU)

f XY, 11 agik = i[A]FAe x/
} = f[X]et i, T - T agik
Xet

2.24.6 Kapalh Fonksiyonlar (k-fonk.)

(f:(X,0)—(Y,7 ), k-fonk.) & (Ae K= f[AleX) & (\Aet = \f[Ale 1)
1) (f:(50)(Y.1), k-fonk)) & (AcX = f[A] c f[A])



ispat:
i)=: f, k-fonk.

}:f[K}evc
AcX= A ek

! _ }:m‘]cﬁ?&]
AcA = f[A] c f[A]

ii)=: AeK=A=A = f[A=f[A]

}: fIA] < fA]
AcX = flA] c flA] =

flA]l < fIA]

= fIAI=fIA] = flAle K/
f, k-fonk.

2.24.7 Homeomorfizmler ve Homeomorfik Uzaylar (Topolojik Denklik)

F:(X,t)—>(Y,7 ), home. < (£, bij.)(f, siir.)(f, a-fonk.)
(X,7),(Y,7 ), home. top. uz. < (Af:(X,7)->(Y,7 ), home.):=(X,7) = (Y,7)
1) (f:X—Y, 1-1 6rten) = [(f, home.) < (f, siir.)(f 7, siir.)]
2) T={(Xi,) | keI=>(Xiw) top. uz.} = B={((X,1),(Y,t )| (X,1),(Y,t ) home.},
T’da den. bag.
3) £:(X,1)=>(Y,t) home. ACX => fa:(A,1a)>(f[Al, 7 fia)) home.
4) (X,d),(Y,d) izo. met. uz. = (X,7q) = (Y,7a)
5) (f=ioroq: (X,1)>(Y,7) siir., agik) = r, home.

2.24.8 Topolojik Degismezler

f:(X,t)—>(Y,t ) home.=
AeN(x) = fIAleN(fX), Aet= f[Alet, AeX= fl[AleK ,
fIAH(AD, fIA=fIA],  fIXA)=D(IAD,
A=A, AIATFUIADY,  JAL=] fIA]| 0249

((X,1), homojen)(f:(X,1)—>(Y,t ), home.) = (Y.t ), homojen)
2.24.9 Manifold

((X,7) n-mani.) < [(xeX)=2(FAet)(xeA)(If:A—>R" home )]

26
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2.24.10 Carpum Uzaylan

1) ((X,7).(Y,T) top. uz)(B={AxA'| Aet, A'et })=>(( XxY,() top. uz.)(® (igin baz)
(X,1), (Yt )’dan iiretilen ¢arpim top.:= B={AxA | Aet, A€ }’yi baz alan ¢ top.
2) T={c | [;:XxY-X, 1i(x,y)=x o-t siir., [ XxY—>Y, I,(x,y)=y o-1 siir.}=
C=1txt =min7=N7T

3) A= { AxY |Aet} U { XxA |Aet } = [y = () oy=1x1 ] <11 = (A)
2.24.11 Bir Degiskene Gore Siirekli Olmak, Birlikte Siireklilik

(X,1),(X1,71),(X2,72) topolojik uzaylar, f:X;xXo—X, z=f(x,y):=
1, X’e gore siirekli:=(ae Xo=> fo: X1 X, fa(x)=f(x,2) 11-7 siirekli)
f, y’ye gore siireklii=(aeX;=,f:Xs>X, .f(X)=f(a,x) 12-1 stirekli)
f, bir. stir.:=f, 1,x1,-1 stirekli.
Ornek: X;={a,b,c}, 1,={0,X\,{a}}, Xo={d.e}, ={0,Xo,{d}}, X={1,2,3},
={0.X,{1,2}}, XixX;={(a,d),(ae).(b,d),(b.e).(c.d).(c.€)}, [ XixXo—X,
f={((a,d),1),((a,e),1),((b,d),2),((b,e),2),((c,d),2),((c,€),2)} olsun.
fef={(a,1),(b,2),(c,2)} olup her iki fonksiyon da t;~t siirekli oldugundan,
f fonksiyonu birinci degiskene gore siireklidir.
of={(d, 1), (e, 1)}, vf=f={(d,2),(e,2)} olup her ii¢ fonksiyon da 7t,-t siirekli
oldugundan, f fonksiyonu, ikinci degiskene gore de siireklidir.
Tx0={0,X;xX,, Xix{d}, {a}xX,, {a} x{d},(Xix{d}) U ({a}xX)} ve f '[0] = Bet;xTs,
f ‘I[X]= f '1[{1,2}]=X1xXze1:1x1:2 oldugundan, f fonksiyonu t;x1,-t siirekli olup,
birinci ve ikinci degiskenlere gore birlikte stireklidir.
Teoremler
1) X,1),(X1,71),(X2,72) topolojik uzaylar, f:X;xXp—X, z=f(x,y) iki degiskenli bir
fonksiyon olmak iizere, eger f, birinci ve ikinci degiskenlere gore birlikte siirekli ise,
hem birinci degiskene gore siirekli hem de ikinci degigkene gore siireklidir.
((X,0),(X1,11),(X2,72) top. uz.)(f:XxX,— X, z=f(x,y) bir. siir.) =
(f, X’e gore siir. )(f, y’ye gore siir.)
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Ispat: f, Tixty~t siirekli = [Aet=>f [A]etlxrz]}
joune 3

B={UxV |Uert, Ven} > 1x1=(B ) = {U 1| Ac B}
=[Aet=EAcB)(f [AFU.A)] }
pnd

AcB=>AAct)@Act)(A={ UxV | Ue A, Vet})
=[Aet=>@act)Fhcn)f Al = VA= (VANK(U L) =
{xy) | xe U A, ye U B={(xY) | QUesict)(xeU)AVehcn)(yeV)}]

yeXo=>fy (A {x | f{(X=f(xy)eA} p =

xeXi=+f "[AIF{y | f(1)=f(x.y)eA}
=yeXo=f, [Alet)(xeXi=f [Alets)

/(f, X’e gore siir.)(f, y’ye gore siir.)

2) AX,1),(X1,11):(X2,72) top. uz ) 3f:XixX—X, z=f(x,y))
(f, x’e gore siir.)(f, y’ye gore siir.)(f, bir. siir. degil)
Ispat;: X;={a,b}, 1:={0,Xy,{a}}, Xo={c.d}, 1o={0.X,{d} }, X={1,2,3}, =={0,X,{1}},
XixXo={(a,c),(a,d),(bc),(b,d)}, f:X1xXo-X,
f={((a,c),1),(a,d),1), ((b,c),2),((b,d),2)} olsun.
f={(a,1),(b,2)}=f4 olup her iki fonksiyon da t,-t siirekli oldugundan, f fonksiyonu
birinci degiskene gore siireklidir.
of={(c,1),(d, 1)}, vf={(c,2),(d,2)} olup her iki fonksiyon da 1o-t siirekli oldugundan,
[ fonksiyonu, ikinci degiskene gére de siireklidir.
Fakat, {1} et oldugu halde, f "'[{1}]={(a,¢),(a,d)} &T1xt,={0,X1xX5, X1x{d},{a} xXa,
{a}x{d},(Xix{d}) U ({a}xX;)} oldugundan f fonksiyonu t;xt1,-t siirekli (yani
birlikte siirekli) degildir.
3) (f:XixXp—>X bir. siir.) & [(Xa2>X)(¥a—Y) = (f(XnYn)>f(x¥))]

2.25 Tychonoff Sonsuz Carpim Uzaylan

Tanm: (|| 2 X )NK={Xk| kel=>Xi# 8})(T={(Xi- ) | keI=(Xi, ) top. uz.})
(X =IK=TIXi = {(x| keD) | kel = xeX}):=

Tychonoff garpim topolojisi:=t:=min{t;| iel => ;TIX>X;, Li({(x))=x; T-t:}
Tychonoff ¢arpim topolojik uzayr:=(X,t)
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2.25.1 Carpim Topolojisi icin Saptanms Alt Baz

1) A={ 4| kel=>a4={I,'[A]| Aeti}} = U4, 1 ¢ar. top. igin alt baz.
T ¢ar. top. i¢in saptanmus alt baz:=u 4

2.25.2 Carpim Topolojisi I¢in Saptanms Baz

‘u A, saptanmug alt baz:=

T gar. top. igin saptanmus baz:=B={ A | AcU A, | 4 |< R,}

Teoremler

1) (1), T={(Xi, 1) | keI=(Xy,w) top. uz.} i¢in gar. top. uz.)((Y,o), top. uz.)
(iel=IIK=X;, ((x))=x;, i, iz. fonk.)=>

[(f:Y-X, o-15iir.) © (iel = [jo f:YX;, o-1; siir.)]

2) iel=>( KX, L((x))=x; siir., acik)

3) (an~(an| ieD—a=(ai| ieD))=[iel=(li(an)=1i((an| ieD)=an—>Ii()=I((a:] ieD))=ap]
4) (K={Xx| ke EUT={(Xiw) | kel=(Xiow) top.uz.})(X =I1%)

= (A(X,0), top. uz.}(B= { [1A«| kel, Axeti}, o igin baz.)

5) 4. de @ailesini baz aldig1 bildirilen o topolojisi, (sonlu ¢arpim topolojilerinde
oldugu gibi) T carpim topolojisine esit olmayabilir.

Tychonoff Carpim Teoremi

6) (K={Xx| ke I T={(Xww) | kel=>(Xio i) komp. top. vz.}}(X = I1K)
(v=min{t;| ieI=>L:TIK->X;, [((x))=x; T-1; siir.})=>(X,t) komp.

7) (K={X| keI T={(Xi,w) | kel=>(Xyo) top. uz.} )X =I1X)

(v=min{1;| ieI=>LTIX-X;, Ti((x))=x; T-1; siir. })(X,t) komp.)=
[keT=>(Xiw), komp.)>*

2.26 Topolojik Uzaylarda Kompakthk
2.26.1 Ortii, Alt Ortii,Aqik Ortii

A, A’nm Brtiisii < AcU A & [xe A=(3B)(xeBe )]
A, X’in brtiisii © X=U 4 < [xeX=>(IB)(xeBe 1]
A, A’nin agik 6rtiisit < AcT, Acu 4



A, X’in agik ortlisii < Ac 1, X0 A4
@, alt ortit < (4, A’min ortiisii, Bc 4, ACU B)

2.26.2 Kompakt Kiimeler

A, (X,1y’da komp. < [(Act, Acu A) = EB(Bc A | B| <R, AcU B)]
1) (AcX, 1ict, A, (X,12)’de komp.)=>A, (X,1;)’de komp.
2) ((X,7),(Y,71) top. uz.)(f:X—Y 1-1, siir.)(AcX)(A komp.) = f[A] komp.
3) A= {Ax| keI=(AcR, A, komp.)}=> U A4 komp.

4) (X,7) top. uz.)(1={Ay| kel # 0 = (AxcK’, A komp.)}c P(X)) = N _4 komp.

2.26.3 Kompakt Topolojik Uzay

(X,7) komp. © [(Act, X=U N)=>EB(BC A, | B| < R, X=U B)]
1) A, (X;t)’da komp. < (A,tA) komp.
2) ((X,7) top. uz. (AcYcX) = [(A, (X,ty)’de komp.) < (A, (X,1)’da komp.)]
3) ((X,1) komp.)(Ac=X)(A kapali)) = A, (X,t)’da komp.
4) ((X,t) komp.}(AeXK) = (A,7a) komp.
5) ((X,v), T2JHACX)(A, komp.) = AeX.
6) (X,1), THAX)(BX)=(AU)AVIAcCU,BcV, UNnV =0, Uer, Ver)
7) ((X,7), T((X), komp.)=((X,7), normal)
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8) ((X,), komp.)((Y,7 ), komp. T)(f:(X1)>(Y,t), 1-1, siir.) = (X,1) = (fIX] % 1)

2.26.4 Bir Kiime Ailesinin Sonlu Kesisim Ozelligi

A, skd. S [(Bc A | Bl <R)=>N B+ 0]
1) (X,7) komp. & [(F=Ax| kel= \Aget}, A4, s.kd)=>n A+ 0]
& [(A={Ax| kel = \Aget}, N A= 0) = @B E={As1,. A} A, N B=H)]?

2.26.5 Baz’sal Ve Altbaz’sal Aqik Ortiiler

((X,7), top. uz.)(®, < igin baz)(8 ,  igin alt baz)=>
A, bazsal a¢ik érti:=( 4, 61t} (4 < B)
A, alt bazsal agik drtii:=(4, ortii)(1c B)



31

1) (X;7) komp. & [(X=L A4, Ac B=E AN A={AL,....,As}C A, X=U A41)]
2.26.7 Bazlar, Kapah Alt Bazlar

@ kapali baz < 4={U | \Ue B} agik baz
@B kapali alt baz < 4={U | \Ue®} agik alt baz
1) (X,1) komp. < [(B kapah alt baz)(1, s.k.6.))(Ac B) = N A+ 0]
2) (Heine-Borel)(AcR) = [(Ae K )(d(A) < ) = A, komp.]
3) (AcR) = [A, komp. = (AeK)(d(A) < w)]
4) ((X,7a), met. top. uz.)(AcX) = [A, komp. = (AeK)(d(A) < «0)]
5) (X,1), komp.)((Y,t4), met. top. uz.)(f:X—Y siir.) = f, sm.
6) ((X,%), komp.)(f:X—>R" siir.) = (Fa,be X)( f(a) = max f[X] )( f(b) = min f[X] )
7) (X,7), komp.)(neN = f:X—>R', siir., mon.)(f:X—>R' siir.)(f,—>f, nok. yak.) =
(fu—f, diiz. yak.)

2.26.8 Dizisel Kompakthk (diz. komp.)

((X,7), top. uz. (AcX) =
A, diz. komp.:=[{a,), A’da dizi=>(F (ba ) < (&) }(Tbe A)(b,—>b)]
1) ((X,1),(Y,T°) top. uz.)(f:X—>Y siir.)(AcX)(A diz. komp.) = f[A], diz. komp.
ispat: (ya), fIA]'da dizi = {ya| neN} < f[A]
=(3 (%) )({¥a| neN} A, f(Xn)=yn)}
=

A, diz. komp.
(F(Xin) YA Xin ) < {Xn) > Xin—>X, XEA) }
=

f, stir. = f, diz. siir.
JEin)=>fX)e flA], (f(xm)) < (f(Xn)) = (¥n) = f[A], diz. komp.
2) AX,x), top. uz.)(JAX)(A, komp.)(A, diz. komp. degil)(IB=X)(B, diz. komp.)

(B, komp. degil)
3) ((X,7), top. uz(AcX)(AeK') = A, diz. komp.?
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2.26.9 Sayilabilir Kompakthk (say. komp.)

((X,x) top. uz. )(AcX)=>A, say. komp.<> [(BcA, |B| = 8,)=>(Fx)xe AN D(B)]
1) ((X,7) say. komp. J(AcX)(AeK) = A, say. komp.
2) Af«(X,1)>(Y,1) siir.)(3A)(A, say. komp.)(f[Al, say. komp. degil)
3) ((X,7) top. uz. (AX)(A komp.) = A, say. komp.
Ispat: BcA, D(B)N A= = (Vxe A)AUen)[(V\Mx})NB =0, xe U]
=>A={Us| xeA}, BcAcu 1

} = E)A={ V..., U}, BCAcU 4)
A komp. =

ie{l,..k}=>|BnvU;|<1
|B{<k= B sonlu
/BCA, B sonsuz = D(B)N"A =0
/A,say. komp.

4) (X,7) top. uz.)(AcX)(A, diz. komp.) = A, say. komp.

5) (A, diz. komp Y AcU DAY | A| 2 8) = @A (| A | <8 YACUA)

6) ((X,1) say. komp.)(t; < 1) = (X,11), say. komp.

7) Ac)(X=U A)(| A] < &) = @A A)(| 4’| < R)X=U A) = (X;7) say. komp.
8) X1 Ti=>

[(X.1) sdy. komp. & [(ACTDX=U A ) | 4| < %) = @A)cD)(| A'| < R)(X=u 1))
9) (X,7) iki. say. T1 = [(X,T) komp. & (X,7) say. komp.]

10) (Tychonoff)[ic] => (X;, t;) komp.] = (1IX;, IIt;) komp.

11) (Genellestirilmis Heine-Borel) (AcR") = [(Ae K)(d(A) < ) = A, komp.]

2.26.10 Yersel Kompakthk (yer. komp.)

(X,7) yer. komp. = [xeX = (FUeN)(U komp.)}]
1) (X,t) komp. = (X,1) yer. komp.
2) (AX,))[(X,7) yer. komp, (X,t) komp. degil]
3) (X,7) yer. komp. < [xeX = (3B)(B,, yer. baz, AcB, = A komp.)]
4) [(X,7) yer. komp., \Aet] = (A,1a) yer. komp.!?
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2.27 Yerlestirme

(X,7), (Y,T )’ya yerlestirilmis:= (JACY)(X,7) = (A,T 1))
2.28 Kompaktifikasyon

(Y,1), (X,7)’nun kompaktifikasyonu:= (X,1), (Y, )’ya yerlestirihﬁi§
2.28.1 Tek-Nokta Kompaktifikasyonu

1) [(X,7) top. uz., xeX => s#x, X=X U {s}, =tU { XA | A, (X,7)’da komp.}]
= (X,,75) top. uz.
2) (X,,75), (X,1)’nun kompaktifikasyonudur.
Ispat: Act, X—U A= Xe A= {X}, A igin bir sonlu alt 6rtiidiir.
Acty=> (UeA= (Uet Vsel),
Xcu A= (FK)(seX\Keg; K, (X,1)’da komp.)}
=

A={UnK|Uea} =>Kcu g
@Am= {UinK,...UknK YA, Keu = (UA)NK, = {Ur,...U} € A)
=>Kcusg
= XM UK =Xsc u s, 4= { XK, Uy,...,.Uk} © 4

(Xsts) komp.

[(X,7) top. uz., xe X = sx, X;= XU {s}, 1=t { X0A | A, (X,1)’da komp.}]|:=
(X,t)’nun tek-nokta kompaktifikasyonu:=(X, 1)
1) (X,7) yer. komp. Hays. uz. = (X,,1s) komp. Haus. uz.
2) (X,7) yer. komp. Haus. uz. < se X;

3) ((X,7) yer. komp. Haus. uz.}(YcX)((Y,ty) komp.)(YcAet)(A+X) =
A X0, 1DUYI=ONAl ={1HP

2.29 Metrik Uzaylarda Kompakthk

Once R' bir boyutln Euclid uzaymda, kompakthga dair reel analizin temel

teoremlerini veriyoruz.
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Teoremler

Borel-Lebesgue Lemmasi (Emile Borel (1871-1938), Henri Lebesgue (1875-
1945))

1) (ACR')(A, kapali))(A, sin.) = (A, komp.)

Heine-Borel Teoremi (Eduard Heine (1821-1881))

2) AcR'= [(A, kap. XA, sin.) < (A, komp.)]

3) ((X,d), met. uz. )(AcX)(A, kom.) = (Ae K a}(d(A) < =)

4) (3(X,d), met. uz.)(FACX)(Ae K g)(d(A) < ))(A, komp. degil)

5) (AcR") = [(A, komp.) & ((BcA)( | B| = &,) = ANnD(B) % #)]
Bolzano-Weierstrass Teoremi (Bernard Bolzano (1781-1848), Karl Weierstrass
(1815-1897))

6) (AcRY)(d(A) < 0)(| A |2 8,) < D(A) = 0

Genigletilmis Bolzano—Weierstrass Teoremi

7) (BcR")(\Bep")(0< d(B) < ) = [(ACB)(| A | 2 %) = D(A)" B = 0]
Bolzano—Weierstrass (B-W) f)zeliiéi

[(X,d), B-W met. uz.] < [(AcX)(| A | = &) = D(A) = 0]

8) ((X,d), diz. komp.) < ((X,d), B-W met. uz.)

9) (X,d), komp. = (X,d), B-W met, uz.

2.29.1 Ortiilerin Lebesgue Sayilan (L-Say.)

Act)X=u ) =
L, 4 igin L-say.:o[(BcX)(d(B) < D=>(3A e ) (BcA)]
Aigin L-sdy. ailesi:=£3={ 1| 1eR)[BX)}d(B) < 1) = (A A(BcA)]}

2.29.2 Ortiiye Gére Bityiik Kiime

((X,d) met. uz.)(Act)(X=w 4 Y BcX):=>(B, A ya gore bily. kiime):=(Ae A=>BzA)
A’ya gore biiy. kiime ailesi:= 5= { B | BcX, (Ae A= BzA)}

a=Inf{ d(B) | Be B4} =

1)B:=0= L;=R.

2) (Ba+ P)(a =) = Lz= R+
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(B0 <a<w)=>acly
4)Beds=|B|22
5) a=0 = [neN = (IBye B1 )(0 < d(B,) < 1/n)]

2.29.3 Lebesgue Ortiiliis Lemmas:
1) (X.d), diz. komp.)(1 < 1 X = U A) = L1+ 8P
2.30 £ -Aglar

(CX,d), met. uz. )(ACX)(| A | < R)(EeR):=>(A, e-af ):=>[xeX = (Jac A)(d(x,a)<e)]
fxeX = (iaeA)(xeSa(a))}:c;[X“:u {Se(a) | acA}]

2.31 Tiimden Smirhhik

[(X,d), tiim. sin. met. uz.] & (Ve>0)(FAX)(A, &-a8)
1) ((X.d) met. uz.(ACX):=(A, tiim. sm.) <> (A, titm. sin.)
2) [(X.d), tim. sin.] = [(X,d), sin.]
3) 3(X.d) sm., tiim. sin. degil
4) (AcR™) = [(A, sin.) < (A, tim. sin.)]
5) [(X.d), diz. komp.] => [(X,d), tiim. sin.]
6) [(X.d), diz. komp.] = [(X.d), komp.]
7) (X,d), komp.) < ((X,d), diz. komp.) & ((X,d), B-W 6z.)
8) ((X.d), komp.) <= ((X.d), aynl.)
9) ((X.d), komp.)(f:(X.d)>(Y.d*), stir.) = (f, diiz. siir.)
Ispat: £:(X,d)—>(Y.d%), sur}

=
uaA=X
1 ISen(fx)]eta=> (A={f [Sen(f(X))] | xeX}cTa)(E>0 = Sexz(f(x))éfd*)}
=

teo.(7). |

(X.d), kom. = (35>0)(5€ L5)
} = Af [Sex(f)]eD({ab} £ [Sen(FE)D=
(a,beX)(d(a,b)<d)
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= {f(@.f(b)}cSen(f(x)) = d*(f(a),f(b))<s/
£, diiz. stir.

10) ((X,d), kom.) & ((X,d), tam)((X,d), tim. sin.)

11) Ae K= [(A.da), komp. & (A,dp), tiim. sin.]

12) ((X.d) Ban. uz.)(dim(X) < o0) <> [(Y&X)(Y,dy) simn.) =5 ((Y.dy) tiim. sin.)]"?

2.32 Dengeli Siireklilik (Equicontinuous)

((%.d) komp )(F={ £ | fX—>R (veya C) silr.} AcF)(A # §) =
[(A, deng. siir.):>(Ve>0)(V fe A)(Vx,y e X)@8>0)(d(x.y)<d = |f()-f(¥)l<e)]

2.33 Ascoli (Arzela) Teoremi

((X,7) homojen) < [(a,beX) = (3f:X->X, Home.)(f(a)=b)]®
2.34 Homojenlik

((X.1) homojen) < [(a,beX) = (3f: XX, home.)(f(a)=b)]"®
2.35 Aynilabilirlik

2.35.1 Ty Uzaylan
2.35.1.1 Tamm: Bir (X,7) topolojik uzaymda her farkh nokta ciftine karsilik,
bunlardan birini igeren, digerini igermeyen bir agtk kilme varsa, bu (X,t) uzaymna bir
Ty uzay1 denir.
((X,1), To):=[(abeX)(arh) = (FAen)[(acA)beA) V (beA)aeA)]]
o[(@beX)(arb) > FAet)(|An{ab} |=1)]
:o[@beX)ath) = @xe {ab)EAen){x}cAX{ab}\(x}zA)
={(abeX)(arh) = [(X (b} eN (@) V (X \{a} e N (b))]
2.35.1.2 Ornek: X={a,b}, n=I={0.X}, 1,={0,X.{a}}, t:={0,X,{b}}, 1= D= P(X)
iizere, (Xt Ds(X,12),(X,73),(X,14) uzaylarmdan birincisi harig, diger iigii To uz,ajqdm
2.35.1.3 Teorem: (X,7) bir Ty uzay ise, T"yu kapsayan her o topolojisi igin (X,5)’da
To’dur.
((X,7), To)(r < 0) = (X,0), To



37

Ispat: Tamimdan.
2.35.2 T; Uzaylan (Frechet Uzayi)

2.35.2.1 Tanmm: Bir (X;1) topolojik uzayinda, her farkli a,b nokta ¢iftine karsilik,
a’y1 iceren b’yi icermeyen bir A agik kiimesi ve b’yi igeren a’y1 igermeyen bir B agik
kiimesi varsa, bu (X,t) uzayina bir Ty uzay1 denir,
(X1), Ty):=>[(abeX)(axb) => (JAet)(ABer)(acA)beA)(beB)(aeB)]
<>[(a,be X)(axb) = (FAet)(ac A)(beA)]

[ (a,beX)(a#b) = (Vxe{abhEAet)({x}cA){abi\{x}zA)
2.35.2.2 Ornek: Ornek 2.35.1.2° deki uzaylardan yalmzca (X,t4) bir T uzayidr.
Teorf;mler
1) (X1); T)(teo) = (X,0), Ty
2) (X,1), Th) = ((X,7), To)

Ispat: (X,v), T)):=>[(a,beX)(ab) = (FJAet)(acA)beA)]
= [(a,beX)(a#b) = (FAen)[(acA)(beA) V (beA)ag A)l:=>((X.1), To)
3) 3(X,1), To, Ty degil
2.35.2.3 Ornek: Omek 2.35.1.2°deki uzaylardan, (X,12) ve (X,t3) uzaylari, Tg
olduklar halde, T, degildirler.
4) (X1), T) © [acX = {a}e K] @ [aeX = X \{a} e1]
Ispat: i)=>: ((X,7), T):=[(a.beX)(atb) = (FAet)(acA)beA)] =
[xeX\{b} = BAe1)(xc AcX \{b})] > X \{b}et = {b}eX
ii)<: [aeX = {a}eK] = [aeX = X \{a}et] =
[(a,beX)(atb) = (A=X \{a} €T)(beA)agA)] = ((X,7), Ty)
5) (X,m,t) bir top. grup = (X,1), Ty
ispat: yeX = Ly:(X,1)—>(X.1), Ly(x)=yx home.
X\{eter }:)

Ly[X\{e}I=X\{y} et

} = (X,’C), T
teo.(4)

6) ((X,m) grap)((X,t) top. uz.)(m:XxX—X, m(x,y)=xmy TX1-T siir.)
X=X, ix)=x" 1-1 siir.)(X,1), To) = X,7), T1
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Ispat: (acX)(aze
)} = [X\{e}eN(@) V(X \{a} eN(e))]
(X,‘t) ,To

Ly:(X,t)>(X,1), Ly(x)=yx home. = Lo [X \{a}]=X \{e}eN (@) > =
XX, i(x)=x", home. = i[X \{e}]=X \{e} e ¥ (a)
[X \{a}eN(e) =i o La[X \{a}][=X \{e} e N (a)]
4X \{e}=>X \{e} eW(a)]/

X\ elet = {e}eX

} = (XBT)a Tl
teo.(4), teo.(5) J

6) (X.1), TACX)(| A | < %) = Aek
7) (X,7), T1) < T (7 : kofinit top.)
Ispat: )= ((X,71), Ti)teo.(d)) = (xeX = {x}eX )= (| B| <8 = \Be t)}
-

Aet= |\ A | <R,

\(\A) =Aert
/ikc T
i) xeX = [{x}|=l< %= X \{x} i
} = X\{x}ert = {x}eK"
wcr = (X,1), T }
teo.(4)

8) = min{ T ‘ o(yt)a Tl}
9) (X0), T@ # Y X )= ((Y.ty), T1)

Ispat: xeYcX
} = X \{x}et= Y XM=Y \x} ety = (Y,oy), Ty
(X,T), Tl

10) | X | <X = [(X,1), Ti © 1=D: =PX)]
11) (X,7), THASX)(| A | <Ro) = D(A) =@
ispat: (X,0), TINACX)(| A | <%) =
(AeK)(xeA = A\{x}eX) = xeX \(A\{x})er
X \Ax})NA =6 } -
= x¢D(A)

/xeA = xgD(A)
} =DA)=0
AeX= D(A)cA
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12) (X,7), TH(AcX)aeX) = [aeD(A) @ (acUet = | UNA | 2 Ro)]
Ispat: i)=: (acUet)(|UNA | <8)B=(U\{a})"A)=|B|< xo}
jrased

(Xat)a T:

acUN(\B)
ANUN(B)=ANUN\[U\{a})nADc{a}
aeD(A)
/aeD(A) = (aeUet = |UNA|2R,)
ii)<=: Besbelli,
13) (X.7), T((X.7) = (Y.,0)) = ((Y,0), T1)

(\Bet)(Un(\B)e1)
}3

2.35.3 T, Uzaylart (Hausdorff Uzaylar)

((X1), Ty):>[(a,beX)(axb) = (JAet)(@BeT)(ae A)/(beB)(Am B =0)]
2.35.3.1 Ornek: Ornick 2.35.1.2°deki uzaylardan yalmzca diskret olam T,’dir.
2.35.3.2 Teoremler
1) (X,1), T2) = ((X,1), T1) = ((X;1), To)

2) 3(X,7), Ty, Ty degil

3) (X,m,t) top. grup = (X,1), T2

4) (X.1), T)(Kan) , (X1ydayak) = | {xfan>x } | =1

Ispat: (X,1), Ty)(a,beX)(a#b) = (FAet)(@Ber)(acA)beB)YANB= ﬁ)}
=

(a—>a)(a—b)
= (AnoeN)(n 2 ny = a,e A)(FAn;eN)(n 2 ny = a,eBYANB =)
=> n = m=max{ne,n} = a;€cANB=0)
celigki.

A
5) ((Xov), bir. say.) = [(X,1), T2 & (((an) , X1)dayak) = | {x [a—>x } [=1)]
Ispat: i)=: teo.(4)
i) (X,1), T2 degil = (FabeX)(atb)[(acAet)(beBet) = ANB = 0]
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B={Ap| neN = Apr1CAp}
}j (meN = Ay By # 0) = (I () NancAnNBy) =
%={Bn| neN = Bn-q-]CBn}

S(@—a)a—b) = | {x|a—>x } =1

[{x]|a=>x}|=1=X1), T2
6) (X,1), THYX) = (Y,1v), T2
ispaﬁ: ((X,1), To)(a,be YcX)(axb) = (FAet)(@Bet)acAXbeBYXANB =0)
= (YNAety)(YNBety) (YN AN (YNB=YNANB =§)

Y.tv), Tz

7) (X1, T2(X,7) = (Y,0)) = ((Y,0), T2)
8) (X,1), T2)(1co) = (X,0), Tz
9) ((X.7), top.uz.)(Y,5), T f: XY, siir.(g:X-Y, siir)={x | fx)=g(x)}eK* >+

2.35.3.3 Nokta Ayiran Fonksiyonlar

A= {f| fX->Y}, nok. ay. & [(a,beX)(azb) = (Ife A(f(a)%f(b))]
1) C(X,R) nok. ay. = (X,1), T»
Ispat: (C(X,R) nok. ay.)(a,beX)(ab) = (Afe ¢ X,R))(f(a)+ f(b))}
-

®', T2)(f(@).f(b)eR) = (3A,Bep)(f(a)e AX(f(b)eBYA N B= @)
(f '[ALS "'[Blet)aef "[Al)bef "'[BI(/ [Aln f [B] = Y
(X9T)a TZ @
2.35.4 Regiiler Uzaylar

(X,1), reg. < [(Ke K Wae X\ K) = (IA,BetNKcA)YacBYA N B=0)]
2.35.4.1 Ornek: X={a,b}, 11=I={0,X}, u={8,X,{a}}, :={8,X,{b}}, .= D=P(X)=>
(?Qt;),(X,h) reg., (X,12),(X,t3) reg. degil.

X={ab,c}, 116={0,X.{a},{b,c}}, 113={0.X,{b}.{a,c}}, ie={0.X,{c}.{a,b} },... 120>
(X DX D)X, 110):(X,T13):(X,116) Teg. (fakat Ty degillerdir!), digerleri reg. degildir.
1) ((X,7), reg (YCX) = (Y. ty), reg.)

2) ((X,1), reg (X,1) = (Y,0)) = ((Y,0), reg.)
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2.35.5 T3 Uzaylan

((X,1), T3) © ((X,1), TH((X,7), reg.) < [(a,beX)(a#b) = (FAet)(acA)(beA)]
[(KeX YaeX\K) = (JABet)(KcA)aeBYANB = )]

Ornek: Her metrik uzay T5tiir.

1) (X7), T3) = ((X,7), T2)

Ispat:  (abeX)(atb)

} = ({ajeX )be{a})
(X’T)a T3):> ((Xst)a Tl) } =
((XYT)! T3) = ((Xa‘t)a reg) :

= (3A,Bet)({a}cA)beBYANB = )]
= (JA,Bet)(acA)(beBYANB =)

/

o(at)a TZ
2.35.6 Normal Uzaylar

Xty nor. < [(K,.Le X )YKnL = 0) = (3A,Bet)(KcA)LcBYAN B = 0)]
2.35.6.1 Ornek: X={a,b} kiimesi ile olusturulan tiim topolojik uzaylar normaldir.
X={4d,b,c} lizerinde olusturuian tiim topolojik uzaylar (t0,t21,t2» harig) normaldir.
1) (X,7) nor. < [(KeK ) KcAer) = (IBet)(KeBo B cA)]

Ispat: )=: KeK)KcAer) = (\eK)(\MANK = ﬂ)}
-

(X,7) nor.
AUBet)(\ AcCUXKBYUNB =0 = (3U,Bet)(\UcA)KcB)( Bc \U)}
=

\Uek
(JU,Bet)(KceBe B = \UcA) = (I3Bet)( KeBo B cA).

i) (KLeK)KNL=0) = KeX)Kc\Let)
} = (ABet)(KcBcBc \L) =
Hip
(@Bet)(Lc\B)YBN\B =0)
}: (\B, Bet)(KcBYLc \B)YBN\B = ﬂ}
\Bet X,
2) ((X,7), nor. )((X,7) = (Y,0)) = ((Y,5), nor.)

T) nor.



42

3) (Uryson Lemmasi)

((X,7) normal) = [(K,.Le K YK N L = @)=>(3f:X->[0,1] st )K= {0} fILI={1})]
4 [(X7) top. uz)K,Le K YKL = B)=>(3f:X->[0,1] str )} fK]={OHULI={1 )]
= ((X,7) nor.)

5) ((X,v) nor.) < [(K,Le K YK ML = B)=>3f:X—[0,1] st )(FKI={ONULI={1})]
6) ((X,7) nor,) & [(K,Le K YKL = B)=>(3f:X~>[ab] sir)FK]={aHh(fIL]={b})]
7) (Tietze genigletme teoremi):

(1), nor. (K e K )(f:K—[a,b] siir.) = (3f*:X—>[a,b] siir.)(xeK = f(x)=f*(x))

8) ((X,7) reg.)((X,7) Lin. uz.) = (X,1), nor.

2.35.7 T4 Uzaylar

(X,1), Tg) < ((X,7), T(X,1), nor.) < [(a,beX)(axb) = (FAer)(acA)(bgA)] <
KK.LeK)KNL=0) => (FABet(KcA(LcBYANB =0)]

Ornek: Her metrik uzay Ttilr,

1) (X,1), Ta) = (Xo1), T3)

Ispat: (KeX)(agK)

} =({a} eX)({a} "K = )
X1), Ta= X1), Ty } =

(Xst)s T4 = (X,T), nor

= (JA,Bet)(ae {a}cA)KcB)ANB) = 9
(X,7), reg.

2) (X0), T)KeK ) = K,x), Ts
2.35.8 Tam Regiiler Uzaylar

(X,7), tam reg. & [(agKe k) = @f:X->[0,1] sir)(f@=0)fIKI={1}]

1) (X,1), tam reg. = (X,1), reg.

Ispat: (X,7), tam reg. < [(agKeK) = (Af:X—[0,1} stir.)(f(@)=0)(f[K]={1 })]}
=

1€0.(2.35.3.2-6) = [0,1], T, => (3A,Be1)(0cA)1 B)ANB = )

(f "[Alen)(f "[Bletac AYKBX(f '[AlN f ' [B] = ﬂ)
(X,1), reg.

2) (X,7), nor. = [(X,1), reg. <> (X,7), tam reg.]
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3) ((X,7), tam reg. }(YCX) = (Y, 1y), tam reg.
4) (X,7), tam reg X(X,1) ~ (Y,0)) = ((Y,06), tam reg.)

2.35.9 T3, Uzaylar: ( Tychonoff Uzaylary)

(X,1), T3 <> ((X,7), tam reg. )}((X,1), T))
D Xv), Tes = (Xo1), Tsin
2) (X,1), Tz = (X,1), T3 249

2.35.10 1,2 ve 3 Elemanh Kiimelerde Olas: Tiim Topolojiler

1) Xi={a}

c = {8,Xq};

2) X;={a,b}

p1={B.Xa}, 2= {8.X2,{a}}, p3= {8.Xa,{b}}, ps= {8.X>.{a},{b}};

3) X3= {a,b,c}

1= {0.X3}, 2= {8.X3,{a} }, 13 = {#,X3,{b}}, Ta= {0,X3,{c}}, ts= {6, Xs,{a,b}},
6= {0, X3,{b,c}}, 17= {0.Xs.{ac}}, 1s= {8.Xs5,{a},{a,b}}, 1= {0.Xs,{a},{a,c}},
T10= {8,X3,{a},{b,c}}, t11= {8.X5,{b}.{ab}}, 112= {8.X5,{b}, {b,c}},

3= {8,X3,{b}.{ac}},

Ta= {8.X3,{c}, {ac}}, 11s= {B.Xa,{ch{be}}, Tie= {B.Xa.{c}.{ab}},

7= {8.X,{a}.{b}.{a,b} }, mis= {0.Xs,{a},{c}.{a,c}}, Ti9= {0,Xs,{b},{c}.{b,c}},
0= {0,Xs,{a},{a,b},{a.c}}, 11 = {8,X5,{b},{a,b},{b,c}},

2= {0,X3,{c},{a.c},{bc}}, m3= {#.Xs,{a}.{b}.{a,b},{b.c}},

4= {0,X5,{a}.{b}.{ab},{ac}}, 12s= {8,Xs,{a}.{c},{a,b}.{ac}},

T6= {0,X3,{a}.{c}.{a.c}.{b,c}}, 127= {#,X;,{b}.{c},{a,b}.{b.c}},

T2s = {0, X3,{b}.{c},{ac}.{b,c}}, 29 = P(X3).
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Table 2.35.11 1, 2 ve 3 elemanli uzaylarda olasi tiim topolojilerden ayirma

aksiyomlarini saglayanlarin ve saglamayanlarin tablosu
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2.36 Sayilabilirlik
2.36.1 Birinci sayilabilir uzaylar (bir. say. uz.)

(X,7), bir. say. uz.:<>[aeX = (3B, , a’da yer. baz)( | B | < X;)]
= [aeX = (@B, ct)(BeB,=> acB)lacAet = (ABeB,)BcA)]
1) ((X,7), bir. say. uz.)(YcX) = (Y,1y) bir. say. uz.

Ispat: acY
}:> aeX

YcX }z (3Ba, a’da yer. baz)( | Ba| < Xo)
(X,1), bir. say. uz. } =
teo.(»)

(B={YNA|Ae®B,}, a’da Ty yer. baz)( | B.| < &,) = (Y,Ty) bir. say. uz.
2) ((X,1), bir. say. uz.)((X,7) # (Y;6)) = (Y,0) bir. say. uz.

2.36.1.1 I¢ i¢e Yersel Baz

((X,7), top. uz.)(aeX) (B, ={B, | neN}, a’da say. yer. baz):=
®,, a’da ig ige yer. baz:<>(neN = B, cBy)
1) ((X,7), top. uz.)(ae X)(B,={B,| neN}, a’da say. yer. baz) = 3@, a’da ic ige baz
2) ((X,x), bir. say. uz.)(@aeX) = 3®,, a’da i¢ i¢e baz
3) ((X,%), top. uz.)(@ae X)(B,={Ba| neN}, a’da i¢ ige baz)(a,e By) = a,—>a

ispat: acAet
} = (AmeN)(BncA)

®,, a’da yer. baz }: [n2m = a,eBncAl

®B,, a’da i¢ ice baz
4) ((X,7), bir. say.uz.)((Y,0), top.uz.)(f:X—>Y)(ae X) =
Lf, a’da siir. © f, a’da diz. siir.]
Ispat: i) =: teo.(+)

a—>a

=4 f, a’da siir. degil
}: (3Aeo)(f(@eA)neN = Byzf '[A]) =
B,={Bn|neN}, a’da i¢ i¢e baz

= [neN = (Fa,eBo)ane f '[AD] = [neN = (Qa.eBy)(f(an)2A)] =

= (A(an) Nan—a)(f(an) + f(2))

} =>f, a’da diz, siir. degil
teo.(+)
[, a’da diz. siir. = f, a’da siir.
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2.36.2 ikinci Sayilabilir Uzaylar (iki. say. uz.)

(X,7), iki. say. uz. : <> (FB < T)(B, baz)(| BI< Ro)
1) (X, D) disk, top. uz. = [(X,D), iki. say. uz. <> | X | < 8]
2) (X,71), iki. say. uz. => (X,7), bir. say. uz.
3) (X,q), iki. say. uz.)}(YcX) = (Y,1y), iki. say. uz.
4) (X,7), iki. say. uz.}(X,7) 2 (Y,0)) = (Y,0), iki. say. uz.

2.36.2.1 Ortii, Sayilabilir Ortii, Sayilabilir Ortitye indirgenebilir Ortii

A, A icin 6rtil | < (4 < PGONAC U A)

A, A igin agik 6rtil : & (A tWAcU )

A, A igin sayilabilir bir 6rtiiye indirgenebilir rtii : © (A PX)A < L A
@A* c DA AN A* [<Ro)
1) (Lindelof (1) ):

((X,x), iki. say.uz AcX)Act(Ac L A) = EA*aAAC L A¥) (| A* | S Ro)
2) (Lindeldf (2) ):

(%), iki. say. uz.)(® baz) = @8'c B)(F, baz)(| & | < %)

2.36.2.2 Lindeldf Uzaylari

(X,7), Lin. uz.: & [AcX=u ) = A4 c D)X= U AN | A | SR}
1YX,D), Lin.vz. & | X | <R,
2) (X, D), Lin. uz.)}((Y,0), top. uz.)(f: XY siir.) = (f[X],05x)) Lin. uz.
3) ((X,1); Lin. uz.X(YeX) = (Y,ty), Lin. vz.

2.36.2.3 Ayrilabilir Uzaylar

(X.1), ay. uz. : <> GACXN A =X)
1) (X,7), iki. say. uz. = (X,‘c), ay. uz.
2) 3(X;7), ay. uz.)((X,7), iki. say. uz. degil)
3) (X, d), met. uz.)(X,tq), ayril,) = (X,1g), iki. say. vz.
4) (X, D), ay.uz. & | X | <R
5) A(X.%), ay. vz )AYSX)(Yyry), ay. vz degil)>*®
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BOLUM 3
3.1 Genellestirilmis Kapah Kiimeler

3.1.1 Tamm: (X, ) topolojik uzay, AcX olmak iizere, eger A’y kapsayan her t-agik
kiime, A’nin kapanisim da kapsarsa, A’ya, (X,t) uzayinda bir genellestirilmis kapali
(kisaca g-kapali veya g-kap.) kiime denir. Bir (X,r) uzayindaki tiim g-kapali
kiimelerin ailesi X;" simgesiyle veya (bir karisikliga yol agmayacaksa) X, simgesiyle
gosterilecektir.”

AeKy:o(AcUer = AcU)

K= { A|AcUet = AcU}
3.1.2 Ornek: X = {ab,c}, T = {#.X,{ab}.{b.c}.{b}}, o = {B.X.{ab},{c}},
p=(BX,{a}} = Ky = K={B.X.{c},{a), {ac}}, K =K1K, K =PCOM{a}} ok
3.1.3 Sonuglar;
1) Her kapali kiime g-kapalidur.

AeK=> Aek,
Kc ke
Ispat: AeKX=> A=A
:»KCIJ/
AcUer Ae T(g/
K Ke.

2) g-kapah bir kiime kapali olmayabilir.
(AX,7) top. uz.}FAe K,cP(X))(A¢ K)
(3(X;7) top. uz.)(Kg = K)
Ispat: Ornek 3.1.2°deki (X,p) uzaymnda ({a,b} e Kp)({a,b} 2 K) = (K, < K).
3) Herhangi iki g-kapal1 kiimenin birlesimi g-kapahdir.
ABeK;=> AUBeX;
Ispat: AUBcUet = (AcUYBcU)

A,Be?(g

=(AcUYBcU)= AuUBcU
-
AuUB=AUB

AUBCU/
AUBeX,.
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4) Bir (X,7) topolojik uzayinda herhangi iki g-kapah kiimenin kesisimi g-kapali
olmayabilir.

(3(X,7) top.uz.)(FA,Be KcPXONA N Be Ky)
Ispat: Omek 3.1.2°deki (X,p) uzayinda ({a,b},{a,c} e K" X{a,b} N {a,c}={a} £ K;").
5 X+0 herhangi bir kiime olmak iizere, (X,D) diskret topolojik uzaymnda her alt
kiime g-kapalidir.(ve o halde her g-kapah kiime kapahdlr.)
D=P(X) = {AcX = (A, g-kap)] & (K,2= P(X)
fspat: (0=PQONACX) = A=A = (X2= {A | AcUeD= A cU} =P(X) = KO
6) X + @ herhangi bir kiime olmak iizere,; (X,I) indiskret topolojik uzaymda her alt
kiime g-kapalidar.
1= {8,X} = (XK'= P(X))
Ispat: (1= {8 X}(ACX) = (Kg'= {A | AcX = A=XcX} = P(X)).

3.2 Genellestirilmis Agik Kiimeler

3.2.1 Tamm: (X,7) bir topolojik uzay, AcX olmak iizere, eger A’mmn tiimleyeni
g-kapali ise A’ya (X,1) uzaymda bir genellestirilmis agik (kisaca g-acik) kiime denir.
(X,7) uzayindaki tiim g-agik kiimelerin ailesi Ty ile gésterilecektir.
(A, g-acik):>(\A, g-kap.):= (\AeKy):=(Aety)
Tg={A |\ Ae Ky}
3.2.2 Ornek: Omek 3.1.2°deki, (X,1), (X,q), (X,p), (X, D) ve (X, 1) uzaylarinda,
1= 1= {BX,{a,b},{bc},{b}}, 05 = D= ;= P(X), pg=PX)\ {{bsc}} D p

3.2,3 Sonuglar:
1) Her agik kiime g-agiktir.
Aet = Aety
TCT
Ispat: Act = \AeX
} = \AekK,' = Aetg
KoK /'c C T

2) g-agik bir kiime actk olmayabilir.
EFXD)EFAet, c PX)NAET)
BX,7) top. uz. )Yty < 1)
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Ispat: Omek 3.1.2°deki (X,p) uzayinda ({b} epo)({b} 2p) = (ps Z p)-
3) Herhangi iki g-acik kiimenin kesigimi g-agiktur.
ABet,= AnBer,

Ispat: ABet,=\A,\Be
= (\AU\B)eX;,
-3)

Sonug¢(3.2.3

} = \(ANnB)eK;= AnBer,
(MU\B)=\(ANB)

4) Bir (X,1) topolojik uzayinda herhangi iki g-acik kiimenin birlesimi g-agik
olmayabilir.
AX,))EABet, c PX)(AUBgTy).

Ispat: Ornek3.1.2’deki (X,p) uzayinda ({b},{c} ep)({b} L {c}={b,c} £p) = (pezp)
5) Diskret topolojik uzayda, her alt kiime g-agiktir.
(X, D) diskret = @, = P(X)

Ispat:  AcX =)\AeP(X)
> \AeK,P= AeD,

Sonug(3.13-5) = K,2=P(X) /P(X)=(Dg
6) Indiskret topolojik uzayda her alt kiime g-agikfir.
(X, 1) indiskret = I,= P(X)

Ispat: (AcX)(Sonug 3.1.3-6) = Aek,’= P(X) = \AeP(X) = \Ae I, = P(X).

3.3 Dunham Kapams: (g-kapanisi), A’

3.3.1 Tamm: (X,t) topolojik uzay, AcX olmak iizere, A kiimesini kapsayan tiim
g-kapali kiimeler ailesinin kesigimine, A’nin Dunham (anlaminda) kapamsi, veya
g-kapams1 denir; A "(=CI'(A)) seklinde gﬁsterilir.(m)

A’nin g-kapanigi:= A=A {B| AcBe X}

3.3.1 Dunham Topelojik Uzaylan

3.3.1.1 Teorem: (X,7) topolojik uzay, A,BX olmak iizere,

i) 3'=0,ii) AcA i) AUB™=A"U B", iv) CI'(CI'(A)=CI'(A)
3:3.1.2 Teorem: (X,t) topolojik uzay olmak iizere,

T ={U| iﬁ "=\U, UcX} ¢ P(X) ailesi, X iizerinde bir topolojidir.
Ispat: Teorem 3.3.1.1
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3.3.1.3 Tanmm: Bos olmayan bir X kiimesi {izerindeki t = {U | \U "= \U, UcX}
topolojisine Dunham topolojisi, (X,t*) topolojik uzayina da Dunham uzay: denir.
Ornek: X = {ab,c}, 1= {8.X,{ab}}, K={8.X,{c}}, XK'= {#,X,{c},{ac},{bc}}
olmak iizere © = {#,X,{a},{b}.{a,b}} olur.

Sonuglar;

1) (X,7) topolojik uzay, (X,t*) buna iligkin Dunham topolojik uzay olmak #izere,
X’in bir A alt kiimesinin, (X,t*)’daki A kapamgi, (X,t)’daki A * Dunham
kapanigina esittir.

A=A
2) (X,1) topolojik uzay vé AcX olsun. A kiimesinin g-kapali olmasi i¢in gerek yeter

kogul A *=A olmastdur.
Ak, A=A

3.4 Genellestirilmis Siirekli Fonksiyonlar

3.4.1 Tanm: (X,7),(Y,0) tqpolojfik uzaylar, f:X->Y bir fonksiyon olmak iizere, eger
(Y,o) uzayindaki her kapal: kiimenin f altindaki orijinali (X,t) uzayinda g-kapali ise,
f fonksiyonuna t-c genellestirilmis stirekli veya kisaca g-siirekli fonksiyon denir.
Aksi halde, yani en az bir o-kapal kiimenin f altindaki orijinali g-kapal degilse,
f fonksiyonu g-siirekli degildir.”’
(f, g-sir): (A K= £ T[Ale k)

(f, g-sir. degil): @A K)(f "[Ale k")
3.4.2 Orniek: X = {a,b,c}, 1= {8,X,{a,c},{b,c},{c}}, Y = {1,2,3,4},
o= {8,Y,{2,3},{3.4},{2,3,4},{3}} olsun.
K= {8.X,{b}.{a}.{ab}}, XK'= K U {{c}},
K= {0,Y,{1,4},{1,2},{1},{1,2,3}}, K= K u{{1,3},{2,4},{1,2,4},{1,3,4}} olur.
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[ XY, f={(ad)(b,4)(c;1)} =

Pex’ = f[0]=0eX,’ \
Yex® = fY]=XekS
{l4}eX = f[{14}]=Xex
{12}ex’° = f[{1,2}]= {c}eK'(2K)p = (Ae K =>f"[A]€7<g’)/
{Itex® =f{1}]={clexy (f
{123}ek = f [{1,2.3}] = {c}e X ) (fsiir.degil)

, g-siir.)

gX-Y, g={(@:2.b.2)(c.3)} =

bek’  =g¢'[0]=0eK c K )
Ye®x® =g [Y]=XeKc k'
{L4)ek’ =g ' [{14)1=0eK c &'
{12}ex’ =¢"[{1.2}]= (ab}eX C &' ) = (Ae K= g"[AleK'cKy)
(Jex’ =g'[{1}]=feX c & ésﬁn)

{123}e’= ¢ [{1,23}] =XeK c &' (g, g-siir.)

hX->Y, h={(a,1),(b.2),(c;)}=>({1.4} e K°)(0 ' [{ 1,4} ]={a.c} ¢ KKy
/(1{, siir. degil)
(h, g-siir. degil)

X’den Y’ye siirekli olmayan fakat g-stirekli olan bir fonksiyon ise, yoktur.

3.4.3 Sonuglar:

1) X,1)(Y.,0) topolojik uzaylar, f:X—Y bir fonksiyon olmak fizere, eger

f fonksiyonu siirekli ise, g-siireklidir.

(f, siir.) = (f, g-siir.)

Ispat: (£, siir) = [Ae = [ '[Ale K]
}:> [AcK = fAle k'] = (f, g-siir.).
K K

2) Bir f:X—>Y fonksiyonu g-siirekli degilse, siirekli de degildir.
(f, g-siir. degil) = (f, siir. degil)
Ispat: [( £, siir.) = (f, g-stir.):[(f, g-siir. degil) = ({, siir. degil)].
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3 ) g-siirekli bir fonksiyon siirekli olmayabilir.
AX,7),(Y,0) top. uz )3 F:X->Y)(f, g-str.)(f, stir. degil)
ispat: Omek3.4.2 deki f fonksiyonu g-siirekli, fakat siirekli degildir.
4) (X,7),(Y.o) topolojik uzaylar olmak iizere, bir f:X—Y fonksiyonunun g-siirekli
olmas: igin gerek ve yeter sart, her o-agik kilmenin, f altmdaki orijinatinin, (X,7)
uzayinda g+agik olmasidir. ‘
(X, 1)->(Y,0), g-siir.) © (Aeo = f [Alety)

Ispat: ‘
i)=>: (f, g-sir):=>Be K’ = f "'[Ble k)
= f[\AJekg" =\ f '[\A] = f "[Alery
Aco = \Aek®

iiy=: (Aeo = f '[Alety)

}:‘* F\Bl=\f"[Blety= f " [BleXs’
BeX’= \Beo /f,g—sﬁr.

5) (X,1),(Y,o) topolojik uzaylar olmak tizere, eger bir f:X—Y fonksiyonu g-siirekli

ise, X’in her A alt kiimesi i¢in, A’rin Dunham anlamindaki kapanisinin f altindaki

gOriintiisii, A’nin f altindaki goriintiisiiniin kapanig: tarafindan kapsanir.
F:X-(Y,0), gsiir.=[AcX = f[A ] < fIA]]

ispat: f:(X,1)—(Y,0), g-siir.=>(BeX° = f '[Bleky) 9
}z FL1ANe %

AcX = fl[A]e®C.

AcX = flAlc fTA] = Ac f [ fIA]]
= A" /Al = fIA ] fIAL
6) (X,1),(Y.0) topolojik uzaylar, f:X—Y bir fonksiyon olmak lizere, X’in her A alt
kiimesi igin, A’mn Dunham anlamindaki kapamiginin f altindaki g6riintiisti, A’nin
J altndaki gorintiistiniin  kapams: tarafindan kapsaniyorsa, f fonksiyonunun
g-stirekli olmas: gerekmez.

(3X,1),(Y,0) top. uz.)3f:(X,1)>(Y,0) g-siir. degilHAcX = fIA ='!] o j—:[Xf—l]
fspat: X={ab,c}, t= {B,X,{b}}, Y={1,2,3.4}, 6 = {8,Y,{2,3}}, /={(a,2)(b,1).(c.3)}
igin, K = {8.X,{a,c}}, K = {8,Y,{1.4}} ve k' = {#.X.{a},{c}.{a.b}.{ac}.{bc}}
olur.
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B" = N{.{a).fe}.(ab} {ack {be}.X } =B = f1D7] = /0] =
{a}" = N {{a}.{ab},{achX} = {a} = flfa} 1= flta}] = (2}
{b} "= Ni{ab}.{achX} = {b} = f1{b} 1= fI{b}] = {1}

{e}" = N{{ch{achibe} X } = {c} = fl{c} 1= fl{e}] = {3}
fa.b)" = N {{ab}.X} = {ab} = fl{a,b} 1= fliab}] = {12}
{b,c} "= N{{b,e}.X} = {be} = f1{b.c} 1= fl{bie}] = {13}
fa.cl” = N{{ac}.X} = {ac} = fl{ac} 1= fl{aci] = {2.3}

X =N} =X= X T=f1X]= {123}
fP1=8=2 > S=43" \
MM =2 =Y > 2} =11}

FIN = {13 = (1.4} {1} = /{5 ]
S =3 =Y > 3} =fl{c}]

JT@hll = T3 =Y > (12} = flwb) ]} =[AX = /A" 7TAl]
flbe = (131 =Y > {13} = f[(b,} ]
fMacl = 23} =Y > {23} = fllag) ]
fXI=X={123} o {123} =fX"1 )
{1,4} e K° fakat £ '[{1,4}]= {b} & K,' oldugundan f fonksiyonu g-siirekli degildir.

7) (X,1),(Y,0) topolojik uzaylar, f:X->Y bir fonksiyon olmak {izere, X’in her A alt
kiimesi i¢in, A’nin Dunham kapamgmin f altindaki gorintiisiiniin, A’nmn f altindaki
goriintiistiniin kapams: tarafindan kapsanmas: icin gerek ve yeter sart, her xeX igin
f(x)’i igeren her V agik kiimesine karsilik, f[UlcV olacak sekilde bir V g-agik
kiimesinin olmasidir,

[AcX = fIA ] < fIA]]l & [xeX)(f(x)eVeo) = (@UerlxeUYfUIV)]

Ispat:
i)=:
xeX)(f(x)eVeo) = xe f[\WV]cX

= £((FTVD) € SV eV
AcX = f[ATc flA] |
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= (VD) cfIWV]

1 = x¢( f\V])" = @Uet)xeU)Un f [ \V] = 8)
xef [ \WV]

= @UetxeU)(f[Ul c F (F TV]) < V)
ii) < . .
(AcX)(yef[A D= [yeVeo = (Fxe A <X)(y=f(x)eVeo)]
N
@AUer)(xeU)(f[UIcV)
_*} :‘>(UmA¢@)(f[A]mV¢ﬁ)::>ye?[K]
xe A
A e fTA]
8) (X,1),(Y,0) topolojik uzaylar, (X,7*), (X,t)’ya iliskin Dunham topolojik uzay,
f:X—>Y bir fonksiyon olmak iizere, X’in her A alt kiimesi i¢in, A’nin Dunham
kapanisinin f altindaki gériintiisiiniin, A’min f altindaki gériintiisiiniin  kapanist
tarafindan kapsanmas: icin gerek ve yeter sart, f fonksiyonunun, t*-c siirekli
olmasidir.
[AcX = fl[A "] ¢ fTA]]l © (f:(X,1%)—(X,7), siir.)

Ispat: teo.(5) ve teo.(7)’ den goriiliir.
3.5 Ty Uzaylan

3.5.1 Tamm: Bir (X,1) topolojik uzayinda, eger her g-kapah kiime, (ayn: zamanda)
1-kapalt ise, bu (X,7) yzayma bir Ty uzay: denir. -1

[(X1), Tin]:(Ae K = AeK):o(K <« K)
3.5.2 Ornek: X={ab,c}, 7={0,X,{ab},{b.c}.{b}}, o={0,X,{a,b},{c}}, p={0.X.{4}}
alimrsa 6rek 3.1.2 gc:regince,

K¢ =K'= {0.X,{c}.{a}.{a.c}}, K= K°=P(X)
oldugundan, (X,t) ve (X,D) (diskret) topolojik uzaylari, T), uzaylardir. Fakat,
K *= P(X) # K= 0, Kg'=P(X) # K= {B.X}, Ko’ = POO\{ {a}} = K= {B.X.{bc}}
oldugundan, (X,6),(X,p) ve (X,I) uzaylar1 Ty, degillerdir.
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3.5.3 Sonuclar:
1) Bir (X,7) topolojik uzaymmin T olmas: igin gerek ve yeter sart bu uzaym X '
g-kapalilar ailesi ile X* kapalilar ailesinin esit olmasidur.
[X7), Tig]l & K=K
Ispat: tanim(3.5.1) ve sonug(3,1.3-1) in direk sorucu.
2) Her T, (T, T3, T4 vs.) uzay1 Ty dir ve her Ty uzayr Typ’dir.
ispat :© |
3) (X,t),(Z,p) herhangi topolojik uzaylar, (Y,o) bir T1/; uzay olmak lizere, eger,

XY ve g:Y—>Z g-siirekli fonksiyonlarsa, gof:X->Z fonksiyonu da g-siireklidir.

((X.7), (Z,p) top. uz.)(Y,0), Tin)(f: XY, 1Y >Z g-siir.) = gof:X—Z g-siir.

ispat:
Aex’
} =g [Alek,”
g, g-siir =g [Alex’
Y,0), Tin=> K=K }
I, g-stir.

= f g Al = (@op) "[Ale X
4 X7 g-siif.(13 )

4) (X,1),(Z,p) herhangi topolojik uzaylar, (Y,o), T1,» olmayan bir topolojik uzay ise,

XY ve ¢:YZ fonksiyonlarmin g-slirekli olmasi, gof:X—>Z bileske

fonksiyonunun da g-siirekli olmasim gerektirmez.

((Y,0), Tipz degil) = AX,0)E(Z.p)Ef XY, g-siir)(3g:Y>Z, g-siir.)
(gof:X—Z g- siir.degil)

Ispat: X=Y=Z-R, = {B,R.(1,3]}, 0 = {B.R.{4}}, p = {A.R,[0,1)}, [:R,)>(R, 5),

(x-3)/(2x-4) , x+2
f(x)={ , 7:(R,6)=>(R.p), g(x)=x olsun...
2 L, X=2

TC: {ﬂaRaR\(la3]}: KgTZ 7€ (. {A ‘ A¢(Ia3]}
1= {BRR\{4}} + K,° = PR\{{4}} = (Y,0), T1 degil.
%= {.RR\[0,1)}, K’ = KU {A | Ac[0,1)}
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R\{4}e K= f "[R4}]=R\{13/7} Ky’ ,..= f, g-sil.
R\(0,1]e K => ¢" [R\(0,1]]=R\(0,1]€ K °,...=> g, g-siir.

R\(0,1]e K°=> (gof) "'[R\O,11]=f "[g TR\, 1]1=f "' [R\(0,1}1=(1.3]¢ K" =
gof: X—Z g-siir.degil.

5) (X,7),(Y,0) topolojik uzaylar, A, (X,t)’da bit kapah kiime, £;(X,7)—>(Y,o)
g-siirekli bir fonksiyon ise, fa:(A;ta)—(Y,0), A’ya kisitlanmig fonksiyonu da
g-stirektidir.
(f:(X1)->(Y,0), g-siir.)(Ae K ) = (fa:(A,1a)>(Y,0), g-siir.)
Ispat:
(Uet)(f [BInAcCU)Vet)(U=ANV) = f 'I[B] NAcCANVcV
Bex® )} =

} = f'[B]ln Ae K °(Levine
f:X,1)—>(Y,0), g-siir

fBINAcV
} = f, ‘,;1 [BlcV=>f Pl [BY’nin, (A,74) daki kapamis1:=CIa(f A [B]D
fa'BEfBINA

Cla(fa ' [BD= /;1[Bl nAcV N A=Uet A/
fa'[Ble K
/ fai(A,ta)—>(Y,0), g-str. .

6) (X,1),(Y,0) topolojik uzaylar, A, (X,r)’da (kapali olmayan) bir kiime,
f:(X,1)—>(Y,0) g-siirekli bir fonksiyon ise, fa:(A,ta)—>(Y,0), A’ya kisitlanmg
fonksiyonu g-siirekli olmayabilir.

3AX,1),(Y,0) top. uz.)A(f:X,1)—=>(Y,0), g-siit JACX)A¢ K )

((faA,ta)—(Y,0), g-siir. degil)

Ispat: X = {ab,c}, 1= {8.X,{b}}, Y = {d.e}, o = {8,Y,{d}}, f={(a.d).(be)(c.e)},
A={ab} almirsa, f, g-slirekli fakat, fs={(a,d),(b,e)}stirekli degildir.

7) X.0),(Y,0 ) topolojik uzaylar, X=AUB, AeK,', Be XK', f:(A,ta)>(Y,0),
g:(B,t8)—>(Y,0), g-siirekli fonksiyonlar, her xe AN B i¢in f(x) = g(x) ise,

f(x),xeA

f*g Z(X,T)“‘)(Yac)a f *d (x)z {
g(x),xeB
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kombine fonksiyonu da g-siireklidir.
(X 0(Y.0) top. uz )X=AUB)Ae K WBeKy') (f:(Ata)>(Y,0), g-sir.)
(g:(B,18)(Y,0), g-slir)(xeAN B = f(x)=g(x)) =

f(x), xeA
J+g: X, )—>(Y,0), frg(x)= , g-siit,
g(x), xeB

ispat: Ke Kg" Wf:(A,ra)—>(Y,0), g-siir.)(g:(B,t8)—>(Y,0), g-siir,) =

(f 'Kle K* g ' [Kle K )

} = f '[Kle K¢ Ng ' [Kle X" )(Levine)
(Aek: )(Bek;) }:>

(F+9) '[KI=f "[Klug K]

(fg) "KleKy")

f+g, g-stir.
3.6 GO-Kompakthk
3.6.1 Bir Kiimenin g-agik Ortiisii

3.6.1.1 Tanmn: (X,7) topolojik uzay, AcX, Act, olmak iizere, eger 4 ailesi A’nin
bir drtiisti (yani, Ac\ 4) ise, 2'ya A kiimesinin bir g-agik ortiisii denir.

A, A’nin g-agik ortiist>(1 « ) (Acu A)
A=X ise,

A, X’in g-agik ortlisii:co(4 < t)(X=0U 4)
3.6.1.2 Ornek: X={a,b.c}, v={0,X,{a}:{b,c}}=K. 1=P(X), AcX ise, (X,t) uzaymda,
A’nin tim Ortileri, (aym zamanda) A’mn, g-agik Ortiileridir. A={a,b} i¢in, A’mn
g-agik ortiilerinin ailesi:

{2l (Ac 1= PXONACU A} :={{X},{A},{A{a}},{{a}.{b}},-..}
A’nin agik drtiilerinin ailesi:

(4] (A c HACL D}={{X},{X {a}}.{X.{b.c} L {{a}, {be} . 1
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3.6.2 Sonlu Alt Ortii

3.6.2.1 Tanmm; (X,1) topolojik uzay, AcX, 4, A’nn bir g-agik ortiisii olmak ﬁZEre,
eger A'nmn, A kiimesinin g-agik Ortiisli olan sonlu bir 4* alt ailesi varsa, 4’ya sonlu
bir g-agik ortiiye indirgenebilir bir g-agik ortil, A* ailesine de, A’nin bir sonlu g-
acik alt Ortiisii denir.

A, A’nin sonlu g-agik rtiiye indirgenebilir g-agik ortiisiiic>
ActHACLA)E A* c (| A% | <R)AcCUAY)

3.6.3 GO-Kompakt Uzay

3.6.3.1 Tammm: (X,r) bir topolojik uzay olmak lizere, eger, X’in her g-agik Ortiisii
sonlu bir alt Srtiiye indirgenebilirse, (X,t)’ya bir GO-kompakt topolojik uzay denir.
(X,1), GO-komp. top.uz..=[(1& X=L2) = (3 J* c D] A* | < R)IX=0U A %]

3.6.4 Géreceli GO-Kompakt Kiime

3.6.4.1 Tanm: (X,7) topolojik uzay, AcX olmak iizere, eger, A’mn her ortiisiintin,
bir sonlu alt ortiisii varsa, A’ya, X’e gore GO-kompakt kiime denir.
A, X’e gore GO-komp.:=[(1c t)(AcU ) = (3 4* < A | A* | <R )AL A Y)]

3.6.5 GO-Kompakt Kiime

3.6.5.1 Tamm: (X,7) topolojik uzay, AcX olmak iizere, eger (A,15) alt lizayr
GO-kompakt ise, A’ya, X’in bir GO-kompakt alt kiimesi denir.
(X,7) top. uz.)(AcX) = [A, GO-komp.:=(A,7a), GO-komp.]
3.6.5.2 Sonuglar
1) Her GO-kompakt alt kiime, X’e gdre GO-kompakttir.
(X,) top. uz. J(AcX) = [A, GOkomp. = A, X’e gdre GO-komp:]

2) X’e gore GO-kompakt bir kiime, GO-kompakt olmayabilir.
(3(X,1) top. uz)FACX)(A, X’e gore GO-komp.)(A, GO-komp. degil)
3) GO-kompakt bir uzayin, g-kapali bir alt kiimesi, X’e gore GO-kompakttir.
(X,1), GO-komp.}(Ae K ") = A, X’e gore GO-komp,



59

Ispat: Ae &' = \Aert,

} = (4=AU {A}cr)(X=u 4)
Actl(Acu ) }

X,1), GO-komp.
= @A c A)(| A* | < R)(X=1 %)
= [\ea = (4= \{ \A}c (| 4* | < %)AcU A4*) = A", £'nmn sonlu drtiisti]
VIAeA = (1 c A(] 2* | <X )AcuU A%
= A", A'nin sonlu drtiisii]
é X’e g6reGO-komp.*?
4) (X,t) GO-kompakt bir topolojik uzay, (Y,o) bir topolojik uzay, f:X—Y Orten bir
fonksiyon olmak iizere, eger f fonksiyonu g-siirekli ise, f[X] = Y kompakttir.
(X,7), GO-komp.)((Y,0), top. uz.)(f:X—>Y orten, g-siir.) = ((Y,o) komp.)
Ispat:

(f: XY, grsiir.)
2={f"'[B]| Be@}} = (Ac)X=U2)
(Bc o)(Y=U®) } =4
(X,7), GO-komp.

= @2* = {f'[Bil,..f ' [Bul} Cﬂ)(X=Uﬂ*)}
=)

[ X—>Y orten
= (8% = {B1,....Ba} c B}(Y=U &%)

/

(Y,0) komp.
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SONUC

Bu ¢alismanin II. Boliimiinde temel kavramlar; metrik uzaylar, topolojik
uzaylar, bazlar, carpim ve boliim uzaylar, siireklilik, homeomorfizm, sayilabilir
uzaylar, ayrilabilirlik, kompakt uzaylar ve ayirma aksiyonlari miimkiin oldugunca
formel olarak tamimlanmigtir.

Geqellestil'ilmis kapal (genellestirilmis acik) kiimeler stuifinin, kapal (agik)
kiimeler sinifin, genellestirilmis siirekli fonksiyonlar smifimn da sirekli
fonksiyonlar siufim kapsadigt ve bu kavramlarin ise Ty, uzaymda ¢akigtig1 goriilda.
Bu caligmada genellestirilmis kapah kiimelerin yalnizca kapah kiimeler, siirekli
fonksiyonlar ve kompaktlik ile ilgili sonuglar1 bulundu. Bélium II’de temel kavramlar
kisminda yer alan difer tiim konulara iligkin sonuglar aragtirmaya agik olan
aligmalardir.
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