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OZET

Bu caligmada bir boyutlu parabolik Kismi Tuarevli Diferensiyel Denklemlerde
karsimiza ¢ikan ters problemlerde bilinmeyen kontrol parametresinin niimerik
yontemlerle bulunmasina ¢alisgildi. Bu amagla birgok sonlu fark yaklagimlar
gelistirildi.

Bu yaklasim kullanilarak elde edilen niimerik sonuglar daha onceki

aragtirmactlarin sonuglar ile kargtlagtirildi.
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ABSTRACT

In this thesis, numerical procedures for the solution of an inverse problem of
determining unknown control parameter in parabolic equation are studied. Several
finite difference schemes are presented for finding a parabolic Partial Diferential
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1.GIRiS

Bilinmeyen kaynak parametresinin bulunmas: ile tanimlanan ters parabolik
denklemler birgok yontemle cozilebilmektedir. Bu parametre standart sir ve
baslangi¢ kosullan ve ¢6ziim bolgesinin i¢ noktasinda ¢ozim izerinde verilmis ek
kosullar ile birlikte digiiniilen lineer parabolik denklemde zaman degiskenine bagl
katsayidir. Bu denklemlerde bilinmeyen kaynak parametresini igeren terim, uygun
doniigiimler uygulanarak yok edilir ve sistem sonlu farklar yardimyla gozilebilir.
Burada hassasiyeti arttirmak i¢in aymi denklik sinifinda bulunan yontemler iizerine
yeni algoritmalar tiiretilmeye caligilacaktir.

Ikinci boliimde, zamana bagimli kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in Taylor
serileri ile tiretilen sonlu fark yaklagimlan verilecektir. Burada Taylor serisinin ilk
iki teriminin alinmasiyla elde edilen yaklagimin klasik anlamda bilinen Explicit
yaklagim oldugu gosterilecektir.

Ugiincii boliimde, ele alinan ters problemin ¢6ziim yontemlerinden birkag:
verilecektir. Burada bu yontemlerin kullamilmasinda enterpolasyon tekniklerinden
yararlamlacaktir.

Dordiincii boliimde, parabolik diferansiyel denklemlerde bilinmeyen kaynak
fonksiyonu igin tiiretilen yaklagimlar verilecektir. Burada karginiza gikan tiireviere
sonlu farklar aracihig ile yaklagilacaktir.

Besinci boliimde, parabolik diferansiyel denklemlerde simr sartlarimin tirevler
cinsinden verilmesi durumunda, kaynak fonksiyonu igin tiretilen yaklagimlar
verilecektir.

Altinct  béliimde, burada geligtirilen yaklagimlarla daha once caligtian
yaklagimlara ait sonuglarin tablo ve grafik degerlendirmesi yapilacaktr.

Sonu¢ bolimiinde bu yapilan galigmalar iizerinde yorum yapilarak bu
calismalara gore izlenebilecek yol ve yontemler anlatilacaktir.

Ekler boliminde problemlerin ¢oziminde kullamlan ve Matematik
hesaplamalan igin geligtirilen Maple V programlama dili ile yapilan programlarin bir

kismi verilecektir.



2. TAYLOR SERILERI YARDIMIYLA TURETILEN YAKLASIMLAR
2.1. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Uygulamali bilimlerde iki veya daha fazla bagimsiz degiskene gore degisim
oranlarint igeren birgok problem, matematiksel olarak kismi diferansiyel denklemler
ile formiile edilebilir.

Genel olarak x ve t reel bagimsiz degigkenli ikinci mertebeden bir kismi

diferansiyel denklem,
L@w)=Au_ +2Bu_ +Cu, + M(x,t,u,u_,u,)=0 2.1

bi¢iminde tammlanir.

(2.1) denklemine, A, B, C  katsayilan sabit veya yalmzca x ve t nin bir
fonksiyonlan: iseler lineer; x, t, u, %, ve u, nin bir fonksiyonlan iseler quasilineer,
bunlarin digindaki durumlarda ise lineer olmayan kismi diferansiyel denklem denir.

A, B ,C katsayilan x-t diizleminin bir R bélgesinde ikinci mertebeden siirekli
tiirevlere sahip reel degerli fonksiyonlar olsun ve bunlarin aym anda sifir olmadigim

kabul edelim.

_0
oot
olmak tizere

L, = AD*+2BD D, +CD} 22

toplammna (2.1) diferansiyel denklemindeki L operatoriintin esas kismi denir.
R bolgesinde,

A(x,1) = B> (x,1) — A(x,))C(x,?) 23
ile tammlanan A fonksiyonuna L operatoriinin diskriminant: denir ve (2.1) ile ifade

edilen denklem
A(x,t) > 0 = hiperbolik
A(x, 1) = 0 = parabolik
A(x,1) < 0 = eliptik

dir, denir.



2.2. Parabolik Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemier

R bdlgesinin her noktasinda A(x,)=0 kosulu saglamiyor ise denklem

2
paraboliktir. u sicakligi g6stermek iizere, %l;—= k%zzi olarak verilen 1s1 dagilim

problemi parabolik denklemlere bir 6rnek olarak verilebilir. Parabolik kismi tlirevli
diferansiyel denklemlerde smnir ve baglangic kosullari genellikle bilinmektedir.
Bilinen smnr ve baglangi¢ kosullar1 yardimiyla parabolik denklemlere sonlu fark
formiilleri uygulanarak denklem niimerik olarak ¢oziilebilir.

2.3. Taylor Yaklagimlar

u(x,t) fonksiyonuna Taylor agilim uygulanarak bir yaklasim elde
edilir. R_,(x) ve R

n+l n+l

() srastyla x ve t ydniinde (n+1). dereceden kesme hatasi

olmak iizere u(x,t) fonksiyonunun x ve t yoniindeki Taylor agihmlar: sirasi ile

Uy, =u(x, +ht;)=

ou 1., 8% 1 (2% 1.,[6"u
- e S 22 R =] 4+ —h +R_(x
u"’+h(6xl,j+2! [6lej 3! (6x3 i 7! ox” - nl()

]

ve

Uy =u(x,,t, +k)=

i,j+1

ou 1,,(0% 1,5(2°u 1..,{0"
N e il 2 e —B|—| +..+—k +R,,(
U +k( ot )I_’j * 2!k (atz lj "3 [613 L no\at" ) 1)

>J

seklindedir. Burada,

1 [ 0™uE)
Rn+1(x)_(n+1)!h ( axnﬂ J”

an+1
Rn+1 (t) = 1 k?l+1 tlflg)
(n+1)! ™ )

2.6

bigiminde verilir (Smith,1985).



2.4, Sonlu Fark Yaklasimlar

Sonlu fark formilleri bir yontem olarak diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
oldukga sik kullanilmaktadir. Diferansiyel denklemlerde bulunan tiirevler, uygun
vaklagimlarla degigtirilerek denklem kesikli hale doniigtiiriilmekte ve niimerik
olarak ¢oziilmektedir. U bir fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevleri sonlu ve siirekli

ise Taylor agilim1 yardimiyla,

U+h)=Ux)+hU’ (x)+ h?:; U'(x)t... 2.7

ifadesi elde edilir. Ozel olarak x=x, noktasinda,

' 2 7
U, =U+h U, +};—’ U, +.. 2.8
bigimini alir. Burada U, ve U,, U fonksiyonunun x, ve x,, noktalarindaki
degerleridir.

Benzer sekilde U(x-h) i¢in Taylor agilimt kullanilirsa

2

U-h)=Ux)-hU’ (x)+% U"x)+... 29
ve x=x, noktasinda;

' 2 "
U_=U-hU, +%'~ U+ 2.10

ifadesi elde edilir.
(2.8) ve (2.10) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,
" Ui+1 - wi +Ui

U, = e L +0(h?) 2.11

ikinci dereceden merkezi fark formiilii elde edilir.
Benzer gekilde, (2.8) ve (2.10) taraf tarafa ¢ikarilirsa,



" U, -U,
U =218 7 4 Ofh
, ==t Ofh)

212

birinci dereceden merkezi fark formiilii elde edilir. Burada O(4*) ve O(h) Taylor

serisindeki kesme hatasini gostermektedir

Benzer islemler yapilarak,
U = i+lh_ Ui + O(h)

ileri fark formiili ve,

geri fark formiili elde edilir.

U(x-2h) ve U(x+2h) i¢in Taylor agilimi uygulanirsa,
U(x-2h)=U(x)-2hU’ (x)+2h* U" (x)- ...

U(x+2h)=U(x)+2h U’ (x)+2h* U" (x)+ ...

elde edilir.

(2.7) ve (2.9) denklemleri 16 ile garpilir;

16U(x+h)=16U(x)+16h U’ (x)+8h> U" (x)+...
16U(x-h)=16U(x)-16h U’ + 8h* U" (x)- ...

ve benzer sekilde (2.15) ve (2.16) denklemleri -1 ile garpilirsa,
“U(x-2h)=-U(x)+2hU’ (x)-2h*> U" (x)- ...

“U(x+2h)=-U(x)-2h U’ (x)-2h> U" (x)*+...

ifadeleri elde edilir.

(2.17), (2.18), (2.19) ve (2.20) ifadeleri taraf tarafa toplanir ve diizenlenirse,

2.13

2.14

2.15

2.16

217

2.18

2.19

220



:—U(x+2h)+16U(x+h)—30U(x)+16U(x—h)—U(x—2h)

u’ 5 2.21
12k
denklemi elde edilir. Bu ise 6zel olarak x, noktasinda,
U.” - U;‘+2 + 16Uf+1 - 30Ui + 16Ui—1 _ Ui—z 222

i 1 Zh 2
bi¢imini alir. Bu ifade 5 nokta merkezi fark formiilii olarak adlandinlir.
2.5. iki Degiskenli Fonksiyonlar icin Sonlu Fark Formiilleri

U, x ve t bagimsiz degiskenlerinin bir fonksiyonu olsun. x-t dizlemini,

boyutlart A_=h ve A,=k olan esit dikdortgenlere bolelim. O, eksenine paralel esit
aralikli grid dogrulart iizerinde x,=ih, i=0, ¥1, ¥2, ¥3... ve O, eksenine paralel,
esit araliklt grid dogrulan tizerinde ¢,=jk, =0, ¥1,¥ 2,¥3 ... noktalan1 alinsin. P(ih,jk)

noktasinda u fonksiyonunun U , =U(ih,jk)=U , ; olmak iizere molekiil gosterimi

agagidaki gibi verilir.
¢ 4
*ﬁ-l
3 f’(ﬂuk;
Xl.} ; :+l;
><»J“1
v
k
t >
»> h <+ X

iki bagimsiz degiskene sahip U fonksiyonunun ikinci dereceden tiirevini,

istenilen noktada merkezi fark formiilleri cinsinden asagidaki gibi yazabiliriz.



(azu) _ U{G +Dh, jk} = 2U ik, jk} + U{G - 1)h, jk}
o)~ n

x=x; ve t=t ; noktasinda x yoniinde ikinci dereceden merkezi fark,

| = 2.23

[GZUJ Ui+1,j _2Ui,j+Ui—l,j
h2

iJ

t yoniinde ikinci dereceden merkezi fark,

8*U Ui =20, 74U, 2.4
at ) K2 |
L]
ileri fark formiili,
oUu - Ui,j+l “Ui,j 225
ot k )

ve geri fark formiilii,

oU _Yi Vs 2.26
or k

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde, x yoniindeki ileri fark ve geri fark formiilleri
olugturulabilir.

2.6. Parabolik Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler i¢in Taylor Serileri
Yardimiyla Tiiretilen Yaklagimlar

2.6.1. Acik(Explicit) yontem

oU  oU
=k—
ot ox

ile verilen 1s1 dagilim probleminde k=1 6zel hali i¢in denklem,

) .
ou oU 297

o ox




seklini alir. Burada tiirevlere sirastyla birinci dereceden ileri fark ve ikinci dereceden

merkezi fark formiilleri ile yaklagilsin. Bu durumda denklem,

U, U U

ij41 7 Yij _ YiHlj

_ 22U, AU,
k W

2.28

bigiminde ifade edilir. Buradaki U yaklagik ¢oziimleri gostermektedir.

x,=ih (i=0,1,2,..) t,=jk (j=012..)

olmak tizere,

k
Uz',j+1 -U, =h_2 {Ui+1,f - 2U’¥J' + UHJ }

r=k/h* denirse,

U 'U’=r{Ui+l,j —2U,; +Ui—l,j}

ij+1 i

U, =tU,,, 120U, ,+U,

ifadeleri elde edilir (Smith, 1985). Boylece (i,j+1). grid noktasindaki U, ,,,,

bilinenler cinsinden yazlarak bulunabilir. Bu yaklagimin basit molekil gosterimi,

biciminde verilir.



2.6.2. Crank-Nicolson yontemi

Explicit yontem hesaplama agisindan kolay olmasina ragmen onemli bir
dezavantaji zaman adimi A, =4 larin oldukga kugik olmasiun getirdigi
kisitlamadir. Burada ¢oziim 0<r<1/2 kosgulu igin gegerlidir. Bununla birlikte A =/
lar kararlilify bozmayacak gekilde kiigiik olmalidir. Crank-Nicolson yontemi bu

simrlilift ortadan kaldirmus, boylece r’nin biitiin sonlu degerleri igin kararlilik

saglanmigtir. Crank-Nicolson yontemi genel halde

2
(g} {6 ?] 2.29
&4 i,j+1/2 Ox i,j+1/2
Ui, F+l -U hi_ 12 { Uz'+1, i Zl{i, j+Ui~1, A U;+1, j+l “2U25, j+1+UH, jH }
k h h
seklinde ifade edilir. Burada r=k/h” denirse,
U, jn +H2+2nU, s TU = U, ; 22U, U 230

esitligi elde edilir.

(2.30) denkleminin sag tarafi bilinenleri, sol tarafi ise bilinmeyenleri
olusturmaktadir.

Genel olarak her bir zaman satirinda n adet i¢ nokta varsa, j=0 ve i=1,2,.n
olmak tizere bilinen baglangic ve simr kogullan cinsinden butiin zaman satirlan
boyunca n bilinmeyen nokta igin ayn1 anda gergeklesen n denklem olusur. Bu sekilde
bilinmeyen degeri bulmak amaciyla aym anda gergeklesen denklem sisteminin
¢Oziimi1 i¢in ihtiyag duyulan yontemlere kapali yontem veya implicit yontem adi

verilir. Bu gekilde olugturulan (3,3) kapali yontemin molekiiler gosterimi
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2.6.3. 5- Nokta Explicit Yontem

(2.27) ile verilen 1s1 denkleminde bulunan tiirevlere sirasiyla birinci dereceden
ileri fark ve 5 nokta merkezi fark formilleri ile yaklagilsin. Bu durumda (2.27)
denklemi,

U, U, -U,,;+16U,

i,j+1 - i,f

— i 30Ui, j+16Ui+l U,
k 124

bigiminde verilir (Dehghan, 2003). Denklem diizenlenirse,

U, ju=1N2(U,, U, yr1er12(U,  ;+U,, ,)+(1-30r/12)U, 231

ile verilen ifade, (1,5) yaklagimim verir. Yaklasimin molekiiler gosterimi,

seklindedir.
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2.6.4. ( 5,5) Crank-Nicolson Yontemi

\

N 2
(2.27) ile verilen 1st denkleminde, i—?ymne (G+1). ve j. zaman adimlaninda, 5
X

nokta merkezi fark uygulanarak ortalamasi alinirsa,

-U,,,;+16U, —.’;OU,.,},+16UM1 -U,,,
Ui, 1 U, i_ l 124* )
k 2 + - Ui~2, el + 16Ux‘-l, JH 30Ux‘, J+l + 16Ui+1, J+l + 16Ui+2, J+l

12h*
elde edilir. Bu ifade diizenlenerek agagidaki bicimde yazilabilir.

U, u—U,, =r/24{-U,_,, +16U, , ~30U, +16U,, ~U,,,}

Ll

+1/24{~ Ui—z, st 16Ui—1, T 30U:', T 16Ui+1, T 16Ui+2, 4+ }

r=k/h’ denirse,
124U, , ., -161/24U ., +(1430024)U, ,,, -161/24U ,, ,, +1/24U,,

=1/24U, , ,+160/24U_, , H(1-30r/24)U,, , +161/24U,, ,-1/24U , | 2.32

ifadesi elde edilir Bu yontemim molekiiler gosterimi,
t
X

big¢iminde verilir.
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2.6.5. (1,3) BTCS (Implicit) Yontem

Is1 denkleminde bulunan tiirevlere sirasi ile ikinci dereceden merkezi fark ve ileri
fark formiilleri ile yaklagilsin. Bu durumda denklem,

U, u—U; _ Uijn—2U, ¥ U
k h?

olmak iizere,

- 2Ui, Jj+l +U, -1, j+1 )

Uijn =Uy=x(v,

L} LJ i+1, j+1
bicimini alir ve diizenlenirse,
Uy =10 +A+200U, 1 — U,y 4 2.33

ifadesi elde edilir. Burada bir bilinen ii¢ bilinmeyen vardir. Bu gekilde verilen
yonteme BTCS yontemi denir ve molekiiler gosterimi,

v

seklindedir (Dehghan, 2003).
2.6.6 ( 3,3) Crandall Yontemi

Bir fonksiyonun tiirevi, geri ileri ve merkezi farklarin sonsuz serileri cinsinden
agagidaki bigimde verilir.
U 1 1 1

o =;2~(53U—I-2-5j0+_935,fv+...) 2.34
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Burada x notasyonu, x yoniindeki tiirevi gostermek lizere merkezi fark formiilii
agagidaki gibi tanimlanmaktadr.

sU,=U , -U
§ i+5’j i—E,f

53 Ui,J‘ =6, (6in, j) =U, it,j 2Ui, it Ui—l, j 2.35

yaklagimin kullanilmasinda (2.34) denkleminin sad tarafi birinci terimden sonra
kesilmektedir. 2 ve daha fazla terimlerin kesilmesi durumunda ise yaklagim daha
kararh hale gelir fakat bu durum bilinmeyen sayisim arttiracaktir. 2. dereceden
tiirevleri i¢eren denklemlerde, 4. dereceden merkezi farklar yok edilebilir. Isi
denklemine (i,j+1/2) noktasmdaki yaklagim uygulanirsa,

Ly _1{[6214) +(azu] }
T\Hi il T % )T A 2 A2
k 2 \ox i,j+l ox ij : 2.36

:5]1;2_(63 —i5;‘ +L6f +..)u

12 90 i,j+l + ui,j)

ifadesi elde edilir.

Bu ifadenin her iki tarafi (1+ %6 2Y ile carpilip 8! terimi yok edilirse,

1 1
(1+E53 ), 1 ‘"i,j)='2“" (S5, jy +6,u,;)+ O)
1+ i—lr)&z U ju = 1+(L+17‘)5x2 U
12 2 ) 12 2 ’

ifadesi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

A-6ru,,;, + (10 +127r)u, mt (1~6r)u,,, = (d+6rum, i+ (10-127)u, ;t a+6rju,, ;
2.37

esitligi elde edilir.
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Ug bilinmeyene karsilik {i¢ bilinen nokta olustugundan kapali bir yontemdir. Her
bir zaman adiminda meydana gelen matris sistemlerinin ¢dziilmesiyle ¢6ziim
niimerik olarak hesaplanabilmektedir. Molekiil semas: Crank-Nicolson ydnteminin
molekiil semas ile aymdar.

2.7. Yakinsakhgimn Analitik Yorumu

Acik yontem igin ttiretilen fark denklemini inceleyelim. U kismi ttirevli

diferansiyel fark denkleminin ¢6ziimii olsun. Bu halde,

e=U-u
ifadesi hatay1 verir.
2
_BE = 0 (2j O<x<l 0
o ox
U(x,0)=a
U(0,t)=U(1,t)=b
olmak iizere,
Ui, Jj+ -U hi _ Ui+1, J+l _2Ui;j+1 il Ui—l, j+l 2.38
k h
her bir grid noktasinda,
U,;=U,;-¢€; U i=U ;1—¢€,;
(2.38) de yerine konularak,
e =re;+(1-2r)e +re, ;+U, ;,-U, , +rQQU,;,-U_,;-U,,) 2.39

ifadesi elde edilir. Taylor teoremi uyarinca,

U

i+l j b

2 9*U(x, +O,h,t
=U(xi+h’tj)=Ui’j+h(_aL]_) _|_h_ (x, 1 j)
ij

ox 2! ox’
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2 32 o .
Ui—lj :U(xi_hatf):Uij—h(ég] +-,1— U(x' gz‘h’t;),
’ o \ex ), 2 o

2 9°U(x, +6,h,t,
U,~+1,~:U(xi+h,tj):Uij+h[§g_) +h_ (x, +6.h, ;),
| ’ o/, 2 o’
oU(x. .t, +0.k
Ui =U@,t,+k)=U,  +k &1, 3)’

277 4] 81

elde edilen ifadeler 0< 8, <1, 0< 8, <1, 0< 6, <lve-1<6 <1 olmak lizere (2.39)

de yerine konulursa agagidaki denklem elde edilir.

(2.40)

e

g =re +(1-2r)e,  +re,, +k

OU(x,1,+0,k) &°U(x, +6,h,t,)
or ox’

bu ifade e, ; igin bir fark denklemini olusturur.

E,, ‘e,., jl icin j. satiindaki maximum deBerini gostersin. M isé, (2.40)
denklemindeki parantezdeki ifadenin Vi,j i¢in maximum degerini ifade etsin.
Boylece r<1/2 igin (2.40) daki e’nin tiim katsayilan ya pozitifiir yada sifirdir. Bu
halde,
| <l |+ A= 20e, ;| +rle, |+ M
=FE +iM

elde edilir.

i¢inde dogrudur. Boylece,

Bu ifade Vi igin dogru oldugundan max ie,.’ .

E.

j+

<E,+kM <(E_ +kM)+kM =E,_, +2kM

ve

E,, <E,+ jkM =M

ifadeleri elde edilir.
Burada U ve u i¢in baglangi¢ kosullan aymdir ve E; = 0dur.

h—>0 iken k=rh’>— 0 oldugundan
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2
N
o ox? .

M’in limit degeri igin £, — 0 dir. Bu ise IU,.,]. —u,.”,.l < E, oldugunu gosterir.

dir.

Boylece sonlu t ler igin r<1/2 olmasi durumunda U fonksiyonun u’ya yakinsadif1

goriliir,
2.8. Kararhlik Analizi

Kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziim bolgesi 0 <x<1, 0<¢<T
x;=th i=1.N Nh=1 t,=jk j=1..T jk=T ve 1= hi” icin  duzgiin

dikdortgenlerle boliinmiis olsun, denklemin katsayilan sabit olmak iizere sonlu fark

denklemini grid noktalar ile j. ve j+1. adimlart boyunca,

bi—lUi—l, m T biU', mat bi+1Ui+], M= CHUH, U

3

U, +C

i i+ i

seklinde verilmig olsun i=0 ve =N simir degerleri biliniyorsa i=1...N-1 denklem
matris formunda yazilabilir.
i=1..N-1;

bU

L +bBU, .+ szz,}.,r1 = COUO’}. + CIUU + CzUz’_,.

0.0+ 1Lj+

by U Nz T bN~lUN—1, mT bNUN, P2 i CN~2UN—2, ;T CN—]U}\L], ;T CNUN, J

Smir kogullar1 i=0 ve i=N igin biliniyorsa buradaki (N-1) tane denklem matris

formunda yazilabilir. Béylece,



bN~3 bN—2 bN~I uN—2,1‘+1

L bys by, || ¥naja
¢ 6 U, ; cotty — byt 4l
€ € G Ui 0
= +
Cyz Cyg Oy (| Un-zy 0
L €y Cna || ¥nay ] | Sntn — byl

elde edilir. Denklem sistemi kapali formda,
Bu, .., =Cu, +d,

i, j+1
bigiminde ifade edilir.

Burada u,, ve d, sutun vektorlerini gostermek lizere,

g = [ul,j+1 sUsg patses Uy jur 1

d, =[=byty ;; +CUy ,.0,.0,-bytty, , +ColUy T
u; ., =B 'Cu, + B7\d,

bigimindedir.

A=B'Cve f; = B"'d, olmak iizere,

uj—f-l = Aui +f!

elde edilir ve rekiirsif olarak devam edilirse,

17
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u;=Aug + fi = A(du;, + f;,)+ [,
=Au,, +Af, ,+

= 2.41

=AMu  + AT fo+ AT+ f
ifadesi elde edilir.

u, baslangig vektoriine bir dteleme verilir ve u”ile gosterilirse j. adimda ¢ozim;
u; = Alug+ A7 fi .+ f, 242

bi¢imindedir.
Yuvarlama hatasi e ile gosterilmek iizere,
e;=u"—u
ile verilir. (2.41) ve (2.42) denklemlerinden
e, = u —u=Aj(u; —u,)=Ae,, j =1(1)j
e, =de; | =Ae; , =.=Ae,
e <[4l

ifadesi elde edilir.

Tanmm: k >0 ve j— o icin sabit zaman adimlarinda sonlu fark denkleminin

¢oziimieri simrh oluyorsa,denklemler Lax-Richtmyer aniaminda kararhidir denir.

Tamm: Denklem sisteminin kapah formu,

U,, =AU, +b, 2.43

olmak tizere. A matrisinin Ozvektorlerinin  modiillerinin en buyigi olan
p(A)(spektral yarigap) t artiginda ve ¢Oziim artmadiginda p(A)< 1 kosulunu
gergekliyor ise denklem kararhdir denir.
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2.9.Agirhkh Ortalama Yaklagimi(A weighted Average Approximation)
0 <0 <1 olmak iizere,
ou _o*U

o o
denklemine daha genel bir sonlu fark yaklagimi,

ui, f+ 1
_51—1“ = W{g(”m, [ 2u, 1 TU_ )+(- 9)(ui+1, i 2u, gt )}
t X

denklemi ile verilir. Bu denklem, =—;~i<;in Crank-Nicolson ve € =0 i¢in explicit

method ve €=1 i¢in BTCS yontemine karsilik gelir.

2.10. Kararhlik i¢in Von-Neuman Yontemi

T sonlu olmak lizere zaman aralig1 0<¢t<T =Jk, &x=h—>0 ,85t =k —> 0 ve
J— « olmak tizere iki zamanli dogrusal fark denklemi i¢in u(x,t) nin kararliligini

aragtiralim.

Kosiniis ve siniisli terimlerle formiilize edilen fourier serilerini iglem kolaylig:
acisindan kompleks tstel formundaki ;

> a,cos(nmx/l) veya Y b,sin(nmy/I) ifadeleri yerine egdeferi olan Y A.e

inmefl

ifadesi yazilabilir.

=+v~1 ve ! xarabfmn uzunlugu olmak tzere u(ph,qk)=u, , olsun. Bu halde;
A ™l = g gmhNE— 4 oif.rh B, =nx/Nh ve Nh=1

n n n

seklini alir.
Baslangi¢ degerleri ¢ =0 boyunca u(ph,0)=u,, ,p=0()N seklinde belirlenirse;

N .
u,,= o 4,e"”  p=0)N
n=0

elde edilir. t artarken degigimi aragtirmak igin;
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— il ot _ ifiph ogk _ ifiph £ q
u,,= e e =e"et=¢""¢

seklinde yazilsin (Smith,1985).
Burada ¢&=e® , a kompleks sabit sayidir.

]”Ml’ vgs<J icin sinirlandirilirsa h— 0 ve k— 0 igin baglangi¢ sartlarimi saglayan

tim # degerleri igin sonlu fark denklemi Lax-Richtmyer tanimina da uygun olur.

Eger fark denkleminin tam ¢6ziimti zamanla istel artmiyorsa kararhilik i¢in gerekli

ve yeterli kosul;

dir.

Bir boyutlu sabit katsayili 1s1 denklemini goz 6niine alalim,

v _oy
ot

0<x<1, t>0

Bu denkleme agirlikli ortalama yaklagimi uygulayarak elde edilen sistemin

Lax-Richtmyer ve Von-Neuman anlaminda kararliligim inceleyelim. Uygun sonlu

farklar yukaridaki denklemde yerine konulursa,

U, T U,;=r {4 PN 2U, at Ux‘+l,j) +(1- 9)([];-1, i 20, ;T Ui j)a

-réUu, st (a+2ro)y, ., —-r6U,, = 1-eu,, Gt (=2r(1-6)+1)U, PR 1-eyu,,

ifadesi elde edilir. Bu denklem matris formunda,



[1+2r0
-ré
I
[—2r(1-6) +1
-6y

—rB

seklinde yazilir. Bu matris formu,

1,j+1
1+2r8 -r6
—r@ 14+2r8 —r0
-rf 1+2r0] _UN—l,ﬁu
1-6)r ]
-2r(l-6)+1 (1-6)r
(1-6)r -2r(1-6)+1 (1-o)r
(-0 —2r(1-6)+1]
1 A2 1
1 -2 1
-ré
1 -2 1
1 | 1 -2
1 i -2 1
1 1 -2 1
= +1(1-9)
1 1 -2
1 i 1

21
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olarak yeniden diizenlenirse,
A=((Iy, — 16T, )" {I, , +r(1-6)T, }

seklinde ifade edilir. A matrisinin 6zdegeri

(1+4r sinz(%)y (1~4r(l—9)sin2(%))

olmak tizere
)1 — 4r(1-6)sin z[%j
4], = o) = -
1+ 4rsin? (%)
2N
elde edilir.

p(4) <1 oldugundan Lax-Richtmyer anlaminda kararliik kosulu uyarinca,

1~4r(1—9)sin2(-s£)
2N ) _

1+4rsin? 27
2N

ifadesi elde edilir. Esitligin sag tarafi r>0 igin gerceklesir sol tarafi ise r<

-1 < max
S

1
2(1-26)
icin saglanir. Bu durumda sonlu farklarla belirtilen agihkh ortalama yaklagimi

0<

<r< 1 kosulu i¢in kararlidir. Denklem, & = 1 igin Crank-Nicolson 8=0
2(1-26) 2

i¢in explicit method ve =1 igin implicit backward yontemlerine karsilik gelir.

Benzer sekilde Von-Neuman anlaminda kararlilik analizini yapalim.

Uit ~U g =POWU 1 1 = 2U g +U i )+ A= OU 1y =20, +U ),

Pl T P+ pilg rlg

10U 1 gy + A+ 200U,y =10 oy == OFPU . +(2¢-O)+ DU, + 1 OWU .,

denkleminde U , , = ¢"#"£?yerine yazilirsa,
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_reeiﬂ(P—l)hfqﬂ +(1+ zrg)eiﬂphgqﬂ . reeiﬂ(pﬂ)hgqﬂ

\

= (1= O)re PP VREL ¢ (2p(1—0) +1)e P ET + (1 - B)rePPhge

denklemi elde edilir. Denklemin her iki tarafi ¢#*£7ile bolunirse,

{1 4r(1— 9)sm2ﬂ}
{1+4r951n 'Bh}

£=

elde edilir.
Kararhilik igin —1< & <1 olmalidir bu ise lax-Richtmyer anlaminda kararlilik ile

aym esitsizlik sistemini olugturdugundan aym kararlilik aralid: igin gegerlidir.
2.11. Siir Kosullarmin Tiiretilmesi

Tirevlerde ifade edilen siir sartlara pratikte stk rastlanir. Ornegin 1s1 iletilen
bir materyal izole edildiginde yiizeye normal 151 akig1 yoktur ve buna karg1 gelen simir

sart1 izole edilmis ytizeyin her noktasinda

Y
on

dir. Burada u sicakhmin diferensiyeli, yiizeye normal dogrultudadir. Buna benzer

=0

olarak radyasyondan kaynaklanan u sicakliindaki bir dis yiizeyden v sicakhiindaki
bir bolgeye olan 1si1 transferindeki degisimin genellikle (u-v) ile orantih oldugu
kabul edilir. Ts1 davrans! teorisinin temel varsayimina gore, herhangi bir yiizeyden

gecen 151 akigindaki degisim
xY
cn

sicaklik birimlerine esittir. Yiizey sagilmasi igin karsihik gelen sinur gart1 ise

K u =H(u-v)
on
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dir. Burada K sabiti materyal, N 1s1 iletkenligi ve H sabiti de onun yiizey 1s1 transferi
katsayisidir. Eksi isareti, u cebirsel olarak arttif1 icin sicakligin ters dogrultuda
yayildiginin varsayildigin1 gésterir. Bu denklem, h pozitif bir sabit olmak iizere

U =-h{u-v)

cn
seklinde yazilabilir.
Uzunlugu boyunca sicakliktan yaltilmig ve x=0 ug noktasindan 1s1 yayan ince

bir gubuk g6z 6niine alinsin. t aminda bu ug noktadaki isi bilinemez ise bunun hesabi

ilave denklem gerektirir. % icin ileri fark kullamldiginda bu denklem sinir sartinin

kendisi olabilir.

‘ N-1 N N+1

, ty;
i, Hy, U, Nl

x=0 da (sol ugta) sinur sarti,

ou
——=h(u—v
Pt )

ifadesi ve u, ; sicaklif icin ekstra bir denklem veren,

u” —uoj
__’—’_:h(u ,_v)
s, -

x

ifadesi ile temsil edilecektir. x-ckseninin pozitif yonii saga dogru oldugu zaman
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ou .. e e
-K —1s1 yayilma kurali, her birim zaman i¢in birim alandan sagdan sola gegen 1s1
bayikliiginiin K~a—noldugunu belirtir bu ise, x=0 da artan sicaklik ile orantilidir.

Eger g x=0 da bir merkezi fark formiilii ile ifade edilmesi gerekirse (-9, jd,) i¢

noktasinda u_, , sicaklifinin verilmesi gerekir. Bu halde sinir sart1

J
ulj—u

o, s

X

ile ifade edilebilir. u_, ; sicaklig bilinmeyendir ve baska bir denklem gerektirir. Bu

denklem, sicaklik hareket denkleminin ¢ubugun ucunda saglandigi varsayilarak elde

edilir. Bu durumda wu_, bilinmeyeni bu denklemler arasinda elimine edilebilir.

Benzer denklem gubugun diger ucundaki yayilma igin de yazilabilir.
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3. ENTERPOLASYON TEKNIKLERI

Bazi durumlarda sayisal tiirevi hesaplanacak olan y=f(x) fonksiyonuna p(x) gibi
bir enterpolasyon polinomu olusturmak ve bu polinomun tiirevini almak, istenen
yaklagimi verebilir. Bunun igin kullamlan bazi enterpolasyon teknikleri asagida

verilmigtir.
3.1. Lagrange Enterpolasyonu Yardumiyla Tiirev

Esit aralikli olmayan (n+1) tane ayrik noktadan gegen n. dereceden polinom,

“Lagrange Enterpolasyon” formiiliine gore,

m(x)i[ﬁw}/(mw

i | o (X, — %)

veya kisaca,

p.(x) = ZL ) f (e)+E
seklinde verilir. Bu halde,

Pl = gf(x,. LX) + B

birinci mertebeden tiirev hesaplanabilir. Benzer gekilde ikinci, tglincii, ve daha

yitksek dereceden tiirevler de hesaplanabilir.

3.2. Newton Enterpolasyonu Yardimiyla Tirev

Esit aralikli ayrk noktalarin verilmesi durumunda, Gregory Newton

Enterpolasyon formili uyarinca

olmak lizere;

r=0

88 (v, +h) =Y. @Af

= £, + s, +%s(s—1)A2 £, +%s(s—1)(s—2)A3 7, +...+(ISJA" 1,
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yazilabilir. Yani (n+1) noktadan n. dereceden bir polinom geqirerek, verilen noktalar:
[xk,xm] araliginda fonksiyonel olarak ifade edebiliriz. Béylece bulunacak g(x)

polinomunun tiirevi, temsil ettigi fonksiyonun tirevine yakin olacaktir.

=2 Ozel hali géz 6niine alinirsa:
1
g(x)=f, +sAf, + ES(S ~DA S,

olacagindan,

%_%
x &

& [ Lo osir |1
é;—[Afk'*'z(zs 1)Afki‘h

elde edilir.

s=0, s=1, s=2 alinarakx = x,, x = x,,,, X = X,,, deki tirev degerleri hesaplanabilir.

s=0 i¢in,
g'(x,)= —I“[ZAf - Asz]: _L[_f;{ 2t 4fin ”3fk]

K optTE 2n- T
bulunur.
s=1 i¢in,

/ 1 [ 2 ]
g'(x)== 2Af, +A Je
2h
1

= “Z_Z[fmz - fk]

bulunur.

s=2 igin ise,
. 1
g00) == o, +38°7, ]
2h
= ‘1-“[3fk 2 =4 +fk]

)
ifadesi elde edilir.
3.3. Spline Enterpolasyonu

X, <X, <X, <...<x,seklinde siralanmis apsislere kargilik y,,¥;,...,y, noktalart
verilmis olsun. Asagidaki sartlan saglayan n tane f,(x) kibik polinomu varsa
f(x)ekibik spline fonksiyonu denir.
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Her aralikta uglinci dereceden,
fi®)=a,x’ +b,x* +c,x+d, ; k=0,12,..n

seklinde polinomlar kullamlarak yaklagim yapilacaktir. (n+1) tane nokta igin n adet
aralik oldugundan 4n tane bilinmeyen sabitin hesabi igin 4n tane sarta gerek

vardir Bunlar;

i) i¢ noktalarda fonksiyon degerleri esit olmalidir. (2n-2) bagnty,

ii) bastaki ve sondaki fonksiyonlar ug noktalardan gelmelidir.(2 bagint1)
iii)  I¢ noktalarda birinci mertebeden tiirevler esit olmalidir.(n-1) bagnt1
iv)  I¢ noktalarda ikinci mertebeden tiirevler esit olmalidir.(n-1) bagnt

V) IIk ve son noktada ikinci mertebeden tiirevler sifir olmalidir. (2 bagint1)

seklindedir.
Herhangi bir[x,,x,,,] araliginda f,(x) ’in ikinci tirevi dogrusal olacagindan,

Lagrange enterpolasyon formiiliine gore,

FI) = f700 ) g f() kL

-1 Xy X, =X,

yazilabilir. Son bagintida ard arda iki kez integral alinarak,

(r-x,) (x-%,,)?
fix)= S( k~l)—2( —k1‘~k) + f( k)_z( k‘_x—k1)+C1
PSRN Caat. S M Gk ) MRS
‘ T 6(x, —%, 1)

bulunur. Diger yandan bu fonksiyonun her bir araligin ug noktalarindan gecmesi gart1

kullantrsa C, ve C, sabitleri belirlenmis olur. Yani x,, igin Sfi{x, ;) ve

x, i¢cin f(x,) olacagindan,
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- ” (xk~1 - xk )3
Je(xe )= f"(xy) s ('““xk_‘ 1‘ - _xk ) +Cyx,

_\pn (x; ‘xk-1)3
Silx) = .\f (xk)_6(xk Zx, )‘ +Cx,

yazilabilir. Son iki denklem taraf tarafa ¢ikartilirsa,

_ 2 _ 2
FeO) — fe et = f"(xk)("—’*—;‘ﬂ)—— f"(xk_l)i’f""l—é’i“— £ Cy (g — %)

bulunur. Buradan C, ve C, gekilerek,

C = S () — [ (% _f”(xk)~f”(xk~l)

l (x, —x,)) 6

(x, ~x.4)

C, = X S Oo ) =% f () _l:xkf”(xkq)_ X S (%)

(x, —x,.1) 6 }'(xk " Fea)

degerleri bulunur boylece,

STx) S(x)

1= 6(x, — X, S mock -
_‘_‘: S(xy) _ S x, —Xp }(xk _x)+
X, — X, 6
J{ fG) S — X, ](x —x0)
Xp — X 6

ifadesi elde edilir.

Bu son ifade, baslangicta verilenden gok daha karmagik olmasina ragmen iki
bilinmeyen igermektedir. Yani aralifin ug noktalarinda ikinci tirevler belli ise, bu
araltkta “Spline Fonksiyonu” elde edilir.

ikinci tirevleri, birinci tirevlerin diigim noktalanindaki sirekliligi sart1

kullanilarak hesaplanabilir. Boylece,

fi(x,) = f/(x,)



30

sart1 kullamlirsa,

(0, =%, )"0, )+ 200, — X, ) (6 )+ (X — X,)

e ) - fEN [ f ) - )]
(*p — %) (x, —x4)

bagintisi elde edilir (Tirker, Can, 1999). Tiim (n-1) tane i¢ nokta i¢in bu bagnt1
yazilirsa (nt1) tane bilinmeyene sahip, ikinci tiirev igeren (n-1) adet denklem elde

edilmis olur.
3.4. En Kii¢iik Kareler Yontemi

Dogrusal efri uydurma igleminde “En Kigiik Kareler Yontemi” kullanilir.
Yontem, dlgim degisimine en uygun fonksiyonun bilinmeyen parametrelerinin
bulunmasinda en etkili yontemdir. Kullanilabilecek diger bir yontem olan deneme-
yamlma yontemi hem kesin degildir, hem de zaman ahci bir iglemdir. Bir
olgiimde,i=1,2,3,... N olmak iizere N nokta i¢in x, bagimsiz degiskenine kars1 y,
bagimh degisken degerleri elde edilmis olsun. Bu degisime uyan fonksiyonun

f(x)=c, +c;x

dogru denklemi olacagm varsayahm. Olgiim degerleri y, ile uyum denklemi
f(x) = ¢, +¢,x, arasindaki farklarin minimum olmas: istenmektedir. Bunun igin y;
ile f(x,;) arasindaki farklarnin toplam almabilir, fakat farklanin bir kism negatif
olacagindan, degerlerin birbirini yok etmesi s6z konusudur ve toplam islemi
anlamsizdir. Ayrica bunun istatistik bir anlami1 vardir. Bu durumda tiim degerler,
daha dogrusu farklarin kareleri pozitif olacagindan sonug anlamlidir.

Olgiim degerleriyle tahmini uyum fonksiyonunu arasindaki farklarin kareleri

toplamy,
al 2~ 2
Q:Z[f(xi)’“Yi] :Z[c0+clxi_Yi]
i=1 i=1

bi¢iminde verilsin.
Olgiim degerlerinin fonksiyona en iyi uyumu igin,elde edilen farklarin kareleri

toplaminin ¢, vec, katsayilarina goére minimum olmas: gerekmektedir. Buna gore,
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toplam: katsayilara gore minimum yapmak i¢in Q ’nmin ¢, vec, katsayilarina gore

turevlerini sifira egitlensin. Boylece

N
_5Q = 22[00 +¢x; —y;]1=0
oc, i=1
oQ N
P 22[00 +¢,x; —y;]=0
oc, i=1

elde edilir. Bu iki ifade yeniden diizenlenirse,

N N
00N+°12xi = ZYi
=1

i=t

N N N
Co D X 6 ) XN =Y Xy,
i=1

=] i=1

elde edilir.

Bu denklemlerde bilinmeyenler ¢, vec, kolaylikla g¢ozilebilir. Son ifadeyi

matris denklemi bigiminde yazilirsa,
N Z Xi 1 Co _ Z Y
ox >xli e Xy,

Burada denklem sistemi ¢oziilerek katsayilar bulunur.

ifadesi elde edilir

3.5. Trapizoidal Yontemi(Yamuklar yontemi)

y=f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda sirekli olmak Uzere, aralif1
a=xX,,X;,...X, |, X, = b seklinde n pargaya bolelim.
hy =x,, —x,

olmak tizere,

n—

1
h.f(x;) 3.1
0

IEZ

i

yazilabilir, ve

A =hy,, A,=hy,,.,A =h vy,
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alanlan toplanirsa (3.1) elde edilir. Aralik uzunluklart esit ise,

h:b—a

n

olmak tiizere,

n-l1
I=h) f(x;) 3.2

i=0
elde edilir.

(3.1) ve (3.2) ile verilen formiillerde aritmetik ortalama alinirsa,

/ _:_h(yo 20 2+ A 2 +ynj

2
n-1
:h[—————yo el +Zx,.)

i=]

33

elde edilir.
y 1‘
A,
Al ) An
L &L
w\
Y1'v YI YZ """ Yn
X
a=x, X, X, X, =b

Burada yamuklarin alanlari toplami, integralin yaklagik degerini verir. Bu halde,

- n

L+
A =L INg AN TYa g A YTV
2 2 2

bigiminde verilir (Tirker, Can, 1999).
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Yukandaki alt araliklarda fonksiyon yerine, iki noktadan gecen dogrular
kullanilmaktadir.

- h
A= j[YO +},I—h}—’9—(x—xoj]dxz E(YO +Y1)

- h
A, = _"[Y1 +”y_2‘h—yL(X‘X1}dx :E(Eﬁ +Y,)

3.6. Jacobi Ve Gauss Seidel Yontemlieri

ou _O'u

A

Parabolik denkleminin niimerik ¢dziimiinii bulmak i¢in Crank-Nicolson yontemi

g0z Oniine alinsin, bu ydntem

U

i,;'+1];‘ Ui,j = 12 { Ui+l, i 2U i j+Ui—l, iy Um, j 2U;, j+l+U i1, j+1

K n

Y 34
denklemiyle ifade edilmektedir. Bu denklem U, ,,, igin tekrar diizenlenirse,

—rf )+ )
Ujjo =U;; t '2"" Uiy jq — 22Uy g F U g )T 2u; U,

ifadesi elde edilir. Bu denklemdeki u,,,,;, ¥, ;.1 #;, ; bilinmeyenlerini kisaca

u, ,u,,u,, seklinde yazarak bu bilinmeyenler arasinda

u, = %r(uH —2u, +u,,)+b, 35

3

iliskisi elde edilir. Burada,
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g T2 U U ) 3.6

1
b, =u,; +5r(u
olup bilinen degerlerden olugmugtur. Bu bagintidan hesaplanacak olan #, ye ilk
yaklagimi | ikinci yaklagimi «? ... ile gosterilsin ve her i igin bu #” lerin

hesaplandigimi kabul edilsin. Buna gore (3.5) denkleminden agik olan

1
u = L g 2u(")+u(”)}+b 3.7

i i+l
2

iterasyon formiili elde edilir. Ancak bu iterasyon, sadece 0<r£—é— icin yakinsak

oldugundan kullanimu sinirlidir. Buna kargilik Crank-Nicolson yontemi r nin her

sonlu degeri icin gegerlidir. Bundan dolayt (3.7) iterasyon formiiliinde basit bir

diizenleme yapilarak,
ui(n+1) — % "{”L _ Zui("“) + ”:(:1) }+ b,. veya,
f"“) __r 1(:.1) x(:I) }+ ___Z_ 38

iterasyonu elde edilir (Hildebrand, 1987). Bu diizenlemeyle elde edilen iterasyon,
(3.7) iterasyonuna gore daha hizli yakinsar ve r’nin her sonlu degeri igin yakinsaktr.

(3.8) iterasyon formiiliinde n. iterasyonun terimleriyle (n+1). terimler hesaplanir.
Bu iterasyona, (3.5) denklemlerine karg1 gelen “Jacobi iterasyonu” denir.

u™; gercek ¢oziime yaklasirken son bulunan iterasyon kullamlarak daha iyi

sonug elde edilir. Yani # yerine #" yazilir.

Verilen zaman satiimn her bir noktasinda #“ nin hesaplandigi kabul edilsin.

Sistematik olarak soldan saga (™" u{"™D 4™ ler hesaplanabilir. Ayrica

u" pin hesaplandigim ve ™" in hesaplanmak iizere oldugu kabul edilirse, (3.8)

denkleminden

(n+1) r{u(”“) Zu(m) . ”;(:1) } +b

i

elde edilir. Boylece,

b
ufm—l) ___r i(:zl+l) ;‘(:1)}+ T 3.9
2(1+r) d+r)
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iterasyonu elde edilir. Bu iterasyona (3.5) denklemlerine karst gelen “Gauss-Seidel
iterasyonu” denir. Bu iterasyon r’nin her sonlu degeri icin yakinsaktir ve Jacobi

iterasyonuna gore iki kat daha lzli sonuca yaklagir.
3.7.Succesive Over-Relaxation (S.0.R)

Crank-Nicolson denklemleri igin Gauss-Seidel iterasyon formiilii,

r b
W = e
2(1+r) (1+r)

bigimindedir. Bu iterasyonun sag tarafina »™ terimi ilave edilip, ¢ikartthr ve

diizenlenirse,

b
Y o S R ) E L) IOt
2(1+7) (I+r)

iterasyonu elde edilir. Bu iterasyon yontemine “Succesive Over-Relaxation”

iterasyonu denir. Koseli parantez igindeki ifade, Gauss-Seidel iterasyonu yardimiyla

bulunan u” e verilen artig miktandir. Bu artiy miktarimn yukaridakinden daha

buytik bir artig olmas: istenirse, parantez icindeki ifade “relaxation factor” olarak

adlandirilan ve genellikle 1<w <2 olan w ile garpilirsa iterasyon,

r b
uf™ =ul® +wl i v
2(1+7) 1+7)

m 4

ui(,m) =u () 4 g () }+ i__]_(w_])uxn 3.11

r
W Wi i+l
[2(1 +7) a+r)
olarak yazilabilir (Hildebrand, 1987).
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4. BIR BOYUTLU PARABOLIK DIiFERANSIYEL DENKLEMLERDE
BILINMEYEN KAYNAK PARAMETRESI (ICIN TOURETILEN
YAKLASIMLAR

4.1. Bir Boyutlu Parabolik Diferansiyel Denklemlerde Bilinmeyen Kaynak

Parametresi Ii¢in Tiiretilen Yaklasimlar

u 0
2 =l +pu+(xf), 0<x<1, 0<r<T 4.1
ct ox

denklemi i¢in baglangi¢ kosullan,

U(x,0)=(x) 42

ve sinir kogullari,

U t)=g,(), 0<t<T 43
Ulx,t)=g, () 0<t<T 4.4
U(x,,0)=E(t) 0<t<T 45

ile verilsin. Burada f, g§,,8,, ¢, &£ ve t bilinen degerleri U ve p ise

bilinmeyen degerleri gostersin.
4.2. Bir Boyutlu Ters Probleme Sonlu Fark Yaklagimlarmm Uygulanmas:

[0,1]x[0,T] araliklarm1 sirastyla M ve N pargaya bolelim. Bu durumda h=1/M
ve t=1/N olmak iizere grid noktalar (x,,¢,); asagidaki gibi tammlansinlar.

x,=ih =012, . .M
f,=nk t=012,. N

4.6

Burada u” ve p(nk) inceleme yapilan noktada sonlu fark yaklagimlarini gostersin,

x, noktast, x,=k,h 1<k, <N -1 olmak iizere veri noktasi olarak adlandirilsin ve

. .. Ou L
uy, =E"ile gosterilsin P st denklemine agirlikli ortalama yaklagimini n. ve

(n+1). adimlarda uygulayahm bu amagla (4.1) ifadesinde verilen diflizyon
denklemine (ih,(n+6 )k) noktasinda 0<@<1 icin yaklagim uygulanirsa denklem,
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2y (n+6)
E = 6—3— + ( pu + q))l 477
bigimini alir ve agik formda,
u — —2u™ +ul —2u} +u,
i 9 z—l i+l 1 9 z~1 i+1 + nun + (I)n 48
k n? +A-6)= s P
seklinde ifade edilir.

u’nun (n+1). adimdaki bilinmeyen terimleri, bilinenler cinsinden » = hiz olmak lizere

diizenlenirse agagidaki ifade elde edilir.

— O + (L+2r0) ) —Orul’]
=r(l-Ou] +[1-2r(1—O)Ju] + r(1— O + r(1—Ou)', + k(p"u]' + ®)

4.9

Agirlikl ortalama yaklagimi icin Von-Neuman kararlilik yontemi uygulanarak,

r= ;kz— olmak tizere kararlilik bolgesi,

0<6’sl igin 0<r<
2 21-6)

4.10
r>0 icin %«931
seklinde belirlenir.
yaklagimin modife edilmis sekli,
2 4 4
G OU oy g ( ) Y 1-6r- 249)]a _ (&)
at ox 360 411

+12072(1 —39+392)]a—;:—+0((Ax)6) =0

ile verilir (Warming, Hyett, 1973).
(4.9) ile verilen bir boyutlu difizyon denklemi O{(Ax)z} kesme hatasina sahip olup,

ikinci dereceden dogruluktadir. Eger 0 = %- éise, O4(Ax)*} terimi yok edilirse
¥
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denklem dordincii dereceden dogrulukta olacaktir. (4.9) denklemi @& =1 i¢in
diizenlenirse asagidaki ifade elde edilir.

—ru (20— =ul + k@l p” +4)) 4.12

ile verilen ifade klasik kapali denklem olarak bilinir ve Backward time centered

space (BTCS) olarak adlandirilir. Bu yontemin modife edilmis denklemi asagidaki

gibidir.
ou 0u Ax a“
E—*gx—z— u—O— ( ) (1+6 )

4.13

~(A!r) 2,0°u 6y _
0 (1+30r)+120r )6x6 +O0((Ax)°) =0

6=1/2 igin agirlikli ortalama yaklagimi, Crank-Nicolson kapali yontemini belirtir.
Bu kapal: yontem,

ntl n+l -+1
—ruy + 20+ ru" —rul; 414

=u, +2(0-r)u] +ru’, + 2k(p"u] + D)

i+l
bi¢imindedir.

Crank-Nicolson yonteminin modife edilmis formu

ou O A0 8% (Ax)
-~ (12) - (3 ) (1+30r ) “ L O((AY)*) =0
seklindedir.

0= %— 1% icin Crandall sonlu fark formiilii kapali bir yontem olarak
r

A—6r)ul +2(5+6ru + (1 +6r)ul! 415
=(1+6ru, +2(5-6ru’+1+6ru +(+6ru, +12k(p"u] + @)

i+l

seklinde verilsin. Crandall yonteminin modife edilmis denklemi

Ax)* o%u
(T"y"Pu—fb—(sz)(ZOrz~1)¥+O((Ax)5):0 416
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bi¢imindedir.
Benzer sekilde (4.9) ifadesi 0=0 igin diizenlenirse bilinen klasik FTCS olarak

adlandirilan agik yontem elde edilir ve bu yontem,

™ =rul + (=27, +ru], +E(p"u] +¢) 4.17

i+1

bigiminde verilir.

FTCS fark formiliiniin modife edilmis formu

ou Ou (Ax)? o*u  (Ax)
. pu-¢- 1-6
a e O ¢ 12( r)ax 360 4.18
+0((Ax)*) =0
bigiminde verilebilir.

4.3. Kontrol Fonksiyonu ic¢in Algoritmanmn Gelistirilmesi
(4.1) ve (4.2) denklemi u(x,t) ve p(t) i¢in ¢ozilip,
E'(#) = u, (x,,0) + pOYE@) + (x,.,1) 4.19

ifadesi diizenlenirse,

E'() -, (%,,0) - #(x,,1) 420
E@) '

p@) =

elde edilir. Bu ifadeye sonlu farklar uygulanirsa,

_EY Ry, — 24y, +uj 1) -4,
E'l

n

4.21

ve baslangi¢ kosulu olarak

Po = E'(0) - f.(x,) — $(x,,0) 422
S(x)

ifadesi elde edilir.
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Kontrol parametresinin hesaplanmasinda kullamlan yéntemlerin  kararlilig
parabolik denklemin kararhligi ile uyumlu olmalidir. Dolayisiyla  asagida
dordiindiincti dereceden verilen denklem p(t)’nin yaklasik olarak coziilmesinde
kullanilacaktir.

1
1247

n_ 1 " " n i . ., .
p = T ((E) -~ (—uyy 5 1605 —30u; +16u, —umz)—¢m)4,23
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5. BIR BOYUTLU PARABOLIK KISMi TUREVLi DIFERANSIYEL
DENKLEMLERDE TUREVLI SINIR KOSULLARI iCiN KONTROL
FONKSIYONUNUN BELIRLENMESI

S.1. Kontrol parametresi icin tiiretilen yaklagimlar

Bu béliimde,
u, =u, + pOux,r)+ f(x,1) (5.1)
ux,0=®(x), xe(0)) (5.2)
u (0,0=g,0), t(0,7) (5.3)
ux(lat):gz(t)a IE(O,T) (54)
sistemi ve,
s(6)
[u(e,0)=E(@), 0<t<T:;0<s()<T (5.5)

0

ek kosulunu saglayan bilinmeyen u=u(xt) fonksiyonﬁ ve p=p(t) kontrol
parametresinin bulunma problemi ile ilgilenilmektedir. Bu amagla sonlu farklar
kullanilmaktadir. Burada f(x,t), g,(7), g,(¢) ve E(t) bilinen fonksiyonlardur.

(5.1)-(5.4) denklemleri birtakim fiziksel olaylara karsiik gelmektedir. U 1s1
dagilimm gostermek iizere bu ifadeler, kaynak kontroliine bagli kontrol problemini
olustururlar. Belirlenmeye c¢aligilan kontrol parametresi olan p(t), uzaymn bir

boliimiine birakilan enerjiyi gostermektedir.
5.2. Kanonik Gisterim

(5.1) denkleminde bulunan p(t)u terimi uygun doniisimlerle kaldirilarak (5.1)-
(5.4) denklem sistemi sonlu fark ¢oziimii igin uygun hale getirilir. Bu sekilde elde
edilen sisteme PDE sistemi, bu sistem i¢in uygulanacak ¢6ziim yontemine PDE

¢oziim denilecektir.

r(t) = exp(— j p(r)ar) (5.6)
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v(x,t)=ulx,Dr(t) 5.7
olmak tizere (u,p) — (v,r) doniigiimleri kullanilarak,

Y50 e pity = -2 )

u(x,t) =——"—ve p(t

r(?) r(®)

ifadeleri elde edilsin, boylece elde edilen yeni denklem sistemi (v,r) ikilisi olarak

agsagidaki gibi verilir (Wang, Lin, 1989).

v, =v, +r{t).f(x1) 0<x<1; 0<t<T (5.9)
v(x,0)=g¢(x) 0<x<1 (5.10)
v(0,) = r(1)g, () 0<t<T (5.11)
v.(LO)=r)g,® 0<t<T (5.12)
()
r(t).E(t) = [vox 0<t<T
1 s(t)
= [ vaix 0<t<T (5.13)

0

5.3. Niimerik Ydntemler

H=[0,1] ve T=[0,T] arahklarim M ve N pargaya bolelim ve h=$ , T= —Z—\;—

olsun. Sinir kosullarinin tiirevli olmasi nedeniyle sanal noktalar ikinci sinir kosullar:
olarak belirlensin. (5.9)-(5.13) denklem sistemine agirliklt ortalama yaklagimi
uygulanirsa,

n

1, . v =20 vt N Vi =2V V), .,
;(vjl_vj)=9[“ h’z @) |+ -0) h; I+ (rf); |54

v = v —2h(rg,)"
v, =V +2h(rg,)"

m+]

ifadesi elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,



7=1..M-1 igin;
val h m\l n+l 2 ntl
TV 20 Wi O R 00T )]
hZ
=(1-0yw;, + (? +2(6 - l))v;’ +(1-Gw;, +h(1-0)rf )
j=0 i¢in;
h2
[—w + 29) =260~ O(f )7 + 26hm(rg, )"
hZ
= (—; + 2(6 - 1))\:3 +2(0 1w + B (1- O)(#f)g +2(6 —)h(rg,)"

=M igin;

_ 6‘;:;11 +(£+29] nil 29((7’)"“«2@2(rg2)"+1

2

=20 -1y, , + [%— +2(6 1)}3’,’, +h*(1-0)rf), +2(1— Oh(rg,)"

ifadeleri elde edilir.
s{8)
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( 5.13) denkleminde bulunan fvax integrali niimerik olarak - hesaplansin. Bu amagla,

o

() h O]
Ivdx = J.vdx + jvdx

kh
J( W+ v,H+~ J'vdx

s(t)
ifadeleri elde edilir. (5.15) denkleminde jvdx integrali i¢in enterpolasyon
kh

uygulanirsa,

jvdx~ &—— 1, «l——zf};v,m

s(f) ( 52 52
kh 2h

5.15

3.16



ifadesi elde edilir.

Burada k= F%] ve & =s(f)—kh olmak izere (5.16) ile verilen ifade (5.15)

denkleminde yerine konularak asagidaki sekli alir.

s(t) 2 2
v 1 6 o6 o
B[vdx=h(——2° +V, +.v +(5+_h o )Vk o Vm} 5.17

Burada kesme hatast O( %) dir. (5.17) ile verilen ifade (5.13) de yerine konularak
elde edilen r(t), (5.1)-(5.3) denklem sistemine uygulanirsa (M+1)x (M+1) boyutlu

lineer denklem sistemi olusur ve genel formda,

h ~ h’ ~
[A+ - AJ V"”=(B+——B] 144 5.18
En+ En
seklinde ifade edilir.
Burada;
1,2 3\
h—+29 -20
¢ 2
-6 —}-'——+26 -0
T
A=
2
o i o
4 2
L —-20 h—+20
T J/
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(hz \
2 120-1)  21-6)
T

2

-0 Plie-1 1-0
(4

B =
hZ
1-8 —+2(0-1) 1-6
T hz
20-6) —+2(0-1)
\ r J
Ve,
(1 & 1,8 8% &4 o]
20 70 2 h 2K2)° op2 "0
1. . 1 & 8*)\. &% _
~a a e — ——a o0 0
Py ' (2 h 21712JI 20"
A=
1z, a - Loy LSV 0
2" 2 h 22 )M ot M )
'4 2 2 3\
1~ =~ 1 6 8*) &
~b, b e b 0 0
2° ° (2 h 2h2}° 2n*
1~ ~ 1 & 6 ) 6%~
Ebl bl (E-'_ ;" 2h2 Jbl th b] 0 g
B =
1~ ~ 1 & 8*) 8%~
~b, b, . . . |=+Z- b b, 6 . . . 0
2 (2 h 2h2]“‘ 2n* M )
50 — _hq‘onﬂ + 20g1n+1 , aM — _hgx:-l _ ;z+l
a, =—hefm i=1,2,... M-1

by =h(1-6)f] +2(6 g by =h(1-0) f;1 +2(1-6)g?
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b, =h(1-0)f" i=1,2,...,M-1
seklindedir.
(5.18) ifadesi Gauss, Sor ve Jacobi algoritmalarindan herhangi biri kullanilarak
¢ozilebilir. Nimerik ¢oziimler v]"‘“ J=0,1,...,M icin elde edilmesi halinde (5.6) ve
(5.7) ifadeleri kullamlarak r™' ¢ozilebilir. Boylece (u,p) ikilisi asagidaki

denklemler yardimiyla bulunur.

_v(x,0)
u(x,t) = 7Y o 5.19
_ r@®
p(t) ) 5.20

5.4.PDE ye Bagh Coziim

Eger r(t) biliniyor ise (5.9)-(5.13) sistemi agagidaki gibi diizenlenerek, uygun

sonltu farklar uygulanarak ¢6ziim niimerik olarak hesaplanabilir.

(x,t).r(t)=F(x,t) 5.21
vx(oat):r(t)gl(t):nl(l) 5.23
5.24

v, (L) =r()g,(t) =n,()

v, =v_+F(x,1) 5.24

m_op™ T "2Vl VT,
Lem —vn)= 9("1“ 2::2 UL o) I e F () 525
T

W’ F(x,f) = G(x,t) olmak tizere denklem genel formda asagidaki bigimi alir.

h2
-7+ [— + ze)v;"‘ -7
’ 5.26

2
=(1-0w;, + (%— +2(6 — I)Jv;’ +(1-0y;, +G(x,1)
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Vi~V "T]”:?Vn =y 2]1”»
1 1~ T 1
2h \\‘
n n
Vara 7~V n n
2h =1y = Ve =V, +2hn;

=0,
k 2 ntl n+l h 2
— +20 vy —26v" + 2h0n, = (?— +2(6 - I)Jv(’,l +2(1 -6 +2(6 —Dhn, +G(x,1)

71,2, ,M-1;

h2
-+ —+ ZB)V;‘“ -7
T

J+l

2

n h y n ”
=({-0w;, + (-}— +2(@ ~ 1)]\/ (A=W, +G(x,1)
M,
hz
-2 + (——» + 29]»’;‘; ' —2h0n,
T
2

=2(1-6)v,, , + [—}z_— +2(1— 6))\:;, +42(1-)hn, + G(x,1)

ifadeleri elde edilir. Kapali formda matris sistemi

CV™ =D+G (5.27
seklinde yazilabilir. Burada,

(1.2 \

»}L+29 —-20

4 2

-6 é—«l~29 ~6
T
C =
2
-6 !3-+29 -6

4 2
~20 -}-1-+29




(1.2
%—+2(9—1) 2(1-6)

2

1-0 1h;_—+2(9~1) 1-8

hl
1-68 ——+2(0-1) 1-6
T

hZ

g, =G(x,,t) olmak tizere,

| g, +2(6-Dhn ~2hon™ ]
8
=
8u
| 8y 200~ by +2h0n;" |
formundadir.
5.5. Sayisal Ornek
2
% = ‘;x’: + pu+(1- 7 )exp(—¢*)sin(7c) -1+ 2t 0<x<1; 0<t< 1
2

denklemi i¢in baglangig ve sinir kosullan agagidaki gibi verilsin
#(x,0) = 1—sin(x) 0<x<l1
u (0,t) =—mwexp(-t’) 0<it<l

u (1,1) = wexp(~t?) 0<r<l1

21-0) -+ 20-1))

48

528

5.29
5.30

5.31
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8 1 exp(~t?) b3
[ude="q4n-22 1+sin[-—) 0<r<1 532
2 z 2

0

Burada,

1
s(t)y=—(1+1¢
® 2( )
ile verilir. Denklemin bu kosullar saglayan analitik ¢6ziimi,
u(x,1) = 1— exp(—1*)sin(7x)

p(t) ve r(t)’nin analitik ¢ozimi ise
p(t)=1-2t

r(t) =exp(t’ - 1)

denklemleri ile verilsin
(5.29-5.31) denklem sistemine (5.8) denkleminde verilen dontisiimler uygulanirsa,

v, =v_ +(1—7z")exp(-t)sin(m) - (1 - 2)exp(t’ —1) O0<x<10<t<l 533

v(x,0)=1-sin(mx) 0<x<1 534
v (0,f)=—mwexp(-t) 0<iz<1 535
v.(LH)=mexp(-f) 0<t<l1 5.36

s(1) 42
| vdx:%(1+t)——eip(—’—)-[1+sm(%ﬂexp(ﬁ ~f) 0<t<l 537
7z

0

ile verilen PDE olarak adlandirilan denklem sistemi elde edilir. Bu problemin

¢oziimii dier aragtirmacilarin yontemleri ve burada gelistirilen tekniklerle yapilarak

Boliim 6 da tablo ve grafikler halinde verilmistir.
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6.SAYISAL SONUCLAR VE GRAFIKSEL DEGERLENDIRMELER

. 1 . - .
Cizelge 6.1 6= E(C-N) i¢in r(t)’nin PDE ve INV yaklagimlarina ait sonuglari.

Analitik

Coztim

INV ¢6zim

PDE Céziim

PDE Hata

INV Hata

1,000000000

1,000130512

1,000144093

0,000130514

0,000144099

0,005

0,995037355

0,994887523

0,995188314

0,000149832

0,000150960

0,01

0,990148844

0,989709609

0,990308838

0,000439234

0,000159993

0,015

0,985333615

0,984595519

0,985503956

0,000738095

0,000170342

0,02

0,980590831

0,979544006

0,980772044

0,001046827

0,000181212

0,025

0,975919671

0,974553876

0,976111572

0,001365804

0,000191900

0,03

0,971319328

0,969623917

0,971521059

0,001695419

0,000201730

0,035

0,966789008

0,964752957

0,966999072

0,002036066

0,000210064

0,04

0,962327933

0,959939802

0,962544210

0,002388140

0,000216277

0,045

0,957935338

0,955183292

0,958155195

0,002752054

0,000219857

0,05

0,953610473

0,950482278

0,953830849

0,003128197

0,000220375

—=— Analitik Cozim —a— INV ¢6ziim —e—PDE C6zim

1,01 4
1,00 -
0,99 -
0,98 -
0,97 -
0,96 -
0,85 -
0,94 -
0,93 -

0,92 1

0 0,01 0,01 0,02 0,02 0,03 0,03 0,04 0,04 0,05 0,05

T 1

! T

k3 T T

Grafik 6.1 INV ile PDE yaklagmuna ait grafik

1 !
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Cizelge 6.2 8 = 0 (Imlicit) i¢in r(t )’nin PDE ve INV yaklasimlarina ait sonuglar:.

Analitik
t e INV ¢6ziim | PDE ¢ozim | PDE Hata INV hata
Coziim
0,00000 | 1,000000000 { 1,000144094 § 1,000130514 {0,000130514] 0,000144094
0,00005 | 0,999950003 { 1,000094146 [ 1,000080601 §0,000130597] 0,000144142
0,00010 { 0,999900015 § 1,000044207 { 1,000030696 {0,000130681] 0,000144192
0,00015 | 0,999850034 § 0,999994273 | 0,999980795 {0,000130761| 0,000144240
0,00020 | 0,999800060 { 0,999944350 [ 0,999930903 {0,000130843} 0,000144290
0,00025 | 0,999750094 | 0,999894434 § 0,99928101R8 £0,000130925{ 0,000144340
0,00030 § 0,999700135 | 0,999844525 § 0,999831140 {0,000131005{ 0,000144390
0,00035 § 0,999650184 | 0,999794625 | 0,999781268 §0,000131085] 0,000144441
0,00040 1 0,999600240 | 0,999744731 | 0,999731400 §0,000131160% 0,000144491
0,00045 § 0,999550304 § 0,999694846 | 0,999681546 [0,000131241] 0,000144542
0,00050 | 0,999500375 | 0,999644969 | 0,999631693 §0,000131319] 0,000144594
—o— Analitik Coziim -—®8—INV ¢6zim —a— PDE ¢6zim
1.0002 -
1,0000 -
0.9998 -
0,9996 -
3,9994
0,9992 -
0.9990 —T T T T T T [ T T T 9
0,0000 0.0001 0.00062 0.0003 0.0004 0,0005
Grafik 6.3 INV ile PDE yaklagimma ait grafik



52

Cizelge 6.3 6 =1(Explicit) igin r(t)’nin INV ve PDE yaklagimlarina ait sonuglar1.

t Analitk {1y Cozim | PDE ozim | INVHata | PDE hat
Cozim
0__| 1,000000000 | 1,000144093 | 1,000130514 | 0,000130514 | 0,000130514
0,005 | 0,995037355 | 0,995268951 | 0,995107753 | 0,000130597 | 0,000070399
0,01 | 0,990148844 | 0,990469170 | 0,990145518 | 0000130681 | 0,000003325
0,015 | 0,985333615 | 0,985743023 | 0,985242918 | 0,000130761 | 0,000090697
0,02 | 0,980590831 | 0,981088789 | 0,980399271 | 0.000130843 | 0000191560
0,025 | 0,975919671 | 0,976504893 | 0,975614050 | 0,000130925 | 0.000305622
0,03 | 0,971319328 | 0,971989864 | 0970886713 | 0.000131005 | 0000432615
0,035 | 0,966789008 | 0,967542313 | 0.966216649 | 0000131085 | 0,000572359
0,04 | 0,962327933 | 0,963160996 | 0,961603226 | 0,000131160 | 0,000724707
0,045 | 0,957935338 | 0,958844794 | 0,957045683 | 0000131242 | 0,000889656
0,05 | 0,953610473 | 0,954592755 | 0,952543193 | 0,000131319 | 0.001067280

—o— Analitik Coziim —%—INV Coézim ——PDE ¢6ziim

1,01
1,00 -
0,99 -
0,98 -
0.97
0,96 -
0,95 +
0,94 -
0,93 -
0,92

0 0,01 0,01 0,02 0,02 0,03 0,03 0,04 0,04 0,05 0,05

Grafik 6.3 INV ve PDE yaklagimina ait grafik




Cizelge 6.4 S5-nokta explicit

sonuglari
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yonteminde r(t)’nin PDE ve INV yaklasimlarina ait

Analitik
Coziim

INV Coziim

PDE Coziim

PDE Hata

INV Hata

1,000000000

1,001008498

1,001008498

0,001008498

0,001008498

0,375

0,999962502

1,000971724

1,000971195

0,001008693

0,001009222

0,75

0,999925008

1,000934054

1,000933772

0,001008764

0,001009046

1,125

0,999887519

1,000896817

1,000896411

0,001008892

0,001009298

1,5

0,999850034

1,000859241

1,000859007

0,001008973

0,001009207

1,875

0,999812553

1,000821914

1,000821642

0,001009089

0,001009361

0,03

0,999775076

1,000784388

1,000784254

0,001009178

0,001009312

2,25

0,999737603

1,000747031

1,000746893

0,001009290

0,001009428

2,625

0,999700135

1,000709531

1,000709515

0,001009380

0,001009396

0,999662671

1,000672160

1,000672159

0,001009488

0,001009489

3,375

0,999625211

1,000634683

1,000634792

0,001009581

0,001009472

—o— Analitik C6ziim —e—INV Cozim —a—PDE Coziim

—

1.0015 4
1,0010 -
1.0005 -
1.0000 7
0.9995 1

0.9990 -~

0.9983 :
¢ 038 075 1,13 1,56 1,88 0,03 225 263 3 3,38

T

1

©

L J

®
L 4

!

R T

T T

Grafik 6.4 INV ile PDE yaklagumna ait grafik.

—
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Cizelge 6.5 Crandall yonteminde r(t )’nin PDE ve INV yaklagimlarina ait sonuglari.

Analitik Coziim

INV Coziim

PDE Coziim

INV Hata

PDE Hata

0,000

1,000000000

1,000144093

1,000130514

0,000144093

0,000130514}.

0,005

0,995037355

0,995189023

0,994888217

0,000151669

0,000149138

0,010

0,990148844

0,990310262

0,989711004

0,000161418

0,000437840

0,015

0,985333615

0,985506118

0,984597618

0,000172503

0,000735997

0,020

0,980590831

0,980774952

0,979546816

0,000184121

0,001044015

0,025

0,975919671

0,976115217

0,974557397

0,000195546

0,001362274

0,030

0,971319328

0,971525431

0,969628163

0,000206103

0,001691165

0,035

0,966789008

0,967004147

0,964757924

0,000215139

0,002031084

0,040

0,962327933

0,962550007

0,959945497

0,000222074

0,002382436

0,045

0,957935338

0,958161734

0,955189719

0,000226396

0,002745620

0,050

0,953610473

0,953838153

0,950489439

0,000227680

0,003121034

1,010 -
1,000
0,990 -
0,980 -
0,970 -
0,960 j
0,950

0,940 -
0,930 -

t

0,920 +————— T

—6— Analitik C6ziim —8—INV Coziim —a—PDE Céziim

0,005

— T

0,015
Grafik 6.5 INV ile PDE yaklagimina ait grafik

0,025

T

0,035

T 1

0,045




. 1 . . . .
Cizelge 6.6 6 = 5 (C-N) i¢in Kontrol parametresine ait sonuglar.

35

Analitik C6ziim|

Num Dif

Spline

Newton

Lagrange

0,000

1

0,998641963

0,994252721

0,998641653

0,998641953

0,005

0,990000000

0,988280837

0,989436044

0,988280837

0,988280847

0,010

0,980000000

0,977912903

0,977529782

0,977743865

0,977740694

0,015

0,970000000

0,967707338

0,967741852

0,967552402

0,967317422

0,020

0,960000000

0,957652174

0,957578965

0,957652174

0,957651889

0,025

0,950000000

0,947738544

0,947690019

0,947586594

0,947586349

0,030

0,940000000

0,937962160

0,937931112

0,937817665

0,937817243

0,035

0,930000000

0,928320260

0,928201223

0,928320260

0,928319816

0,040

0,920000000

0,918802088

0,919033383

0,918669544

0,918669077

0,045

0,910000000

0,909389370

0,908323602

0,908865406

0,908864915

A

1,020 4
1,000 -
0,980 -
0,960
0,940 -
0,920 -
0,900 -
0,880 -

—e&— Analitik Cézum
——Num Dif.

—a— Spline
—— Newton

——Lagrange

0,860 1
0,000

1 T

0,010

T T T

0,020

0,030

1 T I

0,040

Grafik 6.6 C-N ydntemine ait grafik




Cizelge 6.7 teta:=0(Implicit) i¢in Kontrol Parametresine ait sonuglar.

56

Analitik

t
Coziim

Numerical Dif.

Spline

Newton

Lagrange

0,00000 § 1,000000000

0,998906064

0,998858853

0,998906064

0,998906064

0,00005 § 0,999900000

0,998775969

0,998780406

0,998775969

0,998775969

0,00010 § 0,999800000

0,998683851

0,998675327

0,998645853

0,998645853

0,00015 } 0,999700000

0,998578719

0,998432376

0,998552718

0,998505718

0,00020 | 0,999600000

0,998448564

0,998432376

0,998448564

0,998405562

0,00025 § 0,999500000

0,998348392

0,998335039

0,998344391

0,998305387

0,00030 | 0,999400000

0,998248202

0,998240702

0,998241201

0,998155188

0,00035 | 0,999300000

0,998150996

0,998157160

0,998150996

0,998054976

0,00040 } 0,999200000

0,998041769

0,998065038

0,998060774

0,997954747

0,00045 | 0,999100000

0,997919519

0,997911299

0,997970537

0,997854501

1,001 4
1,000 -
1,000 -
0,999 -
0,999 -
0,998 1
0,998 -
0,997 -

—e— Analitik

—=— Numerical Dif.

—a— Spline
—>— Newton

—+—Lagrange

0,997 T T
0,00000

0,00010

T T

0,00020
Grafik 6.7 Implicit ydntemine ait grafik

T T

0,00030

0,00040

Coziim




Cizelge 6.8 teta=1(explicit) i¢in Kontrol parametresine ait sonuglar

57

t Analitik Coziim|

Numerical
Dif.

Spline

Newton

Lagrange

0,000

1

0,982422980

0,078088076

0,982423020

0,982422990

0,005

0,990000000

0,972091272

0,973231644

0,972091272

0,972091261

0,010

0,980000000

0,961759163

0,961378090

0,961584639

0,961584649

0,015

0,970000000

0,951605112

0,951635449

0,951445172

0,951445436

0,020

0,960000000

0,941620137

0,941546760

0,941620137

0,941620381

0,025

0,950000000

0,931784926

0,931736973

0,931634328

0,931634553

0,030

0,940000000

0,922085819

0,922058298

0,921957762

0,921957762

0,035

0,930000000

0,912504640

0,912391856

0,912504485

0,912504485

0,040

0,920000000

0,903018129

0,903254549

0,902901804

0,902901804

0,045

0,910000000

0,893600409

0,892548187

0,893149659

0,893149659

1,020
1,000
0,980
0,960
0,940
0,920
0,900
0,880

0,840
0,820

0,860 |

]

§

—=— Analitik Coziim
—t+—Numerical Dif.

—a&— Spline

——Newton
—¥—Lagrange

T

0,000

i

0,010

T T

0,020

T

0,030

T T

0,040

Grafik 6.8 Explicit ydntemine ait grafik




Cizelge 6.9 Crandall yontemi i¢in Kontrol parametresinin hesaplanmas:.

38

Analitik Cozim

Numerical Dif.

Spline

Newton

Lagrange

0,000

1

0,998500903

0,994111033

0,998500883

0,998500923

0,005

0,990000000

0,088137024

0,989292729

0,988137024

0,088137708

0,010

0,980000000

0,977764805

0,977382079

0,977594111

0,977594030

0,015

0,970000000

0,967554612

0,967588316

0,967397728

0,967397850

0,020

0,960000000

0,957498046

0,957424602

0,957498046

0,952901543

0,025

0,950000000

0,947585002

0,947536174

0,947433053

0,047433340

0,030

0,940000000

0,937810789

0,937780423

0,937670885

0,937670977

0,035

0,930000000

0,928168067

0,928049944

0,928168067

0,928168098

0,040

0,920000000

0,918644521

0,916363061

0,918511894

0,918511863

0,045

0,910000000

0,909225801

0,908159886

0,908702257

0,908702162

—e— Analitik Goztm |
—=— Numerical Dif.
—&— Spline

—— Newton
—¥—Lagrange

1,020 -
1,000 -
0,980 -
0,960 A
0,940 -
0,920 A
0,900 -
0,880 -
0,860 +—— —— i =

0,000 0010 0020 0030 0,040

T 1

Grafik 6.9 Crandall ydntemine ait grafik
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|
Cizelge 6.10 5 nokta explicit yontemi (F-P) i¢in Kontrol Parametresinin sonuglar

Analitik Coziim

Numerical Dif.

Spline

Newton

Lagrange

0,000

1

0,967717392

0,972212129

0,967717392

0,967724052

0,005

0,999925000

0,991623083

0,994576308

0,991623083

0,991623915

0,010

0,999850000

0,997827975

0,999227002

1,015531439

1,015526443

0,015

0,999775000

0,996626209

0,995419190

1,004445863

1,005371271

0,020

0,999700000

0,997835953

0,998799433

0,997849274

0,998733878

0,025

0,999625000

0,997207048

0,996612936

0,991251943

0,992170582

0,030

0,999550000

0,997670773

0,998047563

0,993500710

0,993345831

0,035

0,999475000

0,997348283

0,997011353

0,997348283

0,997130363

0,040

0,999400000

0,997572192

0,997999386

1,001196287

1,000989767

0,045

0,999325000

0,994171758

0,996488059

1,005044723

1,004812379

1,020 -
1,010 +
1,000 -
0,990 -
0,980 -
0,970 -
0,960 -
0,950 -

0,940 +—
0,000

T T T

0,010

0,020

T

0,030

—+— Analitik C6zim
—e— Numerical Dif.
—4&— Spline

—m— Newton
—%—Lagrange

1 T 1

0,040

Grafik 6.10 5 nokta explicit yontemine ait grafik




Cizelge 6.11 P(t)’nin BTCS ve FTCS yaklagimlarina ait sonuglar.

60

t

Analitik
Cozim

FTCS Cozim

FTCS Hata

BTCS Céziim

BTCS Hata

0.00008

1,000000000

0,999502097

0,000497904

0,999502097

0,000497904

0.00016

1,000000006

0,999504592

0,000495414

0,999504740

0,000495266

0.00024

1,000000026

0,999509136

0,000490890

0,999506336

0,000493690

0.00032

1,000000058

0,999511028

0,000489030

0,999515744

0,000484314

0.00040

1,000000102

0,999513499

0,000486604

0,999527054

0,000473048

0.00048

1,000000160

0,999514928

0,000485233

0,999559419

0,000440741

0.00056

1,000000230

0,999518272

0,000481958

0,999643635

0,000356595

0.00064

1,000000314

0,999520710

0,000479605

0,999819611

0,000180703

0.00072

1,000000410

0,999520502

0,000479909

1,000164994

0,000164584

0.00080

1,000000518

0,999523807

0,000476712

1,000782606

0,000782088

0.00088

1,000000640

0,999523807

0,000473233

1,001811809

0,001811169

—&— Analitik C6ziim —8—FTCS Cozim —&—BTCS Cézim

1,0020

1,0015

1,0010

1,0005 -
1,0000 -

0,9995 -
0,9990 -
0,9985 -

t

0,9980 +—r T T
0.00032

0.00016

T T

0.00048

T T 7

0.00064

Grafik 6.11 BTCS ile FTCS vaklagimmna ait grafik
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Cizelge 6.12 p(t)’ nin C-N ve Crandall yaklagimlarma ait sonuglar.

61

t

Analitik Coziim

C-N Cozim

C-N Hata

Crandall
Cozim

Crandall Hata

0.00008

1,000000000

0,999502097

0,000497904

0,999502097

0,000497904

0.00016

1,000000006

0,999509011

0,000490995

0,999684020

0,000490995

0.00024

1,000000026

0,999507369

0,000492657

0,999681204

0,000492657

0.00032

1,000000058

0,999513828

0,000486230

0,999681476

0,000486230

0.00040

1,000000102

0,999514531

0,000485571

0,999681882

0,000485571

0.00048

1,000000160

0,999517431

0,000482729

0,999682427

0,000482729

0.00056

1,000000230

0,999516356

0,000483874

0,999686062

0,000483874

0.00064

1,000000314

0,999530432

0,000469882

0,999683938

0,000469882

0.00072

1,000000410

0,999544953

0,000455457

0,999684904

0,000455457

0.00080

1,000000518

0,999596731

0,000403788

0,999686003

0,000403788

0.00088

1,000000640

0,999687249

0,000313391

0,999690190

0,000313391

——

1,0100

-—o— Analitik C6ziim —8— C-N C6ziim —a&— Crandall C6zim

1,0000 -

—A—t—A————————a—

0,9900 - —

t

T - 1T ¥

0.00032

0.00016

T T

0.00048

T T 1

0.00064

Sekil 6.12 Crandall ile C-N vaklasimma ait grafik.
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Cizelge 6.13 P(t)’nin 5
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nokta explicit yontem ve C-N(5,5)yaklagimlarina ait

sonuglart,
5-nokta
e e .. 5-nokta C-N(5,5)
t Analitik E . ’ _
(ozim fphclt Explicit hata Yontem C-NG.5) hata
yontem
0.00008 | 1,000000000 § 0,999502097 | 0,000497904 | 0,999502097 | 0,000497904
0.00016§ 1,000000006 | 0,999506360 | 0,000493646 | 0,999504153 | 0,000290995
0.00024f 1,000000026 | 0,999508401 | 0,000491625 | 0,999497943 | 0,000492657
0.00032} 1,000000058 | 0,999515157 | 0,000486230 | 0,999506757 | 0,000486230
0.00040§ 1,000000102 | 0,999516596 | 0,000485571 | 0,999508634 | 0,000284856
0.00048 1,000000160 | 0,999519792 | 0,000465429 | 0,999682427 | 0,000482339
0.000561 1,000000230 | 0,999522105 | 0,000487741 | 0,999499322 | 0,000483874
0.00064 § 1,000000314 } 0,999521890 | 0,000464482 | 0,999494853 | 0,000461488
0.00072} 1,000000410 | 0,999523592 | 0,000455122 | 0,999484477 | 0,000455457
0.00080}1 1,000000518 | 0,999525426 | 0,000403418 | 0,999686005 [ 0,000403788
0.00088) 1,000000640 | 0,999532710 | 0,000313124 | 0,999690190 | 0,000313391
—&— Analitik Cozilm —=— 5-nokta Explicit ysntem —a— C-N(5,5) Yintem

1,0100 1

100001 g—8—94—4—0——%—9%—4—4 14

0,9900 T T L T T T T LI T 1

t 0.00016 0.000632 0.00048 0.00064 0.00080
Sekil 6.12 Crandall ile C-N yaklagimina ait grafik.
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7. SONUC VE TARTISMA

Bu tezde bir boyutlu ters problemlere farkli yaklagimlar sonlu farklar
kullanilarak uygulanmistir. Bu yaklagimlarin kararlilig: ve yakinsaklig: incelenmigtir.
Ayrica sonuglar tam ¢oziimlerle kargilagtirilarak, Bolim 6 da hatalar, tablo ve
grafikler aracihig1 ile verilmistir.

Agik yontem olarak (1,3) FTCS ve 5- nokta FTCS, kapah yontem olarak (3,1)
BTCS, (3,3) Crandall, (3,3) Crank-Nicolson ve ( 5,5) Crank-Nicolson ydntemleri
uygulanmistir. Bu yontemlerin sonuglari kullanilarak, ters problemlerin ¢dziiminde
karsimiza gikan “Kontol Parametresi” yaklagik tiirevierin hesaplanmasinda kullanilan
enterpolasyon tekniklerinden yararlamilarak belirlenmistir. Dért farkli enterpolasyon
teknigi kullamlmus sonuglar tam goziimlerle kargilasgtirilarak tablo ve grafikler
aracilifi ile olugturulmusgtur.

Burada kullamlan yontemler hata agis1 bakimindan ele alindiginda diger bilinen
yontemlerle benzer sonuglar elde edilmisgtir.

ileride ters problemler iizerine yapilacak caligmalarda elde edilecek yaklagtk
¢oziimlerin daha hassas ve kolay hesaplama tekniklerini beraberinde getirecegi

dustiniilmektedir.
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Ek1:

teta:=1/2

#Bir boyutlu difiizyon denklemi,fﬁrevli sinir kosullar igin ele alinmustir.

diff(u(x,t),t)=diff{u(x,t),x,x)p*u+fix,t);
teta:==1/2;
x>0;x<1; t>0; t<=T;,

restart:

#x boyutunun ve t zaman boyutunun kesikli hale getirilmesi

h:=0.01:

dx:=h:

x:=array(1..101):

x{1]:=0:

for i to 100 do x[i+1}:=x[i]+dx od:
dt:=h/2;

t[1]:=0:

for i to 10 do t[i+1]:=t[i]+dt od:
k:=50:

#Baglangi¢ ve sinir kosullarinin tanimlanmasi

gl=array(1..11):

g2:=array(1..11):

forito 11 do gl]i}:=evalf(-P1*exp(-t[i}"2)) od:
for i to 11 do g2[i]:=evalf(Pi*exp(-t[i]*2)) od:

# p(t),kaynak parametresinin analitik ¢éziimiimiin tanimlanmasi.

p:=array(1..11):
for i to 11 do p[i]:=1-2*t[i] od:

# Tam ¢oziimiin ve f fonksiyonunun tammlanmasi.
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tr=array(1..11):

for i to 11 do trfi]:=evalf{exp(t[i}*2-t[i])) od:

fi=array(1..101,1..11):

for i to 101 do for j to 11 do f]ij]:=evalf{(1-Pi"2)*exp(-t[j}"2)*sin(P1*x[i])-((1-
2%[j1))) od; od;

#Matrislerin tanimlanmasi

a=array(1..101,1..11):
for j to 10 do a[1,j+1]:=-h*teta*f[1,j+1]+2*teta*gl[j+1] od:
for i from 2 to 100 do forj to 10 do a[i,j+1]:=-h*teta*{i,j+1] od; od;
for j to 10 do a[101,j+1]:=-h*teta*f[101,j+1]-2*teta*g2[j+1] od:
b:=array(1..101,1..11):
for j to 11 do b[1,j]:=h*(1-teta)*f] 1,j]+2*(teta-1)*g1[j] od:
for j to 11 do for i from 2 to 100 do bfi,j}:==h*(1-teta)*f[1j] od; od;
for j to 11 do b{101,j]:=h*(1-teta)*f[101,j]+2*(1-teta)*g2[j] od:
with(linalg):
teta:=1/2;
delta:=array(1..11):
forito 11 do delta[i]:=1/2*[i] od:
A:=array(1..101,1..101):
for i to 101 do for j to 101 do A[1,j]:=0 od; od;
for i to 101 do A[i,i}:=(h"2/dt)+2*teta od:
Al1,2]:=-2%teta:
A[101,100]:=-2%teta:
forifrom 2 to 100 do A[i,i-1]:=-teta; A[i,i+1]:=-teta od:
B:=array(1..101,1..101):
for i to 101 do for j to 101 do B[j,j]:=0 od; od;
for i to 101 do B[i,i]:=(b"2/dt)+2*(teta-1) od:
Bf1,2]:=2*(1-teta):
B[101,100]:=2*(1-teta):
for i from 2 to 100 do B[i,i-1]:=1-teta; B[i,i+1]:=1-teta od:
for nto 11 do AA[n]:=array(1..101,1..101) od:
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for n to 10 do for i to 101 do for j to 101 do AA[n+1][i,j]:=0 od; od;od;

for j to 10 do for i to 101 do AA[j+1][i,1]:=1/2*afi,j+1] od; od,

for j to 10 do for n from 2 to 50 do fori to 101 do AA[j+1][i,n]:=a[ij+1] od; od; od;
for j to 10 do for i to 101 do AA[j+1][i51]:=(1/2+(delta[j}/h)--
(deltalj}"2/(2*h"2)))*a[i,j+1] od; od;

for j to 10 do for i to 101 do AA[1,52]:=(delta[j]"2/(2*h"2))*a[i,j+1] od; od;
with(linalg):

E:=array(1..101):

for nto 11 do AAAA[n]:=array(1..101,1..101) od:

for nto 11 do AAA[n}:=array(1..101,1..101) od:
for i to 11 do E[i]:=evalf((1/2*(1+[i]))-(exp(-t[i]*2)/Pi)*(1+sin(Pi*[i}/2))) od:
with(linalg):

for-r n to 10 do for i to 101 do for j to 101 do
AAA[H[1,j]:=("2/E[nt+1])*AA[n+1][1,j] od;od; od,;

for nto 10 do AAAA[n+1]:=matadd(A,AAA[n+1]) od:

for nto 11 do BB[n]:=array(1..101,1..101) od:

for n to 10 do for i to 101 do for j to 101 do BB[n][i,j]:=0 od; od;od,;

for j to 10 do for i to 101 do BB{j}{i,11:=1/2*b[ij] od; od;

for j to 10 do for n from 2 to 50 do forito 101 do BBI[j{i,n]==bli,j] od; od; od;

for j to 10 do for i to 101 do BBI[j1[i,51]:=(1/2+(delta[j}/h)-
(delta[j]"2/(2*1W2)))*b[i,j] od; od;

for j to 10 do forito 101 do BBI[j1[i,52]:=(delta[j]"2/(2*h"2))*b[i,j] od; od;

for nto 11 do BBB[n]:=array(1..101,1..101) od:

for n to 11 do BBBB[n]:=array(1..101,1..101) od:

forito 11 do E[i]:=eva]f((1/2*(1+t[i]))-(exp(-t[i]’\2)/Pi)*(1+sin(Pi*t[i]/2))) od:
with(linalg):

#Gauss algoritmasinin tammlanmasi

for n to 10 do for i to 101 do for j to 101 do BBB[n][i,jl:=(v"2/E[n])*BBIn][i,j]
od;od; od; for nto 10 do BBBB[n]:=matadd(B,BBB[n]) od:

ngauss:=proc(Aaug) local nk,i,m,j,x,s;

n:=rowdim(Aaug),



x:=vector(n);

for k from 1 to n-1 do for i from k+1 to n do
m:=Aaug[i,k]/Aaug[k k];

for j from 1 to nt+1 do Aaug[i,j]:=Aaug[i,j]-m*Aaugl[k,j];
od;

od;

od;

x[n]:=Aaug[n,n+1]/Aaug[n,n];
forifromn-1to 1by-1do

s:=Aaugfi,n+1];

for j from i+1 to n do s:=s-Aaug[i j*x[i]; od;
x[1]:=s/Aaugl1,i];
od;

RETURN(op(x));
save ngauss, ngauss.m' ;

end:

yak:=array(1..101,1...11);

for i to 101 do yak[i, 1]:=evalf(1-sin(Pi*x[i])) od:
C:=array(1..101) ;

for i to 101 do yak[i,1] od:

with(linalg):

#Gauss algoritmasi kullanilarak,yaklagik ¢oziimlerin bulunmasi

forjto 10 do fori to 101 do C[i]:=yak[ij] od;
s:=array(1..101);s:=multiply((BBBB[j1.C)) ;
Aaug:=augment(AAAA[j+1],s):
uc:=array(1..101),

uc:=ngauss(Aaug);

for i to 101 do yak{i,j+1]=uc{i] od:

od:

#Yaklasik ¢oziimden yararlanarak r(t) nin hesaplanmasi

68
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r=array(1..11);

forito 11 do deltafi]:=1/2*t[i] od:

forito 11 do E[i}:=evalf(((1/2*(1+t[i]))-(exp(-t[i]*2)/Pi)*(1+sin(Pi*t[i]/2)))) od:
forito 11 do trfi]:=evalf{exp(t[i]"2-t[i])) od:

forjto 11 do
tfj1:=(WE[j])*(vak[1,j}/2+yak[2,j}+yak[3,i}ryak]4,jltyak]5,j]+yak[6,j}+yak[7,j}ryak
[8,j}+yak]9,jl+yak[10,j]+yak[11,j]+yak[12,j]+yak]13,jl+yak]14,j]+yak[15,j]+yak16,
j1+yak{17,jl+yak[ 18 jJ+yak[19,j]+yak[20,j]+yak[21,jT+yak[22,j]+yak[23,j]+yak[24,]]
+yak[25,j1+yak{26,j]+yak[27,j]+yak([28,j]+yak([29,j]+yak[30,j+yak[3 1,j]+yak[32,]]+
yak[33,j1+yak{34,j]+yak[35,j1+yak[36,j]+yak{37,j]+yak[38,j]Hyak][39,jHyak[40,j}+y
ak[41,j}+yak[42,jl+yak{43,jl+yak[44,j]+yak[45,j} +yak[46,j]+yak[4T jI+yak]48,j] tya
k[49,j]+yak[50,j1+(1/2+deltafj]/h-
delta[j]"2/h"2)*yak([51,j}+(delta[j]"2/h"2)*yak{52,j]) od;

with(linalg):

hataa:=array(1..11);

eksir:=array(1..11);

fori to 11 do eksir[i]:=-r[i] od:

#Hatalarin bulunmast

hata:=matadd(tr,eksir) ;
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Ek 2:

#Crank-nicolson yaklagiminda spline metodu kullamlarak p(t)’ nin hesaplanmas.
restart;

readlib(spline):

h:=evalf(1/200);

#Zaman arahklahna gore spline fonksiyonlarinin belirlenmesi
spline([0,h,2*h,3*h,4*h,5%h,6%h,7*h,8%h,9*h,10*h],[1.000144093,.9951883144,.990
3088376,.9855039565,.9807720435,.9761115717,.9715210579,.9669990718,.96254
42096,.9581551955,.95383084811,t,cubic);

t:=array(1..11);

t[1]:=0;

for i to 10 do t[i+1]:=t[i]+h od:

#Spline fopnksiyonlari kullanilarak p(t) kaynak parametresinin bulunmasi
diff{1.000144093-.9943959858%t+129.6106314*t"3,t);
s[11:=1.000144093-.9943959858*t[11+129.6106314*t[1]"3;
pp[11:=-.9943959858+388.8318942*([1]"2;

pl11=-pp[1V/s[1L;
diff(1.000164999-1.006939570*t+2.508716830%t"2-37.63715724*t"3,t),
pp[2]:=-1.006939570+5.017433660*t[2]-112.9114717*t[2]"2;
s[2]:=1.000164999-1.006939570*t[2]+2.508716830*t[2]"2-37.63715724*1[2}"3;
p[2]=-pp[2¥/s[2];
diff{1.000120068-.9934606810%t+1.160827915*t"2+7.292473241*t"3,1),
pp[31:=-.9934606810+2.321655830*t[3]1+21.87741972*1[3}"2;
s[31:=1.000120068-.9934606810*t[3]+1.160827915*1[3]"2+7.292473241%[3]"3;
p[31=-pp[3V/s[3];
diff(1.000160122-1.001471416%t+1.694876935%1"2-4.575282767%t"3,1),
pp[4]}:=-1.001471416+3.389753870%[4]-13.72584830%t[4}"2;
s[4]:=1.000160122-1.001471416*t[4]+1.69487693 5*t[4]"2-4.575282767*t[4]"3;
pl4]:=-pp[4V/s[4];
diff(1.000132920-.9973909338*t+1.490852822%t"2-1.174880880%t"3,t);
s[5]:=1.000132920-.9973909338*t[5]+1.490852822*([ 5]"2-1.174880880*t[5]"3;
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Pp[5]:=-.9973909338+2.981705644*[5]-3.524642640%[5]"2;

p51=pplS¥/si5]; \
diff(1.000155396-1.000088013*t+1.598735989%1"2-2.613323104%t"3 1),
s[6]:=1.000155396-1.000088013*t[6]+1.598735989*1[6]"2-2.613323104*[6]"3;
pp[6]1:=-1.000088013+3.197471978*1[6]-7.839969312*[6]"2;

pl6]=-ppl6)/s[6];
diff{(1.000079531-.9925015573%1+1.345854138*1"2+. 1964752451 %1"3 1);
s[7]:=1.000079531-.9925015573*[7]+1.345854138*([ 7]"2+.1964752451 %[ 7]"3;
ppl71:=-.9925015573+2.691708276*t[ 7]+.5894257353*{[ 712,
pl71:=-ppl7V/s[7];
diff(1.000491198-1.027787249*+2.354016758*t/2-9.405073519%3,1);
s[8]:=1.000491198-1.027787249*t[8]+2.354016758*t[8]"2-9.405073519*[8]"3;
pp[81:=-1.027787249+4.708033516%[8]-28.21522056*1[8]"2;

p[8]:=-pp[8]/s[8];

diff(.9981474442- 8520057509%t-2.040520701%1/2+27.21607198*t"3,1);
§[9]:=.9981474442- 8520057509*[9]-2.040520701*t[9]"2+27.21607198*t[9]"3;
pp[9]:=-.8520057509-4.081041402*{[9]+81.64821594*1[9]"2;

p[91:=-ppl[9¥/s(9];
diff(1.010551926-1.678971240*+16.33649016%t"2-108.9099344*"3,);
s[10]:=1.010551926-1.678971240*t[10]+16.33649016*t[10]"2-
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