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1. GIRIS

Ax = b geklindeki denklemlerinin ¢oziimiinde Gauss-Eliminasyon gibi yontemler
kullanilmasi ¢ok zaman gerektirir. Tam ¢oziim 1 sonlu sayida adimla hesaplayan
Gauss-Eliminasyon gibi metodlar ” direkt metod” olarak adlandirilirlar. Direkt metoda
kargin iterasyon metodlar: genellikle sonlu sayida adimdan sonra tam c¢oz imi ver-
mez ama her adimda hatay: kiiciilt iir. Iteratif metodlar kiicitk boyutlu lineer sistem-
leri ¢ozmede nadiren kullanilir. Ciinkii yeterli kesinlige ulagmak i¢in zaman gerek-
lidir, bu da Gauss-Eliminasyon gibi direkt metodlar1 kullanmay1 gerektirir. 70" girisi
yiiksek miktarda olan biiyii k sistemlerde bu teknikler hem bilgisayar depolamasinda,
hem de hesaplamada etkilidirler. nxn boyutlu Ax=Db lineer sistemini ¢ozmek ic¢in
bir iteratif teknik, 2’1 ¢6 zmek icin ilk bastaki tahmini (¥ degeriyle baslar ve a’e
yaklagan {x(k) };O:o vektor dizisini meydana getirir. Iteratif teknikler Az = b sistemini
x = Tx+ c formundaki T" matrisine ve ¢ vektoriine bagh esitlik sistemine donii gtiiriir.
Ik bagtaki z(@ secildikten sonra yaklagik ¢oziimiin vektor dizisi z® = Tz®-1 4 ¢
'nin hesaplanmasiyla olugturulur. Sonuctaki hata, metodlarin ve lineer sistemlerin
0 zelliklerinde oldugu gibi kag iterasyon yapildigina baghdir. Amacimiz metodlar:
geligtirmek ve hatay1 biliyliik miktarda azaltip, miimkii n oldugunca az islem yap-
maktir.

Bu alandaki tiim ¢aligmalar, iteratif metodlar daha iyi diizenlenmesi i¢in lineer
sistemlerdeki artiglar1 veren, kolayca goriilmeyen ama onemli olan matematikle ve
fizikle ilgili problemlerden faydalanmayi igerir. Bu 6nemli problemler sonlu farkliliklar
ve fiziksel sistemdeki sonlu eleman modelleridir ve genellikle diferansiyel denklemleri
icerir. Bir kare matris geklindeki ”Poisson Denklemleri” ve ona yakin denklemler,
”Laplace Denklemi” bir¢ok uygulamalardan dogar ve elektromagnetizmay1, akiskanlar

mekanigini, sicaklik akigini, difiizyonu ve quantum mekani gini igerir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Jacobi Metodu

Sparse lineer sistemlerin ¢oziimiinde kullanilan klasik lineer iterasyon metod-
larmdan ilki Jacobi metodudur. Jacobi metodunda, verilen A matrisi, A = D — L
—U = D(I — L — U) seklinde ayrigtirilir. Béylece,

Rj=D ' (L+U)=L+Uvecj=D"b

Boylece Jacobi metodda z,,11 = Rz, + ¢; gibi bir adim yazlabilir. Bu
formiiliin bizim Jacobi metodla ilgili ilk tanimlamamizla iligkisini gérmek i ¢in;

DI’erl = (E + ﬁ)Im + b veya G;iTm41,j = — Z QikTm, k + bj veya
k#j
Q55 Tm41,5 + Z AjTm k. = bj.
k#j
Bu z; i¢in bulunan (a;; # 0) Az = b 'deki i'nci denklemi ¢dzmekten ibarettir.

n
a;;Tj P
ri= Y (M%) bioi=12 . ..n
. . i s’ r = )
J=1.j#

#~1’n elemanindan her 2"’y olug turmak(k > 1):

i

ve {L‘(

A Z A(—aijxg-k*l)) -+ bz
A b i i=1,2,....n (2.1)
A

n
),

Metod, A’y1 diagonallerine ve diagonal béliimlerine ayirarak, z*) = Tz®*=1 4 ¢
formunda yazilir.

D bir diagonal matris, — L alt iiggen matris ve —U tistiiggen matris olmak tizere

@11 Q12 -+ Qip
Q21 Q22 -+ QA2p
A=
L an1 Qp2 - App |

matrisi agagidaki sekilde ayrigtirilir:

(an 0 - 0] [ 0o o 0] [0 —an - —am]

0 a 0 —a 0 0 0 0 —Qap

A: 22 . 21 . 2
0 0 - | | —@m —@w - O] O 0O 0

Boylece A= D — L — U dur.
Az = b denklemi veya (D — L — U)z = b, daha sonra su hale doniigtiiriiliir:



Dx=(L+U)x+b

Eger D=1 varsa ve ay; her ¢ icin sifirdan farkl ise;

r=DYL+U)x+D '
Bu sonucun Jacobi iterasyon yontemindeki matris formu goyledir:
e® = DYWL+ U)z*V + D, k=1,2,..
T; = DL+ U) ve ¢; = D'b tamimlanirsa, Jacobi Metod su formu alur:
™) = Ty-1 4 ¢
Pratikte;

Z ‘(—(lijil?§~k71))+bi

k = .
g®) = izl 1=1,2,....n

t Q4i

n
)

Teorikte;
k) = zj(k_l) + ¢; kullanihr.
2.2. Gauss-Seidel Metodu:

Gauss-Seidel Metod Jacobi Metod’ dan farkhdir, fark: ise, x§~k)’ nin k. adimdaki

mevcut degerlerinin ¢éziimiin giincellenmesinde kullaniliyor olmasidir.

i—1 n _
El(aij$§k)) - 2 l(azﬂgk D)+ b
2 =& = (2.2)
Qij

Gauss-Seidel Metod’u matris formunda yazarak 2.2 esitliginin her iki tarafini a;;
ile carpalim. Biitiin k. iteratif terimleri bir araya toplayalim:
aﬂl’gk) + apr® + .. +aiix§k) = _ai,iJrlxz('iIl)_ e =@V b Vi=1,2, .,

Biitiin n denklemlerini yazmak sunu verir:

(lnx(lk) = —a12$(2k_1) — a13x§k_1) — = alnxflk_l) + by
a2113§k) + a22$gk) = —a23x§k_1) — = a%x?(f*l) + bs
anlxgk) + aanék) + -+ annl'gg) = bn

Yukarida tamimlanan D, L, U ile Gauss-Seidel metodun asagidaki yaziligini elde
ederiz.

(D — L)z® = Uz* =Y + b veya

2 = (D - L) Ua* Y +(D- L)y k=1,2,..



4

T, = (D —L)"'U ve ¢, = (D — L)~'b alarak, Gauss-Seidel teknigi su bicime
sahip olur:

) = T,xk=Y 4 ¢,

Alt tiggensel matris D — L'nin tekil olmayan bir matris olmasi i¢in her ¢ =
1,2,...,n i¢in a; # 0 olmast gerekli ve yeterlidir. Bu hemen hemen her zaman
dogrudur, ama Jacobi Metod'un ¢oziime yaklagtigi, Gauss-Seidel Metod un yaklagmadig1
lineer sistemler de vardir.

k=1,2,...icin, 29 keyfi oldugunda genel iterasyon tekniklerinde caligirken asa
gidaki formiili goz ontinde tutacagiz:

x®) = Tr*=D 4 ¢ her

Tanim 2..1 R’nin tim X ozdegerlerinin maksimum olarak alindigr durumda R ’nin
spektral yarigap;
p(R) = max |A| 'dor.

Yardimci Teorem 2..1 Eger spektral yaricap p(T), p(T) < 1 kosulunu yerine ge-

tiriyorsa, (I —T)~" vardir ve

I-T) "' =14+T+T*+..=> T
j=0

Ispat : (I — T)x = (1 — M)z oldugunda Tz = X kesinlikle dogrudur. (1 — X),
(I —T) nin bir 6zdegeri oldugu zaman A'nin, kesinlikle 7" 'nin bir 6zdegeri oldugunu
elde ederiz. Ama |A| < p(T') < 1idi. Bu ylizden A =1, T’nin bir ézdegeri degildir
ve O(sifir) (I — T')’'nin bir 6zdegeri olamaz. Bu sebepten otiirii, (I —7T)~! vardir.

Sp=I+T+T?+..+T™alahm. Sonra (I —T)S,, = (1+T+T*+...+T™)—
(T+T?+ ...+ T =T — T T yaklagan oldugu igin;

lim (I — T)S,, = lim (I —7T™) =1

m—0o0 m—0o0

Boylece,
(I-T7)"'=lim S, =I+T+T°+..=) T olur.
=0
Teorem 2..1 29 € R" i¢in 2™ = Ta*=Y4c (k > 1 igin) diye tanimlanan {x(k)}:io

dizisi ancak ve ancak p(T) < 1 iken x = Tx + ¢’'nin ¢ozimiine tam yaklager.

Ispat: Ilk basta p(T) < 1 oldugunu farzedelim. O zaman

e® = T 4



= T(Tz%2 +¢)+c
= T%% 2 (T + I)c

= TFeO 4 (TF 14 4+ T+ e

p(T) < 1 oldugunda T matrisi yaklagandir ve klim T%2©® = 0. Yardimer teoremden,

]}1_{& z®) = kh—g)lo T*z0) 4 (ioTj)c =0+ -T) " 'e=(I~-T)"c
=
Bundan dolay1 {x(k)} dizisi # = (I —T)~! vektoriine ve x = Tz +c’ye yaklagir. Aksini
ispatlamak icin, her z € R™ i¢ in gosterecegiz ve klggo T"z = 01 elde edecegiz. Bu
p(T) < Ve esittir. Keyfi bir z vektorii alalim ve z, x = T'x + ¢'nin tam ¢6zimii olsun.
2 =2 — z olsun ve k > 1 icin
o) = Tz 4+ ¢ dir.

Daha sonra {x(k)} x’e yaklagir. Bununla beraber

v —a2® = (Te+4c) — (Tz* Y +¢) = T(z — 2)
r—2® =T(x -2t =Tz — 22 = | =TFax —20) =Tk,

Bu nedenle,

klim TFz = klim TF(z — 2©) = klim (z —2™) =0 dir.

z € R" keyfi oldugundan, bu T'nin yakimsak(yaklagan) oldugunu ve p(7) < 1
oldugunu belirtir.

Sonug: Eger her yapidaki matris normu igin | 7|| < 1 ise ve ¢ verilen vektor

ise, daha sonra z*) = T*=1) ile tamimlanan {x(k)}oo , dizisi her @ e R"icin x € R"

vektoriine yakimsar. Izleyen smr hata hitkmii,

g _ (O)H el
it) [z — 2| < {2l

‘xu) _ x(o>H‘

Jacobi ve Gauss-Seidel Metodlarinin su sekilde yazilabildigini goriiyoruz
) = Tzt~ 4 ¢; ve x(k) = T,2*~V + ¢, matrisleri kullanarak;

T, =D YL+U)veT,=(D—L)"'U



Eger p(Tj) ve p(T,) I’den kiigiikse, uygun {x(k)}z:o dizisi Az = b’nin tam
¢oziimiine yakinsayacaktir. Ornegin Jacobi tasarist 2 = DYL + U)x* Y 4 D71
‘e sahip olacaktir ve eg er {x(k)}:;o x’e yakinsarsa

t=DYL+U)x+ D'

Bu sunu belirtir:

Dx=(L+U)x+bve(D—-—L—-U)x=10

Cinkii, (D — L — U) = A’dir, o ¢éziimi Az = b’yi saglar. Simdi Jacobi ve

Gauss-Seidel Metod'un yaklagmasi icin yeterli sartlar kolayca verebiliriz.

Teorem 2..2 Eder A kesin diagonal dominant ise, herhangi (°) secimi i¢in , Jacobi

ve Gauss-Seidel Metodlart Az = b’nin tam ¢ézimiine yakinsayan {x(k)}oo o dizising

Verr.

Teorem 2..3 (Stein-Rosenberg): Eger, a;; <0 (i # j) i¢invea;; >0 (i =1,2,...,n)

1s€;
1 0<p(T,) < p(Ty) < 1

2. 1< p(T5) < p(Ty)

Tanim 2..2 £ € R"’in Ax = b diye tanvmlanan lineer sistemin yaklasik ¢ozimii

oldugunu farzedelim. T icin fark vektorir =b— A & dor.

Jacobi ve Gauss-Seidel gibi metodlarin iglemlerinde, fark vektori ¢oziim vektortiniin
yakinsak elemanlarinin her bir hesaplamasiyla birlegen bir vektordiir. Amag 0(sifir)’a

hizli yaklagan fark vektoriine sebep olacak yakinsak bir dizi meydana getirmektir.

(k) _ ( (k) .(k) (k)

r; 71 3 Top ey T )b aldigimzr farzedelim.

Gauss-Seidel Metod un yaklsik ¢oziim vektorii soyle tanimlanir:

A s LN G N Gt DL
(k) s

r;”’ nin m. eleman;

i—1
7"7(7?2 = b, — Z amjxg-k) — Z amj:vg-k*l) (2.3)
j=1
veya
i—1 n
rq(ffz) =b, — > amj:cg-k) - > amjxgkfl) — amixgkfl)
Jj=1 Jj=i+1



Her m=1,2,....,n i¢in ; rgk)’mn 1. elemani
i—1 n
Tz(f) =0 -3 aij$§k) S aijxg'kfl) _ aii%(kil)
Jj=1 j=i+1
Boylece;
i—1 n
ary 4 = b= Y ey = 3 agal (2.4)
j=1 j=i+1

Gauss-Seidel Metod’da xgk)’nm su sekilde secildigini hatirlayalim:

1 i—1 n _
Qi j=1 j=i+1

Bundan dolay1 2.4 esitligi yeniden goyle yazilabilir :

CLii.I'Z(kil) + T'Z(Zk) = CLM.I',Ek)

(k)

Sonug olarak, Gauss-Seidel Metod kogullari saglayan z;’ segerek su sekilde

karakterize edilebilir.

k k-1 r )
o) = oft ) 4 T 26
Qi
Fark vektorleri ile Gauss-Seidel Metodu arasindaki bagka bir ilgiyi ¢ikarabiliriz.

ng?l = (:vgk), s argk),xz(l:”, .., 2 F=D)t vektoriiyle birlesen fark vektorii 7’2@1 'y1

diistinelim. 7“1( +)1 ‘nin 4. elemani:

7 n
(k) _ (k) (k—1)
Tigv1 = bz-—Z&z-jxj - Z Qij Ty
j=1 j=i+1

i—1 n
_ (k) (k=1) (k)
= b= ayr; — Y agx; = @it
= j=it1

2.5 esitligi rz(lzzrl = 0 oldugunu belirtir. Gauss-Seidel metodu rﬁ)l’mn i. eleman O(sifir)

oldugu zaman xgi)l segerek karakterize edilebilir. Fark vektoriiniin bir koordinati

O(sifir) oldugundan, bununla beraber, rﬁ)l vektoriiniin normunu azaltmak en etkili

yol degildir. Eger Gauss-Seidel iglemini diizenlersek su verilir :

(k)

:l?(k) — [L‘gk_l) + wrii (2.7)
Qg

w’ nin pozitif se¢imleri i¢in fark vektoriinii n normunu kiictiltebiliriz ve hizli bir

_ (k)
Z(.k) = le(k Y 4 w5 denklemini iceren metodlar "relaxation

A

yaklag ma elde ederiz. x

metodlar1” diye adlandirilir.

Teorem 2..4 Ejer A kesin diagonal dominant satir matris ise Jacobi ve Gauss-

Seidel metodlarimin her ikisi de yakinsar. Gercekte,



[Raslloe < 17l <1

Ispat: A=D—L—U = D(I — L —U) denklemini kullanarak R; = L + U ve
Res = (I — L)7'U yazanz. e = [1,...,1]* olmak iizere,

IRosl. = I1Raslelle < 1Rl el = IR

(I — L)"'U| .e = |Rgsl|.e = (|L| + |U]).e

(I —L)"'U|.e < |I —L)'.|U|.e Ucgen esitsizligi ile;
”iolL U].e Lm =0

< niol |L|".|U| .e Ucgen esitsizligi ile;

— (T = |L])"" U] |L"| = 0

(1 = |L)™ 0] e < (| +10])e

Ciinkii ([ —|L[)™" = X |L|" 'nin tim girigleri negatif degil. Eger agagidaki
ifadeyi ispatlayabilirsek egit;izzolik dogru olacak;

Ul < (I = |L)(IL] + [U]).e = (L] + U] = [L? = [L]. |U]).c veya

0 < (1Ll = |LP = [L].|U]).c = |L|.(I = || - |U]).e

|L|’nin tim tiim girigleri negatif. Agsagidaki ifadeyi ispatlayabilirsek esitsizlik
dogru olacak:

0<(I—|Ll—|UJ|).eveya |R;|.e=(|L| +|Ue<e

Sonug olarak yukaridaki esitsizlik, ||| R;| .el| = || R;||,, = p < 1 varsayimindan

dolay1 dogru olur.

2.3. Successive Overrelaxation Metod (SOR)
0 < w < 1 geklindeki w secimleri icin, iglemler "under-relaxation metod-

b}

lar1” diye adlandirilirlar ve Gauss-Seidel Metod’la yakinsak olmayan bazi sistemlerde
kullanilabiliyorlar. 1 < w seklindeki, w secimleri i¢in , islemler ”over-relaxation
metodlar’” diye adlandirilirlar. Bu metod Gauss-Seidel Metodun’da yakinsak olan
sistemlerdeki yakinsamay1 hizlandirir. Bu metodlar SOR diye kisaltilirlar (Succes-
sive over-relaxation). Bu metodlar kesin parcali diferansiyel denklemlerin niimerik

¢oziimlerinde kullanighdirlar.

SOR metodun avantajlarin1 gostermeden once;

i—1 n
aiixl(k_l) + rz(f ) — b, — > aijxg-k) - > aijxék_l) denklemini kullanarak;
j=1 j=it+1
(k) (k-1) r®) - . . .
x, =, + w2~ hesaplama amaci i¢in yeniden formiile edilebilir:
i—1 n
xz('k) —(1- w)ngkq) SR aijxgk) . aijxgkfl)
i j=1 j=i+1

SOR metodun matrisini belirtmek icin su gekilde tekrar yazabiliriz:



i—1
CL“.I'gk)‘i"lU E al-j:c(k)
j=1

J

= (1 —w)aii:cgk*l) —w f: 1 aij:c;k*l) “+wb; vektor formunda
oldugundan sunu elde ederiz: (D — wL)z® :]_[l(Jrl —w)D + wU] 2%~V 4 wb veya
2® = (D —wL) ' [(1 —w)D + wU] %Y + w(D — wL)™'b

Eger;

Ty =(D—wL) ' [(1—-w)D + wU] ve ¢, = w(D — wL)~'b alirsak SOR metod
su formu alir:

20 = T =D 4 o

Teorem 2..5 (Kahan) Ejer a; # 0 , i =1,2,...n , p(Ty) > |w—1| ise bu SOR

metodun sadece 0 < w < 2 aralhiginda yaklastigine belirtir.

Teorem 2..6 (Ostrowski-Reich): Ejer A pozitif tanimly bir matris ise ve 0 < w < 2

ise; SOR metod ilk bastaki herhangi yaklasik (%) secimi icin yaklasur.

Teorem 2..7 Eger A pozitif tanumi tridiagonal, p(T,) = [p(T;)]* < 1 ise SOR metod
2

icin uygun w se¢imi w = dir. Bu se¢im ile, p(T,) =w —1 "%
L+ /1= [p(T))
elde ederiz.

2.4. Symmetric Successive Overrelaxation Metod (SSOR)

A bir simetrik katsay1 matrisi oldugunda SSOR simetrik matrise benzer bir it-
erasyon sonu¢ matrisiyle birlegir. SSOR ’ un yaklagma orani (w’ nun optimal degeri
ile) genellikle SOR ’ un w optimal degeri ile yaklasma oramindan daha yavastir.
(Young [217 , page 462|)

SSOR iterasyonu ;

By = (D —wU) Y (wL+ (1 —w)D),

By = (D — wU) Y(wU + (1 — w)D) , olmak {tizere,

) = By By + w(2 — w)(D — wU)*D(D — wL)™'b

2.5. Gradient Metodu

Ax = b denklem sistemini ¢ozmek demek x € R™ olmak tizere
d(y) = %yTAy — yTb quadratic formunu minimize etmektir. Gercekten ® 'nin
gradyenti goyle verilir:

Ad(y)=3AT+Ay—b=Ay—b

Sonug olarak; eger A ®(x) =0 ise x orjinal sistemin bir ¢oztimiidiir. Aksine,
 bir ¢oziim ise; P(y) = P(z + (y — x)) = ®(2) + 5(y — )" A(y — )

Ve boylece; ®(y) > ®(z), y # x olmak tizere
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x foksiyonelinin minimizeri ||| ,, A norm veya enerji norm oldugunda esitlik;

3y — =l = @(y) — &(x) olur.

Problem boylece (¥ € R"™ noktasindan basglayarak ® 'nin minimizer z ’ini
saptama, bu sebeple de x ¢oziimiine miimkiin oldugunca yaklagan uygun se¢imi yapma
halini alir. z ¢oziim noktasina 2(®) noktasindan baslayarak katilan apacik bilinmeyen
optimal yon onceliklidir. Sonucta, d® yonii boyunca z(*) "dan bir adim kullanmak
zorundayiz, sonra yeni ") noktas: icin, daha sonra da yaklasma gerceklesene kadar
iterasyonlara devam edecegiz.Boylece k adimda, 1) séyle hesaplanir:

) = ) 1 q, d® ( ag,d®™ adimi boyunca sabitlenen deger)

Buradaki en dogal fikir, Gradient Metodu veya ”steepest descent” metodunun
verdigi sonug en biiyiik egim A®(z®)) * nm alcalma yéniinii almaktadir.

Bagka bir deyisle; A®(y) = $(A” + A)y — b = Ay — b denklemine ragmen;

A®(z®) = Az — b = —r*)> dir,

Bu nedenle Gradient 'deki @ ’ nin yonii ile kalaninin yonti ayni anda rastlarlar,
ve gecerli iterasyon kullanilarak hemen hesaplanabilir. Bu Richardson Metod ’ u
kadar iyi olan Gradient Metod " un d® = ) yénii boyunca her adimda ilerler.

o, parametresini hesaplamak icin parametresi a olan ®(2*+1) fonksiyonunu

yazalim.
O(z* ) = L(® + ar®)TA(z® + art®)) — (2™ 4 ark))p
Ozetle,
2©) € R verilir.k = 0,1, ... yakinsama gerceklesene kadar;
p) = p— Ap® ) = 2T k1) k) 4 ()

T ®T Ap(k)

)

Teorem 2..8 Simetrik, pozitif tansml bir A matrisi alirsa, baslangic degeri x(©)
wn herhangi bir se¢imi i¢in Gradient Metod yakinsaktir ve ||.||, enerji normu olmak
uzere

|e®+0] < D=1 [e®| k=0,1,.., " dm

— Ks(A)+1 A

2.6. Conjugate Gradient Metod (CG)

Hestenes ve Stiefel [HS| 'nin conjugate gradient metodu, nxn pozitif tanimh
lineer sistemi ¢ozmek igin aslinda direkt metod olarak geligtirilmistir. Direkt metod
olarak Hestenes ve Stiefel 'in Conjugate Gradient metodu pivotlu Gauss-Eliminasyona
gore genellikle daha az 6 nemlidir. Ciinki her iki metod bir ¢oziimii elde etmek icin
n adim gerektirir ve Conjugate Gradient metodun adimlar1 hesapsal olarak Gauss-
Eliminasyona gore daha pahalidir. Bununla beraber tahmin edilebilir modellerdeki

biiyiik sparse sistemleri ¢ozmek icin kullanilan iterative yaklagma metodlarinda ¢ok
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kullanihghdir. Bu problemler sikga (genellikle) siir deger problemlerinden dogarlar.
Matris hesaplamay1 daha etkili yapmak i¢in 6nceden kog ullandirildiginda iyi sonuclar
asagl yukar1 /n adimda elde edilir. Bu yol kullanildiginda, metod Gauss-Eliminasyon’a
ve onceden tartig 1lan metodlara tercih edilir. Bundan sonra, A matrisinin pozitif
tanimli oldugunu farzedecegiz.

x ve y n—boyutlu oldugunda;

(x,y) = 2" -y i¢ garpimu kullanacagiz.

A pozitif tanimh oldugu zaman; x = 0 olmadikga

(x, Ax) = ' Az > 0 Ayrica A simetrik oldugundan;

r'Ay = x'Aly = (Ax)'y ’yi elde ederiz.Sonuglara ek olarak her z,y i¢in sunu
elde ederiz.

(z, Ay) = (Az,y)

Teorem 2..9 r®) fark vektorii (k = 1,2,...,n) oldugunda Conjugate Direction metod

wcin , asagrdakt denklemdeki kosullar, yerine getirir.

<r(k),v(j)> =0, j=1,2,...k

Hestenes ve Stiefel * in Conjugate Gradient metodu iterative iglem (yontem)
boyunca arama yoni {v(k)} " y1 secer. Ciinkii {r(k)} fark vektorleri karsilikli
ortogonaldir. Yon vektorleri {v(l), v®), } ve yaklagik {x(l),x@), } 'yi olusturmak
icin , ilk bagtaki yaklagik 2(©) ile baslariz veilk arama yonii v gibi 7 = b—Az©

(k—1) k—1) >

kullaniriz. oM, .. v ve 0. in  z®D = 2¢62 4 ¢ 0D le

hesaplandigini farzedelim;

( <U<i>, Av<j>> —0 ve <T<i>,r<a‘>> =0 i#j )oldugunda,

Eger 2* =1 Ax = b’ nin ¢Oziimi ise yapilir. Aksi halde; =1 = ph— Agpk—D #0
"dir.

) = =) g w1 5 ) secmek isteriz, ciinkii;

<U(k—1)7Av(k)> =0, Av® = Art=D 4 5, | Ap*=D ve

(06D, Av®)) = (oD, 46D 4 gy (6D, Aph-D)

v(k=1) Ap(k=1)
<,U(k—1)’Av(k—1)>

<U(k_1),A’U(k)> = O
- <v(k)’,r(k—1)> <T(k—1)+sk71,vk—1’r(k—1)> - <T(k—1)77.(k—1) 1](1€—1)7T(k—1)>
by = (v(®), Ap®) {v(®), Ap®) T (®), a0y T Sk—1 {v(®), Av®)y

Teoremde <v<k—1), Av(k)> =0 ’ dir. Bu nedenle;
k—1) p.(k—1)
t, = W olur.Boylece ; z®) = z-=1 4 ¢, )

r(k)’yl hesaplamak icin A ile carpip b ’yi cikaririz ve;
Azx®) — b = Az — b 4+ 1, Av®) veya
T(k) — /r(kil) — tkAU(k) béylece

Boylece; sp_1 = oldugunda sunu elde ederiz:

a
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<r(k), r(k)> — <7,(k—1)77,(k:)> 1 <Av<k>,r<k>> = —t, <r(k>7 Av(k)>
<7ﬁ(k*1)7 r(k71)> — tk <U(k)’ Av(k)

(09, Ar(®)) (r®), A0 ) (1/t2) (r®) ) (r®) p(0))
5k = T A®Y T T (6 A0 T (1) (reDpED) T (D R0
Kisaca; 7@ =b— Az : o =0 ve k=12 ..,n

pe=1) p(k=1) ~ B
t = M 2 = 1) g8 ) — k1) g Ay

() ()
Sk = <,,‘(k’—1)7,,‘(k—1)>

fu(k+1) — r(k) + Sk’U(k)

2.7. Preconditioned Conjugate Gradient Metod (PCGQG)

Yukarida Conjugate Gradient Metod unda verilen formiilleri gelistirerek ; ”pre-
conditioning(6nkosul)” u igeren Preconditioned Conjugate Gradient Metod elde edilir.
Eger A matrisi iyi kogullanmig bir matris ise Conjugate Gradient metod hatalar i¢in
yiiksek hassasiyet gosterir. Bu nedenle, kesin ¢oziimiin n adimda bulunmasi gerekme-
sine ragmen bu durum g¢ogunlukla olmaz. Direkt metod gibi, Conjugate Gradient
metod Gauss-Eliminasyon kadar iyi degildir. Conjugate Gradient metodun temel
kullanimi iyi kogullanmig sistemlerdedir. Bu durumda, kabul edilebilir yaklagik sonug
genellikle /n adimda bulunur. Bu metodu iyi kogullanmig sisteme uygulamak igin
tekil olmayan bir C' matrisi se¢mek isteriz, ¢iinkii ;

A= C1A(C™) iyi kogullanmustir.

Notasyonu kolaylagtirmak i¢in; C~* matrisini kullanacagiz ( (C~!')! matrisini

icerdigi i¢in)

t

Az = b lineer sistemini diigiinelim ( & = C'z ve b = C~'b oldugu durumlarda)

Daha sonra;
Az = (CTAC)(Clz) = C Az

Boylece A = b denklemini Z icin ¢ozebiliriz , daha sonra C~* ile carparak
x 'i bulabiliriz. Bununla beraber ; v+ = r®) 4 5,0*) denklemini , #*) | 5®)  {*)
, ) ve 3% 7 y1 kullanarak yeniden yazmak yerine preconditioning ile birlestiririz.
Ctinkii ;

g = Ctz® 7 dir.

Sunu elde ederiz:

i) = — Az®) = ¢~ — (CTACH)Cla® = C-1 (b — Ax®) = ¢~ 1p®)

o) = Cty®) ve wk) = C—1r®) alalim.Sonra

- <7:(k)j(k)> B <Cflf(k)7(j*17:(k)>

Sk = <7~.(k—1)’,;:(k—1)> - <C—17':(k—1)7c—1;(k—1)>7

() w®)

Boylece;

fk _ <7.(k 1)77.(16 1)> - <C 15(k 1)’0 15(k 1)> _ <w(k 1)7w(k 1)> ve

(p®),Ap®)) T (Ctok),C-1AC—tCR)) T (CtoR),C=1 Av(k))
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= (wD D)
by = {v®), Av®)y
Ayrica;

0 = zk=1) 4 £ 50) boylece; Cla® = Ctz®=D 4 ,C'* Ve,

2 ®) = 1) 4, ®)

Devam edilirse;

k) = plk=1) _ A5k

Clr) = ¢-1pt=1) — f, 01 AC ) (k) = (=D ¢ AC—tCty(R)
Ve,

r®) = (k=1 _ £, Av®) Sonuc olarak;

oD = 7)1 5, 50 ye Oty = C=1p0) 4 5, Cty®)

v = C—tO- 1) 4 500 = C—tw®) 4+ 50%)

2.8. BiConjugate Gradient Metod (BiCG)

Conjugate Gradient Metod simetrik olmayan sistemler i¢in uygun degildir. Ciinkii
fark vektorlri kisa tekrarlamalarla ortogonal yapilamaz. Biconjugate Gradient Metod
kargilikli iki ortogonal dizi ile residiiniin ortogonal dizisinin yerini alarak yeni bir
yaklagim getirir.

Conjugate Gradient Metod’ daki residiiler icin giincelleme iligkileri, Biconju-
gate Metod” daki benzer olan ama A yerine AT’ ye dayandirilan iligkiler genisletilir.

Boylece residiilerin iki dizisini giincelleriz.
T(k) — T(kfl) — OézAp(k)7 /f‘(k) — f(kil) — aZATﬁ(k)7
aragtirma yoniintin iki dizisi;

p®) = p+) g k1) (k) — k1) g (D)

Secimler;
T k-1 8 = 7T (k)
CT T apk) 0 T Rk Ty
BT pG) = ﬁ(k)TAp(j) =0 k # j bi-ortogonallestirmeyi saglar.

Pozitif tanimlh simetrik sistemler i¢in bu metod Conjugate Gradient Metod’
la ayni sonuglar verir ama iki kat fazla iterasyon gerektirir. Simetrik olmayan ma-
trisler i¢in, residual’ in normunda onemli bir azalma oldugunda her evrede igleme tabi
tutuldugu gosterilir.

Biortogonalizasyon diye tanimlanan metodu kullanmanin bir yolu, 6zdegerleri
hesaplamaktir(n — oo). T/ nin bazi 6zdegerleri, A'nin 6zdegerlerine hizla yaklagabilir.
Diger bir uygulama; tersi bulunan Az = b denklem sistemlerinin ¢oztimiidiir. Bu

tipteki klasik algoritma ”Biconjugate Gradients” veya ”BiCG” diye bilinir.
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BiCG: r, L <U)1A*w1, ceey (A*)”_1w1>
Burada w; € C™ wjv; =171 saglayan keyfi bir vektordiir. Uygulamada bazen
wy = v1/ ||v1]], almir. Bu secim ||r,, ||, 'yi kiiciiltmez ve bu, iterasyon sayisini miimkiin

oldugunca azaltmak bakig agisina uygun degildir.



MATERYAL VE YONTEM

JATOE]
Chooze an initial guesz 2" {0 the solution .
for E=1.2 ..
for i=1.2,...,n
El:ll =1
for j=12.,i-1i+1,...n
=i} —a [R=1]
T =T a; ix;
end
il = (- 2 fois
end
Tl_bl =7

check convergence; coniinue if neccessry
end

Sekil 3.1. Jacobi algoritmasi

=AUSE-3EIDEL

Chooze an initial gueaz =™ 4o the solution .

for k=1,2,...
for i=1,2,... 1
g=10
for j=112,..:-1

e
=+ n,-_;:r‘- )
far j=i4+1,...,n

_ (k—1]
T = 0+ b ji;
end
i ke - W
2 =k — o)y
end
check convergence; coniinue if neceesary
end

Sekil 3.2. Gauss-Seidel algoritmasi
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SOR

Cheoze an initial guesz =" io the soluiion 2.
far k=172,
for i=1.2 ...
c=10
for i=1,2,.i—1
o=+ n.,-.‘-r'j*"
end
for j=i+1...n

oo n.;_jn:".“'_”
end
=k —)fa;;
x}"' = :n;"_]- +wiF — rE"""_l

end

check convergence; continue if necessary
end

Sekil 3.3. SOR algoritmasi

SEOR
Chooze an initial gueaz =™ 4o the solution z.
for k=1,2,...

for i=1,2,...,m

T=10
for j=1,2,...i-1

- (k=1
O =&+ & T
end
for j=14+1,...n
r=a—m_;mgh_”
end
o=k —c)ni;
x:-b—-}-l _
gnd
for i=nn—1,..,1

g=10

for j=1,2,...,i-1
=
F o=+ ¥
end
for j=i+1,...n
|;r=-r;r—|:a.i_,-:c:;":
Em!'m (a—3|
=27
end

(k-1 (1)
o= (e — 2l

, (k—F1,
+wfr — =z, )

check convergence; coniinue if necceazry
end

Sekil 3.4. SSOR algoritmasi
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Iy = initial guess

= b— Arg

k=10

while rg # 0
k=k+1

oy = !I":‘ 1Tk 1r"I!'E_JJ‘1!";, 1
Tp = Tk—1 + CkTh-1
T = b — ATk

enid

Sekil 3.5. Gradient algoritmasi

oG
= iz initial gueas, ri® = — Ax'®l
for i=1,2,..
Fici = Ti_qTi-1
if i=1
i =Tl
zlge
i1 = i1/ Pica
B = Tiel + S @i
endif
§i=Ap
o =p1/p7 G
Ty = Ei_g TR
i = Fizl — 0§l
if =; accurate enough then guit
end

Sekil 3.6. CG algoritmasi

POG

1 (aj

Compuie v\ = b — Az
for i=1,2, .
solve Mzli-1 = plii-1]
8i1 — pli—1T (i1
if i=1
il = 500

for some iniiial gueas x

zloe
Fia= -".‘_—1-"'-"..'—1 o
PI."I = zl.'_:ll + ﬁl—l?[._l:

endif
gl = Apll

O ¥
a; = g1 /e gl
20 = ==-j|—1._|_|_ ﬂijﬂ':'l
rlil = pli-1l_ g glil

check convergence; coniinue if neccesary
end

Sekil 3.7. PCG algoritmasi
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EiCC

Compute #\% = — A2 for some initial guess 2190,
Cheoze 1% (for example #15 = #1001
fori=12, ..
aolve Mazl—U =y
aolve MTFIU = AU
fy = o li—1) T i1
if p;_g = 0method fzils

Bi1=pi_1/Pi_s
;Il:lll — 3:|—1.I+ -'5-i—] p:l—ll
Uil = =1l + 8,4 Fli=1l
endif
q:l| —_ A.:D;-il
i) = 475

- A ]
Gp=@; /8" g

{ =1 (1
m._ll — :r._l + o, ?l
r_|| — ’,._l—'l.l_ o q._hl
o ~fi—1 ~f i
Fil = Fi=l g gt

check comvergence; coniinue if necessary
end

Sekil 3.8. BiCG algoritmasi
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolumde, onceki boliimde verilen iterasyon metodlarinin sparse lineer sis-
temlerine uygulamasini verecegiz. Bu ornekler, matematik ve miihendislik alaninda
karsilagilan sparse lineer sistemler olup, kullanilan sistemler i¢in agagidaki yontemler
izlenmigtir:

* A, € R™™ matrisi, [—1,1]® bolgesinde diferansiyel Laplace operatoriiniin
ayrigtirilmasi ile elde edilmistir. Bu matrisler, MATLAB’de m = (n — 2)? oldugunda
G = numgrid('S,n’) komutuyla A = delsq(G) olur. 64 x 64, 324 x 324 ve 1444 x 1444
boyutlu matrisler bu sekilde elde edilmistir.

*48x 48, 112x 112, 132x 132, 1074 x 1074 ve 2003 x 2003 boyutlu matrisler John
Lewis” in (Boeing Computer Services) 1982 yilinda yaptigr Yapisal Mithendislikteki
Dinamik Analiz alanindaki galigmalarindan alinmigtir. (http://math.nist.gov/Matrix
Market /)

* Tiim bilgisayar hesaplamalarinda tolerans 10=¢ dir.

* Baglangic noktasi olarak alman z()

, tim hesaplamalarda O(sifir) vektorii
alinmigtir.

* SOR metod i¢in yapilan hesaplamalarda w = 1.5 dir.

Sekil 4.1. 48x48 boyutlu sparse matrisi
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Tablo 4.1. 48x48 boyutlu sparse matrisin 50 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 50 24.2949
gauss-seidel 50 0.8986
sor 50 1.4552
ssor - -
gradient 50 0.9385
CG 50 2.2044
PCG 25 5.7656e-008
BiCG 50 2.2044

Tablo 4.2. 48x48 boyutlu sparse matrisin 100 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 100 3.0392e4-003
gauss-seidel 100 0.6761
sor 100 0.7647
Ssor - -
gradient 100 0.9302
CG 100 2.8742
PCG 25 5.7656e-008
BiCG 100 2.8742

Tablo 4.3. 48x48 boyutlu sparse matrisin 200 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degigimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 200 4.7789e+4-007
gauss-seidel 200 0.4158
sor 200 0.2832
ssor - -
gradient 200 0.9154
CG 136 4.9499e-007
PCG 25 5.7656e-008
BiCG 136 4.9499e-007
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Tablo 4.4. 48x48 boyutlu sparse matrisin 400 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 400 1.1816e+-016
gauss-seidel 400 0.3822
sor 400 0.0436
Ssor - -
gradient 400 0.8911
CG 136 4.9499e-007
PCG 25 5.7656e-008
BiCG 136 4.9499e-007

Tablo 4.5. 48x48 boyutlu sparse matrisin 600 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 600 2.9214e+-024
gauss-seidel 600 0.3822
sor 600 0.0067
ssor - -
gradient 600 0.8713
CG 136 4.9499e-007
PCG 25 5.7656e-008
BiCG 136 4.9499e-007

Tablo 4.6. SSOR icin 48x48 boyutlu sparse matrisin w, iterasyon sayisi ve hata
degisimi tablosu

w | ITERASYON SAYISI HATA

1.9 52311 3.90117e-008
1.7 16025 3.9137e-008
1.5 9113 3.9579e-008
1.3 6510 4.0351e-008
1.1 5494 4.1232¢-008
0.9 5454 3.9353e-008
0.7 6387 3.5600e-008
0.5 8870 3.4505e-008
0.3 15529 3.4967e-008
0.1 50617 3.5313e-008
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Tablo 4.7. 64x64 boyutlu sparse matrisin 50 iterasyon icin metodlara gore hata

degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 50 0.0398
gauss-seidel 50 0.0022
sor 28 9.6866e-007
ssor - -
gradient 50 0.0203
CG 10 1.6060e-015
PCG 11 4.2503e-007
BiCG 10 1.1291e-016

Tablo 4.8. 64x64 boyutlu sparse matrisin 100 iterasyon i¢in metodlara gore hata

degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 100 0.0018
gauss-seidel 100 7.3620e-006

sor 28 9.6866e-007
Ssor - -
gradient 100 6.6191e-004
CG 10 1.6060e-015
PCG 11 4.2503e-007
BiCG 10 1.1291e-016

Tablo 4.9. 64x64 boyutlu sparse matrisin 200 iterasyon i¢in metodlara gore hata

degigimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 200 1.3885e-005
gauss-seidel 200 7.3620e-006
sor 28 9.6866e-007
ssor - -
gradient 196 9.2888e-007
CG 10 1.6060e-015
PCG 11 4.2503e-007
BiCG 10 1.1291e-016
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Tablo 4.10. 64x64 boyutlu sparse matrisin 400 iterasyon i¢in metodlara gore hata

degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 400 1.3885e-005
gauss-seidel 400 7.3620e-006
sor 28 9.6866e-007
ssor - -
gradient 196 9.2888e-007
CG 10 1.6060e-015
PCG 11 4.2503e-007
BiCG 10 1.1291e-016

Tablo 4.11. 64x64 boyutlu sparse matrisin 600 iterasyon icin metodlara gore hata

degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 600 1.3885e-005
gauss-seidel 600 7.3620e-006
Sor 28 9.6866e-007
Ssor - -
gradient 196 9.2888e-007
CG 10 1.6060e-015
PCG 11 4.2503e-007
BiCG 10 1.1291e-016
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Sekil 4.8. 112x112 boyutlu sparse matrisi
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Tablo 4.12. 112x112 boyutlu sparse matrisin 50 iterasyon i¢cin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 50 2.8152
Gauss-seidel 50 6.8575
SOR 50 14.3623
SSOR - -
Gradient 50 0.9259
CG 50 5.8838
PCG 50 3.2599
BiCG 50 5.8838

Tablo 4.13. 112x112 boyutlu sparse matrisin 100 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 100 2.8152
Gauss-seidel 100 6.8575
SOR 100 11.8018
SSOR
Gradient 100 0.9181
CG 100 2.0944
PCG 74 6.1466e-007
BiCG 100 2.0944

Tablo 4.14. 112x112 boyutlu sparse matrisin 200 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 200 2.8152
Gauss-seidel 200 6.8575
SOR 200 9.3592
SSOR - -
Gradient 200 0.9134
CG 200 0.3816
PCG 74 6.1466e-007
BiCG 200 0.3816
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Tablo 4.15. 112x112 boyutlu sparse matrisin 400 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 400 2.8152
Gauss-seidel 400 6.8575
SOR 400 6.3243
SSOR - -
Gradient 400 0.9096
CG 400 0.0039
PCG 74 6.1466e-007
BiCG 400 0.0039

Tablo 4.16. 112x112 boyutlu sparse matrisin 600 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 600 2.8152
Gauss-seidel 600 6.8575
SOR 600 4.4997
SSOR - -
Gradient 600 0.9068
CG 583 6.0542e-007
PCG 74 6.1466e-007
BiCG 583 6.0542e-007
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Sekil 4.9. 132x132 boyutlu sparse matrisi

Tablo 4.17. 132x132 boyutlu sparse matrisin 50 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 50 9.8167e+006
Gauss-seidel 50 2.0982
SOR 50 4.6269
SSOR - -
Gradient 50 0.8598
CG 50 3.5156
PCG 37 7.1126e-007
BiCG 50 3.5156
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Tablo 4.18. 132x132 boyutlu sparse matrisin 100 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 100 2.8696e+015

Gauss-seidel 100 1.8299

sor 100 3.0611

ssor - -

gradient 100 0.8577

CG 100 13.8631
PCG 37 7.1126e-007

BiCG 100 13.8631

Tablo 4.19. 132x132 boyutlu sparse matrisin 200 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 200 2.4537e+032
gauss-seidel 200 1.3930
sor 200 1.3382
Ssor - -
gradient 200 0.8537
CG 200 0.9251
PCG 37 7.1126e-007
BiCG 200 0.9251

Tablo 4.20. 132x132 boyutlu sparse matrisin 400 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 400 1.7940e+-066
gauss-seidel 400 0.8071
sor 400 0.2557
ssor - -
gradient 400 0.8481
CG 400 0.0121
PCG 37 7.1126e-007
BiCG 400 0.0121
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Tablo 4.21. 132x132 boyutlu sparse matrisin 600 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 600 | 1.3117e+100
gauss-seidel 600 0.4677
sor 600 0.0489

Ssor - -
gradient 600 0.8427
CG 543 | 9.2454e-007

PCG 37| 7.1126e-007

BiCG 543 | 9.2454e-007
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Sekil 4.10. 324x324 boyutlu sparse matrisi
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Tablo 4.22. 324x324 boyutlu sparse matrisin 50 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 50 0.4248
Gauss-Seidel 50 0.2492
SOR 50 0.0246
SSOR - -
Gradient 50 0.4347
CG 28 8.8871e-007
PCG 20 7.7703e-007
BiCG 28 8.8871e-007

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 100 0.2157
Gauss-Seidel 100 0.0633
SOR 100 3.2810e-004
SSOR - -
Gradient 100 0.2157
CG 28 8.8871e-007
PCG 20 7.7703e-007
BiCG 28 8.8871e-007

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 200 0.0546
Gauss-Seidel 200 0.0041
SOR 168 9.2236e-007
SSOR - -
Gradient 200 0.0531
CG 28 8.8871e-007
PCG 20 7.7703e-007
BiCG 28 8.8871e-007

Tablo 4.23. 324x324 boyutlu sparse matrisin 100 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

Tablo 4.24. 324x324 boyutlu sparse matrisin 200 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu
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Tablo 4.25. 324x324 boyutlu sparse matrisin 400 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 400 0.0035
Gauss-Seidel 400 3.4442¢-005

SOR 168 9.2236e-007
SSOR - -
Gradient 400 0.0032
CG 28 8.8871e-007
PCG 20 7.7703e-007
BiCG 28 8.8871e-007

Tablo 4.26. 324x324 boyutlu sparse matrisin 600 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 600 2.2486e-004
Gauss-Seidel 600 3.4442e-005
SOR 168 9.2236e-007

SSOR - -

Gradient 600 1.9471e-004
CG 28 8.8871e-007
PCG 20 7.7703e-007
BiCG 28 8.8871e-007
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Sekil 4.11. 1074x1074 boyutlu sparse matrisi

Tablo 4.27. 1074x1074 boyutlu sparse matrisin 50 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 50 5.4125e4013
Gauss-Seidel 50 1.4258
SOR 50 2.8732
SSOR - -
Gradient 50 1.2396
CG 50 12.3325
PCG 50 7.5733e-004
BiCG 50 12.3325
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Tablo 4.28. 1074x1074 boyutlu sparse matrisin 100 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 100 8.4736e+026
Gauss-Seidel 100 1.3573
SOR 100 1.2465
SSOR - -
Gradient 100 1.2301
CG 100 5.8217
PCG 71 9.8406e-007
BiCG 100 5.8217

Tablo 4.29. 1074x1074 boyutlu sparse matrisin 200 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 200 2.0769e+053
Gauss-Seidel 200 1.3496
SOR 200 1.1910
SSOR - -
Gradient 200 1.2237
CG 200 8.6720
PCG 71 9.8406e-007
BiCG 200 8.6720

Tablo 4.30. 1074x1074 boyutlu sparse matrisin 400 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 400 1.2477e+106
Gauss-Seidel 400 1.3496
SOR 400 0.9563
SSOR - -
Gradient 400 1.2146
CG 400 5.1180
PCG 71 9.8406e-007
BiCG 400 5.1180
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Tablo 4.31. 1074x1074 boyutlu sparse matrisin 600 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 600 7.4951e+158
Gauss-Seidel 600 1.3496
SOR 600 0.7486
SSOR - -
Gradient 600 1.2072
CG 600 6.1515
PCG 71 9.8406e-007
BiCG 600 6.1515
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Sekil 4.12. 1444x1444 boyutlu sparse matrisi

Tablo 4.32. 1444x1444 boyutlu sparse matrisin 50 iterasyon i¢in metodlara gore hata

degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 50 0.7281
Gauss-Seidel 50 0.6920
SOR 50 0.6113
SSOR - -
Gradient 50 0.8739
CG 50 9.4206e-005
PCG 38 7.2106e-007
BiCG 50 9.4206e-005
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Tablo 4.33. 1444x1444 boyutlu sparse matrisin 100 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 100 0.6054
Gauss-Seidel 100 0.4964
SOR 100 0.5371
SSOR - -
Gradient 100 0.7386
CG 60 8.9021e-007
PCG 38 7.2106e-007
BiCG 60 8.9021e-007

Tablo 4.34. 1444x1444 boyutlu sparse matrisin 200 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 200 0.4343
Gauss-Seidel 200 0.2592
SOR 200 0.3153
SSOR - -
Gradient 200 0.5322
CG 60 8.9021e-007
PCG 38 7.2106e-007
BiCG 60 8.9021e-007

Tablo 4.35. 1444x1444 boyutlu sparse matrisin 400 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
jacobi 400 0.2267
Gauss-Seidel 400 0.0707
SOR 400 0.1090
SSOR - -
Gradient 400 0.2770
CG 60 8.9021e-007
PCG 38 7.2106e-007
BiCG 60 8.9021e-007
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Tablo 4.36. 1444x1444 boyutlu sparse matrisin 600 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 600 0.1184
Gauss-Seidel 600 0.0193
SOR 600 0.0377
SSOR - -
Gradient 600 0.1442
CG 60 8.9021e-007
PCG 38 7.2106e-007
BiCG 60 8.9021e-007
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Sekil 4.13. 2003x2003 boyutlu sparse matrisi

Tablo 4.37. 2003x2003 boyutlu sparse matrisin 50 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 50 4.7232e+025
Gauss-Seidel 50 6.9245
SOR 50 10.1942
SSOR - -
Gradient 50 1.1969
CG 50 23.3989
PCG 50 30.2423
BiCG 50 23.3989
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Tablo 4.38. 2003x2003 boyutlu sparse matrisin 100 iterasyon icin metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 100 2.5756e+052
Gauss-Seidel 100 4.3183
SOR 100 8.3603
SSOR - -
Gradient 100 1.1830
CG 100 39.7353
PCG 100 26.5914
BiCG 100 39.7353

Tablo 4.39. 2003x2003 boyutlu sparse matrisin 200 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 200 7.6571e+105
Gauss-Seidel 200 3.4858
SOR 200 7.5365
SSOR - -
Gradient 200 1.1726
CG 200 139.5930
PCG 200 10.4287
BiCG 200 139.5930

Tablo 4.40. 2003x2003 boyutlu sparse matrisin 400 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 400 6.7671e+212
Gauss-Seidel 400 3.3571
SOR 400 6.6820
SSOR - -
Gradient 400 1.1584
CG 400 96.9058
PCG 400 0.9049
BiCG 400 96.9058
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Tablo 4.41. 2003x2003 boyutlu sparse matrisin 600 iterasyon i¢in metodlara gore hata
degisimi tablosu

METOD | ITERASYON SAYISI HATA
Jacobi 600 NaN
Gauss-Seidel 600 2.218e-004
SOR 600 6.0737

SSOR - -
Gradient 600 1.1481
CG 600 31.6617
PCG 600 8.7231e-007
BiCG 600 31.6617
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Jacobi Metod:

* Simetrik ve pozitif tammh matrislerde uygulanabilir.

*  Metodun kullanimi kolaydir fakat matris kuvvetli dominant olmadikca bu
metod iterasyon metodlarina bir girig veya duragan olmayan metodlardaki on kogul
olarak kullanilir.

Gauss-Seidel Metod:

* Bu metod Jacobi’den daha hizli yakisar ama duragan metodlarla rekabete
giremez.

*  Kesin olarak uygun diagonal dominant veya simetrik pozitif tamimli ma-
trislerde uygulanabilir.

* SOR metodun w =1 secilerek bulunabilen 6zel bir halidir.

Successive Overrelaxation Metod (SOR):

* Simetrik ve pozitif tamimh matrislerde uygulanabilir.

* Sor metodu w > 1 i¢in(over-relaxation) yakinsakhigim hizlandirir.Gauss-
Seidel’in yakinsamadigi 0 < w < 1 araliginda SOR yakinsar.

* Yakmsaklhk hiz1 w ’ya baghdir. w 'nin en iyi degeri belirli sartlar altinda
Jacobi iterasyon matrisinin spektral yaricapindan tahmin edilebilir.

Symmetric Successive Overrelaxation Metod (SSOR):

* Simetrik ve pozitif tanimli matrislerde uygulanabilir.

* SSOR metodu w > 1 igin(over-relaxation) yakinsakligini hizlandirir. Gauss-
Seidel’in yakinsakligini 0 < w < 1 araliginda SSOR yakinsar.

* Yakinsaklik hizi w ’ya baghdir. w ’nin en iyi degeri belirli sartlar altinda
Jacobi iterasyon matrisinin spektral yaricapindan tahmin edilebilir.

* SSOR iyi sonuclar vermesine ragmen kiiciitk boyutlu matrislerin ¢oziimiinde
bile ¢ok fazla iterasyon sayisi gerektirmektedir.

Gradient Metod:

* Simetrik ve pozitif tamimh matrislerde uygulanabilir.

* Yakinsama icin fazla iterasyon gerektirir.

Conjugate Gradient Metod(CG):
* Simetrik ve pozitif tanimli matrislerde uygulanabilir.
* Yakinsamanin iz1 kogul sayisia baghdir. (Kosul sayist K (A) = || A . [JA7))

* n x n boyutlu bir matriste en fazla n iterasyon gerektirir.
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Preconditioned Conjugate Gradient Metod (PCG):

* Simetrik ve pozitif tamimh matrislerde uygulanabilir.

* Conjugate Gradient Metod un bir preconditioner (6n kogul matrisi) ile birlestirilerek
genigletilmig halidir.

* Yakinsama icin diger metodlara gore daha az sayida iterasyon gerektirir.

* Ogellikle biiyiik boyutlu sistemlerde daha iyi sonug verir.

BiConjugate Gradient Metod (BiCG):

* Simetrik olmayan matrislerde de uygulanabilir.

* Genellikle az sayida iterasyonla iyi sonuglar verir. Biiylik boyutlu sistemlerde

fazla iterasyon gerektirir.
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EKLER

Jacobi icin Matlab Programi

function [X,maxl,relerr]=jacobi(A,b,P,delta, maxl)

b
o
b
b
b
b
b

=

Input - A is an N x N nonsingular matrix
- b is an N x 1 matrix
- P is an N x 1 matrix; the initial guess
- delta is the tolerance for P
- maxl is the maximum number of iterations
OQutput - X is an N x 1 matrix: the jacobi approximation to

the solution of AX = Db

= length(b);

for k=1:max1

for j=1:N

X(G)=((G)-AG, [1:j-1,j+1:N])*P([1:j-1,j+1:N]1))/A(],]);

end
err=abs (norm(X’-P));
relerr=err/(norm(X)+eps);
P=X’;
if (err<delta)|(relerr<delta)
break

end

end
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Gauss-Seidel icin Matlab Programi

function [X,maxl,relerr]=gauss(A,b,P,delta, maxl)

% Input - A is an N x N nonsingular matrix

b - b is an N x 1 matrix

h - P is an N x 1 matrix; the initial guess
b - delta is the tolerance for P

yA - maxl is the maximum number of iterations

% Output - X is an N x 1 matrix: the gauss-seidel approximation to
b the solution of AX = b

tic N = length(b);

for k=1:maxl
for j=1:N
if j==
X(D)=(b(1)-A(1,2:N)*P(2:N)) /A(1,1);
elseif j==
X =(bMN)-A(N,1:N-1)*(X(1:N-1))’) /A(N,N) ;
else
%X contains the kth approximations and P the (k-1)st
X(=0G)-AG,1:j-1)*X(1:j-1)’-A(§, j+1:N)*P(§+1:N)) /A(5,j);
end
end
err=abs (norm(X’-P));
relerr=err/(norm(X)+eps) ;
pP=X’;
if (err<delta) | (relerr<delta)
break
end

end X=X’;
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SOR icin Matlab Programi

function [x,iter,err]=sor(A,b,x0,nmax,tol,omega)

% Input - A is an N x N nonsingular matrix
b - b is an N x 1 matrix
pA - x0 is an N x 1 matrix; the initial guess

A
% - nmax is the maximum number of iterations
yA

% Output - x is an N x 1 matrix: the gauss-seidel approximation to
P g pp

tol is the tolerance for P

omega O ile 2 arasinda bir deger

A the solution of Ax = Db

[n,n]=size(A); iter = 0; r = b - A * x0; r0O = norm (r); err = norm
(r); xold = x0; while err > tol & iter < nmax
iter = iter + 1;
for i=1:n
s = 0;
for j = 1:i-1
s =s + A(1,j) * x(3);

end
for j = i+l:n
s =s + A(i,j) * xold (j);
end
x (1) = omega * ( b(i) - s) / A(i,i) + (1 - omega) * xold (i);
end
x = x(:); xold = x;

r = b - Axx;
err = norm (r) / r0;

end err=norm(b-A*xx)/norm(b) x1=A\b; hata=norm(x-x1)/norm(xl) return



SSOR icin Matlab Programi

function [x,iter] = ssor(A,b,tol,w)

% Input - A is an N x N nonsingular matrix
A - b is an N x 1 matrix

A - tol is the tolerance for P

T

% Output - X is an N x 1 matrix: the gauss-seidel approximation to

w 0 ile 2 aras?nda bir de7er

A the solution of AX = Db

n = size(A,1);

% Choose an initial guess x~(0) to the solution x.
for i=1:n

end

h Let x~(1/2) = x7(0).
% set values.
iter=0; while (check(A,x,b)>tol)
for i=1:n
sig=0;
for j=1:i-1
% sig = sig + aij xj~(k-1/2)
sig=sig+A(i,j)*x(j,1);
end
for j=i+l:n
% sig = sig + aij xj~(k-1)
sig=sig+A(i,j)*x(j,1);
end
% sig = (bi - sig)/aii
sig=(b(i,1)-sig)/A(i,1);
h xi~(k-1/2) = xi~(k-1) + w (sig - xi~(k-1))
x(1,0)=x({,D)+wx(sig-x(i,1));
end

for i=n:-1:1

ol



end

sig=0;
for j=1:i-1
% sig = sig + aij xj~(k-1/2)
sig=sig+A(i,j)*x(j,1);
end
for j=i+l:n
% sig = sig + aij xj~(k)
sig=sig+A(i,j)*x(j,1);
end
% sig = (bi - sig)/aii
sig=(b(i,1)-sig)/A(i,i);
hoxi®(k) = xi~(k-1/2) + w (sig - xi"(k-1/2))
x(1,D=x(i,D+wx(sig-x(i,1));
end
iter=iter+1;

% check convergence; continue if necessary.

52



Gradient icin Matlab Programi

function [x, error, niter, flag] = gradient(A, x, b, M, maxit, tol)

% This code solves Gradients method with dynamic parameter.

h

b

b

b

b

b

b tol
b

b maxit
b

b

b

% niter :
b flag :
b

b

b

flag = 0;

bnrm2 =

< tol ) return,

Input parameters:

A
b :
X

M :

Symmetric, positive definite NxN matrix
Right-hand side Nx1 column vector
Nx1 start vector (the initial guess)

Dynamic parameter (preconditioner)

: relative residual error tolerance for break

condition

: Maximum number of iterations to perform

Output parameters:

X

1.0; end r

Nx1 solution vector

Number of iterations performed

1 if convergence criteria specified by TOL could
not be fulfilled within the specified maximum
number of iterations, O otherwise (= iteration

successful) .

niter = 0; bnrm2 = norm( b ); if ( bnrm2 == 0.0 ),

b - A*x; error = norm( r ) / bnrm2; if ( error

end for niter = 1:maxit

z =M\ r; rho = (r’*z);
q = Axz; alpha = rho / (z’*q );
X = x + alpha * z; r = r - alphaxq;

error = norm( r ) / bnrm2;

if ( error <= tol ), break, end

end if ( error > tol ) flag = 1; end return
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CG icin Matlab Programi

function [u, niter,flag] = solveCG(A, b, x0, tol, maxiter)

% This code solves Conjugate Gradients method.

b
b
b
b
b
o
b
b
b
b
b
b
b
h
b
b

u

r

P

Input parameters:

A

b

x0

tol

maxiter

Symmetric, positive definite NxN matrix

: Right-hand side Nx1 column vector

: Nx1 start vector (the initial guess)

relative residual error tolerance for break

condition

: Maximum number of iterations to perform

Output parameters:

u

niter

flag :

x0;
b - A*x0;

Nx1 solution vector

Number of iterations performed

1 if convergence criteria specified by TOL could
not be fulfilled within the specified maximum
number of iterations, O otherwise (= iteration

successful) .

% Set u_0 to the start vector s

% Compute first residuum

r; tho = r’*r;

niter = 0;

flag = 0;

% Init counter for number of iterations

% Init break flag

% Compute norm of right-hand side to take relative residuum as

% break condition.

normb = norm(b);

if normb < eps

% if the norm is very close to zero, take the
% absolute residuum instead as break condition
% ( norm(r) > tol ), since the relative

% residuum will not work (division by zero).

warning([’norm(b) is very close to zero, taking absolute residuum’

normb = 1;

> as break condition.’]);
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end

while (norm(r)/normb > tol) % Test break condition

end

a = Axp;

alpha = rho/(a’*p);

u = u + alphax*p;

r = r - alphax*a;

rho_new = r’x*r;

p = r + rho_new/rho * p;
rho = rho_new;

niter = niter + 1;

Yerror = norm( r ) / bnrm2;

if (niter == maxiter) % if max. number of iterations
flag = 1; % is reached, break.
break

end
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PCG icin Matlab Programi

function [u,m] = solvePCG(A, b, x0, C1, C2, tol, m_max)

% SOLVEPCG  Preconditioned Conjugate Gradients method for solving

b a system of linear equations Au = b.

b

yA Input parameters:

b A : symmentric, positive definite NxN matrix

b b : right-hand side Nx1 column vector

yA x0  : Nx1 start vector (initial guess)

b C : Preconditioner, split into C1 and C2. Splitting C
b in C1 und C2 offers computational advantages.

b Example: Symmetric Gauss-Seidel preconditioner:
o C = (D+L)*inv(D)*(D+L’)

b D = diag(diag(A))

T Cl = tril(A)

b C2 = inv(D)*triu(A)

b tol : Break condition for the relative residuum

yA m_max: Maximum number of iterations to perform

b

b Output parameters:

b m : Number of actually performed iterations

b u : Solution vector

u=x0; r=b-Axu; p=C2\ (C1\ r); norm_b = norm(b);

= 0; while( (norm(r)/norm_b > tol) & (m < m_max))

=}
|

a=A=xp;

a_dot_p = a’ * p;

lambda = (r’ * p) / a_dot_p;

u = u + lambda * p;

r = r - lambda * a;

inv_C_times_r = C2 \ (C1 \ 1);

p = inv_C_times_r - ((inv_C_times_r’ * a) / a_dot_p) * p;
m=m+1;

end



BiCG icin Matlab Programi

function [x, error, iter, flag] = bicg(A, x, b, M, max_it, tol)

% -- Iterative template routine --

% [x, error, iter, flagl = bicg(A, x, b, M, max_it, tol)
b

% bicg.m solves the linear system Ax=b using the

%» BiConjugate Gradient Method with preconditioning.

b

% input A REAL matrix
b M REAL preconditioner matrix
b X REAL initial guess vector
b b REAL right hand side vector
b max_it INTEGER maximum number of iterations
b tol REAL error tolerance
b
% output x REAL solution vector
b error REAL error norm
h iter INTEGER number of iterations performed
b flag INTEGER: O = solution found to tolerance
b 1 = no convergence given max_it
b -1 = breakdown
iter = 0; % initialization
flag = O;

bnrm2 = norm( b );

if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0; end
r = b - Axx;
error = norm( r ) / bnrm2;

if ( error < tol ) return, end

r_tld = r;

for iter = l:max_it % begin iteration



end

if

els

z =M\ r;
z_tld = M’ \ r_tld;
( z’*xr_tld );

rho
if ( rho == 0.0 ),
break

end

if ( iter > 1),

beta = rho / rho_1;

P =z + betaxp;
p_tld = z_tld + betaxp_tld;
else
p =2z
p_tld = z_t1d;
end
q = A*p;
q_tld = A’xp_tld;
alpha = rho / (p_tld’*q );

X = X + alphaxp;

H
Il
H
|

alpha*q;
r_tld = r_tld - alphaxq_tld;

error = norm( r ) / bnrm2;

if ( error <= tol ), break, end

rho_1 = rho;

( error <= tol ),
flag = O;

eif ( rho == 0.0 ),

flag = -1;

o8

% direction vectors

% compute residual pair

% update approximation

% check convergence

% converged

% breakdown



else
flag = 1;

end

% no comnvergence
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