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1.GIRIS

Zamana bgh genel kismi diferansiyel denklemlerin nimerikzginlerini
bulmak i¢in bircok ¢6zim ydntemi ggirilmi stir. Bu tip kismi tlrevli diferansiyel
denklemlerin ¢cozimiinde kullanilan bircok yontemlsdarklar yardimi ile elde
edilebilmektedir. Bu yakkamla problem uygun kallar altinda cebirsel denklem
sistemine indirgenilmekte ve problem direk veyaaté yontemlerle ¢ozilmektedir.
Bu bailamda Taylor serisini temel alan yafla yontemleri 6nemli yer tutmaktadir.
Burada ¢6zimin hassasiyetini arttirmak icin aynkdle sinifinda bulunan
yontemler Uzerinde yeni algoritmalar turetilmeyégiacaktir.

Ikinci boliimde zamana ph kismi diferansiyel denklemler igin Taylor
serileri ile turetilen sonlu fark yakdamlari Gzerinde durulacaktir. Burada
yaklagimdaki hatanin sifirlanarak elde edilenparametresi yardimi ile kisitlarngni
Taylor yaklgimlari ile yeni sonlu fark formulleri okturulacaktir.

Ucuincti béliimde parabolik kismi diferansigehklemlerin Adomian
polinomlari yardimiyla gegtirilen Adomian ayrgtirma yontemi ile yaklgk
cbzumler verilecektir.

Dordunci bolimde burada gialilen yaklasimlarla daha dnce callan
yaklagsimlara ait sonuclarin tablo ve grafikgdglendirmesi yapilacaktir.

Sonug bolimunde yapilan gaalar tzerinde yorum yapilarak bu galalara
gore izlenecek yol ve yontemler anlatilacaktir.

Ekler bélimiunde problemlerin ¢ozimund#anilan ve matematik hesaplari
icin gelistirilen Maple V programlama dili ile yapilan progn&arin bir kismi

verilecektir.



1.1. Kismi Diferansiyel Denklemler

Kismi diferansiyel denklemler mihendislik bilimiede ve fen bilimlerinin
uygulamali bilim dallarinda énemli bir yer tutarzélikle fizik, kimya, ekonomi ve
muhendislgin pek ¢ok dalinda olaylarin incelenmesinde budgimklemler kanmiza
cikar. Orngin bir kati cisim icinde veya belli homojen ortanginde Isinin
yayllmasinin incelendi 1si1 yayillim denklemleri ile bir telin titggmin incelendgi
dalga yayillim denklemleri kismi turevli diferandiygenklemlerdir. Kismi ttrevli
diferansiyel denklemlerin analitik ¢ozimlerini budkn her zaman mumkin olmaz.
Analitik ¢ozimin bulunamagh yada karmsik oldugu bazi problemlerde problemi
c6zebilmek icin nimerik metotlara gvarulur.

Bir diferansiyel denklemde Bansiz dgisken sayisinin iki veya daha fazla
olmasi ve bu durumda denklemin herhangi mertebedear bir kismi tiirev icermesi
durumunda bu denkleme Kismi Turevli DiferansiyeinRlem denir.

Genel olarak a, b, ¢, d, e, f ve ggbasiz dgiskenlere bagl, u=u(x,y) x ve
y ye ba&l bilinmeyen fonksiyon olmak tzere iki boyutlu fsturevli diferansiyel

denklem:;

2 2
8@4‘&4‘0@4' U+ g_u+ fur g:O
K o0y 0y 0x 0y 1.1

seklinde verilir. ( Turker, S. ,1999 )
Ikinci mertebeden kismi tirevler, diferansiyel demklerin
siniflandirimasinda énemli rol oynar?¢b4ac) diskriminant dgerinin isaretine gore

(1.1) denklemi hiperbolik, parabolik ve eliptikaoak siniflandirilabilir.

i) b’-4ac<0 ise denkleme eliptik
i) b’—4ac =0 ise denkleme parabolik
iii) b>—4ac >0 ise denkleme hiperbolik

diferansiyel denklem denir.



Ornesin;

d°u  d%u . .
—-—=F Hiperbolik
X oy (Hip )
d°u  9d%°u -
—+—=F Eliptik

o oy (Eliptik)

2

Z—‘j =F (Parabolik)
X

denklemlerdir. Buradd = F| X, ya—u@ dir.
0x oy

Matematiksel fiztin en 6nemli denklemleri olan 1s1 ve dalga denkiEmide
yukaridakisekilde siniflandirilabilir. (")rn@'n;
i) X konum , t zaman geskeni olmak tzere bir boyutlu dalga denklemi;
0%u d%u .
—=f— , sabit
ot? x> ® )
hiperbolik denklemdir.
i) x konum , t zaman ggskeni olmak tGizere bir boyutlu 1s1 denklemi;
ou d%u .
—=g—  , sabit
ot ox? ( )
parabolik denklemdir.

iii) x vey konum dgskenleri ,t zaman dgskeni olmak tGzereu =u(x,y,t)
fonksiyonu igin iki boyutlu i1s1 denklemi;

g—l::cz(g—)?: +g—;l:j (c?, sabit)

ile verilir.

Diferansiyel denklemin verilen bir problemin yanafian tek bir ¢cozumu, bu
problemi belirleyen birtakim kaoillarin kullaniimasi ile elde edilir. Diferansiyel
denklemlerle birlikte verilen bu 6n bilgilere gbangi¢ ve sinir kgullari adi verilir.

Kismi diferansiyel denklemle birlikte, déemin t b&msiz d&iskeninin
t =t, degeri igin u(t,) =u, ¢b6zumu verilirse buna Bangi¢ kaulu ve bu kaul

altinda denklemin ¢6zimunin aranmasina isgaBgic Deger Problemi denir.



Kismi diferansiyel denklemle benab&zim bélgesinin sinirlarinda ¢6zim
fonksiyonu veya turevlerinin geri problemi belirleyecekekilde verilmise bunlara
sinir kaullar ve bu keullar altinda denklemin ¢éziminin aranmasina dar Sin
Deger Problemi denir.

Hem B&angig, hem de sinir kollarini igceren problemlere de 8angig
ve Sinir Dger Problemlerdenir .

Kismi tdrevli diferansiyel denklemlerin aitik ¢6zimlerinin

bulunamadii durumlarda kullanilan nimerik yontemlerden binkgyledir:
a) Adi diferansiyel denkleme indirgedikten sonéanerik ¢ozim,
b) Sonlu farklarla ¢6zim,
c) Sonlu elemanlarla ¢6zim,

1.2. Parabolik Kismi Turevli Diferansiyel Denklemle

u=u(xt) bagimh desiskenine bgh bir kismi diferansiyel denklem R

bélgesinin tim noktalarinda®b 4ac = 0 kgulunu gercekliyor ise paraboliktir denir.

Parabolik kismi turevli diferansiyel denklemleg ifade edilen problemlere
sinir deger problemleri veya yayillma problemleri adi verilBu tip problemlerde
¢bzim acik bir bolge icinde tanimlanir. Verilenslbagic ve sinir kallar ile
yayllma balar, fakat bu yayilim belli bir sinira kadar gerigsk.

2
ou = aa—l: (@, sabit)
ot ox
denklemi tek boyutlu i1s1 akdenkleminin genel hali olup parabolik denkleme bir

ornektir.



1.3. Taylor Serileri Yardimiyla TUretilen Yaklasimlar

u=u(xt), fonksiyonu (ih,jk) noktasinda her mertebeden kisimevleri

mevcut olsun.

00

u(x,t)=Z%[u (ih, jk)(x—ih) +u, (ih, jK)(t - jk)]™

= u(ih, jk) +%[ux(ih, jk)(x = ih) +uj (ih, jk)(t - jk)] +
%[uxxah, jik)(x =ih)? +2u,,(ih, jKk)(x=ih)(t = k) +u, Gih, K)(t - jk)2]+
serisine u fonksiyonunun (ih,jk) noktasindaki Tayderi acilimi denir.

P.uxn (X, Nn. dereceden bir polinom V&, ,,(x , )R, (t), (n+1). dereceden kesme

hatalari olmak Uzerau(x,t) fonksiyonunu Taylor yakkami;
U(X,t) =P, yn (1) + R (X) + R (1)

seklinde yazilabilir. (Ismail&Elbarbary, 2000) Bula

I:)n,u(x,t) (X’t) =

U(ih1 Jk) +%|:(_j|h ik Ih) +( jlh jk (t ) Jk):l '
1[( 9% o ou . . d°u o
3[(58),, o), e oG-

ﬂgxuj(x n +(gtulh’jk(t_jk)n]FRnﬂ(X)"'Rnﬂ(t)

ve

S 07U
R = o (xih) ( o J



_1 (07
Ruall) = €= 30 ( e J

seklindedir. Kisacau(ih, jk) =u, ; ile gosterilirse;

U, =U(x +ht) =

ou 1.,(0% 1,.(0% 1..(0"u
u. +h—| +=h}-—| +=h’—| +..+=h" + X
v [dxji’j 2! (aﬁjm 3 (6x311j n! (ax“j_ Rua()

1]

ve

U SU(Xt +K) =

ou 1..,(0% 1, .(0% 1, .(0"u
u. +kl—| +=k*=—| +=K}—| +..+—Kk" + t
! [atl,j 2 (atz]u. 3 [aﬁjm. n! (Ot“lj Rualt)

seklindedir.

1.4. Rasyonel Pade Yakkami

e’ nin (1+p,@) / (1+q,@) ifadesine yakin bir der oldygu kabul edilirse
p, veq, sabit dgerler olmak tzerg, ve p,’ nin elde edilmesi igin iki
denkleme ihtiyag vardir. f, ve g, & ved katsayilarindan okan iki denklemle
bulunur. ) Bu yiizden 6nde gelen hata ter@hiderecesinde olacaktir. Buradan
eg=1+ p,e

——L 4 +ct+O0 1.2
1+q0

biciminde yazilabilir. Taylor acilimindan
& =140+107 +16°+ .
2 3
seklinde yazilir ve (1.2) denkleminde yerine komurs

L+q,6) ((1+9+%6?2 +?1393+...):1+ po+1+ql)(cs+co'+..) 1.3



yazilir. Daha sonra (1.3) denkleminde gerakdimler yapilirsa

A+ql+6+ qﬂz+%6’2+%q16?3+—26?3+—éq94+...:1+ po+ cf’+ P+ .+ P+ g+ .
elde edilir. Buradan

(Lo - IO+ G+ Q)+ +2 G- Q)F +..2 0
2 6 2
esitli gi elde edilir.
1+q,-p, =0
1
E"'Ch:o
1.1
E"‘qu_cs =0
esitliklerin
q -1
.
p =%
2
e 1
12

¢OzUmleri bulunur.

(1+%9) /(1—%6?) rasyonel yaklami ( expd ) pade yaklgimi (1,1)
olarak adlandirilir ve hata terimi 3. derecedendir.

Genel olarak ( efp icin Pade Yaklgmi

o = It po+ po° +..+ pd’
1+qf+q,6° +..+ q6°

+ CS+T+168+T+1 + 0(0 ¥ T+2) CS+T+1 :Sabit

seklinde verilir. Burada

R (9):1+ po+ po +..+ pd _ R(H)
i 1+qf0+ 8 +..+q8° G@)

rasyonel fonksiyone? iistel fonksiyonu icin ( S+T ) ninci dereceden [S+pade
yaklagimi olarak adlandirilir. (Smith, G. D. , 1985)



Asagidaki tablo ilk sekiz pade acilimini ve dnde geiata terimlerini gosterir.

Cizelge 1.1 Pade acilimi ve hata terimlerine ait sonuclar

(S.T) RST Q) Hata Terimi
1+Q 1.,
(0,1) EQ
1, 1,
(0.2) 1+Q+§Q 6%
Y
(1,0) 1 2Q
1-Q
1 1
1+=Q _ 13
(1,1) i 12Q
1-2Q
2 1
1+ % 102
(12) +2Q+2Q .
1 __Q4
-39 72
1 1
fQS
(2.0) 1-0+10? 6
2
1
1+2Q
2 1
(2,1) l—§Q+gQZ iQ4
72
1 1
1 = - 2
(2.2) +§Q+112Q 1 s
1-2Q+:Q 0%




2.KAYNAK OZETLER i

2.1. Kismi Turevler icin bir boyutlu Sonlu Fark Yaklasimlari

Numerik yontemlerin kismi turevli diferansiyel ddeflere uygulanmasinda
blyuk oranda aritmetik gerekmektedir. Farkli protierin degisik formlari icin bir
¢6zum uygun kgullarda her zaman mimkindir. Bu boyutsuz forgederin
terimlerinin batin denklemlerini ifade ederek yapilir. Matematiksel formuillerle
ayni boyutsuz form problemleri bir cozimle anland@arabilir.

Fizik problemlerinde sarkacin salinirhir,kapasiteden elektrik akimi icinde
resistans ve indiktans problemleri 6rnek olarakegdsbilir. Metal bir levha
alindginda ortadaki 1s1, 1sI denklemi merkezde gldmaaman diari dgru yayilir.
Boyutsuz form sireci parabolik denklem icyagdaki gibi ifade edilir.

g—_l; = Kgxiuz (K: sabit) 2.1

denklemindeu(x, t) ¢c6zimu, t zaman sonra X uzgkhdaki 1s1 dongiimunu verir.
L uzaklginda u, belirli sicaklgl yani sifir aninda maksimum ve minimum sicgkli

gostermek lzere

X=— ve u:U— (U, sabit) 2.2

donsima yapilirsa

0X ox dX oxL

0%u 0 ,0u, 0 ,10U.dx 1 9%
= () =)o 5 2.4
oX ox oX Ox LoX " dX L°ox
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d(uU,) _ K 92(uu)

2.5
oT L*>  ox?
ifadesi elde edilir. (2.5) denklemindegigken déngimi yapilarak sabitler yok
edilirse
2
1 ou_ou 2.6
KL™ 0T  ox
ifadesi elde edilir.
t :% 2.7
(2.7) sitli gi (2.6) denkleminde yerine yazilirsa
2
Qu_0u 2.8
ot ox
denklemin boyutsuz formu elde edilir.
2.2. Explicit (Agik ) Yontemler
2
w0y 29
ot ox
2
Is1 denklemini ele alalim. Buraa%li— ve %g trevlerine sirasi ile
X
ou_ sty 210
ot k
azl: - ui+],j _2ui2,j +ui—l,j 211
ox h
seklinde yaklallsin. Bu dgerler (2.9) sitli ginde yerine konursa
Ui “Ui 5 _ Ui —2u,; tu, 212

k h?
esitli gi elde edilir. Burada u sonlu fark denkleminin tgézumudur.

x =ih, (=012,
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t =jk, (j=012,..)

J

(2.12) ifadesinde gerekklemler yapilir ve

ook
(0x)> h?
denirse
U s =TU +@=2r)u; +ru 2.13

(2.13) aitli gi elde edilir. Bu tur yaklamlara yani birden fazla bilinene kark bir
tek bilinmeyen barindiran yontemlere explicit (kgyontemler denir. Ozel olarak
bu yéntem (1,3) yontemi ile ifade edilir. (Dehgh#h,2003 )

><,j+1
><P(ihyjk)
7 K

- < <4

v

> Hh € X

Sekil 2.1 : Grid noktalarin gosterimi
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(1,3) yontemine ait molekuler gosterim

Sekil 2.2 : Explicit ydnteme ait molekuler gosterim

seklinde verilebilir. Agik yontemin bir uygulamasusi denklemi olarak bilinen

asagidaki 6rnekte gorebiliriz.

ou _d°u

ot ox?

Is1 denklemini

2X=0< xs1
2

u(x0) = U0t =u(Lt) =0

2(1—x):>%sxsl

baslangic ve sinir deer problemini géz 6ntine alalim.

=
! Ui i

u=0
o
Uiy '_k‘ Uity
tk | R
0 o 142 u=2(1) L

Sekil 2.3 : Problemin tanim bdlgesi
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ax:h:i at:k:i olsun.
1C 100C
Bu halde
o9t _ Kk _11000_ 1
ox> h? 1/10C 1C
Uijsg =TU; +@=2r)u;; +r1u_y 2.14
Ui a1 :1—O[ui_u +8ui']. +Ui+1,,~] 2.15
dir.
ui,j+1
]
L . 4 &
Ui Ui ; Ui jn

Sekil 2. 4 : Acik yontemin molekuller gosterimi

X - dogrultusundall i =1,...,10 vell j=1,... deerleri hesaplanabilir.

Hesaplanan tim dgerler tablo ile verilmtir.
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i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6

x=0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
(j=0)t=0.000 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.8
(7=1)t=0.001 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.96 0.8
(7=2)t=0.002 0 0.2 0.4 0.6 0.796 0.928 0.796
(7=3)t=0.003 0 0.2 04 05996 0.7896  0.9016  0.7896
(j=4)t=0.004 0 0.2 04 05986 0.7818  0.8792  0.7818
(j=5)t=0.005 0 0.2 03999 05971 07732  0.8597  0.7732
Cle)tz0.0l 0 0199 03968 05822 07281 07867  0.7281
Bu denklemin keullari sa&layan analitik ¢ézimu

u —iii(sin—l r)(sinvrx) expe it
m45nt 2 ‘
seklindedir. x=0.3 ve x=0.5 noktasinda sonlu farkajgmlari ile analitik ¢6zum
karsilastirmalar gagidaki tablolarda verilngtir.
Cizelge 2.1 x=0.3 icin Explicit yontem ile andtigbziime ait sonuclar
Sonlu Fark C6zUmu| Analitik Coztm | Fark Hata Orani
x=0.3 x=0.3

t= 0.005 0.5971 0.5966 0.0005 0.08
t=0.01 0.5822 0.5799 0.0023 0.4
t=0.02 0.5373 0.5334 0.0039 0.7
t=0.10 0.2472 0.2444 0.0028 11
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Cizelge 2.2 x=0.5 icin Explicit ydontem ile anédit6zlime ait sonuclar

Sonlu Fark C6zUmu| Analitik Coztm | Fark Hata Orani
x=0.5 x=0.5
t= 0.005 0.8597 0.8404 0.0193 2.3
t=0.01 0.7867 0.7743 0.0124 1.6
t=0.02 0.6891 0.6809 0.0082 1.2
t=0.10 0.3056 0.3021 0.0035 1.2

2.3. Implicit (Kapalh ) Yontemler

Explicit yontem hesaplama yoniinden ¢ok kolay olmasgEmen 6nemli bazi
eksiklikleri vardir. Bu yontemde t zaman adimi yndeagoruldi@u gibi

o<r s% aralgi icin kararh olup déer durumlarda problemlerle kaasilir. Bu

eksiklikleri gidermek amaciyla t zamangloltusunda ileri fark , x dgrultusunda

merkezi fark alinarak yeni bir yaklan elde edilir.

2 —
ou :Ui+Lj+1 2Ui,j+1+Ui—Lj+1
ox’ h?

ifadeleri (2.9) denkleminde yerine yazilirsa demnkl

Ujm-Uy, _ 1

K h? {Ui+1,j+1_2Ui,j+1+Ui—1,j+1} (r=—)

r-U i+1j+1 + (1+ 2r)U j+1 rU i-1,j+1 = Ui

]

2.16

|
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bicimini alir. Gortldgu gibi denklemin sol tarafinda 3 bilinmeyen amg saafinda
tek bilinenden olgan bir denklem elde ediliu denklemin molekuler gosterimi
asagidaki gibi verilir.

Kapali ydontem Von-Neumann karagiluyarinca r > 0 icin kalsuz

kararhdir.

v

Sekil 2.5 : Implicit ydnteme ait molekdiler gosterim

2.4. Crank-Nicolson Yodntemi

Bu yontem sonlu fark yalkgamlarinin {ih,(j+%)k} noktasinda uygulanmasini temel

alan bir yaklaimdir. Bu amacla

&) [
ot ), .t x> ) 1
*5 ij+

denklemine

Ui s U :i Uity _2ui,j+l +ui—Lj+l + Uisq _zui,j +ui—1,j
Kk 2 h? h?
r=&/&* =k/nh?

sonlu fark formdilleri ile yaklglirsa

—IU g F (220U = TU g ST + (220U + U 2.17

denklemi elde edilir. Bu yonteme Crank- Nicolsomtgimi adi verilir. Bu yontem
O r >0 igin kagulsuz kararlidir.
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C-N yontemine j. zaman adiminda bilinen ¢ noktegailik, j+1. zaman adiminda
bilinmeyen ¢ nokta karik geldiginden Crank-Nicolson ydnteminin molekiler

gosterimi aagida gosterilmitir.

ui—Lj+1 ui,j+1 ui+1,j+1
O ® O
t
| ]
ui—l,j ui,j ui+],j

sekil 2.6 : C-N yonteme ait molektler gésterim

Her bir zaman satiri boyunca N adet i¢ nokta ve8ave i=1,2,..,N i¢in denklemin
baslangic ve sinir kgullari cinsinden her zaman satiri  boyunca N bilyen nokta
icin ayni anda gercekjen N denklem olgur. Benzegekilde j=1 icin 2. zaman
satirinda 1.zaman satiringghalarak yine N denklem ofur. Busekilde gelgtirilen
yani bilinmeyeni bulmak icin ayni anda gercakle denklem sisteminin ¢ozimine
ihtiya¢c duyan yonteme Implicit yontem (Kapali yomiead verilir.

Uiy g ¥ (220U g = TUjy g = TU L (=200 U

esitli ginde i=1,2,...,(n-1) yazilirsa,
i=1icin, “TUg i+ @+21)U, , —1U,  =1U +(2-2r)U, +1U

I =2igin, “TU , +@2+21)U, - 1U g, =1U  + (221U, +1U 5,

i=n-licin, -rU ,,,+@+2r)J . -rU ., =rU ., +@2-2r)JU _,, +rU

seklinde elde edilen sistemin matris formu, sinisltiarn U,;,U, . ,U;..0,U,

bilinen deserler olmak Uzere;



18

2+2r -r 0O 0 Uyjn
-r  2+2r -r 0 Usin
0 . ... ) N
: -r 2+2r -r Un—2,j+1
i 0 0 -r 2+2r_ Un—l,j+l
T
(92— or r 0 o T UL] i _r(Uo,j+1+U0,j)_
r 2=-2r r : 0 || YUy, 0
-l o . . . : : + :
: oo 2= r U, 0
Y o 0 r o 2=2rJU g [rUgatU )
B 0 g

seklinde elde edilir.

2.5. BTCS Yontemi
Isi denkleminde bulunan tirevlere sirasi ile ikidereceden merkezi fark ve ileri
fark formulleri ile yaklgilsin. Bu durumda denklem,
Ui,j+l _Ui,j _ Ui+1,j+l _2Ui,j+l +Ui—l,j+1

Kk h?

olmak Uzere
U|,j+1_U|.j :r(Ui+1,j+1_2Ui,j+1+Ui—1,j+1)
bicimini alir ve diizenlenirse
U, :_rUi+1,j+1+(l+2r)Ui,j+l_rUi—l,j+1 2.18

]

ifadesi elde edilir. Burada bir bilinen G¢ bilinmesyvardir. Busekilde verilen
yonteme BTCS yontemi denir ve molekuler gosterimi,



19

Q
D)
O

v

Sekil 2.7 : Kapali yonteme ait molekiler gosterim
seklindedir .
2.6. FTCS Yontemi

FTCS yontemi acik (explicit) yontemininebbir halidir. T zamani boyunca

ileri fark ikinci dereceden turev yerine ise merikiazk denklemleri yazilarak

i,j+1_Ui,j i

K hz{Ui—Li -2 +Ui+1,i}

ifadesi elde edilir. Bu ifade duzenlenirse

Lui_m +(1- 2%)Uiyj +LU

" rz i 2.19

U jnu=

seklini alir. Bir bilinmeyene karlik 3 bilinen old@gundan FTCS ydntemi (1,3)
yontemi olarak adlandirilir.

2.7. Yakinsaklgin Analitik Yorumu

u=u(x t) kismi diferansiyel denkleminin tam ¢6zimu; sordtkf

cbzumleriyle kesikli hale getirilen denklemin tadzémi iseU olsundx — 0
ot - 0 icin u - U ise denklem “yakinsaktir’ denir.

Yakinsaklik kgullari ikinci basamaktan lineer eliptik paraboli& faiperbolik
denklemleri igin biliniyor olsa da hentiz bazi 6keller igin nonlineer denklemler

icin tam olarak bilinmemektedir.
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0y , 0°u 0% ,0u adu
a—+b +c—+d—+e—+ fur g=0
[9)4 0X0t ot oX ot

denklemi a,b,c,d,e,f,g katsayilari sabit yada yamx ve t'nin bir fonksiyonu ise

denkleme 2. dereceden “lineer bir denklemdir” deAksi halde denklem “nonlineer

bir denklemdir” ikinci basamaktan turevlerin katgag x,t,u,?,% nin
X

fonksiyonlari , fakat 2. mertebeden tirevlerinksigonu dgilse denklem nonlineer
olmasina kann denklem “quazilineer”dir. Lineer denklemleringmli bir 6zellgi ,
c6zumlerinin lineer toplamlarinin da yine bir ¢dzoldusudur.

Explicit fark yaklami icin kesme hatasini inceleyelim. U kismi
turevli diferansiyel denkleminin tam ¢6zumu veomls: fark denkleminin tam

¢6zUmda olsun. O halde

e=U-u
yazilabilir.
2
du_dU <1 | o
dt  dx
u(x,t)=a

u(o,t)=u(,t)=">b
denklemini g6z 6nune alalim. Bu denklem igin sdialk denklemi
Ui~ Y, W_y _ZUj, + Hiy,

= ] 2.20
k h

seklinde yazilabilir. Grid noktalarindaki
U;=U; & Uin=Yju= & v

degerler (2.20) denkleminde yerine yazilirsa

U =My +@=2ry; +ry,y
Uiy~ = MYy —f4)+Q-2 r)[ b —-e } +r I:ui+1,j ~ Q. :'

€= 16y +(A-2r)¢ + ey + Y Y, [ZP =i Ujy, l,gl:l 2.21



ifadesi elde edilir. Buradau ,; ve u,,; yi Taylor serisinden yararlanarak

bulabiliriz.

I+lj

urenp =y o1, T IY0aany  0cga

by ===y -1 T T eany o

du
ui,j+l=u()|(’§ + k): 'fjj + Ka)l (ixsjt"'gga 0<03<1

Bu ifadeler (2.21) @tli ginde yerine yazilirsa

21

d
QJ+1 re 1j +(1 2r)e] + r?ﬁ]; {d_l:(x t+ 0 Q_ (X 0 Iﬁt)}

ifadesi elde edilir.

E, . ‘q,j‘ hatalarinin maksimum gerinive M , 0 i,j i¢in

yukaridaki parantezin maksimumggini gostersin. Bu halde s% iken

yukaridaki hata fark denklemindeki katsayilarOyga pozitiftir. Ancak r =%

oldugu zaman 0 olur.

+ kM

6.l g+ @-2n)fe; [+ e

<rE, +(1-2r)E, +rE; +kM = E + kM

Bu ifadeler her i icin gerceklernginden max{qﬂ icinde gerceklenir. Boylece,

E,.<E +kM<(E_+kM+ kM= E_ +2 kM< ( E,+ kN+2 kME E,+3 ki

E, <E+ jkM=tM
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dir.
2.8. Kararlilik Analizi
Sinir dger problemleri icin kararlihkk — O yani (j - ) icin sabit zaman

satirlarinda sonlu fark denklemlerinin ¢ozamleriginirhligi igin kullaniimstir.

Ui = |:u1,j+1! Upjvp Wogs 1]T
¢ozumu iley, ;,, = Ay + B iliskilendirilsin. Burada B vektort O ve bilinen sinir
degerlerinden olgan sttun vektor A ise bilinen elemanlari icererL)nx(n-1)
tipinde bir matris olsun. Bu halde bekilde tanimlanan matris metod analizi A
matrisinin 6z vektorlerinin moddllerinin en bigiiiyani A’nin spektral yaricapi

O(A) tarttginda diferansiyel denkleminin ¢6zima artmiyorsai @A) <1 ise

sistemin kararl oldgunu gosterir.
Sistem kararli : = o(A) <1

2.9. Kararlilik igin Von-Neuman Yontemi
T sonlu olmak Uzere zaman gdt<T =Jk, x=h - 0,d=k - 0

ve J- o olmak uzere iki zamanh gousal fark denklemi igin u(x,t) nin karargini
aragstiralim.

Kosinls ve sinusli terimlerle folmé& edilen fourier serilerinislem

kolayhgi  acisindan  kompleks  ustel  formundaki ;Zancos(nnx/l)
veyay b, sin(n7x/l) ifadeleri yerine gdegeri olan» A e"' ifadesi yazilabilir.

i=V/-1 vel, xaralginin uzunigu olmak tizereu(ph,gK) =u,, olsun. Bu halde
A = A eNPN= A gfhPh B, =nn/Nh veNh=1

seklini alir.
Bslangi¢ dgerleri t = 0 boyuncau(ph0)=u,, ,p=0QN seklinde

belirlenirse
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N .
U, = > Ae” p=0@N
n=0

elde edilir. t artarken gigsimi aragtirmak igin
— i paat — Aifph a0k — Aifoh £q
u,,= e”e"=e™e™=e™¢

seklinde yazilsin . Burada é=e™ , a kompleks sabit sayidir.

‘up,q" Og<J

icin sinirlandirihrsa h.  Ove k- 0 igin balangic

sartlarini sglayan tum g degerleri icin sonlu fark denkleminin tam ¢6zimu zataan
Ustel artmiyorsa kararlilik icin gerekli ve yetéwsul;
<1
-1<é<1
dir.
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3.MATERYAL VE YONTEM
3.1. Taylor Serileri ile Turetilen Kisitlanmis Yaklasimlar

u=u(x), fonksiyonu a noktasinda her mertebeden kismi térevhevcut

olsun.

u"(a) su™(a)

_ )2
> (x—a)+..+

(x-a)" 3.1

(x-a)+

u'(a)
1

RTn,u(x) (X1 a) = U(a) +

ile verilen RT, ,,, (X) fonksiyonunau(x) fonksiyonunun a noktasindaki Kisitlargmi
Taylor yaklgimi adi verilir. RT, ,, (X,) =u(X,) esitli ginden & degeri belirlenebilir.

Belirlenen ¢ deserinde yaklaik ¢c6zim tam c6zimesie olacgzindan, yaklgimin

hatasi da sifirasé olur .

3.2. Kisitlanmg Rasyonel Yaklgimlar

Parabolik diferansiyel denklemleriimmerik ¢bzimleri igin bir cok
namerik yontem vardir. Bir diferansiyel denklempilicit yéntem ile ¢6zmek ¢ok
zaman almaktadir. Impilicit ydntemde elde edilenldemleri c6zmek icin cok gegi
hafizaya sahip makinalara ihtiya¢ duyulur.

Kisitlanngi pade yaklgmi olarak geltirilen yontem ¢ok daha hizli ve
denklem sistemi daha azdir. Bu sebeple ¢cozundiger yontemlere gére daha kisa
surer.

Kisitlanng pade yaklgmi (RPA) herhangi bir fonksiyon icirsazidaki gibi

verilir.

a

iaixi +zgiXM+i

RPAM +a/ N, (x) == & 3.2

N

1+> bx

i=1

f(X)—RPAM +a/N], , (x) = 0x"*"+) 3.3
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(3.3) ifadesindd (x) fonksiyonunu yerine maclaurin acilimindan

f(x):i ¢ X 3.4

ifadesi yazilir. (3.3) denkleminde (3.2) ve (3yBrine konur ve

> gx — B =ox ") 35
s .
(3.5) ifadesi yeniden dizenlenirse

aiXi _ig_XMH = O(X M+N+l) 3.6

i
i=1

(ZexJagoe)-

denklemi elde edilir.

M
=0

(3.6) sitli ginin her iki tarafinda x’in yok olan ilk (M+N+1}erimi (M+N+1)
denklem gerektirir. Bundan dolayi
RPAM +a/N], o (x, )= f(x;)  i=12..a 3.7

esitligi a denklemden olgan bir denklem sistemi gerektirir. Bu ise yaktain a + 1

noktada{xO =0,%,, xz,...,xa} tam dgere sahip oldgunu soyler. Bu denklem

sistemindenb, i=12,...,N , a 1=0L..M | ¢

I =12,...,a katsayilan
bulunabilir. Ezer (3.2) gitliginde € = 0 vei =1..,a alinirsa klasik pade (PA)

rasyonel yaklgmi elde edilir.

M
2AX
PAM /N];, (x) = —2— 3.8
1+> yx
i=1
Bu kisitlanmg pade yaklgimini bir 6rnekle gorelim. Bu amacla

1+ 05x
1+ 2x

f(X) =

fonksiyonunun pade yalgani ve kisitlanmy pade yaklggimlarini bulalim.



f9-PAM /N];,(x)=0(x"")
M=2 ve N=1 i¢in

I 2
PA{Z/]-]f(x) (X)z =0 - = By +:ILB-|1-);/+XIBZX

1+Z Y X

00X = 003y = 0(x*)
f(x) fonksiyonunun 4.dereceye kadar seri acilimi

f(X) =1- 075x+1,2188¢* — 2,085%° + 3,692K* + 0(x°)
seklindedir. (3.9) gtli ginde (3.10) ve (3.11) yerine yazilirsa

2
(1- 075x+1,2188¢ — 2085%°) - 2o P AX* BoX” _ 14y
1+y,X

esitli gi bulunur. Paydagitlenir ve gerekli glemler yapilirsa
1-8,=0
y,—075-45,=0
1,2188- 075y, — 3, =0
12188, -2,0859= O
dort bilinmeyen ve dort denklemden gdim bir sistem olgur.
B, =1
B, =0,961538
B, =-0,064903
y, =1, 711538

degerleri bulunur. Bulunan gerler (3.10) gitli ginde yerine yazilirsa

_ B+ Bx+ Bx* _1+0,96153& - 0,06903”

PA{Z/l]f(x) (X) =

2 .
PIVERS
i=0
1
1+ yix 1+ y,X 1+171153&
i=1

26

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13
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klasik pade yakkami bulunur. f(x) fonksiyonunu kisitlangipade yaklggimi bulmak

icin

£ ()~ RPAM +a/N], , (x)=0(x" ") 3.14
(3.14) aitliginde M=1 N=1 vea =1 alinirsa
f(x) - RPAL+1/1], ,, (x) = 0x**) 3.15
ax +>» gx" )
RP41+1/l]f(x) (x) = 1 . i=1 _ 9 +131X+€1X =0(x%)
1+> b x *hix
i=1
3.16
2
(1- 075x+1,2188¢) - D T AXTEX _ 503y 3.17
1+bx
ifadesi elde edilir. Burada gereklemler yapildiktan sonra
1-a,= 0 0)
b,-075+a,= O (ii)
1,2188- 0750, +¢, =0 (iii)

dort bilinmeyen ve u¢ denklem elde edilir. Bu denk sistemlerinin ¢ozulmesi igin
bir denkleme daha ihtiya¢ vardir.
RPAM +a/N], o (x,)=flx;)  i=12..a
3.18 aitli ginden
RPAL+1/1],, (10) = f(10)

yazilirsa
3 *+108, +10Ck, _ ) 5345 (iv)
1+10b,
elde edilen dordiincu denklem ile gerekiemler yapilarak
=1
a, =0, 882527

g =0,064903 b =1711538
degerleri elde edilir. Bu dgerler (3.16 ) gitli ginde yerine yazilirsa
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=R rax+ex’ _1+088252%- 0,005645%
RPA2/L, (=2 =% 1"3 le - e
1+

a=1x =10 3.19
kisittanms pade yaklggmi bulunur. Pade ve kisitlangypade yaklgimlarina ait

grafikler gagida verilmitir.

14
T
1%
os4 %
1 +
1 +
0.6 * i
+ * -+ —
1 *a +
1 * + 4
i *t+ +
0. R
1 *e + 4
e,
+4
+ " * *
+ 4
0.214 T
1 4+ + 4
ta, e,
o = = G g s = 14
f(x)
Fkkkkkkkxkkkk PA{ 2/ 1] (%)
f(%)
____________ RPA2/1]; (%)

Sekil 2.8 : f(x) fonksiyonunun pade acilimlari
Exp(rA) ustel matrisi igin kisittanmpade yaklggmi kuvvet serilerinden

yararlanarak formile edilirse, A (N-1)X(N-1) karatrisi olmak Uzere

n

exp(A) = | + rA+—A2 Zr—IA 3.20
n=0

yazilir. Kisitlanmg pade yaklgminda
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iaixi +i5iXM+i

RPAM +a/N], () = 2= 3.21
1+> bx
i=1

esitli ginde bulunan &; terimi £,y (y-y Kisitlanmg kare matrisi olarak yazilir.

& & 0
2 ‘92 ‘92
‘93 53
E =
£N—2 gN—Z gN—Z
L 0 Eya €na i
Burada
Eia=€ =€ in
1 4 1
RPAL/] ¢ pem (1) = (I +(£—EA)r) (I +(£+EA)r) 3.22
olarak bulunur. Kisitlanmgipade yaklgminin bir uygulamasini standart 1si
denklemini
ou _ d°u
—=— 0<x<x, t20
ot  ox* %

u(x,0)=g(x) 0<Xx< X,
uO;t) =u(x,,t)=0 t=0

ele alarak inceleyelim. Burada Taylor teoremi uyeau

ou k? 0%u
St+K) = B +Fk—(Xt) +——(Xx,1) +
u(x,t+k) =u(x,t) p (xt) A o (x1)
2 2 3 3
uxt+k) = ark L+ K90 KO ik

ot 2 0t> 3 otd

u(x,t+k) = exp«%)u(x,t)

0
Ui :exp(ka)ui,j

2

0
U jn = exp(ky)ui,j



U = exp(szx)uH

yazilabilir. (ih,jk) grid noktalarindaD? kismi tiirev yaklgmi icin genel form

D’u :h—lz(ui,j+1 —2u,; +U )
kullanilarak
U’ =(u; Uy Us el )" (Nh=Xg)
U =expfAU ' (r :h—kz)
ustel matris yakkami elde edilir.
RPAL/] o (1) = (1 +(£—%A)r)‘1(| +(5+%A)r)

yaklasimi kullanilarak

-2 1 0
1 -2 1
1 -2 1
A=
1 -2 1
L0 1 _2_(N—1)X(N—l)

ustel matris yakkaminin vektor formu

U= +(£—%A)r)'1(l +(£+%A)r)Uj =BU’

1 1 1
r(gl _E)ui—l,j+1+(r(‘5} +1)+1H j +1+r(éf‘ _E” +_’;,+1:r(ﬁ€ +_2)’il—,'ﬂ.,

+Hr(g -+ ; +r(g +%M +1j

i=1(1)N-1

formu elde edilir.
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3.24
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3.26

3.27
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3.3.Adomian Polinomlari

Bilim dallarinin ¢ggunda geni kullanim alanina sahip yakinsak seri
c6zumlerini iceren Adomian Decomposition yontemilsan kapall ¢éztumlerini
gelistirerek diferansiyel denklemlerin timine uygulahalGenel olarak L, t
yonunde en yuksek dereceden tirevin katsayisneR tiperator ve F(u) lineer

olmayan terimleri gostermek tizere kismi diferansiignklem
Lu + R(u) #u) = g 3.30
biciminde tanimlanir. (3.30)%#li ginden Lu c¢ekilirse
Lu = g) - RW F(u) 3.31
ifadesi elde edilir. L tiirev operatériiniin tekSt integral operatorii olarak alinir.
L = j (.)dt 3.32

(3.32) ssitligi (3.31) aitli ginin her iki tarafina uygulanirsa

) 3.33
u= fo +L 1[g(t) - R(u) - F(U))]

esitli gini elde edilir. f, , Lu=0 integral sabitini iceren denlemlerin ¢ozurintid

Benzersekilde tirde denklemlerin ¢6zimi bngi¢ ve sinir dger problemlerinde
baslangic ve sinisartlari alinarak elde edilir.
Adomian Decomposition yonteminde bilinmeyen fonksiyu(x,t) sonsuz

seri formunda
u(x,t) = > u, (xt) 3.34
n=0

alinarak ifade edilebilir. Lineer olmayan opérat-(u)

F@=i& 3.35

polinom serilerinden yaralanilarak ¢ozulur. Bu sanseride bulunanA, * ler
u, U, U,...y," lerin polinomlaridir ve Adomian polinomlari ok adlandirilir.

Adomian polinlarinin genel formu



32

A = 1d {F(i/}"uk)} (n=0) 3.36

Tndt| &

seklinde verilir. ( Zhang, B. , 2005 ) Benzgkilde Adomian Polinomlari liner

olmayan buttn siniflar icin diizenlenebilir.

®, (x,t)  kismi toplamlar dizisi veu(x,t) serinin toplami olmak tzere

(D=3 u(xy  (n20) 3.37
U(xt)=|nipjo¢n(xt)=lnipjoiw(xD=i W x} 3.38

seklinde yazilir. Adomian Decomposition yénteminineili yonlerinden bir tanesi

bilgisayar hesaplamalémlerini buytk Ol¢ctide azaltmasidir.

3.4. Adomian Ayristirma Yontemi

Kismi diferansiyel denklemlerin nimerik ¢ozimlerghile etmede kullanilan
yontemlerden biri de Adomian Decomposition yontami@A-D-M) Adomian
Decomposition Yontem etkili niimerik bir ¢dzim ekteneye yarar. Adomian
Decomposition Yonteminde nimerik ¢ozim yakinsakesen integral denklemler
ve diferansiyel ¢cozimdu ile elde edilir. Kismi tUliediferansiyel denklem tipleri bir
¢ok bilim dalinda 6zellikle fizik alaninda diflizyd&onveksiyon algkan dinamgi
konularinda inceleme gerektirir.
Adomian Decomposition yontemde x ve t yoninde nikngizim elde etmek
mumkundur. Lineer veya lineer olmayan kismi tireleransiyel denklemlerin
A-D-M kullanilarak nimerik ¢6zimleri kolaylikla hwhabilir. Bu tekngin klasik
tekniklerden bir ¢cok avantaji vardir. A-D-M da Wen lineer olmayan denklemin
¢6zUmUnd bulmak icin integral ve turelemleri yapilir. A-D-M kiguk

hesaplamalarla yuksek glmlukta etkili nimerik ¢6zum verir.
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u, +&uy — vy, =0 3.39
£, v : parametre
(3.40) esitli gini operatdr formda yazilirsa
L, (u(x,t)) +euu—uL, (u(x,t))= O 3.40
ifadesi elde edilir. Burada

02

L =~
“ox?

L= [[Qdxdx L™= [()dt
dir. (3.41) gitli ginin her iki tarafiniL, nin ters operatoril, ™ ile isleme tabi
tutulursa
u(x,t) = £ (x) - L, [e(@u(x,1))) —ulL (u(xt))] 3.41
f(X) =u(x,0)
ve (3.41) eitli ginin her iki tarafiL, in ters operatoriL, * ile isleme tabi tutulursa

u(xt) = g(x.t) +% L [e(@u(x,))) +uL, (u(x,t))] 3.42

g(x t) = U0, t)+ xy (0, 1)

elde edilir.u(x t) fonksiyonunu sonsuz seri formunda yazilirsa

u(x 9=y, (%9 3.43

Adomian Decomposition yontem kullanilarak x ve higocozimleri elde etmek igin

Ups = —L " [6(A) - VL (U,)]
U, = % L [e(A)+vL(u,)] (n=0) 3.44

(3.40) esitli ginde lineer olmayan tering(u) icin
@u(x 1)) = uy, 3.45
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D=2 A Y y) 8.4

Adomian polinomlari hesaplanir. Adomian polinomi&m lineer olmayan

formlarda hesaplanabilir. Adomian polinlarinin gefioemu

1d" [ &
A= or {qa(gf uk)Lo h= 0 3.47

seklinde yazilabilir. Ozel olarak A-D-M bir uygularsia gagida verilen bir érnekte
gorelim.

u -u, =0

lineer 1s1 denklemi
u(x,0) = sin@rx)
u@t)=0
u(L,t) = singr)e”™
u,(0,t) = mexpErrt)
kosullari ile verilsin. Bu halde denklemi t gaultusunda ¢ézmek igin
Uy =~ (A - VL, (U,)]

U, = u(x0)

U, =sin(77x)
n=0 icin
0, ==L L ()]
u = -L*[-L(sin(m))]
u ==L [-L(rrcosrx))
u, = -} [-m(-msin(zx))]
u, ==L} 77 sin(rx) |
U, = —sin(rx)(r’t)



elde edilir. Benzegekilde

n=1icin
u, = _Lt_l[_ L, (ul)]
U, ==L [ L, (=sin(m)(7*t)) |
u, ==L*[ - L, (~7rcos@rx)(r’t))]
u, =-L*| -L,(7’tcosrx))]
u, = =L* +7trsin(zx) |
u, = —L;l[n“tsin(nx)}

A t
u, = 77* sin(7rx) >
u :sin(ﬂx)l(nzt)2
2 2

elde edilir. Yine yukardakiiemlere benzegekilde
n=3 igin

u; = -L'- L (u,)]

== L (singo 2 ey )}
0 =L | L, (rcosiox oft)z)}

=L~ sinmo )|

u,=-L" _sin(ﬂx)% nﬁtz}

t3

u, = —sin(ﬂx)%n6 3

u, = —sin(nx)% singr’t )’

Bu sekilde devam edilirse

35
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u(x ) =>" U, (x )= singrx)— sinfrx)¢ ty sin(Tx)% @ t5— singr x% oty

=sin(rx) (- n2t+% (nzt)z—% T1)%+..) 3.48

u(x, t) =sin@rx)(e™) 3.49

elde edilir. Dger bir taraftan x dgrultusundaki ¢6zimu elde etmek igin

U = UEA) L@ €=0) =)

Uy = L[ L(,)]

U, = u(0,t)+ xuy, (0,t)= O+ T 6770 — y= X )
U = LA_l[Lt(Uo)] = L_xl[ L[(Xﬂé"”zt)ﬂ :”[( )ﬂ)(_nz) ‘g—nzt)} dxd
= [[| e d ™ |anare j{ nﬁg'ﬂ X )

_ 3
u =—¢€

u, = LA LWw)]= L;{ L[(—e“”z”%(ﬂx)sﬂ = L;l{nz & 2(m ﬂ

uzzﬂ'nze(_"zt)l(nﬁgdxdﬁj'nz (9(’2‘}773—)(—4 dx 7% €' = nf’—li
6 6 45

L
120(77)()

w=L (LW = L‘:[L{eﬂ o || v e ¥ |
et

u, =-¢e

6
nx dxdxzj -7 & 120]75_)(_6 d
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1 1% 1
u=-7e"t —r= s uyu=-6"— (1Y
3 1200 6 7 4 504(5 )

bulunur. Decomposition serileriningdir terimleri benzegekilde elde edilir.

(3.44) ifadesinde t yoninde hesaplanan terimles y@niinde hesaplanan terimler

yerine yazilirsa

U, =Sin(rx) u, ==sin@x)(’t) u, = —sin(nx)% Tty u, = —sin(nx)% ()’

U, =€ (77%) ulz—e"ﬁ%(ﬂx)3 u;—e‘”“ﬁ)(nx)5 u, =€ ﬂ)(ﬂx)7

X- yonundeki ¢6zim

— R —nztl 3 —zti 5 g 1 VAT
u(xt)=xre™ - & 6(77>)+ g 120(77)( ] 504(;77)x+

2 1 3 1 5 1 7
U(X,t):eﬂz(m_g(ﬂ)g +1—20(7T>) —m(gﬂ)) +...

u(xt) =sin(77x) ™
seklinde bulunur. Bir dier 6rnek olarak
u, =u,, +u

kapall formda lineer i1si denklemi

u(x,0) = cosyx)

u(O,t) = e®™H

u, (0t)=0
problemini g6z 6niine alalim. Burada

- Z% o ::2
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L™= Jt.(.)dt L.~ =|[(.)dxdx

O ey X
O = x

dir. t- ve x- ydnunde ¢c6zumleri bulabilmek igin

u(xt) =u(x0) + L, L, (u(x.t)) + du)],

u(x,t) =u(0,t) + xu, (0,t) + L, [L, (u(x,t) — d(u)],
ifadelerinde bulunan

®(u)=u

ifadesinin Adomian polinomlarini bulahm. Once 6njinde ¢6ziimi elde etmek igin

L (u(xt) = L, (u(x,1)) + ®(u)
esitli ginin her iki taraflnaLt_l ters operator uygulanirsa

L i) = L7 [L uEx ) + o))
bu sitlikten

u(x,t) =u(x0) + L, L, (u(xt) + d(u)]
yazilir. Bglangi¢ kgulundan

U, = u(x,0) = cosgx)

bulunur.

Uy = L7 [L 0O + A

ifadesindeA, Adomian polinomlarini

14"
A“_n!d/]"

[ou(x.t)]

seklinde yazariz. Busdlikte u(x,t) = Zuk (x,t) sonsuz seri formu yerine yazilirsa
k=0

_14d" o an
A, = ar {CD(HZ:;A u(x,t))L:O

esitli gi elde edilir. Buradan Adomian polinomlari
Ay = B(Up) =g

d 1 n d d
A= dT{(D(Z;/] Un)} ) d_/][cb(uo +/]u1)]/1:o = d_/][uo +/]u1]/1:0 U

A=0



1 d? 2, _1d? 1d?
:§W|:q)(§/] Un):|/]:0 _EW[CD(UO +/1u1 +A2U2)]/‘:0 :Ew[uo +Aul +/]2U2 1
1d 1
:Ed_ﬂ[ul +2/]u2]/1=0 :E* 2u2 =U,
_1d q;(i/]“u ) _1a [(D(u +Au, + A°u, + Au )]
3dr®| g v, 3dr s

3
= §ﬁ[u° + Au, + A°u, +/13u3]A:O
———[u +2A u, +31°U ] ——i[

6dA

1
6 dA2 2u, +6/]U3L:o :E* 6u; = U,

seklinde bulunur. Bulunan bu polinomlar yardimi igu,, us,...,u,,... ler

u, = L7 L, (u(x, 1) + Ay

u, = Lt_l_l-x(i u,(x,1) + Ay

U, = Lt_l_l-x(i Uo (X,1)) + Aa_

u, = L, [L, (cosw)) + u, ]
u, = L - 72 (cosgw)) + cosw))]
u, = Lt'l[(l— nz)cos(nx)]

—

j (1- 77%) cosgx)dt

u, = - 77°)(cosx)t | ,

u, = (L- 77°)(cos((x))t

u, = (L- 77°)t cos(x)
:%(1— 77)242 cos(w)

:%(1—772)%3005(77()

39
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seklinde elde edilir. Bu halda (x,t) fonksiyonu

U(x,t) = cosx) + (L- 77°)t cos) +%(1— 72)2t cos() +%(1— 12)°t° COS(K) + ..

= e cospK)
biciminde yazilir. Benzegekilde x yoninde ¢6zimu elde etmek icin sinir

= gt

kosulundan u, yazilir. t- yoninde ¢6zimde elde edilen Adomian

polinomlar kullanilarak

ul = Lx_l—Lt (i un(xlt)) - A\)

u, = I—x_l Lt (i UO(X,'[)) - A\)_

u, =L, |L (") - uol
u, =L |@-72)e* ™" - )‘J
u, = L e - 2 1))

u =L" _e(l'”z)t (—772)]

u, = ” e (=7 )dxdx
00

U, :j e (=72 xdX
0

2
TX _
u, = _( ) e(l )t

2
W = (775()4 et
ST
- _ (7%)° et
s 6

u(xt) = et - ®° 7t 4 (m* et _ (7%)° Q&N 4

=% cos(r)

¢6zUmu elde edilir.



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1.Sayisal Sonuclar ve Grafiksel Ogerlendirmeler
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Cizelge 4.1t=0.25 icin Taylor ve KisitlanmiTaylor yontemlerine ait sonugclar.

T ._.. 1 Kisitlanm Kisitlanm
Analitik C6zun] Taylor QozumTavlor Ct‘)zfln Taylor Hata Taylor Hai

0 0 0 0 0 0

0.1 0.026206179 0.026421182 0.026219744 0.00021%004 0@B3B6609
0.2 0.049847112 0.050260744 0.049871401 0.000408$962 0@rA4838382
0.3 0.068608664 0.0691715%2 0.068641¢78 0.00056%888 0@3301442
0.4 0.0806543221 0.081316037 0.080692¢30 0.00066}1715 0@B830834
0.5 0.084804972 0.085500741 0.084844825 0.00069%768 0@B985238
0.6 0.080654322 0.081316087 0.080691817 0.000661715 0@BIA9547
0.7 0.068608664 0.0691715%2 0.0686403133 0.00056%2888 0@BAA6927
0.8 0.049847112] 0.050256074 0.049869485 0.000408962 0@A3728(Q
0.9 0.026206179 0.026421182 0.026217369 0.00021%004 0@10A9158
1 0 0 0 0 0

0.090 4
0.080 -
0.070 A
0.060 -
0.050 -
0.040 -
0.030 A
0.020 A
0.010 A

—&— Analitik C6ziim —#— Taylor C6zim —a&— Kisitlanmis Taylor C6zUm

X 0

Grafik 4.1 Taylor ile KisitlanmgiTaylor ydntemlerine ait grafik

0.1

0.2 0.3

0.4 0.5

0.6

0.7

0.8 0.9
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Cizelge 4.21=0.33 icin Taylor ve KisitlanmiTaylor yontemlerine ait sonuclar.

(h=0.1)

x  |Analitik Cozun] Taylor Cozum K|S|tlanfm.§. Taylor Hata Kisitlanms
Taylor Cozin Taylor Hat:

0 0 0 0 0 0

0.1 | 0.011898674 0.0120277¢0 0.011904832 0.00021%004 0@OBA5956

0.2 | 0.02263262Q0 0.022878046 0.022643739 0.00040$962 0@1001892

0.3 | 0.031151129 0.0314889%8 0.0311663183 0.00056%888 0@1A@98990

0.4 | 0.036620349 0.0370174%5 0.036637§41 0.00066}1715 0@1G39354

0.5 | 0.0385049173 0.0389224%6 0.038523(007 0.00069%768 0@1809460

0.6 | 0.036620349 0.0370174%5 0.036637372 0.00066}1715 0@1@02448

0.7 | 0.031151129 0.0314889%8 0.031165417 0.00056%888 0@1428834

0.8 | 0.02263262Q0 0.022878046 0.022642F78 0.00040$962 0@1005817

0.9 | 0.0118986724 0.0120277¢0 0.011903f54 0.00021%004 0@OG08144

1 0 0 0 0 0

—o— Analitik Cozim —8— Taylor C6zUm —&— Kisitlanmis Taylor C6ziim

X 0
Grafik 4.2 Taylor ile KisitlanngiTaylor ydontemlerine ait grafik

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6 0.7

0.8 0.9




Cizelge 4.3t=0.5 icin Taylor ve KisitlanmiTaylor yontemlerine ait sonuclar.

43

(h=0.1)
P, ... | Kisitlanm Kisitlanm

X |Analitik Cozun] Taylor COZUA]TavIor C(‘jz_an Taylor Hata Tavior Hafe

0 0 0 0 0 0

0.1 | 0.002222414 0.002259041 0.002223365 0.00003¢616 0@OQAA50471
0.2 | 0.004227283 0.004296932 0.004229360 0.000069649 0@WORO7677
0.3 | 0.005818356 0.005914219 0.0058213156 0.00009%4863 0@OQT9979
0.4 | 0.006839888 0.006952541 0.0068433136 0.000112694 0@OBQ4874
0.5 | 0.007191883 0.007310377 0.007195363 0.000114493 0@OBA37969
0.6 | 0.006839888 0.006952541 0.006843¢67 0.000112694 0@OBA798(
0.7 | 0.005818355 0.005914239 0.005821¢25 0.00009%863 0@ORG6875
0.8 | 0.004227283 0.004296932 0.0042293180 0.000069649 0@OAB9733
0.9 | 0.002222414 0.002259041 0.002223363 0.00003¢616 0@O094910
1 0 0 0 0 0

—— Analitik CozUm —8— Taylor C6ziim —&— Kisitlanmis Taylor C6ziim

X 0] 0.1 0.2 0.3 0.4 05, 06 07. 08
Grafik 4.3 Taylor ile KisitlanngiTaylor yontemlerine ait grafik

0.9
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Cizelge 4.4t=0.75 icin Taylor ve KisitlanmiTaylor yontemlerine ait sonuclar.
(h=0.1)

PR ... | Kisitlanm Kisitlanm

X |Analitik Cézun] Taylor gozurI]Tavlor Cé;?]n Taylor Hata Taylor Hath

0 0 0 0 0 0

0.1 | 0.000188472] 0.000193149 0.000188369 0.000004677 0@OO09757
0.2 | 0.000358495 0.000367391 0.000358¢71 0.000004896 0@OOQA7612
0.3 | 0.00049342¢6 0.000505640 0.000493¢63 0.000012245 0@OOQ3744
0.4 | 0.00058005¢ 0.000594441 0.000580332 0.000014394 0@OOA755]
0.5 | 0.000609907] 0.000625043 0.0006103194 0.00001%135 0@OOQ8661
0.6 | 0.00058005¢ 0.000594441 0.000580326 0.000014394 0@OOQ6964
0.7 | 0.000493255 0.000505640 0.000493¢52 0.000013245 0@OOR2632
0.8 | 0.000358495 0.000367391 0.000358¢56 0.000008896 0@OOA6090
0.9 | 0.000188472] 0.000193149 0.000188%55 0.000004677 0@OO08049
1 0 0 0 0 0

—o— Analitik Cozim —8— Taylor Cozim —— Kisitlanmig Taylor C6zim

X 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Grafik 4.4 Taylor ile KisitlanmiTaylor yontemlerine ait grafik
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Cizelge 4.5=0.25 iginH:% C-N ve K-C-N yontemlerine ait sonuclar. (h=0.1)

Analitik Cozunm C-N Cozumj K-C-N Cozijn  C-N Hata K-C-Ntda

0 0 0 0 0 0

0.1 | 0.026206178 0.0266893¢7 0.026206179 0.00048§189 0@MO000093
0.2 | 0.049847112 0.0507661132 0.049847114 0.000919080 0@OOO0L77
0.3 | 0.068608664 0.069873669 0.068608¢66 0.00126%005 000000247
0.4 | 0.080654327 0.0821414%5 0.080654325 0.00148]103 0@0000291
0.5 | 0.084804977 0.0863686¢5 0.084804975 0.00156$633 0@O000306
0.6 | 0.080654327 0.0821414%5 0.080654325 0.00148]103 0@O000289
0.7 | 0.068608664 0.0698736¢9 0.068608466 0.00126$005 0M0000243
0.8 | 0.049847112 0.0507661132 0.049847114 0.000919080 0@ODO0176
0.9 | 0.026206179 0.0266893$7 0.026206179 0.000485189 0@I00009S
1 0 0 0 0 0

—e— Analitik Coziim ——C-N Coziim ——K-C-N C6ziim

X

0

01 02 03 04 05 06 07 08 09
Grafik 4.5 C-N ile K-C-N yontemlerine ait grafik
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Cizelge 4.6t=0.33 i(;iné?:% C-N ve K-C-N yontemlerine ait sonuclar. (h=0.1)

Analitik Cozun] C-N Cozum| K-C-N Cozijn  C-N Hata K-C-N tda
0 0 0 0 0
0.1 | 0.011898672 0.0121891}5 0.011898¢73 0.00029¢442 0@OO00054
0.2 | 0.02263262Q0 0.023185074 0.022632¢21 0.00055%454 0@OO00105
0.3 | 0.03115112§ 0.0319115}6 0.0311513130 0.00076¢388 0@OO00147
0.4 | 0.03662034 0.037514287 0.036620350 0.000893889 0@OO00172
0.5 | 0.038504912 0.039444893 0.038504914 0.00093$891 0@OO00181
0.6 | 0.036620348 0.037514287 0.036620349 0.000893889 0@OO00172
0.7 | 0.03115112§ 0.0319115}6 0.0311513130 0.00076¢388 0@OO00144
0.8 | 0.0226326200 0.023185074 0.022632¢21 0.000552454 0@OO00104
0.9 | 0.011898672 0.0121891}5 0.011898¢73 0.00029¢442 0@OO00059
1 0 0 0 0 0

0.000 - | \

—— Analitik C6zim —# C-N CO6zUm —4— K-C-N C6zim

x 0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9
Grafik 4.6 C-N ile K-C-N yontemlerine ait grafik
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Cizelge 4.7t=0.5i¢cin @ :% C-N ve K-C-N yontemlerine ait sonuclar. (h=0.1)

x  |Analitik Cozin] C-N Cozumj K-C-N C6éziumm  C-N Hatg K-C-N tda
0 0 0 0 0 0

0.1 | 0.002222414 0.0023051%3 0.002222414 0.00008%709 0@OO00015
0.2 | 0.004227283 0.0043846¢5 0.004227283 0.00015]322 0@0000029
0.3 | 0.00581835 0.0060348$1 0.005818356 0.00021$535 0@OO0004(]
0.4 | 0.006839888 0.007094440 0.006839388 0.000254553 0@OO0004§
0.5 | 0.007191883 0.007459536 0.007191484 0.000261653 0@OOO005Y
0.6 | 0.006839889 0.007094440 0.006839888 0.000254553 0@OO00048
0.7 | 0.005818355 0.0060348%1 0.005818356 0.00021$535 0@O00004 1]
0.8 | 0.004227283 0.0043846(5 0.004227283 0.000157322 0@O00003(
0.9 | 0.002222414 0.0023051%3 0.002222414 0.00000$271 0@OO0001§
1 0 0 0 0 0

—e— Analitik Coziim —8— C-N C6zim —a— K-C-N Coziim

Grafik 4.7 C-N ile K-C-N yontemlerine ait grafik
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Cizelge 4.81=0.75 igin0=% C-N ve K-C-N yontemlerine ait sonuclar. (h=0.1)

Analitik Cozunm C-N Co6zim| K-C-N Coézijn  C-N Hatal K-C-N tda
0 0 0 0 0
0.1 | 0.000188474 0.000199090 0.000188472 0.00001¢619 0@OOO0002
0.2 | 0.000358499 0.000378692 0.000358495 0.00002¢198 0@OOO0004
0.3 | 0.00049342¢ 0.000521235 0.000493426 0.000027800 0@OOO000H
0.4 | 0.00058005¢4 0.000612737 0.000580¢57 0.000032680 0@OOO000K
0.5 | 0.000609907] 0.000644270 0.000609908 0.000034362 0@OOO0004
0.6 | 0.00058005¢4 0.000612737 0.000580957 0.000032680 0@OOO0004F
0.7 | 0.000493254 0.000521235 0.000493426 0.000027800 0@OOO000H
0.8 | 0.000358499 0.000378692 0.000358495 0.00002¢198 0@OOO0004
0.9 | 0.0001884724 0.000199090 0.000188472 0.00001¢619 0@OOO0002
1 0 0 0 0 0

—&— Analitik Cozum —8— C-N COzum —a— K-C-N COzim

Grafik 4.8 C-N ile K-C-N yontemlerine ait grafik

0.1

02 03

04 05

06 0.7

08 0.9




49

Cizelge 4.9t=0.25 i¢in Taylor , C-N ve A-D-M yontemlerine a@bnuclar.

X Analitik Cézim | Taylor Cézim C-N C6zim éo[lul\ﬁln
0 0 0 0 0
0.1 0.026206178 0.026421182 0.0266893670 026206178
0.2 0.049847112 0.050260744 0.0507661920 049847113
0.3 0.068608664 0.069171552 0.0698736690 068608664
0.4 0.080654322 0.081316037 0.0821414250 080654323
0.5 0.084804972 0.085500741 0.0863686(Q50 084804972
0.6 0.080654322 0.081316037 0.0821414250 080654323
0.7 0.068608664 0.069171552 0.0698736690 068608664
0.8 0.049847112 0.050256074 0.0507661920 049847113
0.9 0.026206178 0.026421182 0.0266893670 026206178
1 0 0 0 0
—— Analitik C6zUm
—&— Taylor C6zum
—>—C-N C6zUm
0.100 -

——A-D-M C6ziim

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Grafik 4.9 Taylor, C-N ve A-D-M ¢ozumlerine ait grafik
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Cizelge 4.10=0.33 icin Taylor,C-N ve A-D-M yontemlerine abrsuclar. (h=0.1)

(N=20).
Analitik Cozim Taylor Cozim C-N C0Ozim A-D-M Cozy
0 0 0 0
0.1 0.011898672 0.012027700 0.01218911b 0.011513591
0.2 0.02263262 0.022878046 0.02318507# (.02190015
0.3 0.031151128 0.031488928 0.03191151p 0.030142973
0.4 0.036620348 0.037017455 0.03751423) 0.035435188
0.5 0.038504912 0.038922456 0.039444808 .037258765
0.6 0.036620348 0.037017455 0.03751423) 0.035435188
0.7 0.031151128 0.031488928 0.03191151p 0.030142973
0.8 0.02263262 0.022878046 0.02318507# (.02190015
0.9 0.011898672 0.012027700 0.01218911pb 0.011513591
1 0 0 0 0
—— Analitik C6zUm
—&— Taylor C6zim
—%— C-N Co6zim
0.045 +

—+— A-D-M Cézim

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Grafik 4.10 Taylor, C-N ve A-D-M c¢ozumlerine ait grafik

m
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Cizelge 4.11t=0.5 icin Taylor , C-N ve A-D-M yontemlerine abnuclar . (h=0.1)
(N=20)

X Analitik Coziim | Taylor Céziim C-N Cozim éozul\fn

0 0 0 0 0
0.1 | 0.002222414 |  0.002259031 0.00230512B0 002224200
02 | 0.004227283 |  0.004296932 0.004384606 ( 00423069
0.3 | 0.005818356 |  0.005914219 0.00603489L 00582303"
0.4 | 0.006839888 |  0.006952581 0.00709444 (, 00684539¢
05 | 0.007191883 |  0.007310377 0.00745953B0 007197684
0.6 | 0.006839888 |  0.006952581 0.00709444 ( 00684539¢
0.7 | 0.005818355 |  0.005914219 0.00603489ML0 005323031
0.8 | 0004227283 |  0.004296932 0.00438460b0 004230690
0.9 | 0002222414 |  0.00225903] 0.00230512B0 002224200
1 0 0 0 0

—&— Analitik C6zUm
—&— Taylor C6zum
—*—C-N Cozim
—+— A-D-M C6zim

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Grafik 4.11 Taylor, C-N ve A-D-M ¢6zumlerine ait grafik
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Cizelge 4.12t=0.25 icin Kisitlanmy Taylor, K-C-N ve A-D-M ydntemlerine ait

sonuglar. (h=0.1)

x | Analitik Cziim | K-Taylor Céziin] K-C-N Coziim éol:;uMm

0 0 0 0 0
0.1 | 0026206178 |  0.026219744 0.02620617D0 026206178
02 | 0049847112 |  0.049871601 0.0498471140 049847113
03 | 0068608664 |  0.068641678 0.06860866b0 068608664
04 | 0080654322 0.08069263 0.080654325 0 080654323
05 | 0084804972 |  0.084844825 0.0848049750 08480497
0.6 | 0080654322 |  0.080691817 0.0806543250 030654323
0.7 | 0.068608664 |  0.068640133 0.06860866B0 053608664
0.8 | 0049847112 |  0.049869485 0.0498471100 049847113
09 | 0026206178 |  0.026217369 0.02620617Pg 026206178

1 0 0 0 0

—&— Analitik C6zUm
—A— Kisitlanmig Taylor
—%—K-C-N C6zUm
—+— A-D-M Cozim

0 01 02

04 05 0.6

0.8 0.9

Grafik 4.12 Kisitlanmig Taylor, K-C-N ve A-D-M

¢bzumlerine ait grafik

1
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Cizelge 4.13t=0.33 icin Kisitlanmy Taylor, K-C-N ve A-D-M ydntemlerine ait

sonugclar. (h=0.1) (N=20)

x | Analitik Cozim | K-Taylor Coziim] K-C-N Coziim éoDzulYln

0 0 0 0 0

0.1 0.011898672 0.011904832 0.01189867Bp 011513591
0.2 0.02263262 0.022643739 0.022632621 .02190015
0.3 0.031151128 0.031166183 0.03115113 9.030142973
0.4 0.036620348 0.036637741 0.03662039 . 035435189
0.5 0.038504912 0.038523007 0.0385049110 037258765
0.6 0.036620348 0.036637372 0.03662034Pg 035435188
0.7 0.031151128 0.031165417 0.03115113 . 030142973
0.8 0.02263262 0.022642778 0.022632621 002190015
0.9 0.011898672 0.011903754 0.01189867Bp 011513591
1 0 0 0 0

—&— Analitik C6zUm
—&— Kisitlanmis Taylor
—¢— K-C-N Co6zum
—+— A-D-M C6zUm

0O 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

Grafik 4.13 KisitlanmigTaylor, K-C-N ve A-D-M

cbzlimlerine ait grafik
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Cizelge 4.14=0.5 icin Kisitlanmy Taylor, K-C-N ve A-D-M ydntemlerine ait

sonuclar. (h=0.1) (N=20)

Analitik Cozim | K-Taylor Cozum K-C-N Cozim | A-D-M Cozum
0 0 0 0
0.1 0.002222414 0.002223565 0.00222241% 0.002224200
0.2 0.004227283 0.00422936 0.004227288 0.004230690
0.3 0.005818356 0.005821156 0.00581835p .005823035
0.4 0.006839888 0.0068431364 0.00683988B 0 006845399
0.5 0.007191883 0.007195263 0.00719188% 0.007197684
0.6 0.006839888 0.006843067 0.00683988B 0.006845399
0.7 0.005818355 0.005821025 0.00581835p .005823035
0.8 0.004227283 0.00422918 0.004227288 0.004230690
0.9 0.002222414 0.002223363 0.002222414 0.002224200
1 0 0 0 0

—&— Analitik C6zUm
—A— Kisitlanmig Taylor
—*%—K-C-N Cozum
—+—A-D-M G6ziim

0 0.1 0.2
Grafik 4.14 KisitlanmigTaylor, K-C-N ve A-D-M ¢dzumlerine

ait grafik

03 04 05 06 0.7

08 0.9
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5. SONUCLAR VE TARTI SMA

Bu cajmada bircok sonlu fark yontemi ile birlikte Adomiagrstirma
yontemi bir boyutlu parabolik kismi diferansiyelrdgeme uygulannstir. Bu tip
denklemler icin geiitirilen algoritmalarin problemlerin ¢bzimunde atkibnuglar
verdigi gozlenmitir.

Yontem hata acisindan ele aimtla burada gaidiirilen yontemlerin hata
orani dger klasik yontemlerle karastirildiginda benzer sonuclar elde edgtii

Ileride uygulanacak camalarin bu yonde gatirilmis algoritmalardan ve

kolay hesaplama tekniklerini beraberinde getigedéstinilmektedir.
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EKLER

Ek 1 : Taylor yontemi igcn Maple V Programi

restart;

n:=10;
h:=evalf(1/n);
dx:=evalf(1/n);
k:=evalf(1/n"3);
dt:=evalf(1/n"3);
r:=k/h"2;
x:=arrray(1..11);
X[1]:=0;

for i from 1 to 10 do
X[i+1]:=x[i]+dx od:

t:=array(1..1001);

t[1]:=0;

for i from 1 to 1000 do
t[i+1]:=t[i]+dt od:
u:=array(1..1001,1..11);
f:=(t,x)->sin(Pi*x)*exp(-t*Pi*2);
forito 1001 do

forjto 11 do
u[i,jl:=evalf(f(t[i],x[j])) od;

od,;
yak:=array(1..1001,1..11);
g:=(x,t)->sin(Pi*x);

forifrom 1 to 11 do
yak[1,i]:=evalf(g(x[i],t[1])) od;
for j from 1 to 1001 do
yak[j,1]:=0 od:

57
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gl1:=(x,t)->sin(Pi)*exp(-t*Pi"2);

for j from 1 to 1001 do

yak][j,11]:=evalf(g1(x[11],t[j])) od:

for i to 1000 do

for j from 2 to 10 do
yak[i+1,j]:=r*yak[i,j+1]+(1-2*r)*yak][i,j]+r*yak[i, j-1] od;
od,;

for z from 1 to 1001 do

print(z*dt,yak[z,1],yak[z,2],yak([z,3],yak[z,4],yak[5],yak[z,6],yak[z,7],yak[z,8],yak
[z,9],yak[z,10],yak[z,11]) od;
with(linalg):
hata:=array(1..1001,1..11);
yakl:=array(1..1001,1..11);
hatal:=array(1..1001,1..11);
forito 1001 do

forjto 11 do
yaka1[i,j]:=-yak]i,j] od; od;
forito 1001 do

forjto 11 do
hatal[i,j]:=evalf(uli,j]) od;od;
for b to 1001 do

print(b*dt,hatal[b,1],hatal[b,2],hatal[b,3],hatadfthatal[b,5],hatal[b,6],hatal[b,7
],hatal[b,8],hatal[b,9],hatal[b,10],hatal[b,11]) od

hata:=(matadd(yak1,hatal)):

for b to 1001 do

print(b*dt,hata[b,1],hata[b,2],hata[b,3],hata[bt¥ta[b,5],hata[b,6],hata[b,7],hata[b,
8],hata[b,9],hata[b,10],hata[b,11]) od;

with(plots):
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tA:=plot([[0,yak[10,1]],[0.1,yak[10,2]],[0.2,yak[183]],[0.3,yak[10,4]],[0.4,yak[10,5]
1,[0.5,yak[10,6]],[0.6,yak[10,7]],[0.7,yak[10,8]P[8,yak[10,9]],[0.9,yak[10,10]],[1,y
ak[10,11]]],colour=red);

display({tA});

tB:=plot([[0,u[10,1]],[0.1,u[10,2]],[0.2,u[10,3]]Q.3,u[10,4]],[0.4,u[10,5]],[0.5,u[ 10,
6]],[0.6,u[10,7]],[0.7,u[10,8]],[0.8,u[10,9]],[0.8]10,10]],[1,u[10,11]]],colour=blue,s
tyle=point);

display({tB});

display({tA,tB});



Ek 2 :C-N yontemi icin Maple V Programi
restart;

n:=10;

dx:=evalf(1/n);

h:=evalf(1/n);

dt:=evalf(1/n"2);
k:=evalf(1/n"2);

r:=k/h"2;

x:=array(1..11);

X[1]:=0;

for i to 10 do x[i+1]:=x[i]+dx od;
t:=array(1..101);

t[1]:=0;

for i to 100 do t[i+1]:=t[i]+dt od;
theta:=1/2;
f:=(x,t)->exp(-t*Pi*2)*sin(Pi*x);
tam:=array(1..11,1..101);
forito 11 do

forjto 101 do
tamli,j]:=evalf(f(x[i],t[j])) od;

od,;

g:=(x,t)->sin(Pi*x);
yak:=array(1..11,1..101);

for j to 101 do yak][1,j]:=0 od:
h:=(x,t)->exp(-t*Pi*2)*sin(Pi);
forito 11 do

forjto 101 do
yak[11,j]:=evalf(h(x[i],t[j])) od;
od,;

for i from 2 to 10 do yak[i,1]:=evalf(g(x[i])) od;

b:=array(1..9);
a:=array(1..9,1..9);

60
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forito 9 do for j to 9 do a]i,j]:=0 od; od;
for i to 9 do a[i,i]:=1+2*r*theta od;

for i to 8 do a[i,i+1]:=-r*theta od;

for i to 8 do a[i+1,i]:=-r*theta od;
print(a);

with(linalg):

for j from 2 to 101 do

forito 9 do
b[i]:=(1-theta)*r*yak]i,j-1]+(1-2*r*(1-theta))*yaKi+1,j-1]+(1-theta)*r*yak[i+2,j-1]
od;

uc:=linsolve(a,b);

for i from 2 to 10 do yak([i,j]:=uc]i-1] od;
od:

hata:=array(1..11,1..101);
taml:=array(1..11,1..101);

forito 11 do

for jto 101 do

tam1l[i,j]:=-tam([i,j] od;od;
hata:=matadd(taml,yak):

for z from 1 to 80 do

print(z*dt,yak[1,z],yak[2,z],yak[3,z],yak[4,z],yak[z] yak[6,z],yak[7,z] yak[8,z],yak
[9,z],yak[10,z],yak[11,z]) od;
for z from 1 to 80 do

print(z*dt,tam[1,z],tam[2,z],tam[3,z],tam[4,z],taB)g],tam[6,z],tam[7,z],tam[8,z],ta
m[9,z],tam[10,z],tam[11,z]) od;

for z from 1 to 80 do

print(z*dt,hata[1,z],hata[2,z],hata[3,z],hata[4tEta[5,z],hata[6,z],hata[7,z],hata[8,z]
,hata[9,z],hata[10,z],hata[11,z]) od;
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with(plots):

ta:=plot([[0,tam[1,101]],[0.1,tam[2,101]],[0.2,ta®[L01]],[0.3,tam[4,101]],[0.4,tam[
5,101]],[0.5,tam[6,101]],[0.6,tam[7,101]],[0.7,ta®101]],[0.8,tam[9,101]],[0.9,tam][
10,101]],[1,tam[11,101]]],style=line,color=black):

display(ta);

tb:=plot([[0,yak[1,101]],[0.1,yak[2,101]],[0.2,yaR[101]],[0.3,yak[4,101]],[0.4,yak[
5,101]],[0.5,yak[6,101]],[0.6,yak[7,101]],[0.7,yak[LO1]],[0.8,yak[9,101]],[0.9,yak[
10,101]],[1,yak[11,101]]],style=point,color=black):

display(tb);

display({ta,tb});
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