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1.GİRİŞ

1.1 Ön Bilgiler

Ortogonal polinomlar, ortogonal polinomlar adı altında olmasa bile 19.

yüzyılda sonsuza giden kesir ve moment problemlerinde kullanılmaya başlandı.

Ortogonal teorisi de tellerin titreşimi ile ilgili tartışmalarla ortaya çıktı. Bu

polinomların kullanım alanları zamanla genişledi; özellikle günümüzde

bilgisayarların gelişi ile araştırma alanları hızla arttı. Ortogonal polinomların

uygulama alanı ise matematiksel fizik, mühendislik, bilgisayar bilimleri olup

matematiğin de aktif bir araştırma alanıdır. Bu alanlardaki problemlerin

matematiksel modelleri adi ve kısmi diferansiyel denklemler ile integral denklemler

olur. Bu tip denklemlerin bazıları elementer yöntemlerle çözülebilir; fakat çoğunun

tam çözümlerinin bulunması ya çok zor ya da mümkün değildir. Bu durumlarda

genellikle seri çözümlere başvurulur. Bu seriler, klasik ortogonal polinomlar veya

özel fonksiyonlar olan Chebyshev, Legendre, Laguarre, Hermite, Bessel ve

Bernstein polinomlarına veya fonksiyonlarına dayalı serilerdir.

1.2 Ortogonal Polinomların Tanımı

W(x), x reel değişkenli negatif olmayan bir reel fonksiyon; ( a ,b ),

x-ekseninde sabit bir aralık;

n=0,1,2,3,… için

n ()
b

a

x w x dx
integrali mevcut ve

()
b

a

w x dx
integrali pozitif olsun. Buna göre, aşağıdaki koşullarla tek olarak belirlenen bir

1(), (),..., (),...o nP x P x P x

polinomlar dizisi vardır:
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1. ()nP x , n. dereceden bir polinomdur ve bu polinomdaki nx in katsayısı

pozitiftir.

2. 1(), (),..., (),...o nP x P x P x ortonormaldir;

yani,

0,
()()()

1,

b

n m
a

m n
P x P x W x dx

m n


  


Bu durumda, ()nP x polinomlarına, W(x) ağırlık fonksiyonuna göre, (a ,b)

aralığında bir ortogonal polinom sistemi denir.

1.3. Sturm-Liouville Sınır-Değer Problemi ve Ortogonallik

Bir a xb aralığında

 ()()()0d dyp x q x r x y
dx dx

      

diferansiyel denklemi ve

()'()01 2
()'()01 2

a y a a y a

b y b b y b

 

 

sınır koşullarından oluşan sisteme Sturm-Liouville sınır-değer problemi denir.

Burada p(x)>0, q(x) ve r(x)>0 (ağırlık fonksiyonu) verilen fonksiyonlar; , ,1 2 1a a b

ve 2b verilen sabitler;  özdeğeri belirsiz bir parametredir. Sturm-Liouville sınır-

değer probleminin sıfır olmayan ()xn , n=1,2,3… çözümleri, yalnız n , n=1,2,3…

özdeğerlerinde vardır ve ()xn ’e özfonksiyon denir.

Bir Sturm-Liouville sınır-değer probleminin özdeğerleri negatif olmayan

reel sayılardır. Ayrıca ()xn özfonksiyonları r(x) ağırlık fonksiyonuna göre herbiri

diğerine ortogonaldir:

b
r(x)()()0m x x dxn
a

   , m n ; , 1, 2,3...m n 
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()xn çözümler kümesi, a ≤x≤b aralığında bir tam ortogonal fonksiyonlar

kümesidir. Dolayısıyla, parçalı sürekli bir f(x) fonksiyonu,

1

(), ()
()

()() ,
2

n n
n

f x f x sürekli iken
c x

f x f x süreksizlik noktalar

ında




 



 






()()()

()()()

b

n
a

n b

n n
a

r x f x x dx
c

r x x x dx



 





olacak şekilde, ()n x , n=1,2,3,… cinsinden ifade edilebilir. Tamlık, parçalı sürekli

bir fonksiyonun özfonksiyonları cinsinden belirlenmesine izin verir ki bu esnada

ortogonallik tek ve kompakt olmasına izin verir. Ayrıca, ortogonal serilerin en

kullanışlı seriler olduğu gösterilebilir. Bu özellikler, klasik sin nx ve cos nx

Fourier serilerini tam ortogonal ()n x serilerine geneller. Böyle serilere

genelleştirilmiş Fourier serileri adı verilir. Genel Fourier serileri ile elde edilen

çözüm yöntemine özfonksiyon açılım yöntemi adı verilir ki; bu kısmi diferansiyel

denklemleri çözmede önemli bir tekniktir.

Genelleştirilmiş Fourier seri örnekleri Bessel, Bernstein gibi

fonksiyonlarda ve Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite gibi ortogonal

polinomlarda bulunabilir. Bu polinomların her birisi, farklı koordinatlarda veya

koşullarda tam ortogonal bir kümeyi temsil eder ve Sturm-Liouville sınır değer

probleminin bir özel hali olarak gözönüne alınabilir.

1.4.Problemin Tanıtılması

Bu çalışmada önce, Taylor, Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite,

Bessel ve Bernstein polinomlarının veya özel fonksiyonlarının önemli özellikleri ve

rekürans bağıntıları, matris formlarına dönüştürülmüş ( Sezer, 1994; Sezer, 1996;

Sarı, 2009; Albayrak, 2007; Kabakçı, 2007; Akgönüllü, 2008; Yüzbaşı, 2008 ) ve
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aralarındaki matris bağıntıları bulunmuştur. Daha sonra, bu bağıntılar yardımı ile,

yüksek mertebeden sabit katsayılı

()

0
()()

m
k

k
k
p y x g x





diferansiyel denkleminin (1.1)
1

()()

0
(()()), 0,1,2,..., 1

m
k k

jk jk j
k
a y a b y b j m





    (1.2)

koşullarına göre yaklaşık çözümleri,

()nF x ortogonal polinomlar veya özel fonksiyonlar olmak üzere,

0
()(),

N

n n
n

y x f F x a x b


   (1.3)

kesilmiş seri formunda araştırılmıştır.

Burada kp , a , b , jka , jkb ve j uygun sabitler; g(x) , a ≤x≤b aralığında

sürekli fonksiyonlar; nf bulunması gereken polinom katsayılarıdır.

Verilen (1.1) denkleminin (1.2) koşullarına göre (1.3) kesilmiş seri

çözümünü bulmak için son yıllarda verilen Taylor matris yöntemleri ( Sezer, 1994;

Sezer, 1996; Nas vd, 2000; Yalçınbaş vd, 2002 ) ve Chebyshev matris yöntemleri

( Sezer vd, 1996; Akyüz, 1999; Akyüz, 2000 ) geliştirilerek ‘pratik bir matris

yöntemi’ sunulmuştur.
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2.POLİNOMLAR VE MATRİS ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde Taylor, Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite, Bessel ve

Bernstein polinomları ve bunlara dayalı kesilmiş serilerin matris gösterimleri elde

edilecektir.

2.1 Taylor Polinomları ve Serilerinin Matris Özellikleri

Bir y(x) fonksiyonunun a ≤x≤b aralığında sürekli olduğunu ve x=c noktasında

()

0

()()(), ,
!

nN
n

n n
n

y cy x y x c y a c b
n

    

kesilmiş Taylor serisinde yazılabildiğini kabul edelim. Bu durumda y(x) fonksiyonu

 ()(),y x X x Y a x b  (2.1)

2()1 ()(). . . () NX x x c x c x c     

 TNyyyyY 210

matris formunda yazılabilir ( Sezer, 1994; Yalçınbaş, 2002; Günsu, 2005 ).

Ayrıca (2.1)’in x’e göre birinci türevi
(1)(1)()()y x X x Y

() TX x B Y

ve yüksek mertebeden türevleri
(2)(1)2()()()() T Ty x X x B Y X x B Y 

(3)(1)2 3()()()()() T Ty x X x B Y X x B Y 

.

.

.
() ()()()k T ky x X x B Y (2.2)

olarak elde edilir. Burada (1) ()X x ve ()X x matrisleri arasında
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























0N...000

00...020
00...001
00...000



B

olmak üzere
(1) ()()() TX x X x B (2.3)

bağıntısının var olduğu bilinmektedir ( Yalçınbaş, 2006; Sezer, 2002 ).

2.2 Chebyshev Polinomları ve Serilerinin Matris Özellikleri

Ortogonal polinomların en sık kullanılanlarından birisi -1≤x≤1 aralığında

()cos ,nT x n cosx 

ile tanımlanan birinci tip Chebyshev polinomlarıdır ve x’e göre n. dereceden bir

polinomdur. ()nT x ve x’in kuvvetleri arasında

2 2 1
2

0

2
2 ()

n
n n

j
j

n
x T x

n j
 



 
   



2 1 2
2 1

0

2 1
2 ()

n
n n

j
j

n
x T x

n j
 




 
   



bağıntıları vardır ve kesme sınırı N olmak üzere, bunlar

()()T TX x DT x veya ()() TX x T x D (2.4)

2()1 . . . , 1 1NX x x x x x     

0 1 2
()()()()... () NT x T x T x T x T x   



7

matris formunda yazılabilir; burada D matrisi ( Sezer, 1996; Sezer, 1999; Akyüz,

1999 ; Albayrak, 2007 )

N tek ise ;

1

0

1 1

1 1

0
01 0 0 . . . 0 0

2 2
1
0

0 0 . . . 0 0
2

2 2
1 01 0 . . . 0 0

2 2 2
. . . .
. . . . . . .
. . . .

1
020 0 . . . 0

2 2N N

D

N
NN

 

  
  

  
 
      
 
 
    
    

    
 
 
 
 
 
 
               
 
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N çift ise;

1

0

1 1

1 1 1

0
01 0 0 . . . 0 0

2 2
1
0

0 0 . . . 0 0
2

2 2
1 01 0 . . . 0 0

2 2 2
. . . .
. . . . . . .
. . . .

2
01 2 20 . . . 0

2 2 2 2N N N

D

N N
NN N



  

  
  

  
 
      
 
 
    
    

    
 
 
 
 
 
 
                       
 

olur.

Diğer yandan (2.4) matris denklemi
1()()() TT x X x D 

olarak ve bunun k. türevi (2.2) bağıntısı yardımıyla
()1 ()()()(), 0,1,2,3...k T k TT x X x B D k  (2.5)

olarak yazılabilir.

Bir y(x) fonksiyonunun kesilmiş Chebyshev seri açılımı, N kesme sınırı olmak

üzere,

0
()()

N

n n
n

y x a T x


 , 1 1x  

ve matris biçimi ile türevleri, (2.5) den
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 ()()y x T x A

=X(x) 1() TD  A
()1 ()()()()k T k Ty x X x B D A (2.6)

A= 0 1
1 . . .
2

T

Na a a 
  

olur.

2.3 Legendre Polinomları ve Serilerinin Matris Özellikleri

Ortogonal polinomların diğer önemli bir kümesi, w(x)=1 ağırlık

fonksiyonuna göre -1≤x≤1 aralığında ortogonal olan

 0 1(), (),..., (),...nP x P x P x Legendre polinomları kümesidir. nP (x) Legendre

polinomları, n=0,1,2,… için

22
2

0

2 21()(1)
2

n
n

k
n n

k

n n k
P x x

k n

 
   



  
    

  


,  n iftse
2

12 ,  n tekse
2

n çn
n


       


biçiminde tanımlanır ( Kabakçı, 2007 ).

Kesme sınırı N için bu polinomlar,

 0 1()()(). . . () NP x P x P x P x

2()1 . . . NX x x x x   

olmak üzere,

()() TP x X x M (2.7)

matris formunda yazılabilir; burada M matrisi aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.
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N tek için;

0

0

0

1

1 0

2 2

1

3

2
2 2

0 0(1) 0 0 . . . 0
0 02

1 2(1)0 0 . . . 0
0 12

2 2 2 4(1)(1) 0 . . . 0
1 2 0 22 2

3 4(1)0 0 . . . 0
1 32

. . . .

. . . . . . .

. . . .

(1)(1) 0 22 2
2 2

N N

N N

M

N N N
N N



  
  
  

  
  
  

      
     
     

     
  

           
   

01 2(1). . .
02N
N N

N N

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 

N çift için;

0

0

0

1

1 0

2 2

1

3

1
02

0 0(1) 0 0 . . . 0
0 02

1 2(1)0 0 . . . 0
0 12

2 2 2 4(1)(1) 0 . . . 0
1 2 0 22 2

3 4(1)0 0 . . . 0
1 32

. . . .

. . . . . . .

. . . .

1(1)(1)0 0 . . .12 2
2

N

N N

M

N N
N N



  
  
  

  
  
  

      
     
     

     
  

          

2
0
N N

N

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
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Ayrıca (2.7) ve (2.3) bağıntılarından
()() ()()k k TP x X x M

()() T k TX x B M (2.8)

elde edilir.

Bir y(x) fonksiyonunun kesilmiş Legendre serisi; N kesme sınırı için,

0
()()

N

n n
n

y x c P x


 , 1 1x  

ve bunun matris formu ile türevleri,

 ()()y x P x C

=X(x) TM C

(2.8) den
()() ()()k ky x P x C   

() ()k TX x M C

= ()() T k TX x B M C (2.9)

sonucu çıkar. Bu bağıntılarda C Legendre matrisi

 0 1 2 . . . T
NC c c c c

olarak tanımlanır.

2.4 Laguerre Polinomları ve Serilerinin Matris Özellikleri

Fen ve mühendislik alanlarında bir matematik model olarak sıkça

karşılaşılan

(1 )0,ıı ıxy x y ny n N    

tipindeki denklemlere Lagueree diferansiyel denklemi denir. Verilen bir n değeri

için, lineer bağımsız bir seri çözümü vardır ve bu n.dereceden bir polinomdur. Bu

polinoma n.dereceden Laguerre polinomu denir ve

(1)()
!

rn
r

n
r o

n
L x x

rr

 
  

 
 ,    0≤x<∞ (2.10)
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rekürans bağıntısı ile tanımlanır ( Sarı, 2009 ).

(2.10) bağıntısı kullanılarak,n=0,1,2,…,N için,

 0 1

2

()()(). . . ()

()1 . . .
N

N

L x L x L x L x

X x x x x



   

olmak üzere, bu polinomlar

()() TL x X x  (2.11)

matris bağıntısı elde edilir. Burada  matrisi

0

0 1

0 1 2

0 1 2

0(1) 0 0 . . . 0
00!

1 1(1)(1) 0 . . . 0
0 10! 1!

2 2 2(1)(1)(1) . . . 0
0 1 20! 1! 2!

. . . .

. . . . . . .

. . . .

(1)(1)(1)(1) . . .
0 1 20! 1! 2! !

NN N N N
NN

  
  

 
         
    


                    





          
       
       
















 
 
 

biçiminde tanımlanmıştır ( Sarı, 2009 ) .

Ayrıca, (2.11)’in k. türevi (2.3) bağıntısı yardımı ile
()() ()()k k TL x X x 

()() T k kX x B  (2.12)

elde edilir.

Türev rekürans bağıntısı olarak bilinen
(1)

1 1()()n n nL x L L x   , n=0,1,2,…

ifadesinden,
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(1) ()() TL x L x E (2.13)

matris denklemi elde edilir. Burada E matrisi aşağıdaki gibi tanımlanmıştır (Sarı,

2009 ) :

0 0 0 . . . 0 0 0
1 0 0 . . . 0 0 0
1 1 0 . . . 0 0 0
1 1 1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . .
. . . . . .
. . . . .. .
1 1 1 . . . 0 0 0
1 1 1 . . . 1 0 0
1 1 1 . . . 1 1 0

E

 
  
  
    
 
 

  
 
 
   
     
     
 
 

(2.13) bağıntısından, ardışık türev alarak,
(1) ()() TL x L x E

(2)(1)2()()()() T TL x L x E L x E 

(3)(1)2 3()()()()() T TL x L x E L x E 

.

.

.
() ()()()k T kL x L x E (2.14)

bulunur.

Bir y(x) fonksiyonunun kesilmiş Laguarre serisi, N kesme sınırı olmak üzere,

0
()()

N

n n
n

y x a L x


 ,               0≤x≤b<∞
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ve bunun matris biçimi ile türevleri, (2.12) ve (2.14) den
()() ()k ky L x A

()() T k TX x B A  (2.15)

veya
()() ()k ky L x A

() TL x E A (2.16)

olarak bulunur. Burada

A= 0 1 . . . T
Na a a

matrisi Laguerre katsayılar matrisidir.

2.5 Hermite Polinomları ve Serilerinin Matris Özellikleri

Hermit polinomları,

'' 2 ' 2 0y y ny   ,                            n=0,1,2,…

şeklinde tanımlanan Hermite diferansiyel denkleminin çözümleridirler ve

2 2
2

0

!2()(1)
(2 )! !

n
n m

m n m
n

m

nH x x
n m m

 
   





 
 , -∞<x<+∞ (2.17)

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ( Akgönüllü, 2008 ).

n=0,1,2,3,… için, açık olarak,

0
2

1
3

2
4 2

3
5 3

5

2
2

0

2 1
2 1

0

()1

()4 2

()8 12

()16 48 12

()32 160 120
.
.
.

!()(1)(1)(2 )
()!(2 )!

(2 1)!()(1)(1)(2 )
()!(2 1)!

n
n m m

n
m

n
n m m

n
m

H x
H x x
H x x x
H x x x
H x x x x

nH x x
n m m

nH x x
n m m










 

 

  

  

  



  

 




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yazılabilir.

()nH x Hermite polinomları x cinsinden n. dereceden polinomlardır ve -∞<x<+∞

aralığında
2

() xW x e ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldirler. Ayrıca ()nH x ve

(1) ()nH x arasında

(1)
1()2 ()n nH x nH x ,   n=1,2,3,… (2.18)

bağıntısı da bulunmaktadır ( Akgönüllü, 2008 ).

Hermite polinomları ile ilgili (2.17) ve (2.18) rekürans bağıntıları aşağıdaki biçimde

matris denklemlerine dönüştürülebilir: (2.17) ve (2.3)’den

(1)

(2)2

()

()()
()()()
()()()

.

.

.
()()()

T

T T

T T

k T k T

H x X x F
H x X x B F
H x X x B F

H x X x B F









(2.19)

ve (2.18)’den
(1)

0
(1)
1 0
(1)
2 1

()0

()2.1. ()

()2.2. ()

H x
H x H x
H x H x







(1)
1

(1)

(2)(1)2

.

.

.
()2. . ()

()()
()()()()

.

.

.

N N

T

T T

H X N H x
veya
H x H x Q
H x H x Q H x Q





 

() ()()()k T kH x H x Q (2.20)

matrisleri kurulur.
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Hermit polinomları ve türevleri arasındaki (2.19) ve (2.20) matris bağıntılarında

verilen H(x), F ve Q matrisleri aşağıdaki gibi tanımlanmıştır ( Akgönüllü, 2008 ).

 0 1()()(). . . () NH x H x H x H x

N tek için;

0

1

5
0 12

1
12

2 0 . . . 0 0
0 2 . . . 0 0
. . . .
. . . .
. . . .

(1)!(1)2 0 . . . 0 210!()!
2

!0 (1)2 . . . 0 211!()!
2

N
N

N
N

F N
N

N
N






 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

  
  

N çift için;

0

1

2() 12

4() 02

2 0 . . . 0 0
0 2 . . . 0 0
. . . .
. . . .
. . . .

(1)!0 (-1) 2 . . . 0 021!()!
2

!(1)2 0 . . . 0 0
0!()!

2

N

N

F N
N

N
N





 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

 
  
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0 0 0 . . . 0 0
2.1 0 0 . . . 0 0
0 2.2 0 . . . 0 0
0 0 2.3 . . . 0 0
. . . . .
. . . . .
. . . . .
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 2. 0

Q

N

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bir y(x) fonksiyonunun, ()nH x Hermite polinomları cinsinden kesilmiş Hermite

serisi; N kesme sınırı olmak üzere,

0
()(),

N

n n
n

y x a H x a x b


      

biçiminde olsun. Bu durumda y(x) ve () ()ky x türevinin matris biçimi, (2.19) dan

()()() Ty x H x A X x F A 

()() ()()k ky x H x A

()() T k TX x B F A ( 2.21)

ve ( 2.20) den
()() ()()k ky x H x A

()() T kH x Q A ( 2.22)

olarak elde edilebilir.
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2.6 Bessel Polinomları ve Serilerinin Matris Özellikleri

Bessel diferansiyel denklemi
2 2 2''()'()()0x y x xy x x n y   

biçiminde verilir ve ()nJ x çözümü, n mertebeli birinci tür Bessel fonksiyonu

2

0

(1)()(), 0
!()! 2

k
k n

n
k

xJ x n
k k n







 



olarak tanımlanır ( Yüzbaşı, 2008 ). Eğer nN, n=0,1,2,…,N alınırsa, bir y(x)

fonksiyonunun Bessel seri açılımı

0
()(),

N

n n
n

y x a J x




22

0

(1)(), 0,1,...,
!()! 2

N n
k nk

n
k

xJ x n N
k k n

 
   



      


olarak yazılabilir. y(x)’in kesilmiş Bessel serisinin matris formu,

()() TJ x X x S (2.23)

olmak üzere,

y(x)=J(x)A veya y(x)=X(x) TS A (2.24)

biçiminde konulabilir ( Yüzbaşı,2008; Bilgiç, 2004) :

 0 1()()(). . . () NJ x J x J x J x

 0 1 . . . T
NA a a a

()1 . . . NX x x x   
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N tek için;

1
2

0 2
1

1
2

1

3
2

2
1

1

1 1 (1)0 . . . 01 10!0!2 1!1!2 ()!()!2
2 2

1 (1)0 0 . . . 0 1 10!1!2 ()!()!2
2 2

1 (1)0 0 . . . 03 10!2!2 ()!()!2
2 2

. . . . .

. . . . .

. . . . .
10 0 0 . . . 0

0!(1)!2
10 0 0 . . . 0

0! !2

N

N

N

N

N

N

N

N

N N

N N

N NS

N

N














   






 



 

  









































N çift için;

2

0 2

2
2

1

2
2

2

1

1 1 (1)0 . . . 0
0!0!2 1!1!2 ()!()!2

2 2
10 0 . . . (1)0

0!1!2

1 (1)0 0 . . . 0 2 20!2!2 ()!()!2
2 2

. . . . .

. . . . .

. . . . .
10 0 0 . . . 0

0!(1)!2
10 0 0 . . . 0

0! !2

N

N

N

N

N

N

N

N N

N N
S

N

N







 
  

 
 
 

 
 
  

  
   
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  



20

Ayrıca J(x) ve y(x)’in k. türevleri, (2.3), (2.23) ve (2.24) den
() ()()k T k TJ X x B S (2.25)

ve
() ()()()k T k Ty x X x B S A (2.26)

matris bağıntıları olarak elde edilir.

2.7 Bernstein Polinomlarının Matris Özellikleri

N. dereceden  Bernstein polinomlarının genel formu, n=0,1,…,N  için,

,
()(),0
n N n

n N N

N x R xB x x R
n R

  
   
 

ile tanımlanır ( M.Idrees Bhatti, P. Bracker, 2007 ) .

Binom açılımından

0
()(1)

N n
N n N n k k k

k

N n
R x R x

k


  



 
   

 


yazılarak Bernstein polinomu, x’in kuvvetleri cinsinden,

,
0

(1)()
kN n

n k
n N n k

k

N N n
B x x

n kR







  
   

  
 (2.27)

haline gelir. Burada n<0 ve n>N için , ()0n NB x  kabul edilir. Örneğin n=0,1,2,…,N

N=2 için

2
0,2 2

2 1()1B x x x
R R

  

2
1,2 2

2 2()B x x x
R R

 

2
2,2 2

1()B x x
R



bulunur.

Bernstein polinomunun (2.27) formunda n=0,1,2,…,N alarak aşağıdaki matris formu

elde edilir:

()();0 T
NB x X x x R   (2.28)
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0, 1, ,()()(). . . (),N N N N NB x B x B x B x   

0 1 2

0 1 2

0 1 1

1 2

0

2

(1)(1)(1)(1) . . .
0 0 0 1 0 2 0

1 1 1(1)(1)(1)0 . . .
1 0 1 1 1 1

2(1)0 0
2

N

N

N

N

N N N N N N N N
NR R R R

N N N N N N
NR R R

N N
R



              
           
           

            
                

 
   

2

0

2(1). . .
0 2 2

. . . .

. . . .

. . . .
0(1)0 0 0 . . .
0

N

N

N

N N
NR

N
NR



 
 
 
 
 
 
                
 
 
 
 
 

         

()NB x matrisinin k. türevi, (2.3) ve (2.28) ‘den

()() ()()k k T
NB x X x 

()(), 0,1,2,...T k TX x B k  (2.29)

Bir y(x) fonksiyonunun , ()n NB x Bernstein polinomları cinsinden kesilmiş seri

açılımının

,
0

()(),0
N

n n N
n

y x a B x x R


  

olduğu kabul edilirse, bu durumda

()() Ny x B x A

() TX x A
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ve (2.29) dan
()() ()()k k

Ny x B x A

() ()k TX x A

()()() T k TX x B A (2.30)

matris denklemleri elde edilir.



23

3.ORTOGONAL POLİNOMLAR ARASINDAKİ MATRİS BAĞINTILARI

VE DÖNÜŞÜMLERİ

Bu bölümde, ikinci bölümde bazı matris özellikleri verilen Chebyshev,

Legendre, Laguerre, Hermite, Bessel ve Bernstein polinomlarının aralarındaki

matris bağıntıları kurularak taban dönüşümleri yapılacaktır. Bu işlemlerde, standart

taban olarak kabul edilen 2()1 . . . ... nX x x x x    matrisi kullanılacaktır.

Bu da Taylor (Maclaurin) açılımının temelidir.

Bölüm 2 de (2.4), (2.7), (2.11), (2.19), (2.23), ve (2.28) ile tanımlanan

matris bağıntıları kullanılarak, bahsedilen polinomlar arasındaki matris dönüşümleri

elde edilir.

3.1 Kullanılan Matris Gösterimleri:

2()1 . . . NX x x x x    (Taylor)

 0 1 2()()()(). . . () NT x T x T x T x T x (Chebyshev)

 0 1 2()()()(). . . () NP x P x P x P x P x (Legendre)

 0 1 2()()()(). . . () NL x L x L x L x L x (Laguerre)

 0 1 2()()()(). . . () NH x H x H x H x H x (Hermite)

 0 1 2()()()(). . . () NJ x J x J x J x J x (Bessel)

0, 1, 2, ,()()()(). . . ()N N N N N NB x B x B x B x B x    (Bernstein)
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3.2 Dönüşümler

(2.4)  T(x) 1()() TX x D 

()() TX x T x D -1  x 1

(2.7)  ()() TP x X x M

1()()() TX x P x M  -1  x 1

(2.4) ve (2.7)  1()()()T TT x D P x M 

1 1()()()() T TT x P x M D 

()() T TP x T x D M

(2.11)  ()() TL x X x 

1()()() TX x L x   0 x < + 

(2.4) ve (2.11)  1()()()T TT x D L x  

1 1()()()() T TT x L x D  

()() T TL x T x D 

(2.19)  ()() TH x X x F

1()()() TX x H x F  -< x< +

(2.4) ve (2.19)  1()()()T TT x D H x F 

1 1()()()() T TT x H x F D 

()() T TH x T x D F

(2.23)  ()() TJ x X x S

1()()() TX x J x S  0x<
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(2.4) ve (2.23)  1()()()T TT x D J x S 

1 1()()()() T TT x J x S D 

()() T TJ x T x D S

(2.28)  ()() T
NB x X x 

1()()() T
NX x B x   0xR

(2.4) ve (2.28)  1()()()T T
NT x D B x  

1 1()()()() T T
NT x B x D  

()() T T
NB x T x D 

(2.7) ve (2.11)  1 1()()()()T TP x M L x  

1()()() T TP x L x M 

1()()() T TL x P x M  

(2.7) ve (2.19)  1 1()()()()T TP x M H x F 

1()()() T TP x H x F M

1()()() T TH x P x M F

(2.7) ve (2.23)  1 1()()()()T TP x M J x S 

1()()() T TP x J x S M

1()()() T TJ x P x M S

(2.7) ve (2.28)  1 1()()()()T T
NP x M B x  

1()()() T T
NP x B x M 

1()()() T T
NB x P x M 
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(2.11) ve (2.19)  1 1()()()()T TL x H x F  

1()()() T TL x H x F  

1()()() T TH x L x F 

(2.11) ve (2.23)  1 1()()()()T TL x J x S  

1()()() T TL x J x S  

1()()() T TJ x L x S 

(2.11) ve (2.28)  1 1()()()()T T
NL x B x   

1()()() T T
NL x B x   

1()()() T T
NB x L x  

(2.19) ve (2.23)  1 1()()()()T TH x F J x S 

1()()() T TH x J x S F

1()()() T TJ x H x F S

(2.19) ve (2.28)  1 1()()()()T T
NH x F B x  

1()()() T T
NH x B x F 

1()()() T T
NB x H x F 

(2.23) ve (2.28)  1 1()()()()T T
NJ x S B x  

1()()() T T
NJ x B x S 

1()()() T T
NB x J x S 
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4. DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN ORTOGONAL POLİNOMLARA

DAYALI ÇÖZÜM YÖNTEMİNİN ANA HATLARI

4.1 Temel Matris Denkleminin Kuruluşu

Birinci bölümde tanımlanan sabit katsayılı yüksek mertebeden (1.1)

diferansiyel denkleminin, yani

()

0
()(),

m
k

k
k
P y x g x a x b



  

denkleminin, (1.3) kesilmiş serisi

0
()()

N

n n
n

y x f F x


 a x b 

biçiminde bir çözümünün var olduğu kabul edilsin. Burada ()nF x ,(n=0,1,…,N),

fonksiyonları, ortogonal polinomlar veya özel fonksiyonlardan birisi olarak

tanımlanır ve nf ,(n=0,1,…,N), sabitleri belirlenecek katsayılardır.

Önce y(x) çözüm fonksiyon ve bunun () ()ky x türevi arasındaki matris

bağıntıları aşağıdaki gibi elde edilir.

 ()()y x F x F  (4.1-a)

 0 1()()(). . . () NF x F x F x F x

 0 1 . . . T
NF f f f 

()nF x ortogonal polinomlar

 F(x) matrisinin X(x) cinsinden ifadesi, 2. bölümde açıklandığı gibi,

()()F x X x   (4.1-b)

ise, y(x) ve () ()ky x in matris formları

()()y x X x F  

ve
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()() ()()k ky x X x F   (4.2)

 (2.3) ve (4.2) den, k=0,1,2,…, için
() ()()()k T ky x X x B F   (4.3)

 Denklemin ikinci yanındaki g(x) fonksiyonunun matris formu:

g(x)=X(x)G; (4.4)

 0 1 . . . T
NG g g g

() (0)
!

n

n
gg
n

 ,  n=0,1,…,N

 Verilen denklemde (4.3) ve (4.4) ifadeleri konularak ve gerekli sadeleştirme

yapılarak

0
()

m
T k

k
k
P B P F G 



 (4.5)

temel matris denklemi elde edilir.

4.2 Koşulların Matris Bağıntısı

(1.2) sistemi ile tanımlanan koşulların matris formu, (4.3) den

(j=0,1,…,m-1)
1

0
()()()()

m
T k T k

jk jk j
k
a X a B b X b B P F 


 



   
 
 (4.6)

matris denklemler sistemi olarak elde edilir.

Burada

X( a )= 1 . . . Na a  

X(b)= 1 . . . Nb b  
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4.3 Problemin Çözümü

(1.1) diferansiyel denkleminin (1.2) koşullarına göre, (1.3) kesilmiş serisi

şeklinde yaklaşık çözümünü bulmak için, önce (1.1) ve (1.3)’e karşı gelen temel

matris denklemleri, (4.5) den

WF G  veya  ;W G (4.7)

0
()

m
T k

pq k
k

W w P B P



     ; (p,q=0,1,…,N)

 0 1 . . . T
NG g g g ,

() (0)
!

n

n
gg
n

 ,  n=0,1,…,N

 0 1 . . . T
NF f f f 

ve (4.6) dan

j jU F   veya ;j jU    , (j=0,1,…,m-1) (4.8)

0 1 . . .j j j jNU U U U   

=
1

0
(()())()

m
T k

jk jk
k
a X a b X b B P








biçimine dönüştürülür. Sonra (4.7) arttırılmış matrisinin koşul sayısı kadar olan m

satırı silinerek, yerine (4.8) satır matrisleri konularak aşağıdaki yeni arttırılmış

matris elde edilir:
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00 01 0 0

10 11 1 1

,0 ,1 ,

00 01 0 0

10 11 0 1

1,0 1,1 1, 1

. . . ;

. . . ;
. . . .
. . . .
. . . .

;
. . . ;
. . . ;

. . . .

. . . .

. . . .
. . . ;

N

N

N m N m N m N N m

N

N

m m m N m

W W W g
W W W g

W W W g
W G

U U U
U U U

U U U

 






   

   

 
 
 
 
 
 
 
            
 
 
 
 
 
 
  

(4.9)

Eğer rankW


=rank ;W G
  

 
  

=N+1

ise, bu durumda seri katsayılar matrisi

 

1

0 1

(),

. . . T
N

F W G

F f f f

 
 







olarak hesaplanır. Böylece nf , (n=0,1,…,N) katsayıları , (4.9) matris denkleminden

tek olarak belirlenir; Problem çözümü de

()()Ny x F x F  veya
0

()()
N

N n n
n

y x f F x


 seri biçiminde elde edilir.
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5.UYGULAMALAR

Bu bölümde, daha önceki bölümlerde verilen ortogonal polinomlarının

temel özellikleri ve bunlara dayalı matris yöntemi kullanılarak sabit katsayılı yüksek

mertebe diferansiyel denklemleri incelenmiştir.

ÖRNEK 5.1.

2'' 2 ' 3 8 5y y y x x     (5.1)

diferansiyel denkleminin

y(0)=7 ve y'(0)=4 (5.2)

koşulunda

0
()

m
T k

k
k
P B Y G



 (5.3)

temel matris denkleminden yararlanarak Laguerre polinomları cinsinden çözümünü

elde edelim.

0
()

m
T k T

k
k
P B A G



  (5.4)

 2()2T T T T TB B A G    

şeklinde açarsak

 2()2T T T T TW B B    

için denklemi (5.1)’i

W.A=G  ;W G

halinde getirmiş oluruz. Burada bize lazım olan matrisleri bu örnek için aşağıdaki

gibi tanımlanmıştır.

0 1 0
0 0 2
0 0 0

TB
 
   
  

,

1 1 1
0 1 2
0 0 1/ 2

T

 
     
  

,

5
8

3
G

 
   
  

matris denklemini (5.4)’ de yerine koyarsak
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1 3 6 ; 5
[ ; ] 0 1 4 ; 8

0 0 1/ 2 ; 3
W G

 
     
  

(5.5)

arttırılmış matrisi elde edilir. Koşullar için arttırılmış matris

 0 0[ ; ] 1 1 1 ; 7U  

 1 1[ ; ] 0 1 2 ; 4U     (5.6)

olarak bulunur.(5.5) matrisinin son iki satırı silinip (5.6) koşul matrisini koyarak

1 3 6 ; 5
; 1 1 1 ; 7

0 1 2 ; 4
W G
 

  
           

(5.7)

arttırılmış matrisinin son hali elde edilmiş olur. 0)~det( W olduğundan,(5.7)’nin

diğer bir ifadesi
1

0

1

2

1 3 6 5
1 1 1 7
0 1 2 4

a
a
a


     
          
           

şeklindedir. Bu denklemden

0

1

2

17
16
6

a
a
a

   
       
      

katsayılar bulunur. Böylece bu katsayılar (5.3)’de yerine yazılarak (5.1) probleminin

Laguerre polinomları cinsinden çözümü

0 0 1 1 2 2
2

()()()()

()1.17 (1 ).(16)(1 2 ).6
2

y x L x a L x a L x a
xy x x x

  

      

düzenlenirse
2()3 4 7y x x x  

olarak bulunur. Buda verilen (5.1) diferansiyel denkleminin (5.2) koşullarına göre

çözümüdür.
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ÖRNEK 5.2.

2'' 2 ' 3 8 5y y y x x     (5.8)

diferansiyel denkleminin

y(0)=7 ve y'(0)=4 ( 5.9)

koşulunda

0
()

m
T k

k
k
P B Y G



 (5.10)

matris denkleminden yararlanarak Legendre polinomları cinsinden çözümünü elde

edelim.

0
()

m
T k T

k
k
P B M A G



 (5.11)

 2()2T T T T TB M B M M A G  

şeklinde açarsak

 2()2T T T T TW B M B M M  

için denklemi (5.8)’i

W.A=G  ;W G (5.12)

halinde getirmiş oluruz. Burada bize lazım olan matrisleri bu örnek için aşağıdaki

gibi tanımlanmıştır.


















000
200
010

TB ,

1 0 1/ 2
0 1 0
0 0 3 / 2

TM
 

   
  

,

5
8

3
G

 
   
  

matris denklemini (5.11)’ de yerine koyarsak

1 2 5 / 2 ; 5
[ ; ] 0 1 4 ; 8

0 0 3 / 2 ; 3
W G

 
    
  

(5.13)

arttırılmış matrisi elde edilir. Koşullar için arttırılmış matris

 0 0[ ; ] 1 0 1/ 2 ; 7U   
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 1 1[ ; ] 0 1 0 ; 4U   (5.14)

olarak bulunur.(5.13) matrisinin son iki satırı silinip (5.14) koşul matrisini koyarak

1 2 5 / 2 ; 5
; 1 0 1/ 2 ; 7

0 1 0 ; 4
W G
 

  
          

(5.15)

arttırılmış matrisinin son hali elde edilmiş olur. 0)~det( W olduğundan,(5.15)’nin

diğer bir ifadesi
1

0

1

2

1 2 5 / 2 5
1 0 1/ 2 7
0 1 0 4

a
a
a

     
           
          

şeklindedir. Bu denklemden

0

1

2

8
4
2

a
a
a

   
      
      

katsayılar bulunur. Böylece bu katsayılar (5.10)’da yerine yazılarak (5.8)

probleminin Legendre polinomları cinsinden çözümü

0 0 1 1 2 2

2

()()()()
1()1.8 .4 (3 1).2
2

y x P x a P x a P x a

y x x x

  

   

düzenlenirse
2()3 4 7y x x x  

olarak bulunur. Buda verilen (5.8) diferansiyel denkleminin (5.9) koşullarına göre

çözümüdür.
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ÖRNEK 5.3.

'' 3 ' 2 3xy y y e     (5.16)

diferansiyel denkleminin

y(0)=5 ve y'(0)=2 (5.17)

koşulunda

0
()

m
T k

k
k
P B Y G



 (5.18)

matris denkleminden yararlanarak Chebyshev polinomları cinsinden çözümünü elde

edelim.

0
()

m
T k T

k
k
P B D A G



 (5.19)

 2()3T T T T TB D B D D A G  

şeklinde açarsak

 2()3T T T T TW B D B D D  

için denklemi (5.16)’ı

W.A=G  ;W G (5.20)

halinde getirmiş oluruz. Burada bize lazım olan matrisleri bu örnek için aşağıdaki

gibi tanımlanmıştır.


















000
200
010

TB ,

1 0 1
0 1 0
0 0 2

TD
 

   
  

,

1
2
1

G
 
   
  

matris denklemini (5.18)’ de yerine koyarsak

1 3 3 ; 1
[ ; ] 0 1 12 ; 2

0 0 2 ; 1
W G

 
    
  

(5.21)

arttırılmış matrisi elde edilir. Koşullar için arttırılmış matris

 0 0[ ; ] 1 0 1 ; 5U   
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 1 1[ ; ] 0 1 0 ; 2U   (5.22)

olarak bulunur.(5.21) matrisinin son iki satırı silinip (5.22) koşul matrisini koyarak

1 3 3 ; 1
; 1 0 1 ; 5

0 1 0 ; 2
W G
 

  
          

(5.23)

arttırılmış matrisinin son hali elde edilmiş olur. 0)~det( W olduğundan,(5.23)’nin

diğer bir ifadesi
1

0

1

2

1/ 2 1 3 3 1
1 0 1 5
0 1 0 2

a
a
a

     
           
          

şeklindedir. Bu denklemden

0

1

2

1/ 2 11/ 2
2

1/ 2

a
a
a

   
      
      

katsayılar bulunur. Böylece bu katsayılar (5.18)’da yerine yazılarak (5.16)

probleminin Chebyshev polinomları cinsinden çözümü

0 0 1 1 2 2

2

1()()()()
2

11 1()1. .2 (2 1).
2 2

y x T x a T x a T x a

y x x x

  

   

düzenlenirse
2()2 5y x x x  

olarak bulunur. Buda verilen (5.16) diferansiyel denkleminin (5.17) koşullarına göre

çözümüdür. Tam çözümü ise;

()2 3xy x e  olur.
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ÖRNEK 5.4.

'' 3 ' 2 3xy y y e     (5.24)

diferansiyel denkleminin

y(0)=5 ve y'(0)=2 (5.25)

koşulunda

0
()

m
T k

k
k
P B Y G



 (5.26)

matris denkleminden yararlanarak Laguerre polinomları cinsinden çözümünü elde

edelim.

0
()

m
T k T

k
k
P B A G



  (5.27)

 2()3T T T T TB B A G    

şeklinde açarsak

 2()3T T T T TW B B    

için denklemi (5.24)’i

W.A=G  ;W G (5.28)

halinde getirmiş oluruz. Burada bize lazım olan matrisleri bu örnek için aşağıdaki

gibi tanımlanmıştır.


















000
200
010

TB ,

1 1 1
0 1 2
0 0 1/ 2

T

 
     
  

,

1
2
1

G
 
   
  

matris denklemini (5.26)’ da yerine koyarsak

1 4 8 ; 1
[ ; ] 0 1 5 ; 2

0 0 1/ 2 ; 1
W G

 
     
  

(5.29)

arttırılmış matrisi elde edilir. Koşullar için arttırılmış matris

 0 0[ ; ] 1 1 1 ; 5U  
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 1 1[ ; ] 0 1 2 ; 2U     (5.30)

olarak bulunur.(5.29) matrisinin son iki satırı silinip (5.30) koşul matrisini koyarak

1 4 8 ; 1
; 1 1 1 ; 5

0 1 2 ; 2
W G
 

  
           

(5.31)

arttırılmış matrisinin son hali elde edilmiş olur. 0)~det( W olduğundan,(5.31)’nin

diğer bir ifadesi
1

0

1

2

1 4 8 1
1 1 1 5
0 1 2 2

a
a
a


     
          
           

şeklindedir. Bu denklemden

0

1

2

9
6

2

a
a
a

   
       
      

katsayılar bulunur. Böylece bu katsayılar (5.26)’da yerine yazılarak (5.24)

probleminin Laguerre polinomları cinsinden çözümü

0 0 1 1 2 2
2

()()()()

()1.9 (1 ).(6)(1 2 ).2
2

y x L x a L x a L x a
xy x x x

  

      

düzenlenirse
2()2 5y x x x  

olarak bulunur. Buda verilen (5.24) diferansiyel denkleminin (5.25) koşullarına göre

çözümüdür. Tam çözümü ise;

()2 3xy x e  olur.
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Şekil 1
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6. SONUÇ VE TARTIŞMA

Bu çalışmada verilen yöntem yüksek mertebeden sabit katsayılı differensiyel

denklemlerin matris formlarına çevrilmesi ve aralarındaki matris bağıntılarının

bulunması ve uygulanmasıdır.

Bu çalışmanın birinci bölümde ortogonal polinomların tanımı yapıldı. Sturm-

Liouville sınır-değer problemleri ve ortogonallik açıklandı. Taylor, Chebyshev,

Legendre, Laguerre, Hermite, Bessel ve Bernstein polinomlarının veya özel

fonksiyonlarının önemli özellikleri ve rekürans bağıntıları, matris formlarına

dönüştürüldü ve aralarındaki matris bağıntıları bulundu. Daha sonra, bu bağıntılar

yardımı ile yüksek mertebeden sabit katsayılı

()

0
()()

m
k

k
k
p y x g x



 diferansiyel denkleminin

1
()()

0
(()()), 0,1,2,..., 1

m
k k

jk jk j
k
a y a b y b j m





   

koşullarına göre yaklaşık çözümleri araştırıldı.

İkinci bölümde ise Taylor, Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite, Bessel

ve Bernstein polinomları ve bunlara dayalı serilerin matris gösterimleri elde edildi.

Üçüncü bölümde bazı matris özellikleri verilen Chebyshev, Legendre,

Laguerre, Hermite, Bessel ve Bernstein polinomları arasındaki matris bağıntıları

kurularak taban dönüşümleri yapıldı.

Dördüncü bölümde ise differensiyel denklemlerin ortogonal polinomlara

dayalı çözüm yöntemi ana hatlarıyla açıklandı. Bu açıklamada, koşulların matris

bağıntısı elde edildi.

Beşinci bölümünde ise ortogonal polinomların temel özellikleri ve bunlara

dayalı matris yöntemi kullanılarak sabit katsayılı yüksek mertebe differensiyel

denklem örnekleri incelendi. 5.1 ve 5.2 deki örneklerde aynı differensiyel denklemin

Laguerre ve Legendre polinomları şeklinde farklı polinomlarla çözülmesine rağmen

aynı sonuç elde edildiği görüldü ve tam sonuç sağlandı. 5.3 ve 5.4 deki örneklerde

ise aynı differensiyel denklemin Chebyshev ve Laguerre polinomları şeklinde farklı

polinomlarla çözülmesine rağmen aynı sonuç elde edildiği görüldü ama tam sonuç
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sağlanamadı. 5.3 ve 5.4 deki örneklerin tam sonucu ve yaklaşık çözümü aynı grafik

üzerinde gösterildi.

Bu çalışmada önerilen yöntem yüksek mertebeden değişken katsayılı lineer

adi differensiyel denklemler, kısmi differensiyel denklemler, integral ve integro

differensiyel denklemler için geliştirilebilir.
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