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1.GIRiS
1.1 On Bilgiler

Ortogonal polinomlar, ortogonal polinomlar adi altinda olmasa bile 19.
yiizyilda sonsuza giden kesir ve moment problemlerinde kullanilmaya baslandi.
Ortogonal teorisi de tellerin titresimi ile ilgili tartismalarla ortaya ¢ikti. Bu
polinomlarin  kullanim alanlar1 zamanla genisledi; oOzellikle giiniimiizde
bilgisayarlarin gelisi ile arastirma alanlart hizla artti. Ortogonal polinomlarin
uygulama alan1 ise matematiksel fizik, miihendislik, bilgisayar bilimleri olup
matematigin de aktif bir arastirma alanmidir. Bu alanlardaki problemlerin
matematiksel modelleri adi ve kismi diferansiyel denklemler ile integral denklemler
olur. Bu tip denklemlerin bazilar1 elementer yontemlerle ¢oziilebilir; fakat cogunun
tam ¢Ozlimlerinin bulunmasi ya ¢ok zor ya da miimkiin degildir. Bu durumlarda
genellikle seri ¢oziimlere basvurulur. Bu seriler, klasik ortogonal polinomlar veya
0zel fonksiyonlar olan Chebyshev, Legendre, Laguarre, Hermite, Bessel ve

Bernstein polinomlarina veya fonksiyonlarina dayali serilerdir.
1.2 Ortogonal Polinomlarin Tanim

W(x), x reel degiskenli negatif olmayan bir reel fonksiyon; ( a,b),
x-ekseninde sabit bir aralik;
n=0,1,2,3,... icin
b

'[xn w() dx

a

integrali mevcut ve
b

j w(x dx

a

integrali pozitif olsun. Buna gore, asagidaki kosullarla tek olarak belirlenen bir

£ Bx., ¢.x

polinomlar dizisi vardir:



1. P(Xx , n. dereceden bir polinomdur ve bu polinomdaki x"in katsayisi
pozitiftir.

2. P(x K).x., (,.x ortonormaldir;
yani,

O,m+#n

J.Pn()()ﬂ” xW x dx:{

Lm=n
Bu durumda, P (x polinomlarina, W(x) agirlik fonksiyonuna gore, (a,b)

araliginda bir ortogonal polinom sistemi denir.
1.3. Sturm-Liouville Simir-Deger Problemi ve Ortogonallik

Bir a <x<b araliginda

i[p()()?)i@}t[q X +Ar x ]y=

diferansiyel denklemi ve

ay008a,y a =

by (OB, b =

sinir kosullarindan olusan sisteme Sturm-Liouville sinir-deger problemi denir.

Burada p(x)>0, q(x) ve r(x)>0 (agirlik fonksiyonu) verilen fonksiyonlar; al,az,b1

ve b2 verilen sabitler; 4 6zdegeri belirsiz bir parametredir. Sturm-Liouville sinir-

deger probleminin sifir olmayan ¢n (x ,n=1,2,3... ¢oziimleri, yalniz /ln ,n=1,2.3...
Ozdegerlerinde vardir ve ¢n (x ’e 6zfonksiyon denir.

Bir Sturm-Liouville sinir-deger probleminin 6zdegerleri negatif olmayan

reel sayilardir. Ayrica ¢n (x Ozfonksiyonlart r(x) agirlik fonksiyonuna gore herbiri

digerine ortogonaldir:

b
jr(x)@IQOx ¢n xde= , m#n 3 mmn=123..

a



¢n (x coziimler kiimesi, a<x<b araliinda bir tam ortogonal fonksiyonlar

kiimesidir. Dolayistyla, pargali siirekli bir f(x) fonksiyonu,

" fx 0O f x siirekli iken
PTG

,stireksizlik noktalar

“1r00 s
2

[r000 x ¢, x dx

_ a
cn_b

[rO08) x ¢, x dx

a

olacak sekilde, ¢ (x , n=1,2,3,... cinsinden ifade edilebilir. Tamlik, par¢al1 siirekli

bir fonksiyonun 6zfonksiyonlar: cinsinden belirlenmesine izin verir ki bu esnada
ortogonallik tek ve kompakt olmasina izin verir. Ayrica, ortogonal serilerin en

kullamigh seriler oldugu gosterilebilir. Bu ozellikler, klasik sinA x ve cosA x
Fourier serilerini tam ortogonal ¢ (x serilerine geneller. Bdoyle serilere

genellestirilmis Fourier serileri adi verilir. Genel Fourier serileri ile elde edilen
¢Ozlim yontemine Ozfonksiyon agilim yontemi adi verilir ki; bu kismi diferansiyel
denklemleri ¢ozmede 6nemli bir tekniktir.

Genellestirilmis  Fourier seri  Ornekleri Bessel, Bernstein gibi
fonksiyonlarda ve Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite gibi ortogonal
polinomlarda bulunabilir. Bu polinomlarin her birisi, farkli koordinatlarda veya
kosullarda tam ortogonal bir kiimeyi temsil eder ve Sturm-Liouville smir deger

probleminin bir 6zel hali olarak g6zoniine alinabilir.

1.4.Problemin Tanitilmasi

Bu calismada once, Taylor, Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite,
Bessel ve Bernstein polinomlarinin veya 6zel fonksiyonlarmin énemli 6zellikleri ve
rekiirans bagintilari, matris formlarina doniistiiriilmiis ( Sezer, 1994; Sezer, 1996;

Sar1, 2009; Albayrak, 2007; Kabake¢1, 2007; Akgonilli, 2008; Yiizbasi, 2008 ) ve



aralarindaki matris bagintilar1 bulunmustur. Daha sonra, bu bagintilar yardimu ile,

yiiksek mertebeden sabit katsayili
2. 00=g x
k=0

diferansiyel denkleminin (1.1)

@Y a0 b 1=2; j= m- (1.2)
k=0
kosullarina gore yaklasik ¢oziimleri,

F (X ortogonal polinomlar veya 6zel fonksiyonlar olmak {izere,

y()c()sif,,Fn x asx<b (1.3)

kesilmis seri formunda arastirilmistir.

Burada p,, a,b, a,, b, ve A, uygun sabitler; g(x) , a<x<b araliginda
stirekli fonksiyonlar; f, bulunmasi gereken polinom katsayilaridir.

Verilen (1.1) denkleminin (1.2) kosullarina gore (1.3) kesilmis seri
¢Ozlimiini bulmak i¢in son yillarda verilen Taylor matris yontemleri ( Sezer, 1994;
Sezer, 1996; Nas vd, 2000; Yalginbas vd, 2002 ) ve Chebyshev matris yontemleri
( Sezer vd, 1996; Akyiiz, 1999; Akyiiz, 2000 ) gelistirilerek ‘pratik bir matris

yontemi’ sunulmustur.



2.POLINOMLAR VE MATRIS OZELLIKLERI

Bu béliimde Taylor, Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite, Bessel ve
Bernstein polinomlar1 ve bunlara dayali kesilmis serilerin matris gosterimleri elde
edilecektir.

2.1 Taylor Polinomlari ve Serilerinin Matris Ozellikleri

Bir y(x) fonksiyonunun a <x<b araliginda siirekli oldugunu ve x=c noktasinda

DA

n!

alc<b

N
y()‘()’: zyn x_c’n yn =
n=0

kesilmis Taylor serisinde yazilabildigini kabul edelim. Bu durumda y(x) fonksiyonu

[yOOl=X xY a<x<bh (2.1
X(M z([)(). x—c () x—c’ x—c N]
Y:[J’O i vy o J’N]T

matris formunda yazilabilir ( Sezer, 1994; Yalc¢inbasg, 2002; Giinsu, 2005 ).
Ayrica (2.1)’in x’e gore birinci tlirevi
»O0=X xY
=X(x B'Y
ve yliksek mertebeden tiirevleri

»YE0eX xB'Y=Xx B" Y

YWWHex) x B® Y=Xx B" Y

yE00ex x B 'Y (2.2)

olarak elde edilir. Burada X (x ve X(x matrisleri arasinda



olmak lzere
X008 X x B (2.3)

bagintisinin var oldugu bilinmektedir ( Yalcinbas, 2006; Sezer, 2002 ).
2.2 Chebyshev Polinomlar ve Serilerinin Matris Ozellikleri

Ortogonal polinomlarin en sik kullanilanlarindan birisi -1<x<1 araliginda

T (Jcos ,nf x=cosf

ile tanimlanan birinci tip Chebyshev polinomlaridir ve x’e gore n. dereceden bir

polinomdur.7 (x ve x’in kuvvetleri arasinda

n (2n
2n —2n+1
x"=2 z(n ; e

J=0 -

n(2n+1
2n—-1 —2n
X :2 Z(Yl ] jTZjH()C

AN

bagmtilar1 vardir ve kesme sinir1 N olmak tizere, bunlar
X"'O00)=DT" x veya X ))=T x D" 2.4)

XM= x & . X1 - dxs

TO08)-T, O T, x T, x Ty x|



matris formunda yazilabilir; burada D matrisi ( Sezer, 1996; Sezer, 1999; Akyliz,
1999 ; Albayrak, 2007 )

N tek ise ;

) (OJ )
110
' 0 0O . . . 0 0
1
0
0 Ca 0 0 0
1 0
D= % > 0 > 0 0
N
N-1 (Nj
2 0
0 2]\/—1 0 0 2N—1




N ¢ift ise;
_ (Oj _
1(0
EF 0 0 0 0
1
0
0 ? 0 0 0
1 0
Pliy O Y 00
N N
1\ 2 2 0
5 AN 0 AN 0 9 V-l
olur.

Diger yandan (2.4) matris denklemi

TOOe X x D"

olarak ve bunun k. tiirevi (2.2) bagintis1 yardimiyla

T 00X x ®L,2,R. ~ k= (2.5)
olarak yazilabilir.

Bir y(x) fonksiyonunun kesilmis Chebyshev seri acilimi, N kesme sinir1 olmak

uzere,

N
y00=>a,T, x , -1<x<I
n=0

ve matris bi¢imi ile tiirevleri, (2.5) den



[yQ0]=T x 4

=X(x)(P" A
y* 006 x B"* D'~ 4
SR —|
olur.

2.3 Legendre Polinomlari ve Serilerinin Matris Ozellikleri

Ortogonal polinomlarin diger Onemli bir kiimesi,

fonksiyonuna gore -1<x<1 araliginda ortogonal olan
{P,(x B).x., (B.x }Legendre polinomlari kiimesidir.

polinomlari, n=0,1,2,... i¢in

4l g
PO, - @(2” 2"sz

k=0 n

bi¢ciminde tanimlanir ( Kabakg1, 2007 ).

n

n

n )
—, n ¢iftse
2

n-—1
——, ntekse

Kesme sinir1 N i¢in bu polinomlar,

POOB[P, x  R)x Py x|
XM= x & . x|
olmak tizere,

POO=X xM"

(2.6)

w(x)=1 agirlik

P (x) Legendre

2.7)

matris formunda yazilabilir; burada M matrisi asagidaki sekilde tanimlanmistir.



N tek i¢in;

)

YN
HA
2N [EJ
2

N ¢ift i¢in;

Eatly

10

o )

I

|
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Ayrica (2.7) ve (2.3) bagintilarindan
POOO=X"* x M"

=XO0)B" *M" (2.8)
elde edilir.

Bir y(x) fonksiyonunun kesilmis Legendre serisi; N kesme sinir1 i¢in,
N

y00=Y ¢, x ~1<x<l1
n=0

ve bunun matris formu ile tiirevleri,

[»O0]=P x C
=X(x)M'C
(2.8) den
[ 00]=P" xC
=x*(xM'C
= XO)O)B" *M'C (2.9)

sonucu ¢ikar. Bu bagintilarda C Legendre matrisi
T
C= [co ¢ ¢ ... cN]

olarak tanimlanir.
2.4 Laguerre Polinomlar ve Serilerinin Matris Ozellikleri

Fen ve mihendislik alanlarinda bir matematik model olarak sikga
karsilasilan
'+ (1=x)9.+ny= neN
tipindeki denklemlere Lagueree diferansiyel denklemi denir. Verilen bir n degeri
icin, lineer bagimsiz bir seri ¢6zlimii vardir ve bu n.dereceden bir polinomdur. Bu

polinoma n.dereceden Laguerre polinomu denir ve

L(x = Z(Jf) [] ,  0<x<oo (2.10)



rekiirans bagintisi ile tanimlanir ( Sari, 2009 ).
(2.10) bagintis1 kullanilarak,n=0,1,2,...,N i¢in,
LOOB[L, x L(x Ly x]
X()dz[ x X, . xNJ
olmak {izere, bu polinomlar

LOO=X xII"

matris bagintisi elde edilir. Burada I'T matrisi

»H °(0 0 0

0! {0

By - (1 0

0! {0 1! (1

BB - '(2) - *(2
I1= 0! \0 1! (1 21 (2

0y )

biciminde tanimlanmistir ( Sar1, 2009 ) .

Ayrica, (2.11)’in k. tlirevi (2.3) bagintis1 yardimi ile
L00=x" x1'

=X00 B" ‘11"
elde edilir.
Tiirev rekiirans bagintis1 olarak bilinen
LOO=L"~-L , x ,n=0,12,...

ifadesinden,

12

(2.11)

(2.12)
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I'00O=L x ET (2.13)
matris denklemi elde edilir. Burada E matrisi asagidaki gibi tanimlanmistir (Sari,

2009 ) :

0O 0 O 0O 0 O
-1 0 O 0 0 O
-1 -1 O 0O 0 O
-1 -1 -1 0O 0 O
E =
-1 -1 -1 0O 0 O
-1 -1 -1 -1 0 0
-1 -1 -1 -1 -1 0

(2.13) bagintisindan, ardisik tiirev alarak,
I'"00=L x ET
LGoed xE"=Lx E

00O x E =Lx E

" 008 L x E™* (2.14)

bulunur.

Bir y(x) fonksiyonunun kesilmis Laguarre serisi, N kesme sinir1 olmak tizere,

N
y00=> a,L, x , 0<x<b<oo
n=0
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ve bunun matris bi¢imi ile tiirevleri, (2.12) ve (2.14) den

YO =L (x 4
=XO()B" 11" 4 (2.15)
veya
yO=L"(x 4
=L(x E"4 (2.16)

olarak bulunur. Burada
T
A= [ao a . . . a N]

matrisi Laguerre katsayilar matrisidir.
2.5 Hermite Polinomlari ve Serilerinin Matris Ozellikleri

Hermit polinomlari,
y'+2y'+2ny =0, n=0,1,2,...
seklinde tanimlanan Hermite diferansiyel denkleminin ¢éztimleridirler ve

L

H oS - M2

—
o @-)m! m

n-2m

, -00<x<+00 (2.17)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir ( Akgoniilli, 2008 ).

n=0,1,2,3,... i¢in, agik olarak,

Ho()d:
Hl()‘4: 2 -
H,()8 = A2~ «x

H(6e 48 2
H,(B%= 160 420 «x

H, 002"y — "
2, (B 2;) T
H2n+1 ()‘(1)( 1)(2 n)i - " (21’1 + 1)' X 2m+1

o Oi@m  Din+
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yazilabilir.

H, (x Hermite polinomlar1 x cinsinden n. dereceden polinomlardir ve -co<x<+co

araliginda W(x = e agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler. Ayrica H, (x ve

H'"(x arasinda

HY2= nK),, x , n=123,... (2.18)
bagintis1 da bulunmaktadir ( Akgoniillii, 2008 ).
Hermite polinomlart ile ilgili (2.17) ve (2.18) rekiirans bagintilar1 agagidaki bigimde
matris denklemlerine doniistiiriilebilir: (2.17) ve (2.3)’den
HO))=X x F"
HY008 X x B" F'
HY)0e X x B" F'
(2.19)

H* )08 Xx x B" *FT

ve (2.18)’den
H,200 =
HYR+ (H, x
HY(R2 O, x

]_Iz(vl)()E = NHN—] X

veya

HY00=H x 0"
HPG0ed x Q" =H x O'

HY Q08 H x O"* (2.20)

matrisleri kurulur.
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Hermit polinomlar1 ve tiirevleri arasindaki (2.19) ve (2.20) matris bagintilarinda

verilen H(x), F ve Q matrisleri asagidaki gibi tanimlanmistir ( Akgoniillii, 2008 ).

H(X)@[Ho x H)x Hy x ]
N tek igin;
| 2° 0 0 0 |
0 2! 0 0
F = N-5 .
- o _(N- N1
(P2 2 0—_ 0 .. . 0 2
L N!
0 22— 0 2 N
noy =t
L 2 i
N ¢ift i¢in;
| 2° 0 .. . 0 0]
0 2! .. .0
F= | N-2 . |
0 ('1)()227 1L_2. . . O O
ngt 2
N—4 |
@’ oM 0 0 0
0!(%1
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0 0 0 0 0]

21 0 0 0 0

0 22 0 0 0

0 0 23 0 0
Q:

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 2N 0]

Bir y(x) fonksiyonunun, A, (x Hermite polinomlar: cinsinden kesilmis Hermite

serisi; N kesme sinir1 olmak tizere,

N
J’()‘()annl‘]n x —0o<a<x<b<+4w

n=0
bigiminde olsun. Bu durumda y(x) ve y* (X tiirevinin matris bi¢imi, (2.19) dan
YO8 H x A=X x F'4

YOO0=H" x 4

=XO0OB" "F'4 (2.21)
ve (2.20) den
yYOO0=H" x 4

=H))Q" “4 (2.22)

olarak elde edilebilir.
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2.6 Bessel Polinomlar: ve Serilerinin Matris Ozellikleri

Bessel diferansiyel denklemi
Xy'00% x + x'-n’ y=

bi¢iminde verilir ve J, (x ¢0ziimii, n mertebeli birinci tiir Bessel fonksiyonu

_ OOO €2) ‘ X 2kn
Jn()‘()’_kzz(;k'(ﬁ'i‘z’l nz

olarak tanimlanir ( Yiizbasi, 2008 ). Eger ne N, n=0,1,2,...,N almirsa, bir y(x)

fonksiyonunun Bessel seri a¢ilimi

y00= Y a,J, x

N-n
2kn

oSl
olarak yazilabilir. y(x)’in kesilmis Bessel serisinin matris formu,
JOO=X x §" (2.23)
olmak iizere,
y(x)=J(X)A veya y(x)=X(x)S" A (2.24)
biciminde konulabilir ( Yiizbas1,2008; Bilgi¢, 2004) :
JO0B[J, x  Ji(x Jyx]
A:[a0 a . . . aN]T

XM= .x. . V]



N tek i¢in;
! 1
Ly
01112
0 o L
S= 01212
N cift i¢in;
1 0 1
1
02!
1
° o
S =

5
N‘IZ
T

(e}

0 ®
a1 +1
dYgé RE
@ 2

A
2
o2
;
=4
L
o

Nz M 0
1
’ ST
N
0 _®H
N N
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d}) X
E
(Ho 2
E
H
YaY .
1
o2 0
0 1
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Ayrica J(x) ve y(x)’in k. tiirevleri, (2.3), (2.23) ve (2.24) den

J¥ =Xx00B" *ST (2.25)
veE
y* 008X x B' "S54 (2.26)

matris bagintilar olarak elde edilir.
2.7 Bernstein Polinomlarimin Matris Ozellikleri

N. dereceden Bernstein polinomlarinin genel formu, n=0,1,...,N igin,

N xn()q_x N-n
Bn’N();():[n JT <x<R

ile tantmlanir ( M.Idrees Bhatti, P. Bracker, 2007 ) .

Binom a¢ilimindan

yazilarak Bernstein polinomu, x’in kuvvetleri cinsinden,

N-n k
(-1_) N N —-n n+k
B = X 2.27
n,N (): P Rn+k n k ( )
haline gelir. Burada n<0 ve n>N i¢in B, , ()0 = kabul edilir. Ornegin n=0,1,2,...,.N
N=2 i¢in
2 1
BO,Z ()'1 = —EX +PX2
2 2
BI,Z ()‘ = Ex —?xz

1
Bz,z x = sz

bulunur.
Bernstein polinomunun (2.27) formunda n=0,1,2,...,N alarak asagidaki matris formu

elde edilir:
B, 09X x 6" <x<R (2.28)



B QOB By x B, x Byy x ]

%ﬂ“ﬁ ok

B, (¥ matrisinin k. tiirevi, (2.3) ve (2.28) ‘den
BP0)=X" x 0"

=X00.8" W% =

(4)8@%) 1

N,
_ MONYNA
R J\LJ
@W]\?‘]\sz
R 2 \N2

(2.29)

Bir y(x) fonksiyonunun B, ,(x Bernstein polinomlar cinsinden kesilmis seri

aciliminin

N
y00:#0) a,B,, x  <x<R
n=0

oldugu kabul edilirse, bu durumda
yOO=By x 4

= X(x 6" 4



ve (2.29) dan
YO00=B" x 4
=X%(x6"4

=X0)0B" *0"4

matris denklemleri elde edilir.

22

(2.30)
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3.0RTOGONAL POLINOMLAR ARASINDAKi MATRIiS BAGINTILARI
VE DONUSUMLERI

Bu boliimde, ikinci boliimde bazi matris 6zellikleri verilen Chebyshev,
Legendre, Laguerre, Hermite, Bessel ve Bernstein polinomlarinin aralarindaki

matris bagintilar1 kurularak taban doniistimleri yapilacaktir. Bu islemlerde, standart
taban olarak kabul edilen X ()1 :[ x o x. . o X" ] matrisi kullanilacaktir.

Bu da Taylor (Maclaurin) agiliminin temelidir.

Bolim 2 de (2.4), (2.7), (2.11), (2.19), (2.23), ve (2.28) ile tanimlanan
matris bagmtilar1 kullanilarak, bahsedilen polinomlar arasindaki matris dontigiimleri

elde edilir.

3.1 Kullanilan Matris Gosterimleri:

X=[ x x. . xV] (Taylor)

TOOB(L x . 7 X0 T, x Ty x ] (Chebyshev)
POOBQR x . R ) P x P, x ] (Legendre)
LOOBQL, x . L X) L, x L, x | (Laguerre)
HOOO0H,.x. H & H,x H, x | (Hermite)
JOOBY, x . J, 0 J, x Jy x ] (Bessel)

BN()‘O@([)BO,N x B,x B, x By x :' (Bernstein)



3.2 Doniisiimler

24) = Tx)=XO)) D"

XQO0=T x D"

(2.7) = POO=X x M’

X00ePx M"

QA ve(27) = TOOD =P x M

TOOB® x M" ' D"
POO=T x D'M"

(2.11) = LOO=X x 1"

X006Lx "

24)ve (2.11) = TOOD =L x II"

TOO6@ x 1" ' D" !
LO)O=T x D'’

(2.19) = HO))=X x F’

X008 H x F'

(2.4)ve (2.19) = TOOD" =H x F"

TOOBW x F" ' D"
HO))=T x D"F"

223) = JOO=X x §”
X008 J x S"

24

-1 £x<1

-1 £x<1

0< x<+

-0< X<+ o0

0<x<w



Q24 ve(223) =>TOOD =J x S !

008w x s* D"
JOO=T x DS’

(2.28) = B,(00=X x 0"

X006 By x 6"

(2.4)ve (2.28) = TOOD =B, x 6"

TOOB®, x 6" ' D"
BN()‘():T x D'6"

Q2.7 ve(2.11) = POOM =L x 11"
POOBL x TI" "M’

LOOBP x M" 'T1"

(2.7) ve (2.19) = POOGY “=H x F" -
POOBH x F' "'M'

HQ))Px M"'F'

2.7)ve (2.23) = P()()(])@T gy §T !
POOBJ x ST 'M"
JOOBP x M" ST

(2.7) ve (2.28) = POOM)" =B, x 0"~
POOBB, x 0" 'M"

B,(0)6 P x MT g"

0<x<R

25



@.11)ve (2.19) = LOOOY "' =H x F'
LOOBH x F" 'TI"

HO)OLx " 'F'

2.11)ve (2.23) = LOOOY '=J x §"
LOO®J x ST
JOOOL x " 'S”

(2.11)ve (2.28) = LOOOY '=B, x "
LO® B, x 6" 11"

B0 L x 1" 76"

(2.19) ve (2.23) = HOOGO '=J x 8"
HOOBJ x S™ F
JOOBH x FT ST

(2.19) ve (2.28) = HOOWS " =B, x 6"
H))B B, x 6" 'F'

ByQOOH x F" 70"

(2.23)ve (2.28) = JOOGH "=B, x 6"
JOOB B, x 6" 'ST

B,00BJ x S" 6"

26
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4. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ORTOGONAL POLINOMLARA
DAYALI COZUM YONTEMININ ANA HATLARI

4.1 Temel Matris Denkleminin Kurulusu

Birinci boliimde tanimlanan sabit katsayili yliksek mertebeden (1.1)

diferansiyel denkleminin, yani

By 0)=gx a<x<bh

k=0

denkleminin, (1.3) kesilmis serisi
N

y00=D f,F, x a<x<bh
n=0

bi¢iminde bir ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilsin. Burada F, (x ,(n=0,1,...,N),

fonksiyonlari, ortogonal polinomlar veya 6zel fonksiyonlardan birisi olarak

tanimlanir ve f, ,(n=0,1,...,N), sabitleri belirlenecek katsayilardir.

Once y(x) ¢oziim fonksiyon ve bunun y* (x tiirevi arasindaki matris

bagmtilar1 asagidaki gibi elde edilir.

. yOO=F x F” (4.1-a)
FQOB[F, x  F(x Fy x|
=[5 fi - AT

F (x ortogonal polinomlar

e F(x) matrisinin X(x) cinsinden ifadesi, 2. boliimde agiklandig1 gibi,
FO)O)=X x P° (4.1-b)
ise, y(x) ve y* (x in matris formlari
YOO=X x P'F’

Ve
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yYO)=X"* x P'F" 4.2)

e (2.3)ve(4.2)den, k=0,1,2,..., i¢in
yY 08X x B FPF (4.3)

¢ Denklemin ikinci yanindaki g(x) fonksiyonunun matris formu:

g(x)=X(x)G; (4.4)

G:[go g - - - gN]T

O
2O 01N
n!

n

e Verilen denklemde (4.3) ve (4.4) ifadeleri konularak ve gerekli sadelestirme
yapilarak

zm: PB" *P'F =G (4.5)

temel matris denklemi elde edilir.
4.2 Kosullarin Matris Bagintisi

(1.2) sistemi ile tanimlanan kosullarin matris formu, (4.3) den
(G=0,1,...,m-1)
m—1
{Z a, XQO®) “ +b,X b B’ k}P*F* =1, (4.6)
k=0

matris denklemler sistemi olarak elde edilir.

Burada
X(a)Z[l a . . . aN]

Xby=[1 b . . . b"]
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4.3 Problemin Coziimii

(1.1) diferansiyel denkleminin (1.2) kosullarina gore, (1.3) kesilmis serisi
seklinde yaklasik ¢oziimiinii bulmak igin, once (1.1) ve (1.3)’e karsi gelen temel

matris denklemleri, (4.5) den

WF'=G veya [W;G]| 4.7)

W= [WPJ = PB" P ;(pg=0,1,....N)
k=0

(n 0
G:[go g - - - gN]Ta g,,=gnf ) , n=0,1,....N
* T
F :[fo Hhoo fN]
ve (4.6) dan
U_I.F* =4, veya [Uj;/?,j], (G=0,1,...,m-1) (4.8)
U; :[U_/o Up - - - U_/N]

m—1
= > (@0a +b, X b B 'P

k=0
bigimine dontstiiriiliir. Sonra (4.7) arttirilmis matrisinin kosul sayis1 kadar olan m
satir1 silinerek, yerine (4.8) satir matrisleri konularak asagidaki yeni arttirilmis

matris elde edilir:
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Wao W Ce Won > &
Wi W Wiy ) 8
Vaf/; g; _ Wymo Wy Wy mn EN-m
U Uy, .. U,y ;A
U U, S Ugn 5 A4 (4.9)
B Um—l,O Um—l,l Um—l,N s /Im—l B

Eger rank ng/ =rank [V(IU/, 8} =N+1

ise, bu durumda seri katsayilar matrisi
F' =G
* T
F' = [ fo S fN]
olarak hesaplanir. Boylece f,, (n=0,1,...,N) katsayilar1 , (4.9) matris denkleminden

tek olarak belirlenir; Problem ¢6ziimii de

N
ywOO=F x F" veya y, ()= z f.F x seribi¢iminde elde edilir.

n=0
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S.UYGULAMALAR

Bu boliimde, daha 6nceki boliimlerde verilen ortogonal polinomlarinin
temel Ozellikleri ve bunlara dayali matris yontemi kullanilarak sabit katsayili yiiksek

mertebe diferansiyel denklemleri incelenmistir.

ORNEK 5.1.
y"-2y'+y=3x"—8x+5 (5.1
diferansiyel denkleminin
y(0)=7 ve y'(0)=4 (5.2)
kosulunda
Zpk()gT by =G (5.3)
k=0

temel matris denkleminden yararlanarak Laguerre polinomlar1 cinsinden ¢&ziimiinii

elde edelim.
Y PR MI"A=G (5.4)
k=0

{F *n" - B’ +11" | 4=G

seklinde agarsak

w={® ‘" - B’ +11"}

i¢in denklemi (5.1)’1

W.A=G = [V;G]

halinde getirmis oluruz. Burada bize lazim olan matrisleri bu 6rnek i¢in asagidaki

gibi tanimlanmustir.

01 0 I 1 | 5
B =lo o 2| IT"=|0 -1 2| G=|-8
0 0 0 0 0 1/2 3

matris denklemini (5.4)’ de yerine koyarsak
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I 3 6 ; 5
[W;G]=|0 -1 —4 ; -8 (5.5)
O 0 1/2 ; 3

arttirilmis matrisi elde edilir. Kosullar i¢in arttirilmis matris
[WyAl=[1 1 1 ; 7]
[Usal=[0 -1 =2 ; 4] (5.6)
olarak bulunur.(5.5) matrisinin son iki satir1 silinip (5.6) kosul matrisini koyarak
1 3 6 ; 5
{W;G]— 1 1 1 ;7 (5.7)
0 -1 =2 ; 4

arttirllmis matrisinin son hali elde edilmis olur. det(VIN/) # 0 oldugundan,(5.7) nin

diger bir ifadesi
a] [1 3 67
a |=|1 1 1

a,| [0 -1 2] |4

seklindedir. Bu denklemden

a, 17
a, |=|-16
a, 6

katsayilar bulunur. Boylece bu katsayilar (5.3)’de yerine yazilarak (5.1) probleminin

Laguerre polinomlari cinsinden ¢6ziimii

YO0BG, x ay+1L, x a+L, % a,

2
yAF  (I+ HE6)d 2+ _W%
diizenlenirse

y(B = A+ T+

olarak bulunur. Buda verilen (5.1) diferansiyel denkleminin (5.2) kosullarina gore

¢Ozimidiir.
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ORNEK 5.2.
y"—-2y'+y=3x"—8x+5 (5.9)
diferansiyel denkleminin
y(0)=7 ve y'(0)=4 (5.9)
kosulunda
Y BB ‘Y=G (5.10)
k=0
matris denkleminden yararlanarak Legendre polinomlar1 cinsinden ¢oziimiinii elde
edelim.
Y PB ‘M'A=G (5.11)
k=0

(B *M"— B'M"+M"|4=G

seklinde agarsak

w={& M - B'M"+M"}

i¢cin denklemi (5.8)’1

W.A=G = [W;G] (5.12)
halinde getirmis oluruz. Burada bize lazim olan matrisleri bu 6rnek i¢in asagidaki

gibi tanimlanmistir.

010 10 -1/2 5
B"=10 0 2| M"=l0 1 0 | G=|-8
000 00 3/2 3

matris denklemini (5.11)” de yerine koyarsak
1 -2 5/2 ; 5

w.¢]=j0 1 -4 ; -8 (5.13)
0O 0 3/2 ; 3

arttirilmig matrisi elde edilir. Kosullar i¢in arttirilmis matris

Uy AHl=[1 0 -1/2 ; 7]
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[U;4]1=[0 1 0 ; 4] (5.14)

olarak bulunur.(5.13) matrisinin son iki satir1 silinip (5.14) kosul matrisini koyarak

1 -2 5/2 ; 5
w,G|=|1 0 -1/2 ; 7
0 1 0 ;4

(5.15)

arttirlmis matrisinin son hali elde edilmis olur.det() # 0 oldugundan,(5.15)’nin

diger bir ifadesi

a, ] [1 =2 5/27'T5
a |=|1 0 =1/2| |7
a, 0 1 0 4

seklindedir. Bu denklemden

a, 8
a, |=|4
a, 2

katsayilar bulunur. Béylece bu katsayilar (5.10)’da yerine yazilarak (5.8)

probleminin Legendre polinomlar1 cinsinden ¢éziimii

y()‘()@@)o X ao"'Pl xa+P xa,
y(31.8 4x {—3% A2
diizenlenirse

yB= A+ T+

olarak bulunur. Buda verilen (5.8) diferansiyel denkleminin (5.9) kosullarina gore

¢Ozimidiir.
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ORNEK 5.3.
y"-3y'+y=-2¢"+3 (5.16)
diferansiyel denkleminin
y(0)=5 ve y'(0)=2 (5.17)
kosulunda
BB 'Y=G (5.18)
k=0
matris denkleminden yararlanarak Chebyshev polinomlari cinsinden ¢6ziimiinii elde
edelim.
Y PR D'A=G (5.19)
k=0

{B *D" - B'D"+D"}4=G

seklinde agarsak

w={B *D'- B'D"+D"}

icin denklemi (5.16)1

W.A=G=[W;G] (5.20)

halinde getirmis oluruz. Burada bize lazim olan matrisleri bu 6rnek i¢in asagidaki

gibi tanimlanmistir.

1 1

G=|-2
-1

10
D'=01 0
00 2

matris denklemini (5.18)’ de yerine koyarsak

1 -3 3 ; 1
[W.Gl=0 1 -12 ; 2 (5.21)
0 O 2 5 -1

arttirilmis matrisi elde edilir. Kosullar i¢in arttirilmis matris

Uy 41=[1 0 -1 ; 5]
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W,;;Al= [O 1 0 ; 2] (5.22)
olarak bulunur.(5.21) matrisinin son iki satir1 silinip (5.22) kosul matrisini koyarak
1 -3 3 ;1
w,G|l=/1 0 -1 ; 5 (5.23)
0 1 0 ;

arttirlmis matrisinin son hali elde edilmis olur.det() # 0 oldugundan,(5.23)’nin

diger bir ifadesi

-1

1/2a, 1 -3 3 1
a |=|1 0 -1} 15
a, 0 1 0] |2

seklindedir. Bu denklemden

1/2a, 11/2
a |=| 2
a, 1/2

katsayilar bulunur. Béylece bu katsayilar (5.18)’da yerine yazilarak (5.16)

probleminin Chebyshev polinomlari cinsinden ¢6ziimii

1
y(Q06d, x an-'-Tl xa+T, x a,

y(d .= %.%x(2+ A 1
diizenlenirse
yR =8+ x+

olarak bulunur. Buda verilen (5.16) diferansiyel denkleminin (5.17) kosullarina gore
¢Oziimidiir. Tam ¢oziimii ise;

y(2= 8+ olur.
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ORNEK 5.4.
y"-3y+y=-2e¢"+3 (5.24)
diferansiyel denkleminin
y(0)=5 ve y'(0)=2 (5.25)
kosulunda
S P®B 'Y=G (5.26)
k=0
matris denkleminden yararlanarak Laguerre polinomlar: cinsinden ¢oziimiinii elde
edelim.
Y BB M'4=G (5.27)
k=0

{F "I - B’ +11"} 4=G

seklinde agarsak

w={8 " - B'I" +11"}

icin denklemi (5.24)i

W.A=G = [W;G] (5.28)
halinde getirmis oluruz. Burada bize lazim olan matrisleri bu 6rnek i¢in asagidaki

gibi tanimlanmistir.

010 1 1 1 1
B'=|0 0 2|II"=|0 -1 2| G=|-2
0 0 0 0 0 1/2 ~1

matris denklemini (5.26)’ da yerine koyarsak

1 4 8 ; 1
W:G]=|0 -1 -5 ; -2 (5.29)
0 0 1/2 ; -1

arttirilmis matrisi elde edilir. Kosullar i¢in arttirilmis matris

Wy Al=[1 1 1 ; 5]
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[U;41=[0 -1 =2 ; 2] (5.30)

olarak bulunur.(5.29) matrisinin son iki satir1 silinip (5.30) kosul matrisini koyarak

1 4 8 ;1
w:gl=|1 1 1 ; 5 (5.31)
0 -1 -2 ; 2

arttirilmis matrisinin son hali elde edilmis olur.det() # 0 oldugundan,(5.31)’nin

diger bir ifadesi

1

a] [1 4 871
a |=|1 1 1] 15
a,| |0 -1 =2 |2

seklindedir. Bu denklemden

a, 9
a, |=|-6
a, 2

katsayilar bulunur. Béylece bu katsayilar (5.26)’da yerine yazilarak (5.24)

probleminin Laguerre polinomlar: cinsinden ¢oziimii

y006Wd, x ay+L, x a,+L, x a,

2
yd.e (1+ @) 2+ - )x2+%
duzenlenirse

YR =85+ x+

olarak bulunur. Buda verilen (5.24) diferansiyel denkleminin (5.25) kosullarina gore
¢Oziimiidiir. Tam ¢oziimii ise;

y(2= &+ olur.
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6. SONUC VE TARTISMA

Bu ¢alismada verilen yontem yiiksek mertebeden sabit katsayili differensiyel
denklemlerin matris formlarina cevrilmesi ve aralarindaki matris bagintilarinin
bulunmasi ve uygulanmasidir.

Bu ¢aligsmanin birinci boliimde ortogonal polinomlarin tanimi yapildi. Sturm-
Liouville smir-deger problemleri ve ortogonallik aciklandi. Taylor, Chebyshev,
Legendre, Laguerre, Hermite, Bessel ve Bernstein polinomlarinin veya ozel
fonksiyonlarinin 6nemli ozellikleri ve rekiirans bagintilari, matris formlarina
doniistiiriildii ve aralarindaki matris bagintilar1 bulundu. Daha sonra, bu bagintilar

yardimut ile yiiksek mertebeden sabit katsayili

z " )=g x  diferansiyel denkleminin
k=0

m—1
> @WP a0t b 1=2, j= m—
k=0

kosullarina gore yaklasik ¢ozlimleri arastirildi.

Ikinci boliimde ise Taylor, Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite, Bessel
ve Bernstein polinomlar1 ve bunlara dayali serilerin matris gosterimleri elde edildi.

Uciincii boliimde bazi matris 6zellikleri verilen Chebyshev, Legendre,
Laguerre, Hermite, Bessel ve Bernstein polinomlar1 arasindaki matris bagmtilart
kurularak taban dontistimleri yapildi.

Doérdiincli boliimde ise differensiyel denklemlerin ortogonal polinomlara
dayali ¢6ziim yontemi ana hatlariyla aciklandi. Bu agiklamada, kosullarin matris
bagintisi elde edildi.

Besinci boliimiinde ise ortogonal polinomlarin temel 6zellikleri ve bunlara
dayali matris yontemi kullanilarak sabit katsayili yiiksek mertebe differensiyel
denklem Ornekleri incelendi. 5.1 ve 5.2 deki 6rneklerde ayn1 differensiyel denklemin
Laguerre ve Legendre polinomlar seklinde farkli polinomlarla ¢oziilmesine ragmen
ayni sonug elde edildigi goriildii ve tam sonug saglandi. 5.3 ve 5.4 deki 6rneklerde
ise ayn1 differensiyel denklemin Chebyshev ve Laguerre polinomlar seklinde farkli

polinomlarla ¢oziilmesine ragmen ayni sonug elde edildigi goriildii ama tam sonug
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saglanamadi. 5.3 ve 5.4 deki 6rneklerin tam sonucu ve yaklagik ¢oziimii ayn1 grafik
tizerinde gosterildi.

Bu c¢alismada onerilen yontem yiiksek mertebeden degisken katsayili lineer
adi differensiyel denklemler, kismi differensiyel denklemler, integral ve integro

differensiyel denklemler i¢in gelistirilebilir.
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