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ABSTRACT

ALGEBRAIC OPERATIONS ON 4-D MATRICES

YUZBASI, Celile
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ozge OZTEKIN
Co-Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Necati OLGUN
January 2020
57 pages

In this thesis, information about matrices, 3-D matrices and 4-D matrices are given.
For the definition of algebraic operations on 4-D matrices, 3-D matrices were
examined . We have defined 3-D matrices and 4-D matrices and proved that these
matrices are commutative groups on addition. As the application area of the defined
matrices, we aimed to expand the tomography to 4-D matrices by analyzing the old
image and the current image at the same time in Matlab to obtain faster ideas about

the change of the diseased region and to minimize the human errors.

Key Words: Matrices, 3-D Matrices, 4-D Matrices, Matlab, Tomography



OZET

4-D MATRISLER UZERINDE CEBIRSEL iSLEMLER

YUZBASI, Celile
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Ozge OZTEKIN
Ikinci Damsman: Doc. Dr. Necati OLGUN
Ocak 2020
57 sayfa

Bu tezde, matrisler, 3-D matrisler ve 4-D matrislerle ilgili bilgilere yer verilmistir. 4-
D matrisler iizerinde cebirsel islemlerin tanimi i¢in 3-D matrisler incelendi. 3-D
matrisler ve 4-D matrisler tanimlanip bu matrislerin toplama islemi {izerinde degismeli
grup oldugunu ispatladik. Tanimlanan matrislerin uygulama alani olarak tomografi 4-
D matrislere genisletilerek eski goriintii ve gilincel goriintiiyii ayn1 anda Matlabta

coziimleyerek hastalikli bolgenin degisimi hakkinda daha hizli fikirler elde etmeyi ve

bununla birlikte insani hatalar1 en aza indirmeyi hedefledik.

Anahtar Kelimeler: Matrisler, 3-D Matrisler, 4-D Matrisler, Matlab, Tomografi
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BOLUM 1

GIRIS

1.1. Calismanin Amaci

Matris, her alanda kullandigimiz uygulama alani ¢ok genis olan matematiksel bir
kavramdir. Matematikte matris dikdortgen bir sayilar tablosudur. Satirlar ¢ift
degiskenli verilerin kaydedilmesi amaci ile kullanilir. Satirlar iizerinde dort iglem
yapilabilmesi lineer cebirde temel kavram olmasini miimkiin kilmistir. Lineer
denklemler sisteminin kullanimi1 M.O. 300°lii y1llara dayanmaktadir. Bununla birlikte
bu tarihte yapilan ¢alismalardan diger matemetikgiler haberdar olmamustir. M.O.
300’1i yillarda yapilan ¢alismadan yaklasik 2000 yi1l sonra Avrupali matematikgiler

matris kavramini ilk kez kullanmiglardir.
Ayrica matrisler ;

e Bilgisayar programlama,

e Sifreler algoritmasi,

e Optimizasyon problemleri ,

e Excel uygulamalarinin hiicresel yapisi,

e (Oriintli isleme(tanima) algoritmasi,
gibi 6nemli alanlarda da uygulama alanlarina sahiptir.

Ornegin; bir sinemada, birinci sirada oturan insanlarim yerleri A ile gosterilir. Bunlarin
bastan kaginci sirada oturduklarini ifade etmek icin A’nin yanmna 1,2,... sayilari
getirilir. Bu koordinat olarak bilinir ama bunu ai: olarak gosterdigimizde(ya da A1), 1.
sira 1. siitunda oturtan kisi olarak anlariz. Biitiin salon bu sekilde bir matris haline
getirilebilir. Bir sinif, otopark, yani yer bulma kavraminin gerekli oldugu durumlarda

kullaniir.



Bu tezde ilk olarak matris ile ilgili literatiir bilgilerine yer verilmistir. Ikinci boliimde
matrislerle ilgili baz1 temel bilgilere yer verilmistir. Ugiincii béliimde 4-D matrisleri
ve cebirsel islemleri tanimlamak i¢in 3-D matrislerin tanimim1 ve 3-D matrisler
tizerinde cebirsel islemlere yer verilmistir. Dordiincti bélimde 4-D matrisler ve 4-D
matrisler tiizerinde cebirsel islemler tanimlanmistir. Besinci boliimde Onceki
boliimlerdeki tanimlarin uygulanabilirligi agisindan o6rnekler verilmistir. Altinci
boliimde tomografinin alt yapisi olan matrisi kullanarak eski goriintii ve giincel
gorlintiiyli ayn1 anda ¢oziimleyerek hastalikli bolgenin degisimi hakkinda fikir elde
edebilecegimiz uygulamaya yer verilmistir. Tezin son boliimii olan yedinci boliimde,

bu tezde elde edilen sonuglara ayrilmistir.



BOLUM 2

TEMEL TANIMLAR

Bu kisimda ilerleyen kisimlarda karsimiza ¢ikacak olan bazi temel kavramlar hakkinda

bilgi verilmektedir. Daha fazla bilgi i¢in [1-2] kaynaklarina bakilabilir.
2.1. Temel Tamimlar

Tanmm 2.1.1: G tizerinde ikili islem :*

*:G * G = fonksiyonuna bir ‘ikili islem

> denir

)Vp,r,s,t EGigin p=r,s=t=>p*xr =sx*t dir.
i) Vp,r € Gicinp *r € G ise * islemine kapalidir denir.

Tamm 2.1.2: G bostan farkli olan bir kiime, {izerinde ikili islemin tanimlandig1 G

kiimesine cebirsel yap1 denir.

Tanim 2.1.3: G bos olmayan bir kiime ve * , G lizerinde taniml1 bir ikili islem olsun.
(Gl)Herp,r,seGiginp* (r*s)=(p*r)*s

(G2) Herp € G icin p * e = e * p = p olacak sekilde e € G vardir.

(G3) Her p € G icin p * x = x * p = e olacak sekilde x € G vardhr.

(G4) Herp,r € Gicinp *r = r * p dir.

ozelliklerinden yalniz (G1) saglaniyorsa G kiimesine * ikili islemi altinda yar1 grup,
(G1) ve (G2) kosullar1 saglaniyorsa G kiimesine * ikili islemi altinda monoid, (G1),

(G2), ve (G3) kosullar1 saglaniyorsa G kiimesine * ikili islemi altinda bir grup denir.



Eger bir G grubu (yar1 grubu,monoidi) (G4) 6zelligini sagliyorsa * islemi altinda

degismeli grup (degismeli yar1 grup, degismeli monoid) denir.

Teorem 2.1.1:(G,*) bir grup olsun. O zaman

i)

ispat:

i)

pEGVEpxp =pisep = edir.
Vp,r,s € G igin
PXT =p*SDT =S5
r¥p=S*xp=>r==s
Her bir p € G, ters eleman p~1 dir.
Her bir p € G i¢in (p™1)! = p dur.

Lxp~1 dir.

p,r€Gigin(pxr) t=7r"
p,T € G i¢in
prxX=rVey*p=r
denklemlerinin G grubu icinde ¢dziimleri vardir ve bunlar x = p~1 x 1 ve

y =r*p~tdir.

p € G igin p * p = p olsun. O zaman

-1

e=p *p

=p~tx(P*p)

=@ 'xp)*p

=ex*p

=P
esitlikleri saglanir. O halde e = p olur.
p,7,S € G icin p *xr = p * s olsun. Bu esitlik sol taraftan p elemaninin
tersi p~1 ile garpilirsa p~l* (r*s) =p~ 1 (r*s) elde edilir. Tamim
2.1.3’ten (Gl)ve (G3) kullamlirsa son esitlikten (p~1*p)*r = (p~1 *
p) * s Ve boylece e * r = e * s bulunur. Tanim 2.1.3 (G2) den r = s olur.
r * p = s * p ise benzer sekilde r = s oldugu goriliir.

~1 oldugunu

r ve p~! elemanlar1 p elemanmin tersi olsun. 7 =p
gosterecegiz. r ve p~ ! elemanlar1 p elemaninin tersi oldugundan p * r =

r«p=eve pxp 1 =p1xp=e esitlikleri saglanir. Bu esitliklerden



r*p=px*p 1 elde edilir. Burada (ii) kullanilirsa r = p~! oldugu
goriliir. O halde p elemaninin tersi teklikle bellidir.

iv) Herp€Gicin pxp™t=p~1xp=e oldugundan p~! elemanmin tersi
olur. Bu (p~1)~1 = p esitliginin saglanmas1 demektir.

V) p, T € G igin

tep ) =pr(rxr T xpT

:p*e*p_l

(pxr)*(~

=pxp™
= e dir
Benzer sekilde (r"1xp 1) xpxr =e oldugu goriiliir. Buradan (p *
™1 =r~1x p~1elde edilir.
vi) p = x = r olsun. G grup oldugundan p elemaninm tersi p~! € G vardir ve
tektir. Carpma G iizerinde ikili islem oldugundan p * x = r esitligi p~1 *
(p * x) = p~1 x r olmasin1 gerektirir. Burada (G1) dikkate almirsa (p~1 x
p) *x = p~1 *xr esitligi elde edilir. Son esitlikte sirasiyla (G3) ve (G1)
kullanilirsa e * x = x = p~1 *r mevcuttur. Oyleyse x =p~1 7 olur

Bununla birlikte y * p = 7 esitligi y = v * p~! hesaplanr.
Teorem 2.1.2: (M, (F), +) bir degismeli gruptur.

Ispat: Matrislerin tamimindan anlasilacagi gibi M,,.,,(F) de gerceklestigini

goruyoruz.

Ay € Man(F), bkl € Man(F) = Crr = Qg + bkl eEF k= 1,2,...,m l=
1,2,...,n

1) Birlesme ozelligi
A = (ap), B = (br), C = (c1) € Mypsn(F) > (A+B)+C=A+ (B+C)
(A+B)+ C = [(an + br)] + (cra)
= (g + brr) + (Cra)
= (a1 + b + cia)

= (ax) + (b + crr)



= (ax) + [(bra + cr)]
=A+ (B+C)dir.
2) A = (ar) € My (F),30 = (04),A+0=0+4
A+0={(a + 0Dk =12,.... m;l=1,2,...,n}
= (O +a)lk=12,....;l=1,2,...,n)
={(aplk=12,....m;l=1.2,...,n}
=A
3) A = (a) € Mmxn(F), 3 — A = (a1), A+ (-4) =0
A+ (—A) ={(a) + (—ax)lk=12,... m;l =12,...,n}
={0lk=12,....m;l=12,...,n}
=0
4) Degisme ozelligi
A= (aw),B = (b)) € Myn(F),A+B =B + A dir.
A+ B = (ax) + (br)
= (a1 + brr)
= (b1 + agr)
—B+4
dir.

Tamim 2.1.4: Bir G kiimesi iizerinde toplama ve ¢ikarma islemleri asagidaki
ozellikleri sagliyorsa (G, +,#) yapisina cisim denir. Cismin elemanlarina skaler ad1

verilir.

1) (G, +) degismeli grup
2) (G,e) degismeli grup



3) Vp,r,s € G igin e igsleminin + islemine her iki taraftan da dagilma ozelligi
mevcuttur.
) pe(r+s)=(p+r)es
i) (p+r)es=pes+resdir
Tamm 2.1.5: G bir cisim olsun H c G, G bos olmayan kiimesi i¢in H kiimesi G deki

islemlere gore cisim ise bu cisme G cisminin ‘alt cismi’ denir.

Tamim 2.1.6: F bir cisimve a; € F(1 < k <m,1 <1 < n) olmakla birlikte;

a11 a12 nen aln
321 a22 e a2n
dmi1 dm2 - dmn

Sekil 2.1 m X n tipinde matris
Sekil 2.1°¢ matris denir. k = 1,2,3,...,m ;
[ak1 Akr . akn]

ifadesine matrisin dizeylerive l = 1,2,3,...,n i¢in ;

aq
az;
Ami

sekline de matrisin dikeyleri denir. m dizeyli n dikeyli bir matrise m X n matris denir.

Tanmm 2.1.7: Determinant, es dortgen matrisleri tek sayiya esitleyen fonksiyondur.

detA veya |A| ile gosterilir.
e Determinant sifir veya negatif olabilir.

Tamim 2.1.8: A, n X n es dortgen matrisinin k mc1 dizey ve [ inci dikey ihmal edilerek
n—1 es dortgen matrisi elde edilir. Bu matris M, ile gosterilirse, |My;|

determinantina A matrisinin ay; 6gesinin mindrii denir.

Tamim 2.1.9: A,n X n es dortgen matris ve |My;|, ay; 6gesinin minorii olmak tizere

ay; 0gesinin Ay; kofaktort,

Ajj = (=D M|



olarak tanimlanir.

2.2. Determinant Alma Kuralari

1) D =[d];..= |D|=d

2) D:[: ’ln]:>|D|=k.l—m.n

dll d12 d13
3) D =|dy; dy; dys d3y.dgp.dis + dyg.dsp.dyz +dyq.dy.dss =Ty
d31 d32 d33
d11 d12 d13 _
dq1.d33.d33 + dpy.d3p.dyz + dsq.dyp.dys =T,
d21 dzz d 23

|D| =T, —-T,

4) Es dortgen matriste dy; 0gesinin mindrii my,; olsun dy; 6gesinin hareketli

mindrii (kofaktorii) ;

D = (=D . myy
D = [dy]pn Matrisi verilsin.

Matrisin determinanti rastgele dizey yada dikey 6geleri ayni 6gelerin kofaktorlerinin

carpimlarinin toplamina esittir.
k. dizey gore determinant ;
ID| = dgy1. D1 + dya- Dy + -+ + dgn- Din
1. dikey gore determinant ;
ID| = dy;. D1y + dgy. Dy + -+ + diy. Dy
2.3. ki Matrisin Toplam (Farki)

D ile E m X n seklindeki iki matris ise



dyy + ex = cpy

olacak sekilde elde edilen ¢ = [cy;] matrisine D ile E matrisinin toplami1 veya farki

denir.
2.4. Bir Matrisin Skaler ile Carpim
Bir matrisin ¢ gibi bir sayi ile ¢arpildiginda matrisin tim 6geleri c ile ¢arpilir.

D= [dkl]m*n

c.D = [C. dkl]m*n

2.5. Matris Carpim

D ve E matrislerinin garpilabilmesi D matrisinin dikeyi ile sayis1 E matrisinin dizey

sayisina esit olamasi ile miimkiindiir.
D = [dyi]msnise E = [ex;]n.p olmalidir.
D.E=C
C = [cki]lmap biciminde bir matristir.
Carpma ilk matrisin dizeyleri ve ikinci matrisin dikeyleri ¢arpilip toplanarak yapilir.
€11 = dy1.€11 +dpp. e+ +dip.ep

Ci2 = dyg.€x tdip.e+ -+ dig.en

Crl1 = dkl' €kl + de' €71 + -+ dkn- ent Cmp = dml' elp + dmz.ezp + -+

dmn- €np
Matris Carpiminin Ozellikleri

1) D.E # E.D dir. Yani herhangi iki matrisin ¢arpiminin degisme 6zelligi yoktur.

Asagidaki spesifik durumlarda esitlik saglanir:

{D.I =1.D
D.D"*=D"1D



2) D.(E.C)=(D.E).C

3) D(E+C)=D.E+D.C (E+C).D=E.D+C.D

4) D.E = E =D = I olmak zorunda degildir.

5) D.E =0= D = 0veyaE = 0 olmak zorunda degildir.

6) (D.E)T =ET.DT (D;D,..D,)" =D, .D,_;"...D,".D,"

2.6. Matrisin Transpozu (Devrigi)

Bir matrisin transpozu, satirlarin siitun, stitunlarin satir haline getirilmesi ile olusan

matrislerdir.
A matrisinin devrigi DT, D%, D’ sekilleri ile gosterilebilir.
D = [di]men ise
D = [dylnem
olur.
Matrisin Transpozunun Ozellikleri

1) D+ E = E + D (Degismelidir)
2) D+ (E+C)= (D +E)+ C (Birlesmelidir)

k.(D+E)=k.D+k.E
3) kl’kZ""’kn eR (kl +k2)D = le +k2D
(ky.ky).D = ky. (. D)

» D) -o

5) (D+E) =DT +ET
6) (D—E) =DT —ET
7) (k.DT) =k.DT

8) (D.E) =ET.DT
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2.7. Baz1 Ozel Matrisler

1) Kare Matris: Satir sayist siitun sayisina esit olan matrislerdir.

[3 2
1 0
2) Sifir Matris: Tiim elemanlari sifir olan matristir.
[0 0
0 0
3) Kosegen Matris: Kosegendeki elemanlar hari¢ diger elemanlar1 sifir olan
matristir.
1 0 0
0 -4 0
0 0 -3
4) Skaler Matris: Kosegendeki biitiin elemanlarin birbirine esit olan matristir.
[5 0
0 5
5) Birim Matris: Kosegendeki tiim elemanlar1 1 olan matristir.
1 0 O
0 1 0
0 0 1

6) Simetrik Matris: A es dortgen matris kabul edilsin. a;; = a;; esitligi
saglaniyorsa Aya simetrik matris denir.
1 2 3
2 4 =5
3 =5 6
7) Ters-Simetrik Matris: A bir kare matris olsun. Eger a;; = —ay; esitligi tiim

i # j elemanlan igin saglamyor ise veya —A = AT oluyorsa Aya ters simetrik

0 1 -2
o

2 5 0

matris denir.

NOT : A matrisi n*n kare matris olsun
P=—.(A+AT)
ve
_1 T
Q = (A-A"Y)

seklinde tanimlanan P ve Q matrisleri siras1 ve simetrik ve ters simetrik matrislerdir.
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8) Periyodik Matris: A bir kare matris olsun. k € N *olmak iizere ;
Ak+1 =A

ise A matrisine periyodik matris denir.
1 0 0
0 1 0
0 0 1

9) Idempotent Matris:A es dortgen matris kabul edilsin.

A2 =A
esitligi saglaniyorsa A matrisi idempotenttir.Birim matris bir idempotent matris
Ornegidir.

A2 =0

1 2 5
2 4 10

— .

ise A matrisi nilpotenttir.

10) Ust Ucgensel ve Alt Uggensel Matris: Bir kare matrisin asal kdsegeninin

altinda (iistiinde) kalan tiim elemanlar sifir ise iist iggensel (alt liggensel) matris

denir.
-1 4 0
0 2 6
0 0 7
ist icgensel matrise ornektir.
3 0 0
5 -3 0
2 0 1

alt ticgensel matrise ornektir.

11) Ortogonal Matris: A bir kare matris olsun.
AAT =1

ise A ortogonal matristir.
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1/V3 1/V6 —1/V2
1/V/3 —-2/6 0
1/V3 1/M6  1/42

2.8. EK Matris (Adjoint Matris)

Herhangi matrisin yerine, o 6geleri isaretli minorlerinin yazilip transpozu alinarak elde

edilen matrise ek matris denir.
Ek(D) veya adj(D) ile gosterilir.
2.9. Bir Matrisin Carpma Islemine Gore Tersi

D =[Dk, ]n*n, carpma islemine gore tersini D=1 ile gosterelim. Determinanti sifir

olmayan her matrisin tersi mevcuttur.

_ 1

D™=
ID|

.ek(D), (ID]) #0

Ozellikler
1) D.D'=DptLD=1I
2) (DH =D
3 (H'=(OdH!
4) (k.D)™'=—.D7
5) (D.E)"*=E 1D
6) D.Ek(D) = Ek(D).D
=det(D).1
7) Ek(D.E) = Ek(D).Ek(E)
Tanmm 2.1.10: (K,+,0) bir cisim, V iizerinde *:VXV -V i¢ ve o: KXV = V dis

islemleri tanimlanan bir kiime oldugunu varsayalim. Asagidaki aksiyomlar

gerceklesiyorsa V ye K cismi tizerinde bir vektor uzayi denir.
VVx,y,z € Vigin (x xy) * z = x * (y * z) dir.

V,)Vx € V igin x * 8 = x = 6 * x olacak sekilde 36 € V mevcuttur.
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V3)Vx € Vigin x *x™1 = 6 = x~1 x x olacak seklinde Ix~1 € V’dir.
V)Vx,y €Vigin x *y =y * x dir.

Vs)Va € KveVx,y € Vigin ao (x xy) = (aox) * (acy)dir.
Ve)Va,b € KveVx € Vigin (a*b) ox = (aox) * (box)dir.
V,)Va,b e KveVx € Vigin(aob)ox =aco (box)dir.

Vg)Vx € Vigin [ o x = x dir.

Tamm 2.1.11: V vektor uzayr W,V'nin bostan farkli olan bir alt kiimesi olsun. W,V de
ki islemlere gore bir vektor uzayi ise, bu durumda W,V'nin bir alt uzay1 seklinde
isimlendirilir.
Tamim 2.1.12: V ile W ayn1 F cismi lizerinde iki vektor uzay1 olsun.
TV -Ww
bir doniistim olsun. Eger her a, § € V ve ¢ € F igin,
T(cca+p)=cT(a)+T(P)

saglantyorsa Tye lineer donlisiim denir.
2.10. Lineer Doniisiimlerin Matris Gosterimi

U vektdr uzayli m boyutlu ve V vektdr uzayr da n boyutlu iki vektdr uzay: olsunlar.

Buna gore x = [x1x5 ... x,,] € Uve

di; dip .. dip
D= Gz
dpmi Amz - dpn
bununla birlikte;
dll d12 dln
x.D = [x1%5 ... X5 ] * 21 d:ZZ dan
dml dmZ dmn
= [y1y2 - Ynl
=yevV
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olur. Ayrica, uy,u, € Uve a,f8 € K olmak iizere
(a.uy + B.uy).D =a.u;.D+ f.u,.D
=a.u, +L.u, €U

oldugunu gérmek kolaydir. Ote yandan, y = [y;y, ... »,,]7 € bununla birlikte

din  diz o din] V1] [
d21 dzz dZTl *3’2 _ X2

pry=| ¢ i i [ ¥EY
dml dmz dmn Yn le

elde edilir. Yine uy,u, € U ve A, u € K olmak iizere
D.(A.uy +p.uy) =A.D.u; +u.D.u,
=Adu +upu, €U
bulunur.

Ayni bir K cismi ilizerinde tanimli Uve Vvektor uzaylar1 verilmis olsun. U vektor
uzaymin boyutu m, ve Vvektdr uzaymin boyutu da n olmak tizere {uy, uy, ..., U} ,
Uvektor uzayinin bir bazi ve {vy, v5, ..., v, } vektorleride, V vektor uzayinin da bir bazi

olsun. Buna gore F:U — V bir lineer doniisiimiine karsilik gelen matrisi bulalim.
u, € U ve v; € V olmak lizere ;
F(M) =Yp=1dv; 1=123,...,m) ...(2.1)
olacak sekilde dy; € K skaleri vardir. (2.1) esitligini acik olarak yazarsak ;
F(uy) = dy vy + dyvp+... +dyq vy
F(uy) = dy,v; + dyyvy+...+d,ov, ... 2.2
F(up) = dymvy + domVa+... +dpmvy
olup bunu da matris formunda yazarsak ;
F(uy) dip dyr o dp 1
lF(uz)‘ Idu dzz d?z * U.Z

F (1)

S .
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matrisi elde edilir.
Herhangi bir x € uigin x = x;uy + X Uy +. .. + X Um = Dpeq XUy olmak iizere ;
F(x) = F(xjuq + xoup+... +xuy)
= x:F(uq) + x,F (uy)+... +x,,F (u,,)
olur ve iki ifadedeki degerler yerine yazilirsa,
F(x) = x;((dy1vy + dy1va+... +dipvy) + x5(dgovy + dopve+.. +dpovp) +. .
+x (v + domva+. .. +dpmvn)

dyp-Xo+...+dom-X). Uy +...

+(dp1-%1 + dpp- X+ .. +dpm- X))V
olur.

Yy = 1, Y2 0y V) = Y1U1 + VoUy + -+ + Y, v, ve iki vektoriin esitliginde ;

yl d11.x1 + dlz.xz + e + dlm- xm

F(X):y: y:2 _ d21.x1+d22.X2§+"'+d2m.xm
yn dnl.xl +dn2.x2 ++dnmxm

dll d12 dlm xl

— d21 dzz dZm . .X:z

dpi dpy o dpmd Xm

elde edilir. Burada U uzayindaki baza gére yazilan F(x) € U vektori, siitunlar1 F (u;)

olan
dll dlZ dln
d21 d22 dZn (23)
dml dmZ dmn
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n X m tipideki matris ile U uzayindaki baza gore yazilan x = (xq,X3,..., Xp)
koordinat vektdriiniin carpimidir. Iste bu D matrisi F: U — V lineer doniisiimii temsil

ettiginden bu matrise ;
f={u,uy, .., un}
g =1{vy, vy ., v}
bazlarina gore F lineer doniigiimiiniin matris gdsterimi denir.
(2.3) matrisine dikkat edilirse, (2.2) ifadesindeki matrisin transpozesidir. O halde
F:U - V lineer doniisiimiine karsilik gelen matrisi bulmak igin ;

1. U vektor uzaymin baz vektorlerinin F altindaki goriintiileri bulunur.

2. Bulunan bu goriintiiler U uzaymin baz vektorlerinin lineer toplami olarak

yazilir.

Bu lineer toplam matris formunda yazilip matrisin transpozesi alinir.
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BOLUM 3

3-D MATRISLER UZERINDE CEBIRSEL iSLEMLER

Bu béliimde diger boliimde kullanacagimiz 4-D matrisi tanimlama da kullandigimiz

3-D matrislerle ilgili tanimlar verilecektir. Daha fazla bilgi i¢in [3] kaynagina
bakilabilir.

3.1. 3-D Matris

Tamim 3.1.1.1: 3-Boyutlu 3 * 3 * 3 tipindeki matris diye soyle adlandirilir. (F, +,*)

bir cisim olsun.

M3*3*3(F) = {(al]k)ll = 1121311 = 11213; k = 1l2l3}

Sekil 3.1 3-D matrislerin 3 boyutlu diizlemdeki goriintiisii



Bu matrisin reeldeki goriintiisii ise asagidaki sekildeki gibi olacaktir ;

alll a'121 a'131
a211 aZZl a231

_a311 a321 a331_

;A Ay
A= Ay Ay Ay
| Q311 83 gy |

111 alZl a131

a
Qg1 1 8y
a

311 a321 a'331_
Azz33(F) = {(a)i = 1,2,3; j = 1,2,3; k = 1,2,3}

Tamm 3.1.1.2: 3 * 3 * 3 tipindeki sifir matrisler, 3-D tiim elemanlar1 sifir olan

matrislerdir.
03.3.3(F) = {(04x)|0ijx € F;i =1,23;j = 1,2,3;k = 1,2,3}

olarak tanimlanir ve burada —a;jx, a;j, € F nin ters elemanidir.
Tamim 3.1.1.3: 3-D A matrisi

Asuzs(F) = {(aii)]i = 1,2,3;j = 1,2,3;k = 1,2,3}
olmak {izere bu matrislerinin toplama iglemine gore tersi ;

Azuz.3(F) = {(aij)li = 1,2,3;j = 1,2,3;k = 1,2,3} dir.

Buradan;
(aijk) + (—a;jx) = Op olmak lizere
Azszes + (-Azezes) = {(aip) + (-ag)li=1,2,3;j = 1,2,3;k = 1,2,3}

={(0i)i =1,23;j =1,2,3;k = 1,2,3}
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= 034343 dir.
3.1.1. 3-D Matrislerde Toplama islemi
A ve B, 3-D matris olmak iizere
Aziz3(F) ={(a;)|i = 1,2,3;j = 1,2,3;k = 1,2,3}
B3.3.3(F) ={(bsi)|i = 1,2,3;j = 1,2,3;k = 1,2,3}

dir. Bu matrislerin toplami

A1 Ay a131— _bm by b131_ A tbyy A 0, A by
Aoy 8ypp Ay ST ST A +0,01 8y Dy By +Dyy
_a311 A3y1 a33lJ __b311 by, b331__ L A T 05y 8y + Dy gy + 05y ]
Qi Ay A b, by b, A+, A, +by, A, +bgy
A By Ay ||| Dz Dap Doy || =] B2 +001p By +Dypy 8y + b,
:a312 A3 a332: :b312 by, b J :a312 +by, g, +Dy, g, + b332:
Q13 Sz 3 bz D D At by A +Dy A by
Ay3 8y 8y brs  Dps Dy Qi3+ Dys Byy+ by By +byy
| 313 833 g | _b313 By Dya i | Q313+ Daig 85+ D55 Bgay + Dy, |

C3.3.3(F) = {Cijk = Qji + bijic|Vijk€ {1,2,3}}

seklindedir. Bu yapilan toplama isleminin 3-D olarak goriimii ise

Sekil 3.2 3-D matislerde toplama islemi
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olacaktir.

3-D matrislerde ¢ikarma islemi de toplama islemine benzer olarak ;
C3u3:3(F) = {Cijk = ayji — biji|Vijk€E {1,2,3}}

seklinde yapilir.

3.1.2. 3-D Matrislerde Carpma Islemi

A ve B, 3-D matris olmak tizere

Az (F) ={(a; )i = 1,2,3;j = 1,2,3;k = 1,2,3}

B3.z.3 (F) ={(bijx)li = 1,2,3;j = 1,2,3; k = 1,2,3} dir.

Bu matrislerin ¢arpimi
C3.3.3(F) = {Cijk = Qyjk * bijr|Vijk€ {1'2,3}}

seklindedir.
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Sekil-3.3 3-D matrisin ¢arpimi [1]

3.1.3. 3-D Matrislerde Skaler Carpim
F bir cisim ve a € F olsun.
Azizez(F) ={(aip )i = 1,2,3;j = 1,2,3;k = 1,2,3}
matrisi igin
a.A= {a. (al-jk)|aijk,\7’ijk € {1,2,3}}
seklinde elde edilir.

Teorem : (Myy.n.p (F), +) degismeli bir gruptur.
ispat : M. y4n+p (F) 3-D matrislerinin islemlerini gerg¢ekledigini goriiriiz.

Ciinkii ;
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1) Birlesme Ozelligi :
A= (aijk),B = (bijk),C = (Cijk) € Mm*n*p € (F) :>(A +B) +C=A4+ (B + C)

dir.
(A+ B) + C = ((ajjk + biji)) + (cijic)

= (aijk + biji) + cij

= (agjx + biji + Cijic)

= (aji) + (byjr + ciji)
= (aji) + ((biji + Cijic)
= A+ (B +C) dir.

2) A = (aijr) € Mpneper(F),A+0=0+4
A+0={(ajp)+O;)li=1,...m;j=1,...mk=1,..,p}
={(aijx+0p)|i=1,...mj=1,...,mk=1,...,p}
:{aijk|i =1,..mj=1,.... n,k= 1,...,p}
=A
3) A = (Aiji) Minsnip (F), 3(=4) = (=ijx) € Mmsnsp, A+ (—4) =0
A+ (—A) ={(aijp) + (—aypli=1,...m;j=1,...mk=1,..,p}
={0;li=1,...m;j=1,...mk=1,...,p}
=0

4) Degisme Ozelligi
A = (ajjx), B = (bijx) € Mypunup(F),A+ B =B + A dur.
A+ B = (a;jx) + (bijk)
= (aiji) + (biji)
= (bijk) + (aijx) ((IR, +) degismeli oldugundan )
=B+ A

e 3-D matrisinin vektdr uzayi oldugunu gdsterelim.
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A, B ve C elemanlar vektorlerden olusan 3-D matrisler olsunlar.

1) ABCEU>(A+B)+C=A+(B+C)

1
|
1

Clll
Cle

C311

Clll
0211
C31l
Clll
C211

C311

ClZl
C221

C321

C121
C221
C321
ClZl
C221

C321

Cias
Con
Caay |
Cia
Conn
Caay |
Cia1

CZSl

Caa |

(A+B) +C = ((ajx + bij)) + (ciji)

= (aiji + biji) + ciji

= (agjk + biji + Cijic)

= (ajji) + (bijk + ciji)
= (agjx) + ((bijie + cijie)
= A+ (B +C) dir.

2) A€UVe0=(0;) EU=A+0=0+A=Adr

A+0=ay + 0y
= 0jjk + Qyjk
= Qijk
=A dir.

3) AeUve—-A€Uicin A+ (—A) =0 dur.
A+ (—4) = ayx — aj
=0
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4) AALBeU= A+B=B+Adr
A+B:aijk+bijk
= biji + aiji

=B + Adur.
3-D matris toplamaya gore degismeli gruptur.

5) A,B € Uvem € Figin ;
m. (A + B) = m.(a;jx + biji)
= m. ajjk + m. by,
=m.A+ m.B dir.
6) A€ Uve mn€F icin;
(m+n).A=(m+n).a;

=m. al-jk + n. al-jk

=m.A + n..Adrw.
7) A€eUvel € F igin ;
LA =1ajy
= Qijk
= A dir.
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BOLUM 4

4-D MATRISLER UZERINDE CEBIRSEL iSLEMLER

4.1. 4-D Matris
Tamim 4.1.1: 4 - boyutlu 4 * 4 x 1 * 2 tipindeki matris s6yle adlandirilir;
(F, +,%) bir cisim olsun.
Myugerz = {(@iji) |(@ijia); i = 1,2,3,4:) = 1,2,3,4k = 1,2,3,4;1 = 1,2,3,4}

Bu matrisin goriintiisii asagidaki gibi olacaktir.

A111 Q2211 Q2311 Q2411 |Q2112 Q2212 Q2312 Q2412
A3111 Q3211 43311 43411 |A33112 Q43212 Q3312 43412

1111 Q1211 1311 ‘11411‘ Ianu Q1212 Q1312 Q1412
)
l As111 Q4211 Q4311 Q4411] [A4112 Q4212 4312 Q4412 J

Tamim 4.1.2: 4 x4 x 4 * 4 tipindeki sifir matrisleri, 4-D tiim elemanlar1 sifir olan

matrislerdir.
04igsaxa(F) = {(OF)ijklli =1234j=1234k=1234;1=1,234}
Tanim 4.1.3: Bir 4-D A matrisi

Ageanana(F) ={(aji) |aijus € Figingi = 1,234 = 1,234k = 1,2,3,4;1 =
1,2,3,4}

seklinde olmak iizere bu matrislerinin toplama islemine gore tersi ;
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—A4*4*4*4(F) = {(—aijkl)l - aijkl € Fl(;m,l = 1,2,3,4‘,] = 1,2,3,4‘} k= 1,2,3,4,l =
1,2,3,4}

dir. Ayrica burada (—a;j;), a;jx; € Fnin ters elemanidir.
Buradan;
aijri + (—aijr) = Op

(Agranana) + (—Asanasa) = {(aiji) + (—ai)|i = 1,2,3,4;) = 1,234,k =
1,2,3,4;1 = 1,2,3,4}

={(0;k)li = 1,2,34;j = 1,2,3,4;k = 1,2,3,4;1 = 1,2,3,4}
= 0444445401
4.1.1. 4-D Matrislerde Toplama islemi
Tamm 4.1.1.1: A ve B matrisleri 4-D matris olmak {izere

Ageaeara(F)={(aiji)|@ijus € Figingi = 1,2,3,4;) = 1,234k = 1,2,3,4;1 =
1,2,3,4}

Baugeara(F)={(biji) |bijia € Figin;i = 1,2,3,4;j = 1,2,3,4;k = 1,2,3,4;k =
1,2,3,4}

seklindedir. Bu matrislerin toplami

Canarara(F)={(Cijir) = (@Qijra + bijr) i = 1L,2,3,4;) = 1,234k = 1,234 1 =
1,2,3,4}
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1 T2 871 [[3 12
2 5 4 10 6 15
) 3 6 6 12 9 18
Ornegin; | - +| - =|C
7 10 14 20 21 30
8 11 16 22 24 33
|9 12]| [[18 24)| ||27 36|

seklindedir. 4-D matrislerde ¢ikarma islemi de toplama islemine benzer olarak;

Conanara (F)={(Cijir) = (@i — bijr) i = 1,2,3/4;) = 1,234k = 1,234, 1 =
1,2,3,4}

seklinde yapilir.
4.1.2. 4-D Matrislerde Carpma islemi
Tamm 4.1.2.1: A ve B matrisleri 4-D matris olmak {izere

A4*4*4*4(F):{(aijkl)Iaijkl S Fl(;ln,l = 1,2,3,4,] = 1,2,3,4; k= 1,2,3,4,l =
1,2,3,4}

Basnana(F)={(biji)) |biji € Figin;i = 1,2,3,4;j = 1,2,3,4;k = 1,2,3,4;k =
1,2,3,4}

seklindedir. Bu matrislerin ¢arpimi

Cararara(F)={(Cij) = (@ijir * bijia) € Figin;i = 1,2,3,4;j = 1,2,3,4; k =
1,2,3,4;1 =1,2,3,4}

seklindedir.
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[T24 217712 9]
T2 3 5][13 15 17] ] [|23 20||11 8
. 2 4 6|14 16 18 22 19|(10 7
Ornegin; *| - - =
7 8 9719 21 23 18 15|[6 3
110 11 12|20 22 24|| ||17 14||5 2
116 13][4 1]

[1%2443%23+5%22 1*21+3*20+5*19
2%24+4%23+6%22 2*21+4*20+6*19|

13*12+15*11+17*10 13*99+15*8+17*7
14*12+16*11+18*10 14*9+16*8+18*7

203 176][491 356
B {272 236“524 380}
“|[455 374][311 122
{506 416}'[326 128}

4.1.3. 4-D Matrislerde Skaler Carpim

Tanim 4.1.3.1: F bir cisim, a € F olsun.

Agesnana(F)={(@iju) |@ijiq € Figingi = 1,23,4;) = 1,234k = 1,2,3,4;1 =
1,2,3,4}

matrisi i¢in;
a. A = {a. @) ¥ c,€ (1,234}
seklinde elde edilir.
1 4|7 10 5 20|35 50

Ornegin; 5*||2 5|,|8 11||=||10 25|40 55
3 6|9 12 15 30([45 60

Teorem 4.1.3.1: (My.444+4(F), +) bir degismeli gruptur.
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Ispat : 4-D matrislerin tamamindan anlasilacag gibi ;

My 44444 (F) - de gercekledigini goriiyoruz.

Clinkii ;

Aijir € (F) , bijri € (F) = Ciji = Qijia + bijrg 2 FVi,j, k, 1 € {1,2,3,4}

1) Birlesme Ozelligi
A = (i), B = (bijk1), C = (Cijkr) € Myuguaa(F)=> (A+B)+C=A+(B+C)
(A+ B) + C = [(aiju + bijrn)] + (cijir)
= (@ijrr + bijrr) + (Cijrr)
= (@ijir + bijig + Cijir)
= (aijir) + (bijrr + Cijir)
= (aijir) + [Bijra + i)
=A+ (B+C)dir.
2) A = (ayu) € F,30 = (04), A+0=0+4
A+0={(ajim+0;x)li =1,234) = 1,234k =12,341 = 1,234}
= {(aijia + Ou)li = 1,2,34; = 1,234k = 1,23,4;1 = 1,2,3,4)
={(a)li = 1,23,4;j = 1,234k = 1,2,3,4;1 = 1,2,3,4}
3) A = (ajjk1) € Mysassns,3 — A= (—ayji), A+ (—A) =0
A+ (—4) = {(aij) + (—a)li = 1,23,4;) = 1,234k = 1,2,3,4;1
=1,2,3,4}
={(0i)li = 1,2,34;j = 1,234,k = 1,2,3,4;1 = 1,2,3,4}
=0

4) Degisme Ozelligi
A= (ai]-kl),B = (bijkl) € M4*4_*4*4_(F),A +B =B+ A’ dr.
A+ B = (ajjkr) + (bijir)

= (@ijir + bijir)
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= (bijia + ayjia)
= B + Adir.

Teorem 4.1.3.2: (M unp«r (F), +) degismeli bir gruptur.
Ispat : M nspsr (F) 4D — matrislerinin islemlerini gergekledigini goriirtiz.

Clinkii;

1) Birlesme Ozelligi :
A = (aii), B = (bijr), € = (Cijrt) € Miunspsr € (F) =(A+B)+C =4+ (B +
C) dir.
Gergekten,;
(A+B) + C = [(aijr) + bijen)] + (Cijrr)
= (@ijrt * bjra) + (Cijra)
= (@ijrr + bijra + Cijra)
= (aijrr) + bijra + Cijrr)

= (ajjir) + [(bijkl) + (Cijkz)]

=A+ (B + C) dir.
2)
A = (k1) € Mpsnipor(F),A+0=0+A4
Gergekten,;

A+0={(ajr) + Oij)li=1,...m;j=1,...mk=1,..,p;l=1,...,7}
:{(aijkl+OF)|i =1,..mj=1,...nk=1,...,p;l = 1,...,r}
:{aijkl|i =1,...mj=1...mk=1,...,p;l = 1,...,r}
=A

3)

A= (aijkl)Mm*n*p*r(F)' A(—A) = (_aijkl) € Mm*n*p*r'A + (—4) =0

Gergekten,;

31



A+ (—4) ={(aij) + Car)li=1,...mj=1,...
= 1,...,r}
={0juli=1,...mj=1,...mk=1...pl=1,...,r}
=0
4)Degisme Ozelligi
A = (ajji1), B = (biji1) € Mpigs4.4(F),A+B =B+ Adu.
Gergekten;
A+ B = (ajjr) + (byjira)
= (aijr) + bijrr)
= (bijk) + (aijk)  ( (IR, +) degismeli oldugundan )

o pl

=B+ A

e 4-D matrisin vektor uzayi oldugunu gosterelim :

allll a‘lle alSll a'l4ll alllZ a1212 a1312 a'1412
A= Qo1 Qppn gz Ao || Qo Qpp Apzp Qpanp
a3111 a3211 a3311 a34ll a'3112 a'3212 a'3312 a3412
a4lll a'4211 a4311 a4411 a4112 a'4212 a4312 a4412
111 4 111 131 4
bi111 bi211 biz11 bi1a11] [P111z biz12 biz1z biarz
_ 111 4 1 1 41
B = by111 baz11 baz11 baarr| |b2112 D221z D231z baarz
b3111 b3z11 b3zin bsarn|’|bs112 bsz1z bsziz bzarz
4111 4 4 44 41 421 4 441
bs111 bazi1 baz11 basrrd Ubagiz baziz  baziz  basrz
C1111 €C1211 €C1311 Ci1411] [C1112 Ci1212 Ci1312 Ci412
_11€2111  C2211 €2311  C2sa11| |C2112 C2212 C2312 C2412
C=
C3111 C3211 C3311 C3411] |C3112 C3212 C3312 C3412
Cs111 Ca211 Ca311 Cas11] LCa112 Ca212 C4312 Ca412

A, B ve C elemanlar1 vektorlerden olusan 4-D matrisler olsunlar.
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)AB,CeU= (A+B)+C=A+(B+0)
(A+B)+C = [(aijm) + bij)] + (Cijr)
= (@ijrr + bijrr) + (Cijrr)
= (@ijk1 + bijrr + Cijir)
= (aijk) + bijrr + Cijrr)
= (aijrr) + [Biji) + Cciji)]
=A+ (B+C)dir.
2)AEU,0=(0) EU= A+0=0+A4
A+ 0= (a;r) + (0x1)
= (04jxr) + (Qijicr)
= Qijki
=A
3)ABEU=>A+B=B+4
A+ B = ayji + biji
= bijri + Aijra
=B+ A
dir.
A AEU-AEU= A+ (—A) =0
A+ (—4) = ajjia + (—aijk1)
= Qijki — Qjjrl
=0

4-D matris toplamaya gore degismeli gruptur.

5) A,B € U ve m € F skaleri i¢in ;
m(A + B) = m(ayji; + bijia)
=m. al-jkl + m. bijkl

=mA+mB
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6) A € Uve m,n € F skaleri igin ;
(m+n).A=(m+n).ajq
=M. Qg + N Qg
=m.A+nA

7) A € U vel € F skaler igin ;
1.A :I.aijkl

= Qijki

= A dir
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BOLUM 5

BAZI MATRIS UYGULAMALARI

Ornek 5.1: x+y+z+t=3
X+2y+2z+3t=4 denklem sistemini ¢ozelim.
Xx+y+2z+2t=5
yt+tz+4t=7

Bu sistemin genisletilmis katsayilar matrisi ;

1 11 1 3
1 2 2 3 4
1 1 2 2 5
0 1 1 4 7

bigimindedir. Ilk satir1, ikinci ve {igiincii satirlardan ¢ikararak a,, elemaninin altindaki

tiim elemanlar sifir yapalim ;

1 1 1 1 3
01 1 2 1
0 01 1 2
01 1 4 7

simdide, ikinci satir1 dordiincii satirdan ¢ikararak a,, elemaninin altindaki tim

elemanlarin sifir olmasini saglayalim ;

Bu durumda ;
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>x+y+z+t=3,y+z+2t=1
>z+t=1,2t=6

elde edilir ki buradan;
t=3,z=—-1y=—-4x=5
Ornek 5.2: x+y+z=3

3x+2y+3z=4
2x+y+z=5

denklem sistemini ¢ozelim.
Bu sistemin genisletilmis katsayilar matrisi;
1 1 1 : 3
3 2 3 ¢ 4
2 1 2 : 5
bi¢imindedir. Birinci satirin {i¢ katini ikinci satirdan, iki katin1 da
1 1 1 : 3
0 -1 0 : =5
0 -1 0 : -1
iclincii satirdan ¢ikararak a;; elemaninin altindaki tiim elemanlari sifir yapalim.
1 1 1 : 3
0 -1 0 ¢ =5
0 -1 0 : -1

simdide, ikinci satir1 Ug¢lincli satirdan ¢ikararak a,, elemanmnin altindaki tiim

elemanlarin sifir olmasini saglayalim. Bu durumda ;
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> x+y+z=3,—-y=-5,0=—4

elde edilir ki ,buradan 0 = —4 c¢eliskisi ¢ikar. Bu denklemin ¢6ziimiiniin olmadigini

gosterir.
X—-2y+3z=4

Ornek 5.3: 2X+Yy+2z=3 denklem sistemini ¢ozelim. Verilen lineer denklem
X-y+2z=1

sisteminin genellestirilmis katsayilar matrisin

1 -2 3 : 4
2 1 1 : 3
3 -1 2 :1

seklindedir. Simdi bu matrise karsilik gelen degerleri bulalim:
Birinci satir1 -2 ile garpip ikinci satira ekleyelim:

1 -2 3 : 4
0 5 -5: -5
3 -1 2 : 1

Simdi birinci satir1 -3 ile ¢arpip ligiincii satira ekleyelim:

1 -2 3 : 4
0 5 -5: -5
0 5 -7 : -11

Son olarakta ikinci satir1 -1 ile ¢arpip tiglincii satira ekleyelim :

1 -2 3 : 4
0 5 -5 : -5
0 0 -2 : -6
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elde edilir. Buradan da

-27=-6 Sy-5z=-5 X-2y+3z=4
z=3 5y-15=5 X-4+9=4
5y=10 x=-1
=2

degerleri elde edilir.

Ornek 5.4:

Xy —y1—21 =3

X1—2y1+221=3
A {
Xl_Y1+Zl=3

X2+yZ+Z2=3
A2 :{_YZ‘l'ZZz =2
X2 =y2=3

_2X3 +Y3+Z3:3

Y3+ZZ3:3
A {
X3+Y3+Z3=1

3-boyutlu A matrisinin elemanlar1 olan A;, A,, Az matrislerinin denklem sistemlerini

genisletilmis katsayilar matrisi kullanarak ¢oziiniiz.

1 2 2 i 3
Aj=f1 -1 -1 : 3
1 -1 1 : 3

bicimindedir. Birinci satir1 -1 ile carpip ikinci ve {igiincli satira ekleyerek aq;

elemaninin altindaki tiim elemanlar sifir yapalim.
1 2 2 i 3
0 -3 -3 : 0
0 -3 -1 : 0

simdi de, ikinci satiri, li¢lincli satirdan ¢ikararak a,, elemanmin altindaki tim

elemanlarin sifir olmasini saglayalim;
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Bu durumda;
1 2 2 : 3
0 -3 -3 : 0
0O 0 2 : 0
> x+2y+z=3
—3y—3z=0
2z=0
elde edilir. Buradan; x; =3,y;, =0,z =0
1 1 1 : 3
0O -1 2 : 2
1 -1 0 ¢ 3

bigimindedir. ilk satir1 -1 ile carpip iiciincii satira ekleyelim. a;; elemaninin altindaki

tiim elemanlar sifir yapalim.

1 1 1 : 3
[0-1252]

0O 2 -1 : 0

Simdide, ikinci satir1 -1 ile ¢arpip licilincii satira ekleyelim a,, elemaninin altindaki

tiim elemanlart sifir yapalim ;

1 1 1 : 3 Xp + Yy, +2, =3
0 -1 2 : 2| = ly,+2z,=2
0O 0 5 : 4 -5z, = -4
5ZZ=4 :ZZ=4‘/5 x2+y2+Z2=3
_y2+2Z2:2 x2_18/5_4/5:3
Y, +8/5=2 X, —22/5 =3
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—y, = 18/5 X, =3+ 22/5

y2:_18/5 y x2=37/5 y 22:_4‘/5
0 1 2 3
Az =|-2 1 1 1
1 1 1 1

bi¢imindedir. Birinci satir ile iiglincii satirin yerini degistirelim.
1 1 1 : 1
-2 1 1 : 3

0 1 2 : 3

Birinci satir1 2 ile carpip ikinci satira ekleyelim. a;; elemanmin altindaki tiim

elemanlar sifir yapalim.
111 : 1
0 3 3 ¢ 5
0 1 2 : 3

Simdi de ikinci satirt —% ile carpip tiglincii satira ekleyelim. a,, elemaninin altindaki

tiim elemanlart sifir yapalim.

1 1 1 : 1
[0 3 3 5 ]$X3+y3+Z3=1
0 0 1 i 14/3
3y3+3Z3=5
75 = 14/3
y3+Z3=5/3 $y3=5/3—14‘/3 X3+y3+Z3=1
ys = —9/3 X3 —9/3 —14/3 =
lys = -3 X3 =23/3+1

X5 = 26/3
xl + Zyl +Zl == 3

Ornek 5.5: A ={x; + 3y, + 4z, = 4,
x1+4‘y1+721 =5
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_{x2+2y2+22=5
= ly, +3z,=1

2x3 +y3 - 323 = 15

X3+3y3+Z3=5
-]
X3+7y3+5Z3=1

3-boyutlu A matrisinin elemanlari olan A,, A,, A; matrislerinin denklem sistemlerini

genisletilmis katsayilar matrisi kullanarak ¢oziiniiz.
1 2 1 : 3
A=l1 3 4 : 4
1 4 7 ¢ 5

bi¢cimindedir. Birinci satir1 ve ikinci ve liglincii satirdan ¢ikararak aq; elemaninin

altindaki tiim elemanlari sifir yapalim;

1 2 1 ¢ 3
[01331]

0 0 0 : O

elde edilir. Simdi de ikinci satir1 -2 ile garpip liciincii satira ekleyelim a,; elemaninin

altindaki tiim elemanlar sifir yapalim ;

01 3 : 1 v, +3z, =1
000 : 0 0=0

[1 2 1 : 3] {x1+y1+21=3
=
zy=kolsun.x; +2(1-3k)+ k=3
vy, =1-3k
x1+2—-6k+k=3
x; =1+ 5k

elde edilir;

X1=1+5k
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ise bu denklem sisteminin sonsuz ¢6ziimii vardir ve

y1=1_3k
21:k

1 2 1 : 3
A=lo 1 3 : 1
0 00 : O

bicimindedir.a,; Ve a,, elemanlarinin altindaki tiim elemanlar sifir oldugundan satir-

stitiin iglemlerini yapilmasina gerek kalmamistir. O halde;

Xz+2Y2+ZZ=3

y, +3z, =1 z, = tolsun.
yz = 1 - 3t
x2 = 1 + 5t

elde edilir. Buradan,
X2=1_5t, y2=1_3t,Z2=t

ise bu denklem sisteminin sonsuz ¢éziimii vardir ve

1 3 1 ¢ 5
A, =[2 1 -3 : 15]
1 7 5 ¢ 1

bicimindedir. Birinci satir1 -2 ile ¢arpip ikinci satira eklenir. a;; elemaninin altindaki

tiim elemanlar sifir olur;

(1 3 1 ¢ 5

3 -5 =5 : 5| = 2.satir1-5ebolelim

1 7 5 1

(1 3 1 5

0 1 1 —1| = 3.satirdan l.satir1 ¢ikarip 3.satira yazilir
1 7 5 1
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1 3 1 ¢ 5 1 3 1 5
0 1 1 : 5 = 3satin4ebolellm [0 1 1 1
0 4 4 : 1 0 1 1 -1
1 3 1 ¢ 5
01 1 : -1
0 0 0 : O
X3+y;+2z3=5 x3 =8+ 2m
y3+z3=-1 y3=—1-m
z3 = molsun. Z3=m
y3=—-1-m

x3+3(-1-m)+m=>5

X3—3=-2m=5=2>x3;=8+2m

Matris kullanimi islemsel olarak degil grafiksel olarak da kullanilabilir. Diinya’nin
sicaklik dagilimimi grafiksellestirmek , yaymn uzunlugunu grafiksellestirmek |,
eksenlerin birbiri etrafindaki donme durumunu grafiklestirmek, herhangi bir sehrin
sicaklik dagilimini ay ve yillara gore grafiksellestirmek, bir bolgedeki yiikseltinin
alcak ve ytiksek kisimlarini gorselde daha anlasilir kilmak i¢in grafik haline getirmek
tabani 3-D matrise dayanan bir gorsellestirme sistemidir.Bu grafiklestirme islemi i¢in

Matlabtan yararlanacagiz. Matlabta hazirlanan bu grafikleri inceleyelim:

Ornek 5.6: Diinyanin kutuplardaki ve ekvatordaki giines 15111 alma agisina gore

gosterdigi farkliliklar Matlab ile gizilmistir.
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Sekil 5.1 Diinyanin giines 15181 acisina gore grafigi

Ornek 5.7:

Sekil 5.2 f fonksiyonu Matlab grafik

Ornek 5.8: cos(t) ve sin(t) fonksiyonlarinin ortak agilardaki degerlerin grafikleri

ortak grafik elde edilmistir.
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cosit) o sincty

Sekil 5.3 Trigonometrik fonksiyonlarin ayni degerdeki degisimleri

Ornek 5.9: Gezegenlerin birbirleri etrafinda donmesi Matlab yardimiyla cizilmistir.

Sekilde goriildiigii iizere yoriingeler de géz oniinde bulundurulmustur.

Sekil 5.4 Gezegenlerin birbirleri etrafinda donmesi

Ornek 5.10: Bir sehrin aylara ve yillara gore sicaklik degisimini incelemk igin 3-D
Matlab ¢izimi kullanilmistir. Bu ¢alisma sonucunda Haziran, Temmuz ve Agustos

aylarinda daha ¢ok sicak yasandigini ortaya koymustur.
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Sekil 5.5 Sicaklik degisimi grafigi

Ornek 5.11:

File Edit View Insert Tools Window Help

_(o] x|

hDzEaE x» A/ 88 0
Uc boyutlu bir dogru

400 -

300

Z- ekseni

200 -

100 -

0 -
40

y- ekseni 10 10

®-ekseni

Sekil 5.6 y(t) fonksiyonunun grafigi
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Ornek 5.12: Bir hava istasyonunda sicaklik-nem-basing degisimlerinin sirasiyla

23:53, 23:54. 23:55, 23:56, 23:57 uguslarina gore sirasiyla dlglilmesi ve bu 6l¢iimler

sonunda uguslarin gerceklesebileceginin ya da aksi durumun olmasimin gézlenmesi

grafigi yapilmstir.
Hava Istasyonu

100 T

80 /-\ //
[ INA

60

40

20

DN

A

C 1 \/

M

N
/

23:53 23:54 23:55

23:56 23:57 23:57

100

80

60

40

20

—— Sicaklik (°C)
Nem (%)
~— Basing (hPa)

Sekil 5.7 Hava istasyonu sicaklik-nem-basing degisim grafigi
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BOLUM 6

4-D MATRISLERIN UYGULAMA ALANI

Bu bolimde 4-D matrislerinin uygulama alani iizerinde durulacaktir. Saglik
sektoriinde onemli bir yer alan tomografinin 4-D matrisler yardimiyla onceki ve
sonraki alman verilerinin karsilastirarak ayni anda ¢oziim almayr saglamak

hedeflenmistir. Oncesinde tomografinin isleyisine bir bakalim:
6.1. Bilgisayarh Tomografi

Bilgisayarl tomografinin temel problemi, kesit boyunca gecen x-1sinlarindan toplanan
verileri kullanarak insan viicudunun bir kesitinin gériintiisiinii resmetmektir. x-1ginlari
taramalariin analizi ile bir insan viicudunu kesitsel resmetmek goriintliniin sayisal
gosterimi i¢in tutarsiz lineer sisteme yol agar. x-1sinlarindan toplanan veriler bir

bilgisayar ile analiz edilir ve bu kesit bir video monitorde gosterilir.

Sekil 6.1 X-151n tomografisine hazirlanan bir hasta

48



Sekil 6.2 Bir hasta kafatasinin bilgisayar destekli tomografi goriintiisii

Sekil 6.2 de ki goriintii olusumunda ¢ikan data islenip, matris formuna dontistiirtiliiyor.

Gorilintiide olugan degisimler Matlab programiyla inceleniyor.

Matlab programi tomografi goriintiisiindeki sorunlu bolgenin matris formatini farkl
zaman araliklarla kontrol etmemizi saglayip, degisim sonucu hakkinda yorum

yapmamizi sagliyor.

Matlab programi kullanilarak matrislerin arasindaki farklari, boyut olarak artmus,

azalmis veya degismemis kararini veren kod;

clear; clc;
m=input('l.Matris Siitun Sayisi=")
n=input('1.Matris Satir Sayisi=")
for i=1:m;
for j=1:n;
a(i,j)=input('L.Matris Elemanlari=");
end

end
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a=reshape(a,m,n)

for I=1:m;
r(I)=input('1.Matris Esitligi=");
end
for v=1:m;
for c=1:n;

q(v,c)=input(’2.Matris Elemanlari=";

end
end
g=reshape(q,v,c)
for p=1:m;
z(p)=input('2.Matris Esitligi=");
end
b=r",
h=z';
o=[a b];
u=[q hJ;
k=rref(0),
d=rref(u);
for t=1:n;
f(1,t)= k(t,end);
f2(1,t)=d(t,end);
end
f
f2
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Al="Artmis %"
A2="Azalmis %"

A3='Degismemis %",

x=abs( ((f(1,1)-f2(1,1))/f(1,1))*100)
y=abs( ((f(1,2)-f2(1,2))/f(1,2))*100)
z=abs( ((f(1,3)-f2(1,3))/f(1,3))*100)
if(x<3 && y<3 && z<3) disp(A3)
else

for t=1:n;

if (f(1,t) ==12(1,t) ) disp(A3)
end
if (f(1,t) >f2(1,t)) disp(A2)

end
if (f(1,t) <f2(1,t)) disp(Al)
end
end
end
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Ornek 6.1:

Sekil 6.3 Bobrek tomografisi fark goriintiisii

Bir A hastasindan Ocak ayinda ¢ekilen bobrek tomografisi datasi

309 135 1494 : 32
579 134 1494 : 32

3 18.75 797 32]

seklinde goriintiilenmistir. Ayn1 hastanin Temmuz ayinda ¢ekilen bobrek tomografisi

datasi ise

208 125 129 : 32
56.8 1235 129 : 32

2 1275 695 : 32]

seklinde goriintiilenmistir. Bu iki datanin ¢dziimlenmesi sonucu hastaligin arttigi

saptanmistir.
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4\ MATLAR R2015a

HOME PLO PUBLISH

Elljj E E EaFindFiles £ 5 e E ﬁc - D L@ @Run Section k)[f)>

[zl compare v [ GoTo v Comment 9% g 4

New Open Save — Breakpoints  Run  Runand I%Mvanoe Run and

- - - BPmt - L4 Find Indent HN hd *  Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKFOINTS RUN
s EHE » C: » ProgramFiles » MATLAB » MATLAB Production Server » R2015a » bin »
Current Folder (GM B Editor - ‘rogram Files\MA’ \MATLAB Production 5
MName | celilem |+ |
m3iregistry ”~ 47 — if (%<3 && w<3 && z<3) disp(A3]
egistry 45 — else
Jtil 49 — for t=1:n;
winé4 50
) celilem 5L - if ( £(l,t) == f2(l,t) )} disp(A3)
[%] deploytool.bat 52 — end
[ 7 Iedataxml 53 — if ( £(1,t) » £2(1,t) ) disp(AZ)
| | ledataxsd 54 — end

| | ledata_utf8.xml

Command Window
4\ matlab.exe

mbuild.bat
mce.bat
MemShieldStarter.bat
mex.bat
W
| | mexol 3.0000 13.7500 7.9700
Details A o o
30.9000 13.5000  14.9400
Workspace ® 57.9000 13.4000 14.9400
Mame Value
H - [313.7500 7.97 A
s A1 Artmis % 2.0000 12.7500 €.9500
fand A2 ‘Azalrmis %' 20.8000 12.5000 12.9000
o] A3 'Degismemis % 56.8000 12.3500 12,9000
HH b [32:32:32]
HH < 3 Artmis
1 d 3xd double
H ¢ [0.0085 22074,
I T1 en rAmann m araa
< > fx o=

Sekil 6.4 Artmis olan datalarin karsilastirilmasi

Ornek 6.2:

Sekil 6.5 Karaciger tomografisi goriintiisii
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Bir B hastasinin Aralik ayinda ¢ekilen karaciger tomografisi datasi

7 21.13 10.56 : 32
1333 4.75 235 i 32
13.25 236 114 : 32

seklinde goriintiilenmistir. Aym1 hastanin Haziran ayinda ¢ekilen karaciger

tomografisinin datasi

9 233 75 i 32
164 7.75 10.65 : 32
16.50 536 445 : 32

seklinde goriintiilenmistir. Bu iki datanin ¢dziimlenmesi sonucu hastaligin azaldigi

saptanmistir.

4\ MATLAB R2015a

PUBLISH

EII::] . E [ Find Files & C Insert = fx [g| ~ D L@ [ St é))

IJ___'EJcDmpare - EHGDTD' Comment 3!'9 i z/r;:l

New Open Save Breakpoints Run  Runand I%Mvanoe Run and
- - - BPmut - \4 Find = Indent o [Fap - ~  Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKFOINTS RUN
<% 5 g za » C: » Program Files » MATLAE » MATLAB Production Server » R2013a * bin »
Current Folder ® | [ Editor - C:\Program Files\MATLAB\MATLAE Production Server\R2015a\bin\celile.m
Narme « | celilem |+ |
m3iregistry a7 o RELIRS
registry 50 . .
util L= if ( £(1,t) == £2(1,t) ) disp(A3)
win64 8= =nd
) celilem 53 — if { £{1,t) > £2(1,t) )} disp(k2)
deploytool.bat L end
|__'| ledata.xml 55 — if ( £(1,t) < £2(1,t) ) disp(Al)
|| ledata.xsd 56 — end
| | ledata_utf8.xml & |= end
4\ matlab.exe 58 — end
mbuild.bat 59
mecc.bat = "
MemShieldStarter. bat Command Window
mex.bat
| | mex.ol v
Details ~
7.0000 21.1300 10.5&00
Workspace ® 13.3300 4,7500 23.5000
Name Value 13.2500 2.3600 11.4000
[ [721.130010.5 A
od] A1 "Artmis %' 5.0000  23.3000 7.5000
o A2 ‘Azalmis % 16.4000 7.7500  10.6500
] A3 Degismemis 7 16.5000  5.3600  4.4500
b 132:3232]
EE C 3
HH d 34 double
=) el
< > fr o |

Sekil 6.6 Azalmis olan datalarin karsilastirilmasi
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Ornek 6.3: Bir C hastasindan Agustos ayinda gekilen bobrek tomografisi datasi

2 21.3 1.56 :
13.32 4.75 35 :
17.25 246 114 :

32
32
32

seklinde goriintiilenmistir. Ayn1 hastanin Subat ayinda ¢ekilen bobrek tomografi datasi

ise

seklinde goriintiilenmistir.

2 21.3 1.56 :
13.32 475 35 :
17.25 246 114 :

32
32
32

Bu iki datanin ¢6ziimlenmesi sonucu hastaligin

degismedigi sabit kaldig1 saptanmustir.

4\ MATLAB R20152

PUBLISH

" Find Files & o Insert fx g - . - L@ s
'{ll:' - E EC?] = . E D [2] Run Section 04
|1z compare ~ o GoTo v Comment % S5 |
New Open Save "" - Breakpoints. Run  Runand I%Advanoe Run and
- - - BPmut - 4 Find + Indent wE| | - ~  Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN
&4 B 5 ﬁ b C: » Program Files » MATLAB » MATLAB Production Server » R20152 » bin »
Current Folder ® |Z Editor - C:\Program Files\MATLAB\MATLAB Production Server\R2015a\bin'.celile.m
MName = | celilem |+ |
miiregistry w2 o EELIRE
registry 50 . i
util 51 - if ( £(1,t) == f£2(1,t) ) disp(A3)
win64 == end
) celilem 53 — if { £{l,t) > £2(1,t) ) disp (A2)
deploytool.bat B end
|| ledataxml S5 - if ( £(l,t) < £2(1,t) ) disp(al)
|| ledataxsd 56 — end
| | lcdata_utf8xml FT|= end
4\ matlab.exe 58 — end
mbuild.bat 55
mcc.bat = -
MemShieldStarter bat Command Window
mex.bat
. W
. '_|1 mex.ol ~ 2.0000 21.3000 1.5600
etails
13.3200 4.7500 3.5000
Workspace ® 17.2500 2.4600 11.4000
MNarne Value
2 [2 21.3000 1.56 A
2.0000 21.3000 1.5600
o] A1 “Artmis %'
E‘AE \Azalmis % 13.3200 4.7500 3.5000
E‘A3 ‘Degismernis 9 17.2500 2.4600 11.4000
b [2727:27]
C 3
HH d 34 double
- N73712 v||  pecismenss
< > fe oss

Sekil 6.7 Degismemis olan datalarin karsilastirilmasi
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BOLUM 7

SONUC

Bu tezde ilk olarak, matrisler, 3-D matrisler, 4-D matrislerle ilgili kavramlar
tanitilmigtir. Sonra tomografinin alt yapisi olan matrisi kullanarak eski gorlintii ve
giincel goriintiiyii ayn1 anda ¢6zlimleyerek hastalikli bélgenin degisimi hakkinda fikir
elde edebilecegimiz uygulamaya yer verilmistir. Lineer denklem sistemlerini daha
coziilebilir hale getiren matris formu sifreler algoritmasi, goriintii isleme ve bilgisayar
programlanin alt yapist gibi alanlarda kullanilmakta olup yeni ¢6ziim metotlar

gelistirmeye imkan saglamaistir.
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