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OZET

INTEGRAL DENKLEMLERIN UYARLANABILIR INCELTME
KULLANILARAK NUMERIK COZUM VE UYGULAMALARI

Nebiye KORKMAZ
Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Prof. Dr. Zekeriya GUNEY

Kasim 2013, 116 sayfa

Bu calismada ikinci tip Fredholm integral denklemlerinin yaklasik ¢oziimlerini elde et-
mek i¢in Galerkin yontemine ve bu yontem ile elde edilen yaklasik ¢6ziime uygulanan
Sloan iterasyon yontemine uyarlanabilir inceltme uygulanmistir. Yaklagimlar icin baz
fonksiyonlar1 olarak sapka fonksiyonlar1 olarak adlandirilan dogrusal fonksiyonlar ile
dereceleri en az 2’ye esit olan integre edilmis Legendre polinomlar1 kullanilmistir. 3.1.
boliimde bir kaba agdan bir ince ag elde etmek i¢in izlenecek yol verilmistir. Boliim 3.2 ve
3.3’te olusan bu yeni ince ag iizerinde Galerkin yontemi ile yaklagik ¢oziim elde edilmis
ve bu yaklagik ¢oziime Sloan iterasyonu uygulanmigstir. Boliim 3.4 ve 3.5’te kaba ag ile
ince ag arasinda olusabilecek dort farkli ag iizerine yaklagik ¢oziimlerin L2-izdiisiimleri
hesaplanmig ve bu izdiigiimlerin kullanildi81 (3.4.1) ile verilen optimizasyon problemi ile
en uygun inceltme secimi yapilmistir. Elde edilen hata degerlerine bagl olarak bu islemler
tekrarlanabilir veya ard arda yapilan inceltmeler sonucunda elde edilen aglara ve hatalara
bagl olarak olusturulan farkli aglar lizerinde yaklasik ¢coziimler incelenebilir.

Anahtar Kelimeler: integre edilmis Legendre polinomlar, ikinci tip Fredholm integral

denklemler, Galerkin yontemi, Sloan iterasyonu, uyarlanabilir in-
celtme.
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF INTEGRAL EQUATIONS USING
ADAPTIVE REFINEMENT METHOD AND ITS APPLICATIONS

Nebiye KORKMAZ
Doctor of Philosophy (Ph.D.)
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Zekeriya GUNEY

November 2013, 116 pages

In this study adaptive refinement is applied to Galerkin method and to the Sloan iteration
applied to approximate solution obtained from this method in order to obtain approximate
solutions of Fredholm integral equations of the second kind. The linear functions which
are called hat functions and integrated Legendre polynomials are used as base functi-
ons for the approximations. In section 3.1 the way which should be followed to obtain a
fine mesh from a coarse mesh is given. In section 3.2 and 3.3 approximate solutions are
obtained by Galerkin method on this fine mesh and Sloan iteration is applied to this app-
roximate solution. In sections 3.4 and 3.5 L? projections of approximate solutions on four
different meshes which could be formed between coarse mesh and fine mesh are calcula-
ted and the most appropriate refinement is chosen by the optimization problem (3.4.1) in
which these projections are used. Related to obtained error values these procedure could
be repeated or approximate solutions could be examined on different meshes which are
formed related to meshes and errors obtained from refinements one after another.

Key Words: Integrated Legendre polynomials, Fredholm integral equations of the second
kind, Galerkin method, Sloan iteration, adaptive refinement.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Cla,b] [a,b] araligindan R’ye tanimli siirekli fonksiyonlar uzay1
B(A) A kiimesinden R’ye tanimli sinirlt fonksiyonlar uzay1
[2[ab] w aglr‘hk fonksiyonuna gore [a,b] aralig1 lizerinde kare integrallenebilir
v fonksiyonlar uzay1
L?[a,b] C[a,b] uzaymnin tamlanisi
P, n. derece Legendre polinomu
L, n. derece integre edilmis Legendre polinomu
I,u u fonksiyonunun kaba ag iizerine L2-izdiisiimii
pp,, u u fonksiyonunun optimal ag iizerine L>-izdiisiimii
Npp Kaba ag iizerindeki yaklagsim fonksiyonlar1 sayisi
Nhpope Optimal ag lizerindeki yaklagim fonksiyonlar sayisi
Graz Galerkin yontemi ile elde edilen yaklagik ¢oziimiin maksimum hata degeri
G Gaulerkin yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimiin L?-normuna gore hata
degeri
Smaz Sloan iterasyonu ile elde edilen yaklasik ¢oziimiin maksimum hata degeri
S, Sloan iterasyonu ile elde edilen yaklasik ¢oziimiin L?-normuna gore hata

degeri
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1. GIRIS

Bu c¢aligma, ikinci tip Fredholm integral denklemlerini ¢ozmek icin kullanilan Galer-
kin izdiiglim yOntemini ve bu yontem ile elde edilen ¢6ziime uygulanan Sloan iteras-
yonunun uyarlanabilir inceltme ile birlikte kullanimini incelemeyi ve elde edilen verileri
degerlendirmeyi hedef almigtir.

Integral denklemler teorisinin matematigin bir¢ok farkli alam ile yakin temas noktalar1
mevcuttur. Bunlarin basinda diferansiyel denklemler ve operator teorisi gelir. Adi ve kismi
diferansiyel denklemler alanlarinda pek ¢ok problem integral denklem olarak yeniden
bicimlendirilebilir. Matematiksel fizikteki bir¢ok problem integral denklemler seklinde
ifade edilebilir. Uygulamali matematik ve matematiksel fizigin integral denklemlerin rol
oynamadig1 neredeyse hi¢bir alaninin olmadigini soylemek miimkiindiir (Hochstadt, 1973).
Integral denklemler iizerine yapilan ¢ok sayida calismada bu tiir denklemlerin yaygin kul-
lanildig1 alanlar belirtilmistir. Ikinci tip Fredholm integral denklemlerin en kullanisl in-
tegral denklem tiirlerinden biri oldugunu belirten S. Rahbar ve E. Hashemizadeh, integral
denklemlerin uygulamali matematik, fizik ve miihendisligin farkli alanlarinda oldukca
kullanigh oldugunu, 6zellikle mekanik, jeofizik, elektrik ve manyetizma, gazlarm kinetik
teorisi, biyolojide kalitsal olaylar, kuantum mekanigi, matematiksel ekonomi ve kuyruk
teorisinde yaygin olarak kullanildigin1 vurgulamiglar ve integral denklemlerin uygula-
nabilir oldugu bazi alanlart ¢esitli kaynaklar ile siralamiglardir (Rahbar ve Hashemiza-
deh, 2008): Otomatik kontrol teorisi, ag teorisi, niikleer reaktorlerin dinamikleri (Pach-
patte, 1998); ses bilim, optik ve lazer teorisi, potansiyel teorisi, 1s1n1m teorisi, kardiyoloji,
akigkanlar mekanigi, istatistik (Baker, 1977; Muthuvalu ve Sulaiman, 2008); siirekli
ortam mekanigi, yineleme teorisi, radyasyon, optimizasyon, optimal kontrol sistemleri,
iletisim teorisi, matematiksel iktisat, popiilasyon genetigi, tip, 1s1nim dengesi, astrofizik
ve reaktor teorisi parcacik ulasim sorunlari, kararli durum 1s1 iletimi, kirilma mekanigi,
1s1n1m 1s1 transferi problemleri (Wang, 2006; Muthuvalu ve Sulaiman, 2011).

Integral denklemlerin matematik tarihinde dikkate deger bir Sneme sahip oldugunu be-
lirten B.G. Pachpatte, integral denklemler teorisinin baglangicinin mekanik bir problem-
den yola c¢ikarak 1812°de bir integral denklem bulan N.H. Abel’e kadar takip edilebi-

lir oldugunu belirtmistir (Pachpatte, 1998). Pachpatte, matematiksel literatiiriin iyi bir



anlagsma sagladigini ve bu konudaki miikemmel bir hesabinin Burton (Burton, 1983),
Miller (Miller, 1971), Corduneanu (Corduneanu, 1973; Corduneanu, 1977; Corduneanu,
1991), Gripinberg et al. (Gripenberg, Londen ve Staffans, 1990), Krasnoselskii (Kras-
noselskii, 1964) ve Tricomi (Tricomi, 1957) tarafindan yazilan monografilerde (tek bir
konuyu inceleyen yazi) bulunabilecegini belirtmistir (Pachpatte, 1998). Fakat M. Boc-
her, ilk olarak B. Reymond’un 1888 yilinda bir ¢calismasinda integral denklem kavramina
yer verdigini belirmistir (Bocher, 1913). Abel 1823 yilinda mekanik problemlerin genel

formiilii olan

[ ) _ N
f(:v)—/o Sy f0)=0, 0<a<l

integral denklemini formiile edip 1826°da ¢oziimiinii vermistir. Integral sinirlarindan bi-
rinin degigsken oldugu lineer integral denklemlere iligkin caligmalar 1860-1940 yillar
arasinda yasamig Volterra tarafindan yayinlanmistir (Aksoy, 1998; Ekici, 2010). Fred-
holm’iin

x(s) — /o K(s,t)z(t)dt =y(s),0 < s <1

Ve

2(s) )\/01 K(s,)a(t) dt = y(s),0 <5 < 1

denklemlerinin ¢oziimlerinin varliklarini ve gesitlerini acikladigi makalesi (Fredholm,
1903) Acta Mathematica’da yaymlanmistir (Lonseth, 1954).

Asadzadeh ve Eriksson, ikinci tip Fredholm integral denklemlerin uyarlanabilir sonlu ele-
man yOntemleri ile ¢oziimleri {izerine yaptiklar1 ¢alismada 6zel olarak zayif ¢ekirdekli
ikinci tip Fredholm integral denklemleri temel almiglar ve hesaplarin somutlugu adina
0zel olarak Neumann sinir kosullar ile verilen Laplace denklemi i¢in tek katmanli potan-
siyel probleminden yola ¢ikarak hata degerlerini agirlikli L;-normuna goére incelemislerdir.
Ayrica sonlu eleman yoOntemlerinin integral denklemleri ¢ozmek icin pek c¢ok kisi ta-
rafindan calisildigini belirtmisler ve bunlarla ilgili referanslar1 (Atkinson, 1976), (Ikebe,
1972), (Nedelec, 1977), (Sloan, 1978) ve (Wendland, 1985) olarak siralamiglardir. 1ntegral
denklemler i¢in uyarlanabilir sonlu eleman yontemleri iizerine o donemde yapilan baslica
calismalar olarak (Graham, Shaw ve Spence, 1989), (Rank, 1986), (Wendland, 1985) ve
(Yu, 1987) verilmistir (Asadzadeh ve Eriksson, 1994).

Babuska eliptik kismi diferansiyel denklemler i¢in basit fakat karakteristik bir model

problem iizerine kisitlama yaptigini belirttigi ve sonlu eleman ¢oziimii hatasi i¢in enerji



normunu kullandig1 ¢caligmasinda (Babuska, 1988) sonlu eleman yonteminin p ve h — p
versiyonlarindaki ilerlemeler iizerinde durmustur. Bu metinde sonlu eleman yonteminin

tic versiyonunu temel olarak soyle siralamigtir:

(i) h-versiyonu: Yaklasim polinomlarinin derecelerinin sabit oldufu (genelde

p =1, 2), ag araliklarinin inceltildigi durum

(i1) p-versiyonu: Ag aralik uzunluklarinin sabit tutuldugu ve yaklasim polinomlarinin

derecelerinin arttirildigir durum.

(iii)) h — p versiyonu : Ayn1 anda hem ag araliklarinin inceltildigi hem de yaklasim poli-

nomlarinin derecelerinin arttirildig1 durum.

Sonlu eleman yonteminin A-versiyonu standart bir yontem oldugu belirtilirken p ve h — p
versiyonlarinin ise daha sonra gelistigi belirtilmistir. Sonlu eleman yonteminin p-versiyonu
ile ilgili ilk teorik yayin (Babuska, Szabo ve Katz, 1981) ve h — p versiyonu ile ilgili
yayin (Babuska ve Dorr, 1981) 1981 yilinda ortaya ¢ikmus, ¢esitli sonuclar daha sonra
elde edilmigtir (Babuska, 1988).

Uyarlanabilir sonlu eleman yontemlerinin kullanildigir durumlara 6zellikle kismi diferan-
siyel denklem ¢oziimlerinde sik¢a rastlanir; ancak literatiirde farkli problem tiirlerinde,
farklh calisma alanlarinda sik¢a ele alindig1 goriilmektedir. Bu calismalara verilebilecek
pek cok ornekten bazilari asagida verilmistir:

Hidrodinamik (Berger ve Coella, 1989), optimal tasarim (Schiermeier ve Szabo, 1987),
eliptik stokastik denklemler (Larsen, 1986), parabolik problemler (Eriksson ve Johnson,
1991), parabolik sistemler (Moore, 1995), eliptik problemler (Demkowicz, Rachowicz ve
Devloo, 2002), eliptik kismi diferansiyel denklemler (Houston ve Suli, 2005), eliptik sinir
deger problemleri (Hoppe ve Kieweg, 2010), (He ve Zhou, 2011), elektrostatik (Pardo
et.al., 20006), elektromagnetik problemler (Stephan, Maischak ve Leydecker, 2007), biyo-
lojik akislar (Botti et.al., 2010), Laplace 6zdeger problemi (Hoppe, Wu ve Zhang, 2010).



2. KAYNAK OZETLERI

Yaklagim teorisinin temel amaglarindan biri ger¢ek ¢6ziime olabildigince yakin ¢oziimlere
ulagmak, bagka bir deyisle gercek ¢oziim ile yaklasik coziimler arasindaki hatayi mi-
nimize etmektir. Bazi calismalarda bu minimizasyon i¢in, bu tezde oldugu gibi opti-
mizasyon problemlerinden yararlanilmaktadir. Bu hesaplamalar sirasinda metrik fonksi-
yonu, norm fonksiyonu, i¢ carpim fonksiyonu, tam uzaylar gibi temel kavramlar ile sik¢a
karsilagilmaktadir. Bu kavramlar ile ilgili temel tanim ve teoremler fonksiyonel analiz ve
metrik uzaylar iizerine yazilmig bircok eserde bulunabilir (6rnegin Giiney, 2003; Kreyz-

sig, 1989).

2.1. Metrik Uzaylar, Tam Uzaylar ve Tamlastirma

Tanmm 2.1.1 X bostan farkli bir kiime olmak iizere d : X x X — R fonksiyonu asagidaki
kosullar1 saglar ise d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik fonksiyon (ya da metrik)
ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir:
() z,ye X = d(xz,y) >0
(i) z,y € X = (d(z,y) =0 z=y)
(iii) z,y € X = d(z,y) = d(y, z)
(iv) z,y,z € X = d(z,y) < d(z,2) + d(z,y)

Ornek 2.1 d: RxR — R, d(x,y) = |x—y]| fonksiyonu gercel sayilar kiimesi R iizerinde

bir metriktir ve bu metrige mutlak deger metrigi denir.

Ornek 2.2 d : R? x R? = R, d((z1,41), (22, 12)) = V(21 — 29)% + (y1 — yo)? fonksi-

yonu Oklid (Euclid) diizlemi R? iizerinde bir metriktir ve bu metrige Oklid metrigi denir.



Daha genel olarak n-boyutlu Oklid metrigi R™ kiimesi iizerinde soyle tanimlanir:

d:R" x R" > R, d((z1, 22, 0), (Y1, Y2, 1Y) =

Ornek 2.3 Cla,b] = {f| f : [a,b] — R siirekli} olmak iizere
d:Cla,b] x Cla,b] — R, d(f,g) = max | f(x) — g(z) | (2.1.2)

z€a,b]

fonksiyonu C|a, b] kiimesi tizerinde bir metriktir.
Ornek 2.4 B(A) = {f|f: A — Rsmirh } olmak iizere
d: B(A) x B(A) > R, d(f,9) = sup | f(z) - g(z) |
fonksiyonu B(A) kiimesi iizerinde bir metriktir.
Tamim 2.1.2 (X, d) bir metrik uzay, zo € X ve ¢ € Rt olmak iizere
B(zg,e) ={z|d(z,x0) < &,z € X}
kiimesine x( noktasinin € yaricapli komsulugu (veya kisaca e-komsulugu) denir.

B(xg, €) e-komgulugu, xy merkezli € yarigapl agik yuvar olarak da adlandirilir.

Tamim 2.1.3 (X, d) bir metrik uzay ve M/ C X olmak iizere
M agik kiime :< (Vo € M)(3e > 0)(B(x,e) C M)
M kapali kiime < M€ = X \ M agik kiime
Tamim 2.1.4 (X, d) bir metrik uzay, zo € U ve U C X olmak iizere

U, zo in komgulugu :< (Je > 0)(B(xg,e) C U)

xo 1 komsuluklar ailesi :< N (xg) = {U | (Fe > 0)(B(xg,e) C U)}
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Tanm 2.1.5 (X, d) ve (Y, d) metrik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon ve xy € X olmak

lizere
f, o “dasiirekli - (Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X)(d(x, x0) < & = d(f(x), f(x0)) < €)
f, X de siirekli :< (VY € X)(f, x’de siirekli)
Tanim 2.1.6 (X, d) bir metrik uzay, M C X ve xy € X olmak iizere
xo, M’nin y1gilma noktasi :< (Ve > 0)((B(zo,e)\{xo}) N M # 0)
M kiimesinin tiirev kiimesi :< D(M) = {z | (Ve > 0)((B(z,e)\{z}) " M # 0)}

Tanim 2.1.7 (X, d) bir metrik uzay ve M C X olmak tizere M U D(M) kiimesine M

kiimesininin kapanis1 denir ve M ile gosterilir.
N = M U D(M)
Tanm 2.1.8 (X, d) bir metrik uzay ve M C X olmak iizere
M, X’de yogun :< M = X
Tanmim 2.1.9 (X, d) bir metrik uzay, (z,) bu uzayda bir dizi ve x € X olmak iizere
z, = ¢ = (Ve > 0)(Ing € N)(n > ng = d(z,,z) < ¢)
(), (X, d)’de) yakinsak :< (3z € X)(z, — x)
Tanim 2.1.10 (X, d) bir metrik uzay ve (x,,), bu uzayda bir dizi olmak iizere
(x,), Cauchy dizisi :< (Ve > 0)(Ing € N)(m,n > ng = d(xp,, x,) < €)

Tanmm 2.1.11 Bir (X, d) metrik uzayindaki tim Cauchy dizileri yakinsak ise bu uzaya

tam uzay denir.

(X,d) tam :< [((x,,), (X, d)’de Cauchy dizisi) = (Jz € X)(z, — )] (2.1.3)



Ornek 2.5 R", C" ve Cla, b] uzaylari tam uzaydirlar.

Ornek 2.6 d(z,y) = |z — y| kurali ile verilen d : Q x Q — R fonksiyonu Q kiimesi

tizerinde bir metriktir. Ancak (Q, d) metrik uzay tam uzay degildir.

Ornek 2.7 X = {p|p : [a,b] — R polinom} olmak iizere d(p, q) = m[a>§] Ip(z) — q(x)]
z€la,
kural1 ile verilen d : X x X — R fonksiyonu X kiimesi iizerinde bir metriktir. Ancak

(X, d) metrik uzay1 tam uzay degildir.
Ornek 2.8 C[0,1] = {f| f : [0,1] — R siirekli} olmak iizere

A(f.g) = / (@) - g(x)|du (2.1.4)

kuraliile verilen d : C[0, 1] xC|0, 1] — R fonksiyonu C[0, 1] kiimesi iizerinde bir metriktir.

Ancak (C[0, 1], d) metrik uzay1 tam uzay degildir.

Yukarida verilen tam olmayan metrik uzaylar bir tam uzaya genisletilebilir ve buna tam

olmayan uzayin tamlanig1 denir.

Tanmm 2.1.12 (X, d) ve (X, d) metrik uzaylar ve f : X — X fonksiyon olmak iizere,

(i) f,izometri:& (Vr,y € X)(d(f(x), f(y)) = d(z,y))

(i) Xile X izometrik ;< 3f: X - X Orten, izometri)

Teorem 2.1.1

~

(V(X, d) metrik uzay)(EI()A(, ) tam metrik uzay)(IW C X; W, X de yogun)(W ile X izometrik)

2.2. Normlu Lineer Uzaylar ve Banach Uzaylar

Tanim 2.2.1 X = [(X,+),e, (F,®,®)], (F,®,®) cismi iizerinde lineer uzay:<



(i) (F,®,®) cisim
(ii) (X,+) degismeli grup
(i) o : Fx X = X
(iv) Vae F)(Vr,y € X)(ae(z+y)=aer+aey)
V) (Yo, € F)(Ve € X)(a @ B)ex=cex+ fex)
i) (Yo, B e F)(ve € X)(a® B) ez =ae(Fex))
(vii) (Vo € X)(1ex = 1)
Tanmim 2.2.2 X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olmak iizere ||.| : X — R fonksiyonu

asagidaki ozellikleri saglarsa ||.|| fonksiyonuna X lineer uzay1 iizerinde bir norm fonksi-

yonu ve (X, ||.||) ikilisine de bir normlu lineer uzay denir:

() z€X = ||z >0

() re X = (|z|| =0 2 =0)
(iii) (a € F)(z € X) = [laex]| = |af. ]
(v) 7,y € X = [lz+y| < =]l +[lyl

Onerme 2.2.1 (X, ||.||) normlu lineer uzay olmak iizere d : X x X — R,

d(x,y) = || — y|| kurali ile verilen d fonksiyonu X iizerinde bir metrik tanimlar.

Norm fonksiyonu yardimu ile elde edilen metriklere normun iirettigi metrik denir. Her

normlu lineer uzay ayni1 zamanda bir metrik uzaydir.

Tanim 2.2.3 (X ||.||) bir normlu lineer uzay olmak iizere X iizerinde tanimlanan normun
tirettigi metrige gore (X, d) uzayr tam uzay ise (X, ||.||) normlu lineer uzayina Banach

uzay1 denir.

Ornek 2.9 R", C" uzaylart © = (v, %, -+ ,x,) olmak iizere ||z|| = />, [x:]? nor-
muna gore Banach uzaydirlar. Aslinda bu uzaylar iizerlerinde tanimlanan normun {irettigi

metrik, 2.2 6rnegindeki (2.1.1) metrigidir ve bu uzaylar bu metrige gore tam uzaylardir.
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Ornek 2.10 f ¢ C[a, b] olmak iizere || f| = m[a%} | f(x) | normuna gore Cla, b] Banach
re|a,
uzayidir. Bu uzay iizerinde tanimlanan normun {iirettigi metrik, 2.3 6rnegindeki (2.1.2)

metrigidir ve bu uzay bu metrige gore tam uzaydir.

Ornek 2.11 f € C[0, 1] olmak iizere || f|| = fol | f(2)| dz normuna gore C[0, 1] Banach
uzay1 degildir. Bu uzay iizerinde tanimlanan normun {iirettigi metrik, 2.8 6rnegindeki

(2.1.4) metrigidir ve bu uzay bu metrige gore tam uzay degildir.

Ornek 2.12 f € C[a, b] olmak iizere

b 1/2
1l = ( / |f<x>|2dx) @2.1)

kurali ile verilen ||.|| : C[a,b] — R fonksiyonu C[a, b] iizerinde bir normdur. Fakat bu
uzay tam uzay degildir. Ancak teorem 2.1.1 ’de de belirtildigi gibi bu uzay tamlanabilir,
ve tamlanis1 L?[a, b] ile gosterilir. Daha genel olarak herhangi sabit bir p > 1 gergel
sayis1 i¢in L”[a, b] Banach uzayn, || f|| = (ff | f(z)|P dz)'/? normuna gore C[a, b] uzayinin

tamlanisidir.

Teorem 2.2.1 Her (X, ||.||) normlu lineer uzay1 igin en az bir ()A( .||-| ¢) Banach uzay1 ve
X uzayindan X uzayinda yogun bir W alt kiimesine taniml1 6rten bir izometri vardir. X

uzay1 izometrileri diginda tektir.

Yukaridaki teoremdeki X uzay1 X uzayinin tamlanigidir.

2.3. Lineer I¢c Carpim Uzaylar ve Hilbert Uzaylari

Tamim 2.3.1 X, R iizerinde tanimli bir lineer uzay olmak iizere (.,.) : X x X — R fonk-
siyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa (., .) fonksiyonuna X lineer uzayi iizerinde i¢ ¢arpim

fonksiyonu ve (X, (., .)) ikilisine de lineer i¢ carpim uzay1 denir:

(i) € X = (x,z) >0



() € X = ({z,2) =0 =0)

(iii) (a, f € R)(2,y,2 € X) = (ax + Py, 2) = afz,2) + B{y, 2)
Onerme 2.3.1 (X, (.,.)) bir ig¢ carpim uzay1 olmak iizere

(i) ||z|| = +/{x,x) kural ile verilen ||.|| : X — R fonksiyonu X iizerinde bir norm

tanimlar.

(i) d(z,y) = ||lz—y| = V/{x — y,x — y) kuralrile verilen d : X x X — R fonksiyonu

bir metrik tanimlar.

I¢ carpim fonksiyonu yardinu ile elde edilen norma i¢ carpimin iirettigi norm (ya da ic
carpim normu) denir. I¢ ¢arpim fonksiyonu yardimu ile elde edilen metrige i¢ carpimin

tirettigi metrik denir.

Tanmim 2.3.2 (X, (.,.)) bir lineer i¢ ¢arpim uzayi olmak iizere X iizerindeki i¢ ¢arpim
fonksiyonu yardimi ile elde edilen metrige gore (X, d) uzayr tam uzay ise X i¢ carpim

uzayina Hilbert uzay: denir.
Her lineer i¢ carpim uzay1 normlu lineer uzay ve her Hilbert uzay1 da Banach uzayidir.

Ornek 213 R”, = = (21,22, - ,2%n), ¥y = (W1, Y2, ,yn) € R" olmak iizere
(z,y) = >, x;.y; i¢ carpim fonksiyonuna gore Banach uzayidir.

Ornek 2.14 C*, © = (21,29, ,%,),y = (y1,92,...Yx) € C" olmak iizere
(z,y) = >, x;.7; i¢ carpim fonksiyonuna gore Banach uzayidir.

Ornek 2.15 C[a, b] uzay: bir i¢ carpim uzay: degildir, dolayisi ile bir Hilbert uzay: da
degildir.

Ornek 2.16 f, g € C[a, b] olmak iizere 2.12 Grnegindeki (2.2.1) normu yine bu uzay iize-
rinde tanimli olan (f, g) f f(z).g(x) dx i¢ carpimu ile elde edilebilir. Bu i¢ ¢arpim
yardimi ile tanimlanan metrik uzaymn tamlan1§1 gergel L?[a, b] uzayidir. Eger [a, b] lize-
rinde tanimli kompleks degerli tiim siirekli fonksiyonlarm vektor uzayini ele alirsak bu
uzay iizerinde tanimlanan i¢ ¢arpim (f, g f f(z da: seklinde tanimlanir ve buna

karsilik gelen metrik uzayin tamlanisi kompleks L? [a, b] uzayidir.
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Tamm 2.3.3 (X, (.,.)x) ve (X, (.,.)5) aym cisim tizerinde taniml iki lineer i¢ ¢arpim
uzay1 olmak lizere bu uzaylar arasinda tanimlanan bir izomorfizm, i¢ carpimi koruyan
bijektif bir 7 : X — X dogrusal operatoriidiir. Burada i¢ ¢carpimin korunmasi, her
xz,y € Xicin (Tx,Ty)s = (r,y)x olmasi demektir. X uzayi X uzayina izomorftur

denir. Ayrica bu uzaylara izomorfik lineer i¢ carpim uzaylar: denir.

Teorem 2.3.1 Her (X, (.,.)) lineer i¢ ¢arpim uzay1 i¢in en az bir X Hilbert uzay1 ve
(X, (.,.)) uzayindan X uzayinda yogun bir W altkiimesine tanimli érten bir izomorfizm

vardir, X uzay1 izomorfizmleri diginda tektir.

Yukaridaki teoremde bahsedilen X uzayl X uzayinin tamlanigidir.

Tanmim 2.3.4 X bir lineer i¢ ¢arpim uzay1 ve x,y € X olmak iizere (x,y) = 0 ise x ve y

birbirine ortogonaldir (ya da diktir) denir ve bu durum = L y ile temsil edilir.

2.4. Ortogonal Polinomlar

Tanim 2.4.1 n = 0,1,2,--- olmak iizere her n icin derecesi bu n degerine esit olan

polinomlarin {¢,, ()} kiimesine basit kiime denir (Rainville, 1960).

Tanim 2.4.2 a,b € R U {—o00, 400} olmak tizere /] = (a,b) aralig1 olsun (/ kapali
veya yari-agik aralik olarak da tanimlanabilir). w (a,b) tizerinde w(z) > 0 ozelligini
saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f,g € C[a,b] (veya gercel degerli fonksi-
yolarin dogrusal uzay1) olmak iizere < f,g >,= fab f(z)g(z)w(z) dx kural ile verilen
< .,. >, Cla,b] — R fonksiyonu C|a, b] iizerinde bir i¢ ¢arpim tamimlar ve w(x)
fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir. Bir [ aralig1 iizerinde kare integrallenebilir fonk-

siyonlarin kiimesi

() ={f 1R ] [ Pt s < )

1

seklinde temsil edilir (Pillwein, 2011).
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L2 (I) bir Hilbert uzayidir (Isik, 2012).

Tanim 2.4.3 {¢,(z)} gergel degerli polinomlardan olusan bir basit kiime olmak iizere
Oyle bir (a,b) araligi ve asagidaki iki kosulu saglayan bir w fonksiyonu varsa, ¢, (x)

polinomlari (a, b) aralig1 iizerinde w agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler denir:

() z € (a,b) = w(z) >0

(i) m#n= f;w(x)gon(x)gom(x) dz =0
(Rainville, 1960).

Sonu¢ 2.4.1 w(z) > 0 ve ¢,(r) € R oldugundan dolay1 f;w(x)gonQ(x) dr # 0 olur
(Rainville, 1960).

Teorem 2.4.1 ¢, () gercel polinomlart (a,b) aralig1 iizerinde basit bir kiime ve (a, b)
arali1 tizerinde w(x) > 0 ise ¢, (x) gercel polinomlarinin w agirlik fonksiyonuna goére

ortogonal olmalart i¢in
b
/ w(@)x o, (z)de =0, k=0,1,2,---,(n—1)
olmasi gerekli ve yeterlidir (Rainville, 1960).

Sonuc 2.4.2 ¢, (x) polinomlart (a,b) aralig1 lizerinde w agirlik fonksiyonuna gore orto-

gonal olmak iizere der(P(x)) < n kogulunu saglayan tiim polinomlar i¢in
b
/ w(z)pn(x)P(x)de =0
olur (Rainville, 1960).

Sonug 2.4.3 f:w(lL‘)QDRZ(ZL‘) dr # 0 oldugundan dolay1 f:w(:v)m”gpn(x) dr # 0 olur
(Rainville, 1960).
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2.5. Legendre Polinomlari ve Integre Edilmis Legendre Polinomlar:

F(z,t)=>_ falx)t" (2.5.1)
n=0

kurali ile verilen F' fonksiyonu ¢ degiskenine baglh bir kuvvet serisi acilimi (yakinsak ol-
masi sart degil) biciminde bir fonksiyon olsun. Genel olarak (2.5.1) ifadesinde, t" terimi-
nin katsayist z’in bir fonksiyonudur. Bu durumda, F'(z, t) fonksiyonunun (2.5.1) agilimi
fn(z) kiimesini iretir ve “F(z,t) fonksiyonu f,, () kiimesi i¢in bir iirete¢ fonksiyonu-

dur” denir. Bu tamim agsagidaki bicimde biraz daha genisletilebilir:

n=20,1,2,--- olmak lizere c,, x ve t’den bagimsiz belli bir dizi olsun.
G(z,t) = Z Cngn ()" (2.5.2)
n=0

ise “G(z,t) fonksiyonu g, (z) kiimesi i¢in bir iirete¢ fonksiyonudur” denir. (2.5.2) ifa-
desindeki ¢, ve g,(z) degerleri belli ise ve G(z,t) toplami, bir argiimana bagli sonlu
sayidaki 6zel fonksiyonlarin carpimlarinin sonlu toplami olarak belirlenebilinirse “G(z, t)
irete¢ fonksiyonu bilinmektedir” denir.

Ureteg fonksiyonlar1 polinom kiimeleri ile ilgili calismalarda biiyiik bir rol oynar. Le-
gendre polinomlarin, iirete¢ fonksiyonlari ile (1 — 2zt +2) "2 = > o Pu(x)t" seklinde
tanimlanabilir (Rainville, 1960). Ancak Legendre polinomlarini tanimlamanin farkli ve

daha basit yollar1 da mevcuttur. Bunlardan biri sik¢a kullanilan Rodrigues formiiliidiir.

Tanim 2.5.1 (Rodrigues Formiilii) n > 0 ve x € [—1, 1] olmak iizere Legendre polinom-

lan

1 4"
P = — (2 —1)" 2.5.
A(2) i= (0 = 1) (253)

ile tanimlanir (Lebedev, 1965).

Her n € N igin P,(x) polinomunu derecesi n oldugundan Legendre polinomlari basit bir

dizi meydana getirir. Ik birka¢ Legendre polinomu asagida ifade edilmistir:
Lo o L. 3
Py(z) =1, Pi(z) =z, Py(x) = 5(3m —1), Py(x) = 5(5$ —3x),- -
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n. derece Legendre polinomunun genel formiilii, (22 — 1)" = >} k,(i)k]?)', (x27=2F) bi-

nom aciliminin (2.5.3) ifadesinde kullanilmasi ile

A (—ufen -2k,
Falw) = ; 2"15!(77,)—(16)!(71 = >2k)! (") (2.54)

biciminde elde edilir. Burada [v] ifadesi v sayisindan kiiciik ya da esit olan en biiyiik tam

say1y1 temsil etmektedir (Lebedev, 1965).

Teorem 2.5.1 [—1, 1] aralig1 lizerinde Legendre polinomlar1 w(x) = 1 agirlik fonksiyo-
nuna gore ortgonaldirler, bagka bir deyisle, sifirdan biiyiik veya esit tiim m # n tamsay1
degerleri icin

1
/ P,(x)P,(x)dx =0 (2.5.5)

1

olur (Lebedev, 1965).

Teorem 2.5.2

Legendre polinomlar: tiim » > 0 tamsayilar1 i¢in fjl P2(z)dx =

(Lebedev, 1965).

2n ~7 esitligini saglar

Teorem 2.5.3 n > 0 ve z € [—1, 1] degerleri i¢in Legendre polinomlar1 asagidaki ozel-

likleri saglarlar: Ayrica tiim n > 1 degerleri i¢in
(n+1)Poi(x) — 2n+ )zP,(z) + nPy_1(x) =0

ozelligi de saglanir (Lebedev, 1965).

@) (2n+1)Po(z) = Py (2) — By (2)
(i) (n+1)P(z) = Py (x) — 2B (x)
(iii) nP,(z) = 2P.(x) — P._,(x)

() (1 - 2?)P)(z) = n[Pys(2) — 2Py (a)]

Teorem 2.5.4 Legendre polinomlart, [(1—2?)u/]'+n(n+1)u = 0 diferansiyel denklemini
saglar (Lebedev, 1965). Bu diferansiyel denklem bazi kaynaklarda

(1 —a?)y"(x) — 22y () +n(n + y(z) = 0
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biciminde de ifade edilmektedir (Pillwein, 2011).

Tamm 2.5.2 n > 2 ve x € [—1,1] degerleri igin n. derece integre edilmis Legendre

polinomlari
L,(z)= / P,_1(s)ds
-1
bi¢iminde tanimlanir. n = 0, 1 i¢in Lo(xz) = —1, Ly(x) = x olarak tanimhidir (Pillwein,
2008).

Ik birkag integre edilmis Legendre polinomu agagidaki ifade edilmistir:

L) = %@-1)(%1), Ly(z) = %(:v—l):lr(m—i—l), Li(z) = é(x—l)(x+1)(5a:2—1)

Teorem 2.5.5 Integre edilmis Legendre polinomlari Ly(z) = —1, Li(x) = x olmak

tizere n > 2 degerleri i¢in

L, _s(x) (2.5.6)
yineleme bagintisini saglar (Pillwein, 2008).

Teorem 2.5.6 Integre edilmis Legendre polinomlar1 n > 1 degerleri icin standart Le-

gendre polinomlar1 cinsinden

Ly (z) =

[Pyi1(z) — Py (2)] (2.5.7)

bagintisi ile ifade edilirler (Pillwein, 2008).

Sonug 2.5.1 ’Z —]| ¢ {0,2} =< L, Lj >L2[-1,1]= 0
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2.6. Integral Denklemler

Integral denklem taniminin ve temel integral denklem tiirlerinin verildigi bu boliimde
gecen bilgiler Kanwal (Kanwal, 1971) ve Atkinson’in (Atkinson, 1997) kitaplarindan
alinmugtir.

Bilinmeyen fonksiyonunun bir ya da daha fazla integral isaretinin altinda bulundugu bir
denkleme bir integral denklem denir. Dogal olarak boyle bir denklemde farkl: terimler de
yer alabilir. Ornegin a < s < b, a < t < b, g(s) bilinmeyen fonksiyon ve tiim diger

fonksiyonlar biliniyor olmak iizere

b
f(s):/ K(s,t)g(t)dt (2.6.1)
g(s) = f(s) +/ K(s,t)f(t)dt (2.6.2)
6= [ Kis.olato) e (2.63)

integral denklemlerdir. Bu fonksiyonlar gergel s ve ¢ degiskenlerine baglh karmasik degerli
fonksiyonlar da olabilirler.

Bir integral denklem bilinmeyen fonksiyonun yalmizca bir degil, daha fazla degiskene
bagl oldugu denklem olarak da ele almabilir. Ornegin, s ve ¢ n-boyutlu vektorler ve

Q) n- boyutlu bir uzayn bir bolgesi olmak iizere
g9(s) = f(s) + / K(s,t)f(t)dt (2.6.4)
Q

denklemi gibi.

Bir integral denklem bilinmeyen fonksiyona gore dogrusal (lineer) ise bu tip integral
denklemlere dogrusal integral denklem denir. (2.6.1) ve (2.6.2) denklemleri dogrusal in-
tegral denklemlerdir. Ancak (2.6.3) dogrusal bir integral denklem degildir. L uygun in-

tegral operatorii olmak iizere (2.6.1) ve (2.6.2) denklemleri

Llg(s)] = f(s) (2.6.5)



seklinde yazilabilirler. Bu durumda ¢; ve ¢, sabit degerler olmak iizere

Llcigi(s) + c292(s)] = e1L{gi(s)] + c2L[gz(s)] (2.6.6)

esitligi saglanir.
Dogrusal integral denklemlerin farkl: tiirlerini ayiran siniflandirmalar mevcuttur. En sik
kargilasilan dogrusal integral denklem cesitleri asagida siralanmistir:

Kanwal (Kanwal, 1971) temel dogrusal integral denklem tiplerini sdyle siralamustir:

(1) Birinci tip Volterra dogrusal integral denklemi
f(s)+ /\/ K(s,t)g(t)dt =0 (2.6.7)
(i) Ikinci tip Volterra dogrusal integral denklemi
£(s) + A / K(s,)g(t) dt = g(s) (2.6.8)
(iii) Ikinci tip homojen Volterra dogrusal integral denklemi
g(s) = )\/ K(s,t)g(t)dt (2.6.9)
(iv) Birinci tip Fredholm dogrusal integral denklemi
b
f(s)+ )\/ K(s,t)g(t)dt =0 (2.6.10)
(v) Ikinci tip Fredholm dogrusal integral denklemi
b
f(s)+ )\/ K(s,t)g(t)dt = g(s) (2.6.11)
(vi) Ikinci tip homojen Volterra dogrusal integral denklemi

o(s) = A / " K(s.t)q(t) dt (2.6.12)
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Atkinson (Atkinson, 1997) ise D C R™(m > 1) kapali sinirlt bir kiime olmak iizere

integral denklem tiirlerinden bazilarin1 agagida belirtilen bi¢imde vermistir:

(i) Birinci tip dogrusal Volterra integral denklemi
t
/ K(t,s)x(s)ds =y(t), t>a (2.6.13)
(i1) Birinci tip dogrusal Fredholm integral denklemi

/K(t, s)x(s)ds =y(t), teD (2.6.14)
D

(iii) Ikinci tip dogrusal Fredholm integral denklemi

Na(t) — / K(t, s)e(s)ds = y(t), teDA#0 (2.6.15)
D

2.7. Kompakt Integral Operatorleri

Integral denklemlerin yaklasik coziimlerini bulmak igin sikca kullanilan yontemlerden
ikisi kolakasyon (siralama; collacation) ve Galerkin yontemleridir. Tez i¢in yapilan kay-
nak taramalarinda Galerkin yontemi i¢in Atkinson (Atkinson, 1997)’dan yararlanilmistir.
Atkinson (Atkinson, 1997) eserinde bu yontemlerden bahsederken kompakt integral ope-
ratorlerini kullanmigtir. Bu nedenle Galerkin yontemi tanitilmadan once Atkinson’in bu
operatorler ile ilgili verdigi bazi temel bilgiler bu boliimde ii¢ alt boliime ayrilarak
verilmistir. X sonlu boyutlu bir vektor uzay ve A : X — X dogrusal bir operatér
oldugu durumlarda Az = y denklemi iyi gelismis bir ¢oziilebilirlik teorisine sahip-
tir. Bu sonuglart sonsuz boyutlu uzaylara genellestirebilmek i¢in kompakt operatorler

tanimlanmugtir.

Tanmmm 2.7.1 X ve Y normlu vektor uzaylar1 ve £ : X — Y dogrusal bir operator
olmak iizere {Kz |||z||x < 1} kiimesinin Y uzayindaki kapanigi kompakt ise K ope-

ratoriine kompakt denir. Bu tanim X uzayindaki her simirht z,, dizisi igin {Kx,, } dizisinin
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Y uzaymnda bir noktaya yakinsayan bir altdizisinin var olmasina denktir. Kompakt ope-

ratorler ayn1 zamanda tamamen siirekli operatdrler olarak da adlandirilirlar.

(2.7.1) kompakt operator tanimindaki X ve Y uzaylarinin tam uzay olmasi gerekmemek-
tedir; ancak neredeyse tiim uygulamalardaki uzaylar tamdirlar. Tamlik 6zelligi, kompakt
operatorlerin baz1 dzelliklerinin ispatin1 kolaylastirmaktadir. Bu kisimda kompakt ope-
ratOrler kullanilirken X ve Y uzaylarinin tam uzaylar oldugu (yani Banach uzayi olduk-

lar) varsayilmagtir.

2.7.1. C (D) Uzerinde Kompakt Integral Operatorler

m > 1 ve D C R™ kapal1, sinirh bir kiime olmak {izere

Kx(t) = /K(t, s)x(s)ds, t € D, x € C(D) (2.7.1)

olsun. C(D) uzay1 ||.||« normu ile birlikte ele alindiginda K : C(D) — C(D) ope-

ratorii sinirli ve kompakt olur.

2.7.2. Kompakt integral Operatorlerin Ozellikleri

Tanmm 2.7.2 X ve Y vektor uzaylar olmak iizere K : X — Y lineer (dogrusal) ope-

ratorii i¢cin Range(/C) sonlu boyutlu ise K operatoriine sonlu rank operatorii denir.

Yardimci Teorem 2.7.1 X ve Y normlu lineer uzaylar ve X : X — Y bir sonlu rank

operatorii olmak tizere K sinirli ise X kompakt bir operatordiir.

Gosterim 2.7.1 X uzayindan Y uzayina tanimli sinirl lineer operatorlerin Banach uzay1

L[X,Y] ile temsil edilecektir.

Yardimer Teorem 2.7.2 K € L[X,Y]ve L € L[Y, Z] olmak iizere K veya £ kompakt

ise LK : X — Z kompakt bir operatordiir.

19



Yardimei Teorem 2.7.3 X ve Y normlu lineer uzaylar, Y tam uzay, X € L[X,Y],
K, C L[X,Y] kompakt operatorlerin bir dizisi olmak iizere K, — K, yani

|C,, — K| = 0 ise K kompakt bir operatordiir.

2.7.3. L%*(a,b) Uzerinde Kompakt Integral Operatorler

X =Y = L*(a,b) ve K, K(t, s) ile iligkili integral operatérii olmak iizere K kompakttir:

b b 1/2
M = (/ / \K(t,s)]zdsdt) (2.7.2)

olsun ve M < oo oldugu kabul edilsin. # € L?(a,b) i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

/Kts 5)ds
< / ([ itesras) ([ o as) a

= M?||[[3

kullanilarak

|ICZE||2 = dt

elde edilir. Bu ise Kz € L*(a, b) oldugunu ve buradan
K| < M (2.7.3)

oldugunu gosterir.

Daha genel cekirdek fonksiyonlart icin & operatoriiniin kompaktligini incelemek i¢in
(i) (Vn € N)(K, : L*(a,b) — L*(a,b) kompakt bir integral operatdr)
1/2
(ii) n — oo = (Mn = (fj [P1K(t,s) — Kn(t, s)]? ds dt) — 0)

kosullarim saglayan bir K, (¢, s) dizisi ele alinsin. K — C,, bir integral operatdriidiir ve

(2.7.2) - (2.7.3) uygulanmasi sonucu

lim K- K| < lim M, =0
n—oo n—oQ
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elde edilir. Yardimei teorem 2.7.3 kullanilarak /C kompakt bir integral operatorii oldugu

sonucuna varilir.

Teorem 2.7.1 X bir Banach uzayi, K : X — X kompakt bir integral operatorii ve
A # 0 olmak iizere (A — K)x = y denkleminin tek bir z € X ¢6ziimiiniin olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul (A — K)z = 0 homojen denkleminin tek ¢oztimiiniin z = 0 agikar
¢coziimii olmasidir. Bu durumda A — K : X LECLEN'S operatoriiniin tersi (A — K)~!

sinirhidir.

2.8. Projeksiyon Yontemleri

Atkinson (Atkinson, 1997) kolakasyon (siralama; collacation) yontemini ve Galerkin
yontemini projeksiyon yontemleri adi altinda tanitmistir. Bu boliimiin birinci ve ikinci
alt boliimlerinde sirasi ile Atkinson (Atkinson, 1997)’de gecen projeksiyon yontemlerinin

genel teorisi ve Galerkin yontemi ile ilgili bilgiler aktarilmistir.

Na(t) — / K(t, s)u(s)ds, t € D (2.8.1)
D

integral denklemini yaklagik olarak ¢ozmek icin (2.8.1) denkleminin gergek coziimii
x(s)’e yakin olan Z(s) fonksiyonunu icerdigine inanilan sonlu boyutlu bir fonksiyon
ailesi segilir. Aranilan niimerik ¢6ziim Z (), (2.8.1) denklemini yaklasik olarak saglayacak
sekilde segilir. Z(s) 'nin “(2.8.1) denklemini yaklasik olarak saglamasi” anlamina gelebi-
lecek cesitli algilar (senses) vardir ve bunlar farkl: tiirden yontemlere yol agmistir. Bun-

lardan en popiiler olanlar1 kolakasyon ve Galerkin yontemleridir.

2.8.1. Genel Teori

(2.8.1) integral denklemi (A — K)z = y operator formunda ifade edilsin ve I : X — X
operatorii X Banach uzayi tizerinde kompakt olsun. X i¢in en popiiler tercihler C(D) ve

L?(a,b) uzaylaridir. Galerkin yontemi ve genellestirmeleri icin H"(D) Sobolev uzaylar
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da sikca H°(D) = L*(D) ile kullanilir. Pratikte, n > 1, dim(X,) = d, ve X,, C X
olmak {iizere sonlu boyutlu X, altuzaylarinin bir dizisi secilir. GOsterim kolaylig1 i¢in
d, = d olmak iizere X,, uzayinin bazi {¢q,--- , ¢4} olsun. Bir x,, € X,, fonksiyonu

secilsin. Bu fonksiyon,

d
za(t) = ¢i¢j, t€D (2.8.2)

j=1
biciminde yazilabilir. Bu ifade (2.8.1) ifadesine yerlestirilir ve {cy,--- , ¢4} katsayilar

denklemi bir anlamda neredeyse tam olmaya zorlayacak sekilde belirlenir. Daha sonra

kullanilmak iizere

rn(t)=Ax, (1) — /K(t, s)z(s)ds —y(t)

(2.8.3)

fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyona * ~ =z, kullanilarak yapilan denklem

yaklagimindaki artik (residual) fonksiyon denir. Sembolik olarak
rm=A\=-K)x, —y

bicimde ifade edilebilir.
{c1,- -+, cq} katsayilari r,(t) fonksiyonunun bir anlamda yaklagik olarak sifir olmasina
zorlanmasi yoluyla segilir. Beklenti, elde edilen x,,(¢) fonksiyonunun gergek ¢6ziim z(t)

fonksiyonuna iyi bir yaklagim olmasidir.

2.8.2. Galerkin Yontemi

X = L?*(D) veya herhangi bir Hilbert uzay1 ve (.,.) X uzayi igin i¢ ¢arpim fonksiyonu

olmak iizere r,, artik fonksiyonunun

(rn7 ¢1) = Oa i = 17 T adn (284)
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esitligini saglamasi gerekmektedir.

(2.8.4) esitliginin sol tarafi r,, artik fonksiyonunun ¢; ile iligkili Fourier katsayisidir.
{¢1, -, ¢q} fonksiyonlar1 X uzayinda tam olan bir ® = {¢y, -+, @y, - } ortonormal
ailesinin 6nde gelen iiyeleri (leading members) ise (2.8.4) ifadesi r,, artik fonksiyonunun
® ailesine gore Fourier agilminda 6nde gelen terimlerinin (leading terms) sifir olmasini
gerektirir.

T, yaklasik ¢coziimiinii bulmak i¢in (2.8.4) ifadesi (2.8.3) ifadesine uygulanmasi

d

ch{A(@,@) - (K@,@)} =(y, 1), i=1,",dy (2.8.5)
j=1

dogrusal sisteminini dogurur. Bu (2.8.1) denklemine yaklagik bir ¢6ziim elde eden Galer-
kin yontemidir.

(2.8.5) ifadesini daha soyut bir formda yazmak icin orten P, : X — X, izdiisiim
operatorii kullanilir. Keyfi z € X icin P,x, asagida verilen kiicliltme (minimization)

probleminin ¢6zilimii olacak bi¢cimde tanimhidir:
|z — Pzl = min |z — z|] (2.8.6)

X, sonlu boyutlu oldugundan bu problem bir ¢éziime sahiptir ve X, bir i¢ ¢carpim uzay1
oldugundan bu ¢6ziim tektir.

P,, izdiisiim fonksiyonunu daha iyi anlamak adina, P,z i¢in ag¢ik bir formiil verilebilir:
{¢1,- -, ¢4} bazindan Gram-Schmidt yontemi kullamlarak X, uzayi igin ortonormal
bir {11, -+ , 14} baz1 elde edilir. ¥; elemant {¢q,- - - , ¢4} kiimesinin elemanlarinin bir

dogrusal birlesimidir ve dahasi,
(z/}iawj):dija 27]21776171

olur. Elde edilen bu yeni baz ile

Pow = Y (2,91 (2.8.7)
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oldugu dogrudan gosterilebilir. Bu ifade P, nin bir dogrusal operator oldugunu gosterir.

Bu formiil ile asagida siralanan sonuglar verilebilir:

z]|* = | Puz|” + [l — Ppz|? (2.8.8)

d
[Pz|)* = Z (2, 15))?
=1
(Ppz,y) = (z,Pny), z,y€ X (2.8.9)

(I =Pz, Poy) =0, 2,y € X (2.8.10)

(2.8.10) ifadesinden dolay1 P,x, x’in X,, lizerine dik izdiisiim olarak adlandirilir. P,, dik

izdlislim operatorii olarak adlandirilir. (2.8.8) ifadesi
|Pnl| =1 (2.8.11)
sonucunu dogurur. (2.8.10) ifadesi kullanilarak,
|z — 2||* = |o — Ppz||® + | Pz — 2||?, 2 € X, (2.8.12)

oldugu gosterilebilir. Bu da P,z ’in (2.8.6) kii¢iiltme probleminin tek ¢6ziimii oldugunu

gostermektedir. (2.8.4) ifadesi P,r,, = 0 bigiminde ya da buna denk olarak,
Pu(A = K)zy = Poy, 0 € X, (2.8.13)
biciminde yazilabilir.

Uyan 2.8.1
Prnz =0+ (Vz’ e{1,--- ,dn}> ((z,gﬁi) = O> (2.8.14)
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2.9. Yinelenmis Izdiisiim Yontemleri ve Sloan Yineleme Yéntemi

Atkison (Atkinson, 2008)
b
Az(s) — / K(s,t)z(t)dt =y(s), a<s<b, AN#0 (2.9.1)
formunda ele aldig1 ikinci tip Fredholm integral denkleminin
1
r= X(y +2), z=Kzx (2.9.2)

biciminde de ele alinabilecegini belirtmistir. Verilen bir izdiislim yontemi ¢éziimii z,, ol-
mak lizere

1
Ty = X(y + Kzy,) (2.9.3)

ifadesini tanimlayan Atkison (Atkinson, 2008) bu tiirdeki iterasyonlarin literatiirde pek
cok yerde bulunabilecegini, ancak boyle bir iterasyon yapmanin 6nemini ilk defa farkeden
kisinin Sloan (Sloan, 1976) olmasindan dolay1 bu iterasyonun siklikla Sloan iterasyonu
olarak adlandirildigini belirtmigtir.

Atkinson (Atkinson, 1997) yinelenmis izdiisiim yontemlerinden ve yinelenmis izdiisiim
¢Oziimiinlin izdiisim ¢Oziimiine yakinsama hizi ile ilgili kisaca asagidaki bicimde
bahsetmistir.

A=Kz =y

integral denklemi i¢in

2+ — %{yjqcx(k)], k=0,1,---

yinelemesi (iteration) géz Oniine alinsin. Geometrik seri teoreminden bu tekrarlanmanin

||| < |A] kosulu saglandig1 takdirde x ¢oziimiine yakinsadigi ve bu durumda

KC
o — 2%V < Hux W)

esitsizligi saglanir.

Sloan (Sloan, 1976) baslangic tahmininin Galerkin yontemi ile elde edilen ¢6ziim olmasi
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durumunda boyle bir yinelemenin ||XC||’nin biiyiikliigiine bakilmaksizin her zaman iyi bir

fikir oldugunu gostermistir.

(A=P,K)x,, = P,y izdiigiim denkleminin ¢6ziimii x,, olsun. Yinelenmis izdiisiim ¢oziimii
. 1
& = X[y + Ky (2.9.4)

olarak tanimlansin. Bu yeni yaklagim ¢ogunlukla z,, lizerinde bir iyilestirme, gelismedir.
Ayrica, gercek izdiisiim ¢ozilimiinlin davranisin1 daha iyi anlamak i¢in de kullanilir. P,

operatoriiniin (2.9.4) esitliginin her iki yanina uygulanmasi sonucu

1

Prnn =z, (2.9.5)

elde edilir. Bu nedenle Z,,’nin X,, icine izdiisiimii x,, olur. (2.9.4) ifadesine yerlestirme

yapilmasi ve terimlerin yeniden diizenlemesi ile, z,,
A=KP,)i, =y (2.9.6)

denklemini saglayan z,, ¢6ziimiine sahip olunur.
Cogunlukla bu denklem dogrudan analiz edilebilir ve (2.9.5) ifadesinin uygulanmasi ile

x,, Uizerindeki bilgi elde edilebilir. Ozel olarak,

. 1 1 1
T — Iy = X[y + Kx] — X[y + Kx,] = X/C(a: — )
. 1
[l — &l < WHKHW—%H (2.9.7)

Bu 2,,’nin z’e yakinsama hizinin en az x,,’nin x’e yakinsamasindaki kadar oldugunu is-
patlar. Cogunlukla bu daha hizli olacaktir. Ciinkii z — z,, lizerinde K ile ¢calismak integ-
rallemenin diizgiinlestirme davranisina (smoothing behaviour of integration) bagli olarak

ithmale yol acar.
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2.10. L*-Izdiisiimii

Fonksiyonlara yaklasim tekniklerinden biri olan L2-izdiisiimii tekniginin uygulanisinin
ve bunun i¢in gerekli temel bazi tanim ve bilgilerin verildigi bu boliimiin hazirlanmasinda
Larson ve Bengzon’ nun kitabindan (Larson ve Bengzon, 2010) faydalanilmisgtir.
L?-izdiisiimii fonksiyonlara yaklasgtm yapma teknigidir. Diigiim noktalarinda yaklagim
yapilmak istenen fonksiyon ile ayni1 degerleri alan interpolasyon teknigi ile karsilastirldi-
ginda L-izdiisiim teknigi ortalama yaklasimda daha iyi sonuglar vermektedir. Ayrica
L?-izdiisiimii interpolasyonun aksine yaklagim yapilmak istenen fonksiyonun siirekli ol-
masin ya da iyi-tanimli diigiim noktalarina sahip olmasim gerektirmez.

[0, 1] bir aralik ve 27, (1) I tizerinde tanimli olan dogrusal fonksiyonlarin,
P(1) ={v:v(x) =co+ 1z, cp,c; € R} (2.10.1)

seklinde tanimlanan vektor uzayi olsun.
[a, b] bir aralik olmak iizere n + 1 adet {x;}!, diigiim noktasi (node points), bu araligin
her biri h; = x; — z;,_1 uzunlugunda ve I; = [z;,x;] (i = 1,2,...,n) formunda olan n

adet alt araliga parcalanisini
Aa=To <11 <1 <...<Tp1<Tp,=2>b (2.10.2)

biciminde tanimlasin. Boliintiiler ile bir ag aralig1 (mesh) kastedilmistir.

I arahiginda tamml olan siirekli fonksiyonlarin uzay1 ¢°(I) ve I; araliginda tanimli olan
tanimli dogrusal fonksiyonlarin uzay1 #2;(I;) olmak iizere bir ag aralig1 iizerindeki pargali
dogrusal siirekli (continuous piecewise linear) fonksiyonlarin uzay: Vj, asagidaki gibi
tanimlansin:

Vi ={v:ve€), v|;, € 2(L)} (2.10.3)

Vi, uzayinda inga edilen fonksiyonlar her bir /; alt aralifinda dogrusaldirlar ve I aralif1

tizerinde siireklidirler. V}, uzaymdaki herhangi bir v fonksiyonu kendisine iligkin

{v(wi)}% (2.10.4)
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diiglim digerleri (nodal values) ile tek bi¢cimde belirlidir ve tersine verilen herhangi bir
{a(:vi)} diigiim degerleri kiimesi i¢in V}, uzayinda bu diigiim degerlerine sahip bir v
fonksiyoéﬁovardlr. Bu gozlemden yola ¢ikilarak diigiim degerleri ile serbestlik derecesi
(degree of freedom) tamimlansin ve V), uzayi i¢in elemanlari diiglim noktalarinda agsagida

n

verilen degerleri alan {gpj)} taban (baz1) tanitilsin:

j=0

1, 2=7jise
;(z;) = ,7=0,1,...,n (2.10.5)
0, @ jise
Sekillerinden dolay1 (; baz fonksiyonlar1 genellikle “Sapka Fonksiyonlari
(Hat Functions)” olarak adlandirilir. Her biri siirekli, par¢ali dogrusal fonksiyonlardir ve
birim degerini (unit value) kendi diiglim noktas1 x;’de alirken diger tiim diigiim nokta-
larinda sifir degerini alir. Bu nedenle ¢; fonksiyonu yalnizca x; diiglim noktasini i¢ceren
I; ve I, araliklari tizerinde sifirdan farklidir. 7; U I;,; birlesimine ¢; baz fonksiyonunun
dayanagi (support) denir. Buradaki istisnalar sirasi ile a = zy ve b = z,, sol ve sag diigiim
noktalarindaki dayanaklari tek araliktan olusan yarim sapka (half hat) ¢y ve ¢,, fonksi-
yonlaridir.
Sapka fonksiyonlarindan olusan bazin yapisindan dolay1 V}, uzayindaki herhangi bir v

n

fonksiyonu {gpz} sapka fonksiyonlarinin ve bunlara kargilik gelen ve v fonksiyonu-
i=0
nun digiim degerleri a; = v(x;), (i = 0,1,...,n) degerlerine esit olan {ai} kat-

i=0
sayilarinin dogrusal birlesimi olarak yazilabilir:

v(x) = Z a;p; () (2.10.6)
=0

Sapka fonksiyonlarinin agik gosterimleri agsagidaki bigimdedir:

(

(x —25)/hy, x € I;ise
Yi =4 (zi41 —x)/hiv1, € L1y ise (2.10.7)
0, diger durumlarda

\
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Verilen bir f € L?(I) fonksiyonunun L?-izdiigimii P, f € V},,

/(f — Ppfjvde =0,Yv eV, (2.10.8)
I

bi¢ciminde tanimlanir.

R™’nin altuzaylari lizerine yapilan izdiistimlere benzer sekilde f — P}, f farkinin V}, uzayin-
daki tiim v fonksiyonlara dik olmasi gerektiginden, (2.10.8) f fonksiyonunun V}, iizerine
bir izdiigiim tanimlar.

P, f L?-izdiisiimii irelg; |f — v||L2(r) optimizasyon probleminin kiigiiltiiciistidiir (minimi-
zer) ve bu nedenle f fonksiyonuna en kiiciik kareler mantiginda yaklagim yapar.

Py, f L*-izdiisiimiinii hesaplamak igin oncelikle (2.10.8) taniminin, o; (i = 0,1,...,n)

sapka baz fonksiyonlar1 olmak iizere

/(f—th)gpidx:O,Vi:O,l,...,n (2.10.9)
I
ifadesine denk oldugu goz Oniine alinmalidir. Bu durum (2.10.8) ifadesinin v’nin her-
hangi bir sapka fonksiyonu olarak se¢imi i¢in saglanirsa sapka fonksiyonlarinin herhangi
bir dogrusal birlesimi icin de saglanacag: ve tersine herhangi bir v € V}, sapka fonksiyon-
larinin dogrusal birlesimi oldugundan (2.10.8) ifadesinin (2.10.9)’yi gerektirmesinin bir
sonucudur.
Py, f izdiigtimii V}, uzaymna ait oldugundan, belirlenecek olan n + 1 adet bilinmeyen

& (j=0,1,...,n) katsayilar ile birlikte

> & (2.10.10)
=0

dogrusal birlesimi olarak yazilabilir.

(2.10.10) ifadesinin (2.10.8) ifadesine yerlestirilmesi sonucu,

/f@idle/(;fj%)%dx

Zij/sojsoid:v, j=0,1,....n (2.10.11)
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esitlikleri elde edilir.

M;; :/gpjgoidx, 1,7=0,1,...,n (2.10.12)
T
ve
bi:/fgoida:, 1=0,1,...,n (2.10.13)
I
gosterimlerinin tanitilmast ile (n + 1) adet & (j = 0,1,...,n) bilinmeyenli

(n+1) x (n+ 1) boyutlu dogrusal sistemi
bi=Y_ My&, i,=0,1,....n (2.10.14)
=0

elde edilir. M bilesenleri (2.10.12) ifadesi ile tanimlanan (n + 1) X (n+ 1) boyutlu matris
ve b bilesenleri (2.10.13) ifadesi ile tanimlanan (n + 1) x 1 boyutlu vektor olmak iizere
(2.10.14) ifadesi

ME=1b (2.10.15)

matris formunda yazilabilir. Bylece (2.10.10) ifadesindeki &; (j = 0, 1,. .., n) katsayilari-

mn L2-izdiisiimii P, f’yi elde etmek icin ¢oziilmesi gerekli olan bir dogrusal sistemi
sagladig1 sonucuna varilir. Asagidaki algoritma P, f L?-izdiisiimiinii hesaplamak icin ge-

rekli temel adimlar1 6zetlemektedir:

(i) I aralig1 lizerinde n-elemanl bir ag (mesh) olusturulur ve karsilik gelen siirekli

parcal1 dogrusal fonksiyonlarin uzay1 V}, uzayi tanimlanir.
(i1) Bilegenleri sirasi ile
I 1
olan (n+1) x (n-+1)-boyutlu M matrisi ve (n+1) x 1-boyutlu b vektorii hesaplanir.
(i)
ME=Db (2.10.17)
dogrusal sistemi ¢oziiliir.
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(iv) Bulunan katsayilar izdiigiimiin hesaplanmasi icin

Puf = & (2.10.18)

Jj=0

seklinde yerlestirilir.

2.11. hp-Uyarlanabilir Sonlu Elemanlar

Bu boliim bir boyutlu sonlu elemanlar yontemi, birinci boyutta ag inceltmeleri ve bir
boyutlu otomatik Ap-uyarlanabilirlik olmak iizere ii¢ alt boliimden olugsmaktadir. Birinci
alt boliimde Galerkin yontemi i¢in uygun olan baz fonksiyonlarinin tasarimi tanitilmistir.
Ikinci alt boliimde h ve p ag inceltmeleri iizerinde durulmustur. Son olarak iiciincii alt
boliimde ise ince ag ¢coziimii ve optimal ag se¢cimi olmak iizere iki temel bilesenden olusan
hp- algoritmasindan bahsedilmistir. Buradaki bilgiler Demkowicz’in kitabindan (Demko-

wicz, 2005) alinmistir.

2.11.1. Bir Boyutlu hp Sonlu Elemanlar Yontemi

Bu boliimde bir boyutlu hp sonlu elemanlar yonteminin esaslarindan biri olan “Eleman
sekil fonksiyonlar1 (Element Shape Functions) kullanilarak Galerkin yontemi i¢in uygun
olan taban fonksiyonlarinin tasarimi” tanitilacaktir.

Bir Boyutlu hp Ayriklastirmasi

Sonlu elemanlar yontemi Galerkin yonteminin 6zel bir halidir ve Galerkin yonteminin
diger cesitlerinden taban fonksiyonlarinin tasarlanis bi¢iminden dolay1 farklilagir. Son-
lu elemanlar (SE) taban fonksiyonlar1 birkag bitisik komsu eleman disinda, tanim kiimesi-
nin geriye kalan kismina sifir olacak bicimde genisletilerek eleman sekil fonksiyonlarinin
birlesimi olarak tasarlanir. Bir SE taban fonksiyonunun dayanagi daima sadece birkag

elemanin i¢inde bulunur (kapsanir).
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(0,1) aralig1 N adet alt aralifa parcalanir:
O=xg<x1<.. <P <Tg<...<zxny=I (2.11.1)

Her bir (zg,xx41), K = 0,1,..., N elemant bir sonlu eleman olarak adlandirilir ve
kendisi ile iligkili iki parametreye sahiptir: Eleman uzunluu hx = k.1 — xx ve ele-
manda yaklasim yapilirken kullanilan en biiyiik polinom derecesi (yaklagimin eleman ye-
rel polinom derecesi (order)) px. YOntemin yakinsakligina hem eleman boyu kiigiiltiilerek
hx — 0, hem de polinom derecesini yiikselterek px — oo ulagilir. Her bir (zx, X5 41)
elemani i¢in derecesi px’ye esit veya px ’den kii¢iik olan polinomlarin PPX uzayin geren
polinom sekil fonksiyonlari px +1 olarak tanitilsin. Gosterim kolaylig1 i¢in bir (z g, x5 41)
sonlu elemani kisaca K ile px ise K indisi atilarak p biciminde kullanilacaktir. Burada p
derecesinin yerel olarak elemandan elemana degisebilecegine dikkat edilmelidir.

Bir Boyutlu p. Dereceden Bas (Master) Eleman

K SE aginda bir eleman olsun. Sekil fonksiyonlarini fiziksel eleman olarak adlandirilan
K iizerinde dogrudan tanimlamak yerine genel (esdeger, kapsamli) bir bas eleman1 goz
Oniine alip bas eleman sekil fonksiyonlarin1 tanimlamak ve daha sonra fiziksel eleman
icin sekil fonksiyonlarini tanimlamak icin parametrik eleman fikrini kullanmak daha uy-
gundur.

Geometrik anlamda bir boyutlu bas eleman K birim aralik olan (0,1) araligina kargilik
gelir. Sekil fonksiyonlarinin eleman uzay1 X ([? ) dereceleri p. dereceye kadar olan poli-

nomlar olarak tanimlanir:

X(K) = P?(K) (2.11.2)

p. dereceye kadar olan polinomlar1 geren farkli tabanlar da bulunabilir. Peano hiyerarsik

sekil fonksiyonlarinca 6nerilen en basit secim asagidaki gibi tanimlanmistir:

(2.11.3)
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Fonksiyonlar basit bir yineleme formiiliinii saglar:

=¢ (2.11.4)

Xi(§) = Xi-1(§)(X2(§) = x1(&)), 1=4,...,p+1

Ik iki dogrusal fonksiyon hari¢ diger sekil fonksiyonlar1 eleman ug noktalarinda sifir
olur. Bu nedenden dolay1 siklikla baloncuk fonksiyonlar1 (bubble functions) olarak ad-
landirilirlar. Dogrusal sekil fonksiyonlari da birinci (sol) ve ikinci (sag) eleman kose
(vertex) diigiimlerine karsilik gelmek iizere kose diigiim sekil fonksiyonlar: olarak ad-
landirilirlar. Geriye kalan baloncuk fonksiyonlari elemanin i¢ine karsilik gelir.

Integre edilmis Legendre polinomlari bir boyutlu eleman sekil fonksiyonlari i¢in ¢ok daha

iyi bir se¢imdir. P,(z), n = 0,1, ... Legendre polinomlari,

o=

dP,
dz

} =nn+1)P,, ze(-1,1) (2.11.5)

Legendre operatoriiniin 6zvektorleridir.

Legendre operatdrii L?(—1, 1) uzayinda 6zeslenik (self-adjoint) oldugundan Legendre po-
linomlar1 L? normuna gére diktirler ve L?(—1, 1) uzayinda L?-dik (L?-orthogonal) taban
olustururlar. Yani her bir u(z) L? fonksiyonu (genellestitilmis) bir Fourier serisi bigiminde

asagidaki gibi ifade edilebilir:
u(z) = Z un P, () (2.11.6)
n=0

L?’deki herhangi bir fonksiyon igin yakinsaklik sadece L? anlaminda algilanir. u,, kat-
sayilart (2.11.6) acilim formiiliiniin her iki tarafinin keyfi bir P, Legendre polinomu ile
carpilmasi (L? anlaminda carpim) sonucu elde edileblir. Legendre polinomlariin norm-

lar1 L? normuna gore

1
2
P,%. = P2(z)dx = 2.11.7
Pl / 2@) de = 5= (2.11.7)
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biciminde olciiliirken © = 1 noktasinda genelde 1 olarak olgiiliirler.

Legendre polinomarinin tanim kiimesi olan (—1, 1) araligini (0, 1) araligina doniistiirerek
L(t) = Py(z), x=—-1+2t (2.11.8)

biciminde tekrar diizenlenir ise yiiksek dereceden sekil fonksiyonlar1 Legendre polinom-

lariin integralleri olarak asagidaki gibi tanimlanir:

X2(§) = ¢ (2.11.9)

Keyfi Dereceden Bir Boyutlu Parametrik Eleman
K = [, 2,] C [0,1] keyfi kapali aralig1 goz Sniine almsin. K elemani K bag elemaninun,
bas eleman dogrusal sekil fonksiyonlarini kullanilarak uygun bi¢imde tanimlanabilinecek

olan basit bir afin doniisiimii altindaki goriintiistidiir:

ri (&) = 2iX1(§) + 2 X2(§)

= 5(1— &) +a,€ (2.11.10)
=x+ 6(1'7« - 331)
=T + ghK

Buradaki hx = x, — ; eleman uzunlugudur. Doniisiim tersi 2" olmak iizere tersinirdir.
Sekil fonksiyonlarinin eleman uzayr X (K) x} ters doniisiimii ve bag eleman iizerinde

tanimlanan fonksiyonlarin bilesimleri olarak tanimlanmustir:

X(K)={tozl}|te X(K)} (2.11.11)
= {u(z) = a() | 2k (§) = z, 4 € X(K)}

Sonug olarak eleman sekil fonksiyonlar1 agsagidaki bicimde tanimlanir:

Xe(@) = xe(€), xn(§) =z, k=1,...,p+1 (2.11.12)
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Bir afin doniisiimiiniin tersi de bir afin doniisiimii oldugundan eleman sekil fonksiyon-
lar1 yine fiziksel x koordinatinda p. dereceye kadar olan polinomlardir ve karsilik gelen

eleman sekil fonksiyonlar1 uzay1 polinom uzayi ile ortiigiir:

X(K) = P(K) (2.11.13)

Bir Boyutlu hp Sonlu Eleman Uzay:

(0,1) aralig1 ayrik K = (xx_1,2k) elemanlarindan olugan bir sonlu eleman ag1 ile
ortiilmiis olsun. 0 = zp < 1 < ... < xy < xny1 = [ koordinatlart ile verilen ele-
man ug¢ noktalar1 kdse diigiimleri olarak adlandirilmistir. X}, bir boyutlu hp sonlu eleman
uzay1, global siirekli olan ve K elemanina kisitlaniglart eleman sekil uzay1 (X (K)) icinde

yer alan tiim fonksiyonlarin ailesi olarak tanimlanir:

Xy, = {up(x) | u siirekli ve her K elemani i¢in u|x € X (K)} (2.11.14)

Global taban fonksiyonlari iki grupta siniflandirilmiglardir:

o Kose diiglim taban fonksiyonlari,

e Orta diiglim baloncuk taban fonksiyonlari.

Bir zx kose diigiimiine karsilik gelen taban fonksiyonu, ortak koseye karsilik gelen ve
diger yerlerde sifir degerini alan iki bitisik eleman sekil fonksiyonunun bilesimi ola-
rak tanimlanmistir. Orta diigiim taban fonksiyonlarinin ingas1 daha kolaydir. Eleman orta
diigiim sekil fonksiyonlar1 eleman u¢ noktalarinda sifirlandigindan sadece diger yerlerde
sifir fonksiyonunca genigletilmeleri yeterlidir. Bir kose diigim taban fonksiyonunun da-
yanag iki bitisik eleman iizerinde genislerken bir baloncuk fonksiyonu sadece bir ele-

mana kisitlanmistir.

2.11.2. Birinci Boyutlu Ag Inceltmeleri

Bu boliimde ~ ve p ag inceltmeleri iizerinde durulmugtur. h-inceltmesine karsilik ge-
len genigletme operatdrii (extension operator) ile baglangic yapilmig, daha sonra eleman

orta diigiimleri (element middle nodes) icin p mertebesinin degisikligi (modification)
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tartisilmis ve bu dogal olarak izdiistime dayali interpolasyon (projection based interpo-
lation) diisiincesine neden olmustur.

h-genisletme operatorii: Kisith yaklasim katsayilari (Constrained approximation co-
efficients)

Demkowicz L.’ in (Demkowicz, 2005) “hp-Adaptive Finite Elements, I. One- and Two Di-
mensional Elliptic and Maxwell Problems™ adli eserinde sekil 5.1 ile verilen ve asagida
gosterilen grafik p. mertebeden tek bir biiyiik elemandan olusan bir ag kullanilarak elde

edilen bir SE ¢oziimiinii gostermektedir. Eleman iki yavru elemana béliindiigiinde ayni

Sekil 2.1. Tek elemandan olusan ag kullamilmasi sonucu elde edilen ¢oziim ve bu
elemanin ikiye boliinmesi ile elde edilen iki elemandan olusan ag iizerindeki ¢6ziim
grafikleri

fonksiyon goriilmektedir. Ancak bu kez ayni fonksiyon p = 8. mertebeden iki kiiciik
elemandan olusan bir ag iizerinde desteklenmektedir. Agin grafiksel gosterimi haricinde

hicbir sey degismemistir. SE ¢oziimiiniin biiyiik eleman ag gosterimi
Un(z) = U™ () + Upeb™™(z) + Z Usjes?™(x), = €[0,1] (2.11.15)

biiyiik
bicimindedir. Burada e/™"

, 1 = 1,2 sag ve sol kdse diigiim baz fonksiyonlarini (vertex
nodes basis functions), e ; buydk 5 —1,...,p — 1 orta diigiimlerin baz fonksiyonlarini ve
Ui, Us ; bunlara karsilik gelen serbestlik derecelerini (degree of freedom) temsil etmekte-
dir.

Coziimiin ilk kiigiik eleman icerisindeki gosterimi agagidaki gibidir:
up () = ur ™ () + uges ™ (z) Zugjegufuk . z€]0,=] (2.11.16)
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Ancak ilk eleman igerisindeki baz fonksiyonlar1 birinci eleman sekil fonksiyonlarina (first
element shape functions) doniistiiriilmiistiir. Sekil fonksiyonlar1 gésterimine gecis yapilmasi

sonucu

kiiciik

ucu ucu 1
un(2) = Xy () + uaxs  (w +ZU3gxk9kx, velo,g] @117

elde edilir. Bas eleman sekil fonksiyonlar1 (master element shape functions) ve koordinat-

lar1 cinsinden

n (&) = ur 3™ (€) + uaxs ™€) + Zm] Gk, €el0,1), z= %5 veya § = 2z
(2.11.18)

ifadesi elde edilir.

Biiyiik eleman serbestlik dereceleri Uy, Us, Us ; i¢in aym fonksiyonu temsil eden kiigiik

eleman uy, us, us ; serbestlik derecelerini belirleyen operatore ii-inceltme genisletme ope-

ratorii (h-refinement extension operator) denir. Bu (operator), her iki fonksiyonun ilk

eleman icerisinde diizgiin dagitilmis (uniformly distributed) olan p + 1 adet noktada

siralanmasi (collacating) ile belirlenir:

1 1
T = 551 =— (2.11.19)

ah(gl) = uh(xl) == Uh('rl)a [ = 07 2 Sl 2p

’tSIP—‘

Bu iglem herbir biiyiik eleman serbestlik derecesi se¢imi i¢in yapilmalidir. Yani bir ser-
bestlik derecesi (biiyiik eleman sekil fonksiyonu) bir zamanda aktive edilir ve karsilik
gelen p+ 1 adet dogrusal denklemden olusan siralama sistemi (collacation system) kiiciik
eleman serbestlik derecesi i¢in ¢oziiliir.

Bir Boyutlu Izdiisiime Dayal Interpolasyon

p-inceltmeleri Bir 6nceki boliimde ele alinan ve h-inceltmesini destekleyen katsayilar,
h-inceltmesi siiresince yaratilan yeni diiglim noktalarina iligkin serbestlik derecelerinin
olusturulmas: (initiating) i¢in kullanilir: iki yeni orta diigim noktast ve bir kose diigiim
noktasi. p-inceltmesi halinde (bir orta diiiimiin mertebesini pegp;’den  pyeni’ye

(Pyeni > Deski) arttirmak istenildiginde) durum daha kolaydir.

Peski—

up™ = wixa (o) + uzxa(z Z Us jxs ;(x (2.11.20)
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gosteriminden
Pyeni—

1
ud™ = urx1 (z) + uax2(z) + Z Us jxs,5(7) @.11.21)
j=1

gosterimine gecgilmelidir. Asamali (Sira diizenli-Hiyerarsik) sekil fonksiyonlar ile ilgili
varsayimdan dolay1 ¢oziim ¢ok kolaydir. Eski serbestlik dereceleri korunur ve yeni ser-
bestlik dereceleri U j, = p®*i ... p¥"i~1 gifir ile baglatilr. Kargilik gelen fonksiyonlar

0zdes (identical) olacaklardir.

2.11.3. Bir Boyutlu Otomatik sp-Uyarlanabilirlik

Bu boliimde sadece iistel yakinsaklig1 (exponential convergence) degil, ayrica tiim Ona-
simptotik bolgede (preasymptotic region) en iyi aglar1 da temin eden bir ag dizisini oto-
matik olarak iireten bir tasar1 olan bir boyutlu hp-algoritmasi lizerinde durulmustur.

hp Algoritmasi

Algoritma iki temel bilesenden olusur.

Ince Sistem Coziimii

Var olan (kaba) bir ag verilsin. Ilk olarak daha ince bir ag elde etmek igin ag hem h ve
hem de p ’ye bagl olarak inceltilir. Bu inceltmenin ardindan problem bu ince ag iizerinde
¢Oziiliir ve ince ag ¢coziimii elde edilir.

Optimal (En Uygun) Ag Secimi

Verilen ince ag ¢Oziimii, izdiisiime dayali interpolasyon hatast minimize edilerek kaba
agin optimal ag inceltmelerinin belirlenmesi icin kullanilir. Daha kesin bir ifade ile
U = Uy 2 p41 InCe ag lizerindeki temsil etmek iizere agagidaki ayrik optimizasyon prob-
lemi (discrete optimization problem) ¢oziiliir :

Oyle bir hp,,; optimal ag1 bulun ki,

[ = Ty @l ) = 10 = gyl o)

min. (2.11.22)
thom - th

Burada th u, thopt u ince ag ¢Ozlimiiniin sirast ile orijinal ag ve belirlenecek olan
yeni optimal ag tizerindeki interpolantlarini temsil etmektedir ve Ny, Ny, , sirast ile bu
aglara karsilik gelen serbestlik derecelerini temsil etmektedir. Bu nedenle optimizasyon

problemi, interpolasyon hatasindaki kii¢iilme oranin1 maksimize etmeyi amaclamaktadir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ikinci tip Fredholm integral denklemlerin uyarlanabilir inceltme kullanilarak
Galerkin izdiisiim yontemi ve Sloan iterasyonu ile ¢oziimleri tanitilmistir. Oncelikle bir
kaba agin alt (ag) araliklara boliinmesi sonucu ince agin nasil elde edildigi iizerinde
durulmustur. Kaba agdaki diigiim noktalarinin hangi konumlara kaydig: ve yeni olusan
diigiim noktalarinin hangi konumlara yerlestigi agiklanmigtir. Diigim noktalarinin ko-
numlarinin degismesi sonucu indisleri de degismektedir ve bu durum yaklagimda kul-
lanilacak sirali baz fonksiyonlarinin hangi ag aralifina nasil bir diizende yerlestirileceginin
belirlenmesinde 6nem tagimaktadir. Daha sonra sirali baz elemanlarinin (fonksiyonlarinin)
aga yeni ag araliklar1 eklenmesi sonucu nasil degistikleri lizerinde durulmus, ince aga
iliskin sirali baz elemanlarinin (fonksiyonlarinin) kurulusu aciklanmistir. Verilen bir agdan
daha ince bir ag elde edildikten sonra bu yeni ag iizerinde siras1 ile Galerkin izdiisiim
yontemi ve Sloan iterasyonu kullanilarak problemin yaklagik ¢oziimiiniin hesaplanmasinda
ihtiya¢ duyulan matrisler her iki yontem icin de verilmistir. Son olarak ag inceltme-
lerinde optimal ag secimi i¢in kullanilan optimizasyon probleminin ¢éziim algoritmasi

aciklanmustir.

3.1. Aglinceltme

Bu boliimde bir kaba agdan nasil bir ince ag elde edilecegi aciklanmstir. Iki asamali olan
bu islem i¢in Oncelikle her iki ag arasindaki diigiim noktalarinin ve yaklagim polinom-
larinin mertebelerinin arasidaki iligki tizerinde durulmusg, daha sonra yaklagim polinom-
lar1 olarak secilen dogrusal sapka fonksiyonlarinin ve baloncuk fonksiyonlarinin (modi-
fiye integre edilmis Legendre polinomlarinin) inceltme esnasinda ag araliklarinda nasil

degisim gosterdigi ve tammmlandig1 anlatilmisgtir.
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3.1.1. Kaba Ag ve Ince Ag Diigiim Noktalar1 ve Yaklasim Polinomlarinin Merte-

beleri Arasindaki Baglantilar

thaba  ghaba ... < tkaba glmak iizere n — 1 adet ag aralifindan olugan kaba agin diigiim
noktalari listesi

Liapa = [t5*°" t5%% - £ho™] (3.1.1)

olsun. Bu agin alt araliklarini orta noktalarindan bolerek
Lince = [t™" (5™ +85°)/2 65" .20 (6,27 + 4,9 /2 %] (3.1.2)

ince agin1 olusturalim. Kaba agin diigiim noktas1 sayis1 n oldugundan ince agdaki diigtim
noktasi sayist 2n — 1 olur. Daha acik olarak bir agdaki dii§iim noktalarini liste biciminde

L listesi ile temsil eder ve bu listedeki eleman sayisint S(L) ile temsil edecek olursak
S(Lince) - QS(Lkaba) -1 (313)

olacaktir. Ince agdaki diigiim noktalarinin konumlar1 ise kaba aga bagh olarak asagidaki

bicimde belirlidir:
B =00 k=1,---,n (3.1.4)
tz;;ce — (tllgaba + tllz?i-bla)/z k= 1,---,n—1 (3.1.5)

Coziime yaklasim yapmak icin kaba aga ait araliklarin herbirinde o aralikta tanimlanan
sapka fonksiyonlari ve sirast ile pfabe., pkaba ... phaba mertebeye kadar olan balon-
cuk fonksiyonlar1 verilsin. Her bir kaba ag araligini ikiye boliince elde edilen iki ince ag
araliginda yaklagim i¢in kullanacagimiz baloncuk fonksiyonlarinin mertebesi, boldiigiimiiz
kaba aga ait polinom mertebesinden bir fazla olacak bicimde belirlensin. Bu durumda

ince agdaki 2n — 2 adet ag araligindaki baloncuk fonksiyonlarinin mertebeleri agsagidaki

bicimde belirlenir:

P = A L, Eolen-l G10

PO = POy = pher + 1, k=1, ,n—-1 (3.1.7)
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Kisaca bir aga ait ag araliklarinda yaklasimda kullanilan polinom mertebelerini bir liste
biciminde D ile temsil edersek kaba ag ve bu agin tiim ag araliklarinin bir kez ortadan
boliinmesi ile elde edilen ince ag arasindaki diigiim noktalar1 ve baloncuk fonksiyon-

larinin mertebe listelerinin arasindaki iligki asagidaki bicimdedir:

Lmee(2k — 1) = L*(k), k=1,---,n (3.1.8)

pinee gy = L) + gkaba(k Rk S A (3.1.9)
D2k — 1) = DM*(k) +1, k=1,---,n—1 (3.1.10)

D™¢(2k) = D2k — 1) = D**** (k) +1, k=1,---,n—1 (3.1.11)

3.1.2. Ag Araliklarinda Yaklasim Baz Fonksiyonlarinin Tanimlanmasi

[a, b] araliginin bir pargalanist olarak

Aa=T] < Ty <x3< < Tp_1<Tp,=>0 (3.1.12)

parcalanigini ele alalim. Pargalanista, n — 1 adet

Ii: [xivxi-f—l]’ 2217 ,TL—]_ (3113)

alt aralik olusacaktir. Pargalanisi olusturan x; noktalar1 agimizin diigiim noktalari, her-
bir [; = [z;, x;41] alt aralig1 ise agimizin bir aralid1 olacaktir. Yaklagimda kullanilacak
bazi, her bir ag araliginda tanimlanan sapka fonksiyonlar1 ve baloncuk fonksiyonlarinin
tiimii olusturacaktir. Ag araliklarinda tanimlanacak baloncuk fonksiyonlarinin mertebele-
rinin listesini

D= [pl P2 P3 T Pn—2 pnfl] (3114)

olarak alalim. Herbir ag aralifindaki yaklasim baz fonksiyonlarimi asagidaki bi¢cimde

tanimlayacagiz:
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Sapka fonskiyonlari:

(ZEQ — t)/(l’z — (L’1>, te [1’1, (L’g] ise
e1(t) = (3.1.15)
0, diger durumlarda

(t — xi)/(l'i—i—l — JZZ‘), T e [IL‘i_l, l’z] ise
Saz(t) = (mi-l-l - t)/(xlﬂ - l‘i), T e [[L’i, .Z‘H_l] ise = 2, e N — 1 (3116)

0, diger durumlarda

oult) = (t —xp_1)/(Xpy — Tp_1), tE [Ty_1,1,]ise G117

0, diger durumlarda

Baloncuk fonksiyonlar: (Modifiye integre edilmis Legendre polinomlari):

Integre edilmis Legendre polinomlarinin tanim kiimesi olan [—1,1] araliginin herhangi
bir [z;, ;1] (1 = 1,--- ,n — 1) ag aralifina doniistiiriilerek degistirilmesi, ilgili integre
edilmis Legendre polinom fonksiyonunun agagida tanimlanan v fonksiyonu ile bilegkesi

alinarak elde edilir:

Y [z, i) — [—1,1]

2t — (i1 + x;
t— o(t) = x(+1+—1;1: )

(3.1.18)

L, p. dereceden integre edilmis Legendre polinomu olsun. Ag araliklarinda kullanacagimiz
baloncuk baz fonksiyonlar1 ag araligi icinde (3.1.18) ifadesindeki bicimde tanimlanan

fonksiyon ile L,, fonksiyonunun bileskesi olarak, ag araligi disinda ise sifir degerini ala-

cak bicimde tanimlanir:

LPO¢(t>, t e [xi_l,xi} ise 2=2,---.,n, p>2

0ip(t) = (3.1.19)
0, diger durumlarda

Asagida sekil (3.1.)’de tek bir ag araligindan olusan [—1, 1] aginda (yani boliinmemis
bir aralik) tanimli sapka fonksiyonlar1 ve 2. mertebe baloncuk fonksiyonu goriilmekte-
dir. Yani bu agdaki baloncuk fonksiyonlarinin mertebesi 2 olarak alinmigtir. [—1, 1] ag1

x = 0.4 noktasinda ikiye boliinsiin ve olusan [—1, 0.4] ve [0.4, 1] ince ag araliklarinda kul-
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lanilacak baloncuk fonksiyonlarinin mertebesi kaba agda kullanilan baloncuk fonksiyon-
larinin mertebelerine bir eklenerek arttirilsin. Bu durumda her iki ince ag araligindaki ba-
loncuk fonksiyonu mertebeleri 3 olacaktir. Bu sekilde olusturulan yeni ince ag araliklarinin
herbirindeki baz fonksiyonlari yukarida aciklanan bi¢cimlerde (3.1.15, 3.1.16,3.1.17,3.1.19)

yeniden tanimlanir ve ince agin grafigi sekil (3.2.)’deki gibi goriiniir:

1.5
1
> 0.5
O L
-05 I I I
-1 -0.5 0 0.5 1

Sekil 3.1. [—1, 1] aralig: iizerinde tammlanmis sapka fonksiyonlar: ve 2. derece in-
tegre edilmis Legendre polinomu

Sekil 3.2. [-1, 2] ve [2, 1] ag araliklarindaki baz fonksiyonlar: (sapka fonksiyonlar:
ve tanim kiimeleri modifiye edilmis olan 2. ve 3. derece integre edilmis Legendre
polinomlari)
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Uyarlanabilir inceltme sirasinda her bir inceltmede yaklagim icin kullanilan baz de8isime
ugrayacagindan, ¢oziim i¢in gerekli matrislerin hesaplanmasinin kolaylig1 adina s6z ko-

nusu yaklagim baz fonksiyonlari belli bir siraya gore indislenmistir. [a, b] aralig1 iizerinde

A= < T <x3< < Tp_1<Tp,=>0

olmak iizere n adet diigiim noktasina ve n—1 adet ag araligina sahip ag1 ele alalim. Bu aga
iligkin diigim noktalar1 ve ag araliklarindaki yaklasim polinomlarinin mertebeleri sirasi

ile agsagida belirtilen L ve D listeleri ile verilsin.

L=lr; mp - ) (3.1.20)
D=p1 p2 p3s - Dpn-2 Pnl (3.1.21)
i=1,2,---,n— 1olmak iizere i. elemant ile /; = [z;, z;41] ag aralifindan 6nceki tim

ag araliklarindaki toplam baloncuk fonksiyonu sayisini veren liste .S ile temsil edilsin:

S=[0 p1—1 pr+p—2 -+ pi+p+-+pa—(n—-2)] (3122

Ik n adet ¢y, --- , ¢, fonksiyonlar: ile dogrusal sapka fonksiyonlarini temsil edecegiz.
Baloncuk fonksiyonlarinin indislerinin belirlenmesi i¢in S ve D listelerini kullanacagiz.
i € {1,---,n — 1} olmak iizere i. ag aralifinda tanimlanan baloncuk fonksiyonlari
k= 2,---,D(), (D(i) = p;) igin ¢pq—1)+s0) olarak indislenir. Buna gore i. ag

araligindaki baloncuk baz fonksiyonlari

Pri145()  Prt2+5(0)> " s Pt (pi—1)+5(0) (3.1.23)

olacaktir.
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3.2. ikinci Tip Fredholm Integral Denklemlerin Uyarlanabilir Inceltme

Kullanilarak Galerkin Yontemi ile Coziimii

Ikinci tip Fredholm integral denklemini ele alalim:
b
Az (t) — / K(t,s)x(s)ds = f(t) (3.2.1)

la,b] aralig1 iizerinde a = 71 < xy < 23 < -+- < X, < x, = b sartim saglayan
diigiim noktalari listesi ve n — 1 adet ag araliindaki yaklasim polinomlarinin mertebe-
lerinin listesi (3.1.20) ve (3.1.21) ifadelerindeki gibi olan ag lizerinde Galerkin izdiislim
yontemi ile yaklasim yapacagiz. Boyle bir agdaki toplam yaklasim baz fonksiyonu sayisi
p1+p2+- -+ pn_1+ 1 kadardir. Bu toplami kisaca d ile temsil edelim. Baz fonksiyonlari

cinsinden aradigimiz yaklasik ¢coziim (2.8.2) ifadesine benzer bi¢cimde
d
2(t) =Y c;pi(t), t€lab] (3.2.2)
j=1
formundadir. (2.8.3) ifadesini (3.2.2) yaklasik ¢6ziimiine uygulayarak
b
r(t)=Ax(t) — / K(t,s)x(s)ds — f(t)

d

> efps0 - [ Kt ge)ash - 0. re o

(3.2.3)
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elde ederiz. (2.8.4) ifadesini (3.2.3) ile birlikte uygulayarak her i = 1,--- ,n i¢in (2.8.5)

ifadesine benzer bicimde

b
0=<r, ¢ >:/ F()(t) dt

b d b
_ / (ch [)@j(zﬁ)— / K(t,s)@(s)ds] —f(t))@(t)dt

a j=1 a

3 A [onwa- [ [ Koo isal
= C; (1) (T) dt — t,s)0i(s)o; S

< J e . J

b
- [ swo
(3.2.4)
elde edilir. (3.2.4) ifadesini diizenlersek herz = 1, --- , n i¢in,

Sop [ atena- [ [ Kesowonsd = [ ros0a 62

Jj=1

elde edilir. Her ¢ icin agik acgik yazilirsa asagidaki denklem sistemi bulunur:

d r b b b 7 b
S [owad— [ [ K se0 s~ [ joo
j=1 L a a Ja J a

ch -)\/ (bj(t)d)Q(t)dt—/ / K(t,s)@(s)@(t)dsdt_ —/ f(t)pa(t) dt

So|h [ oot~ [ [ Koot asa = [ s a

(3.2.6)

Bu denklem sistemini agagida tanimlayacagimiz matrisleri kullanarak daha kisa bicimde
ifade ederiz: ~ _
Apor@ortyde - X[ oa(t)on(t)di

b /\fa ¢1(t)¢2(t) dt - /\fa ¢d(t)¢2(t) dt (3.2.7)

AL orOsatydt o X[ Sult)oult) dt
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[P [P K (t, 5)pu ()0 (2) ds dt
I2 [P K (t,s)pu(s)da(t) dsdt

_fab f; K(t,s)p1(s)¢a(t) ds dt

(3.2.6) denklem sistemi yukaridaki F, K, F' ve C' matrisleri aracilig1 ile kisaca

12 F6)ou(t) dt
J2F) (1) dt

S, F(t)6alt) dt |

f; ff K(t,s)pa(s)p1(t) ds dt-
J2 [P K, 5)¢a(s)éa(t) ds dt

ff fabK(ta $)¢a(s)¢a(t) ds dt |

C1

Co

Cd

(E—K)C=F

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

biciminde ifade ederiz. Bu durumda aradifimiz (3.2.2) yaklasik ¢Oziimiine iligkin

cj, j =1,2,--- , dkatsayilarim

C=(E-K)\F

denklemi araciligi ile elde ederiz.
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3.3. ikinci Tip Fredholm Integral Denklemlerin Uyarlanabilir inceltme
Kullanilarak Galerkin Yontemi ile Coziimiine Sloan Iterasyonu

Uygulanmasi

(3.2.1) ile verilen .
Az (t) —/ K(t,s)x(s)ds = f(t)

integral denklemini (2.9.4) ifadesine benzer bicimde diizenleyelim :

i) = H / K(t, s)u(s)ds + f(t) (33.1)

Boliim (3.2)’de tanitilan ince ag1 ele alalim. Galerkin izdiisiim yontemi kullanilarak elde
edilen ince ag ¢oziimiinii ve (3.3.1) ifadesini kullanarak bu ¢6zilimiin yinelenmis (iterated)
halinin nasil elde edildigini a¢iklayacagiz.

Oncelikle kullandigimiz kavramlari hatirlayalim: Kaba a8, kaba agdan elde edilen ince a8
ve Galerkin izdiisiim yontemi kullanilarak elde edilen ince ag ¢coziimii.

a = thabe < thaba ... < ghaba — | olmak iizere

Kaba ag:
Liapa = [the0e  thaba ... thaba] (3.3.2)
Dkaba:[pl b2 Pp3s - Pn-2 pnfl] (3.3.3)
Ince ag:
e e VR e e B (u R RS I o
S g, )

(3.34)
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d=2(p1 +p2+ -+ pn1)+ 2n — 1 olmak iizere

Dince _ [pllcaba +1 pllmba +1 plgaba +1 plzcaba +1 . pﬁa_b{l +1 pfla_bil + 1]
— zince zénce gnce . pfirzzf pfjnce]
(3.3.5)

Galerkin izdiisiim yontemi kullanilarak elde edilen ince ag ¢oziimii:

d
x(t) = chqu(t), t € [a,b
j=1
(3.3.1) esitliginin sag tarafina (3.2.2) ifadesini yerlestirerek asagidaki denklemi elde ede-

riz:

() = Hf(t) +zi:cj / bK(t,5)¢j(s) ds} (3.3.6)

(3.3.6) ifadesi (3.2.2) ince ag ¢oziimiine Sloan iterasyonu uygulanmasi sonucu elde edi-
len yaklagik coziimdiir. Ister ince agdaki diigiim noktasi sayisi kadar ister daha fazla nok-
tada fonksiyon degerleri hesaplanarak yaklasik coziime iligkin degerler elde edilip ilgili
coziimlerin gercek coziimleri ile karsilagtirmalar yapilabilir. Durumu genellemek adina
(3.3.6) yinelenmis ¢oziimiiniin ince agdaki diigiim noktalarinin sayisindan daha biiyiik
veya esit olacak bicimde sececegimiz N sayist kadar noktadaki degerlerini hesaplayalim:

a=t; ty t3--- tyo1 tn, N>mn,

i(tl)zi _f(fl) +ch/ K(t1,s)p;(s) ds]

a

)= |10+ e [ Ko

_ d b
ift)=5 |10+ s [ Kl s)oy(s)

a

(3.3.7)
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(3.3.7) denklem sistemini asagida tanmitilan matrisleri kullanarak matris formunda daha

sade bir bi¢cimde ifade edebiliriz:

S,
[

f(tn)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

C' matrisi (3.2.10) ifadesinde belirtilen katsayilar matrisi olmak iizere Galerkin izdiiglim

yontemi ile elde edilen ¢oziimiin Sloan iterasyon manti8i ile yinelenmesi (iterate) sonucu

elde edilen (3.3.7) degerleri yukarida tanitilan (3.3.9), (3.3.10) matrisleri de kullanilarak

matris formunda kisaca asagidaki gibi elde edilir:

.1
X = (F+MC)

3.4. Galerkin Izdiisiim Yontemi icin Optimal Ag Secimi

2.11.3. kisimda (2.11.22) say1l1 optimizasyon problemini hatirlayalim:

Ju — th U”%ﬂ(o,n — Jlu— tho,,t u”?ﬂ(o,l)
thopt - th

min.
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Buradaki ifadede tanim kiimesinin (0, /) aralig1 olarak alinmasinin nedeni, referans alinan
kaynakta caligilmig olan problemin tanim kiimesinin (0, /) aralig1 formunda olmasidir. Biz
¢ozmek istedigimiz problemin tanim kiimesine bagl kalacagimiz i¢in bunu yerine keyfi
(a, b) araliklar tizerinde ¢alisacagiz. Optimal ag se¢iminde ise kisim 2.8.2°da agiklandigi
gibi izdiisiim yontemlerinden Galerkin izdiislim yontemi kullanilirken iizerinde calisilan
Hilbert uzay1 L?(a,b) oldufundan bu uzay iizerinde tamml olan L? normunu kulla-

nacagiz. Bu durumda optimizasyon problemi asagidaki bicimde olacaktir:

||U - th“”%%a,b) - ”u - thoptuniz(avb)
thopt - th

— man. 3.4.1)

(3.4.1) ifadesinin degerini hesaplayabilmek igin L?-i¢ carpimini ve L?-izdiisiimiinii kulla-
naca8iz. Optimal ag1 belirlerken ilk ag araligindan baslayarak tiim ag araliklarinm sira ile
tarayacagiz. Yani her ag araliginda (3.4.1) problemini ¢ozerek o ag araligindaki optimal
secimi belirleyecegiz.

Hesaplamalarin kolayca anlagilabilmesi i¢in kaba agimizi boliinmemis bir aralik olarak

secelim:

a<b, p>2 olmakiizere Lgwe=1[a b], Dyaws = [p] (3.4.2)

Bu kaba ag1 bir kez orta noktasindan bolerek ve olusan yeni ag araliklarindaki yaklagim

baz fonksiyonlarinin mertebelerine 1 ekleyerek ince ag1 olusturalim:

a+b
2

Lince = [CL b]a Dince - [p + 1 p + ]-] (343)

Bu iki ag arasinda dort farkli optimal ag adayi olusur:

Aralig1 bolmeden yalnizca yaklasim baz fonksiyonlarinin mertebesine 1 eklenmesi ile
olusan ag

Lopt =la b, Doy = [p+1] (3.4.4)

veya

aralig1 orta noktasindan bolerek, fakat olusan yeni ag araliklarindaki yaklagim baz fonk-
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siyonlarinin mertebelerini kaba agdaki ile ayn1 deger alarak olusan ag

a+b
2

Loy = [a b, Do=1[p D] (3.4.5)

veya
aralig1 orta noktasindan bolerek olusan yeni ag araliklarindan yalnizca birinde yaklagim
baz fonksiyonlarinin mertebesine 1 ekleyerek ve digerini kaba agdaki ile ayni deger alarak

olusan aglar

a-+b

Low=la —= b, Dop=[p p+1 (3.4.6)
a-+b

Lopt = [a 5 b, Dopr=1[p+1 p| (3.4.7)

Ik olarak u ince ag ¢oziimiiniin, siras1 ile kaba ag ve optimal ag aralig1 secimi iizerine
L*-izdiigiimlerini hesaplayacagiz. II,,u ve Il ,u fonksiyonlari sirasi ile kaba ag ve ele
alinan optimal ag aralig1 secimi iizerine L2-izdiisiimleri olsunlar. d*®** ve d°P! sirasi ile
kaba ag aralig1 ve ele alinan optimal ag aralig1 se¢imi lizerindeki yaklasim baz fonksiyon-

larin sayilarini temsil etmektedirler.

dince
u=>Y ol (3.4.8)
i=1
dkaba
Mhpu =Y  rebaghee (3.4.9)
j=1
dopt
Mhpopth = Y _EP G (3.4.10)
j=1
(3.4.8), (3.4_.9) Ve_(3.4. 10) ifadelezrine il_i§kin katsayllzirl a§2_1§1daki matrisler ile temsil ede-
¢ f{caba ‘fpt
Co Sémba ;pt
lim: C' = . , Lhaba — , , &Pt = L?-izdiisiimlerine iligkin yu-
Cai é‘kaba opt
dince dkaba dopt

karidaki katsay1 matrislerini hesaplayabilmek icin kisim 2.10’da gecen (2.10.11) ifadesin-

den yararlacagiz.
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3.4.1. Ince A Galerkin izdiisiim Yontemi Coziimiiniin Kaba Ag Uzerine L>-Izdii-

siimii I1;,u Fonksiyonunun Hesaplanmasi

(2.10.11) ifadesinde f yerine (3.4.8) ile verilen u ince ag ¢cozlimiinii yerlestirelim ve kaba
dkaba

ag iizerindeki {gbf“ba} yaklasim baz fonksiyonlarini géz oniine alalim:
j=1

/ u(ﬁkaba / thu ¢kaba, Vi = 1, . ,dkaba

dzn(‘e dkaba

b
/ ( Z ci ¢znc€) kaba / ( Z é-;caba¢§aba) ]Izaba’ Vk = 17 R ’dkaba
a .]:1
dznce dkaba
( / ¢mc€¢kaba) Z <€kaba / ¢kaba¢kaba> Vk=1.--- dkaba

(3.4.11)

(3.4.11) ifadesini her £ degeri agikca yazarak olusan sistemi matris formunda ifade ederek
ince ag ¢oziimiiniin kaba ag iizerine L?-izdiisiimiiniin katsayilar matrisi olan £*%*® matri-
sini agagidaki gibi elde ederiz. Her k = 1, - - - , d*® degeri icin (3.4.11) esitligini acikca

yazalim:

dz’nce

dkaba
§ ( / ¢2nce kaba)_§ < kaba/ ¢kaba kaba)
- )
1
dzn(,e b kaba
ince s kaba kaba kaba | kaba
ci/qzsiszsg): ( /¢¢)
=1 ( a 7j=1
'ane dkaba

b b
( / ¢;nce¢§g§gﬂ) — (é-;‘mba / gbﬁ‘:aba gbl;gi)ga)
1 1 a

1=

.

(3.4.12)
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(3.4.12) sistemini matris formuna agagidaki bigimde getiririz:

Zkaba

veE

Mkaba —

[ 2 ghata(s)giree(s) ds

f ¢kaba ¢znce( )

|, cb’;zf?a )1 (s) ds

I @t (s) g4 (s) ds
f ¢kaba qbkaba( )dS

f qbldcg(ll)ga d)kaba( )dS

olmak iizere £¥*** katsay1 matrisi

7 phava(s)ginee (s) ds

[? ghaba(s)pince (s) ds

P phaba (5)gince (s) ds

J? ghaba(s)ghata () ds

[ ghata(s)ghabe (s) ds

Ji, el (s) ngz&@) ds |

Zkaba O = Mkaba ‘gkaba

gkaba

— (Mkaba)—

1 .Zkaba‘c

(3.4.13)

(3.4.14)

(3.4.15)

(3.4.16)

seklinde elde edilir. Kaba ag iizerinde tanimli yaklasim baz fonksiyonlarini matris for-

munda

Bk“ba — ¢kaba
1

olarak alirsak II,u izdiistim fonksiyonunu

thu =

olarak ifade edebiliriz.

¢kaba
dkaba

kaba ¢kaba
B¥™.¢

Ince ag ¢oziimiiniin olas1 dort optimal ag seceneklerinden herhangi biri iizerine yapilan

L?-izdiisiimii de benzer sekilde elde edilir.



3.4.2. 1Ince Ag Galerkin Izdiisiim Yontemi Coziimiiniin Optimal Ag Uzerine L>-

Izdiigiimii 11, , v Fonksiyonunun Hesaplanmasi

(2.10.11) ifadesinde f yerine (3.4.8) ile verilen u ince ag ¢cozlimiinii yerlestirelim ve opti-
dopt

mal ag iizerindeki {gbOP t} yaklasim baz fonksiyonlarini géz oniine alalim:
j=1

/ u = / Wpo, w @, Vk=1,---,d"

dlnce dopt

[ (e[ (Z T
dzme( / quceqbopt) <0pt/ oo opt)7 VE— 1.

dopt

(3.4.17)

(3.4.17) ifadesini her k degeri acik¢a yazarak olusan sistemi matris formunda ifade ederek
ince ag ¢oziimiiniin kaba ag iizerine L?-izdiisiimiiniin katsayilar matrisi olan £°P! matri-
sini agagidaki gibi elde ederiz. Her k = 1,--- , d°" degeri i¢in (3.4.17) esitligini agik¢a

yazalim:

dince dopt

Zl< / ginee ¢opt) ;( go / o opt)’
ince p
; < / ginee (bopt) ( opt / o opt)7

i 7j=1
t t t
( Op / ¢Op ¢2€pt >

Q
3
&

din ce dopt

> ( / b ¢2nce¢g€;)

2

(3.4.18)
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(3.4.18) sistemini matris formuna agagidaki bigimde getiririz:

Zopt —

veE

M =

f ¢Opt

f (bopt

J), i (s)

f QbOPt

f ¢opt

[, Gene(s)

(s)o(s) ds

¢7,nce )

(s)o(s) ds

opt ) dS

Opt (s)ds

% (s)ds

olmak iizere £°P' katsay1 matrisi

f qbopt

f ¢opt

Sy ¢ (s)

f ¢opt

f (bopt

Sy 6t (s)

Zopt‘c —_ Mopt'sopt

é-opt (Mopt)

2P .C

ince
dznce

ince
dznce

ince

dince (S) dS

Gont (5) ds

opt
dopt

opt
dopt

(s)ds

(s)ds

(s)ds

(s )ds_

(3.4.19)

(3.4.20)

(3.4.21)

seklinde elde edilir. Kaba ag iizerinde tanimli yaklagim baz fonksiyonlarim1 matris for-

munda

olarak alirsak Iy, ,u izdiigiim fonksiyonunu,

olarak ifade edebiliriz.

(3.4.1) optimizasyon problemini ¢ozerken ihtiya¢ duyacagimiz |ju —

Bopt — ¢¢1)pt

thoptu = Bopt'gopt

dopt

pull720p Ve



2 v .. o e
[t = Tppp tel|7 2, ) degerlerinin hesaplanmasi asagida verilmistir:

I = Tl Loy = (o = Ty, w = Typu) 120y
et <u7 u)LQ(a,b) - 2<u, thu>L2(a’b) + <]:[hpu7 thu>L2(a,b)
(3.4.22)

Il = th"ptuui2(avb) = (u— hpgptt, w0 — thoptu>L2(a,b)
- <u’ u>L2(a,b) B 2<u’ thopzu>L2(a,b) + <thoptu’7 thoth>L2(a,b)
(3.4.23)

ince dkaba

(0, Myt 2oy = (Y o™, > &b “ba¢§ab“>
=1 j=1

a ydince Jkaba
/ ( Z Czqﬁmce > ( Z gkaba kaba )
b\ =1

dince dkaba

-y Z( kaba / 617 ()9 () d )

i=1 j=1

L2(a,b)

— (fkab(L)T.Zkaba.C

dznce dopt
ince opt  opt
S e, 3 ey >
j=1 L2(a,b)

dznce dopt

( cz¢mce ) ( Z foptgbopt )

dlnce dopt

Z ( / o (s )Cbom(s)ds)

i=1 j=

<Ua tho,,t 12(a,b)

/\

=1

w\

= (gopt)T.ZOPt.c
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dert dopt
(ot Ty 4) 22(0) = <Z£%,Zf%>

dep t dopt

L?(a,b)

[ (Esan)(Eor)e

dort dopt

— Z Z (goptgopt / ¢opt opt

i=1 j=1

— (é-opt) .Mopt.é-opt

dkaba dkaba

<th'LL thu>L2(ab < Z fkaba¢j7 Z ffaba¢j>

J=1 Jj=1 L2(a,b)

— (gkaba )T ) Mkaba ‘gkaba

Yukaridaki hesaplamalarin sonug¢larini daha kisa ve diizenli bir bi¢imde yazalim:

(u, ) p2(ap) = (EF0)T. 2R C

(s Mgy ) 20 = (E7)T.Z.C

<thoptu7 thopt >L2 (a,b) (fgpt) -MOpt-gopt

(thu, thu>L2(a,b) = (é’kaba)T‘Mkaba‘gkaba
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(3.4.24)

(3.4.25)

(3.4.26)

(3.4.27)



(3.4.24) ve (3.4.27) ifadelerini (3.4.22) esitliginde; (3.4.25) ve (3.4.26) ifadelerini de
(3.4.23) esitliginde yerlestirelim:

ot — T2z gy = () — 2(€540) T 7250 4 (ghaba)T pphobe ghaba
— (u, u) — 20T (ZFP)T ((MfFaba)y—1\T_gkaba
L+ O (Zkaba)T ((Dgkebe)=1)T _jpkabe (fphaba)=t gkaba
— (u, ) — 20T (ZkebaYT ((fkabay=1)T_ghata
L+ OT (Zkabe\T ((Aghebey=1)T ghaba

— <U, U) _ CT‘(Zk:aba)T'((Mkaba)fl)T.Zkaba'C

= Tppual| 720 py = (u,u) — CT.(ZFP)T((MEePr) =T Zkabe O (3.4.28)

= a2y = (s ) = 2(67)T.27.C 4 (£7) T M€
= (u,u) — 2CT (2T (M*¥) Tz .C
+ CT(ZoP)T (M) =D T MP (M)~ ZP.C
= (u,u) — 207 (ZP)T.((MP)"H)T.Zz".C
+CT(zP)T (M) Tz O
= (u,u) — CT(Z)T.((M*P)~"")T.Zz".C

lu — Mapyealaguy = (u,u) — 72 (M) .20 (34.29)

Boylece (3.4.1) optimizasyon probleminde 3.4.28 ve3.4.29 ifadelerinin kullanilmasi ile

kiictiltme uygulanacak ifade asagidaki gibi bulunur:

CT'[(ZOpt)T.((Mopt)—l)T‘Zopt _ (Zkaba)T.((Mkaba)—l)T.Zkaba]'C
dopt _ dkaba

(3.4.30)
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(3.4.30) degeri daha Once bahsedilen dort optimal ag secenegi i¢in hesaplanir ve kaba ag
en kiiciik degeri veren optimal ag biciminde yenilenir. Islemlerin daha kolay anlasiimas1
icin Oncelikle tek bir araliktan olusan bir kaba ag1 bir kez bolerek calisacagimizi belirtmistik.
Bu islem olusan ince agin kaba ag olarak ele alinmasi ile tekrarlanabilir. Bu durumda
kaba ag birden fazla ag araligindan olusabilir ya da ele alinan ilk kaba ag birden fazla ag
araligina sahip olacak bicimde secilebilir. Bu durumda yukaridaki igslemler her ag araligi
icin sirayla tekrarlanir. Yani kaba agin keyfi bir ag araligindan elde edilen ince aga ait
iki ag aralig1 ve olas1 optimal durumlar belirlenerek ¢oziimiin bu iki ince ag aralig: tize-
rindeki kisminin kaba ag arali1 ve optimal durumlar iizerine izdiisiimleri hesaplanarak
yukaridaki iglemler tekrarlanir. Her islem sonunda elde edilen optimal ag secimi sira ile
birbirine eklenerek yeni bir ag elde edilir. Ancak bu eklemeler yapilirken agin tamaminda
olusacak olan izdiislim fonksiyonun kaba aga iligkin diiglim noktalarinda siirekliligini
saglamak i¢in hesaplanan izdiisiim fonksiyonlari ile ince ag ¢oziim fonksiyonu «’nun bu
noktalardaki degerlerini esit alacagiz. Ilk olarak (3.4.4) optimal ag secimi iizerine yapilan
pp,,, v izdligimiini ele alalim. IT,, , v izdigiim fonksiyonu ile ince ag ¢dziimii v’ nun

kaba agin diigiim noktalarindaki aldig1 degerleri esitleyelim:

hp,,, u(a)=u(a)
&P .67 (a) + 0=c1.¢7"“(a) + 0
(fptzcl
[y (b)=u(D)
&P .07 (b) + 0=c5.05"(b) + 0

opt _
2 =C3
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opt

Bu durumda £°7* katsayilar matrisinde £ ve £ disindaki katsayilar1 hesaplamak yeterli

olacaktir. Bunun i¢in éncelikle (3.4.20) ile verilen M°P* matrisini ii¢ kisma ayiralim:

f ¢opt S opt 8) ds f ¢0Pt S Opt 8) ds
opt opt OPt opt
(s) s)d (s) s)ds
Mot — Ji 3 (s)ds | Mo — Ji ¢ (5) (3.4.31)
[ ()6 () dis | | Ji G ()05 (s) ds
f ¢opt opt ) ds .- f ¢0pt Zzgit ) ds
MP = f PP ()P () ds - - f P (s) Z{j;t( ) ds (3.4.32)
[ G ()05 () ds - [ G ()07 (s) ds

£°P! matrisinin geriye kalan katsayilarinin olusturdugu matrisi R ile gosterelim:

o R(1,1)

ort R(2,1
R=|" | = <.) (3.4.33)

e | |R@ - 21))

Bu durumda

e M+ cg. MSP" + M R = ZP'.C

oldugundan R matrisini asagidaki gibi elde ederiz:
R= (Mgpt)il.[ZOPt.C - Cl.Mlopt + C3.M§pt]

Boylelikle £°P* matrisi R matrisinde hesaplanan yeni katsay1 degerleri ve sirast ile ¢; ve

cg’ye esit alinan {1 ve &5 ' degerleri eski konumlarina yerlestirilerek agagidaki gibi elde
&1
C3
edilir: £ = R(1,1)
R(d?* —2,1)
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(3.4.2) kaba ag lizerine yapilan II,u izdiisiim fonksiyonunun kaba aga iligkin diigiim
noktalarinda siirekliligini saglamak i¢in de yukaridaki islemler kaba aga iligkin elemanlar
icin tekrarlanir. Ciinkii (3.4.2) kaba ag1 ve (3.4.4) optimal ag secenegi boliinmemis tek
bir araliktan olustuklar1 i¢in yapisal olarak benzemektedirler. £°P* ve M°P' yerine sirasi
ile £kaba ye Mkaba alinarak, d°P! yerine d*®*¢, optimal ag secimindeki baz fonksiyonlar
yerine kaba ag iizerinde tanimlanan baz fonksiyonlar1 kullanilir.

Optimal ag seceneklerinden geriye kalan (3.4.5), (3.4.6) ve (3.4.7) optimal ag secenekleri
de kendi aralarinda yapisal olarak benzemektedirler. Bu nedenle bunlardan herhangi biri
lizerine yapilan Il ,u izdlgiim fonksiyonunun kaba aga iligkin diigiim noktalarinda
stirekliligi benzer islemler sonucu saglanir.

Kaba agin ikiye boliinmesi sonucu elde edilen iki ag aralifindan olusan bu aglarin, ag
araliklarinda kullanilan yaklagim baz fonksiyonlarinin mertebelerinin secimleri ile farklilik
gosterdiklerini hatirlayalim. py,ps € {d’mb“, dkaba 1} olmak iizere p; ve py sirasi ile
optimal ag seciminin 1. ve 2. ag araliginda kullanilan yaklasim baz fonksiyonlarinin mer-

tebelerini gostersin. Bu durumda d°?* = p; + p, + 1 olur.

I, u(a)=u(a)
&1.07" (a) + 0=c1.¢7"(a) + 0
&i=c1
I p,,, u(b)=u(b)
£5.07" (b) 4 0=c3.67°(b) + 0

53203

Bu durumda £°P' Kkatsayilar matrisinde &, ve &3 disindaki katsayilar1 hesaplamak yeterli

olacaktir. Bunun i¢in dncelikle (3.4.20) ile verilen M°P* matrisini iki kisima ayiralim:

fgb(’pts P (s)d fngOpts P(s) ds

Optsosds Optsosds
Mlopt — fa ¢2 ‘ 1 ( ) fa ¢2 . 3 ( ) : (3434)

»

[P OT()67 (s)ds [T ()65 (s) ds
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f o (s) 3t (s) ds f o' (s)p" (s)ds - f G (5) P () ds

f P ()" (s) ds f o (s)pT (s)ds - f PP ()P (5) ds
MP =

f O (s) 3" (s) ds f O (s)oT (s)ds -+ f O (s) 2’3;( ) ds

) (3.4.35)

£°P! matrisinin geriye kalan katsayilarinin olusturdugu matrisi R ile gosterelim:

o R(1,1)
opt R(2.1

R— 4_ _ (_’ ) (3.4.36)
o, R(d"* —2,1)

Bu durumda

C
M MR = 27 O

C3

oldugundan R matrisini asagidaki gibi elde ederiz:

(&1

R = (ML [z%.C — MY

C3

Boylelikle £°P* matrisi R matrisinde hesaplanan yeni katsay1 degerleri ve sirasi ile ¢; ve

cg’e esit alinan £ 9P degerleri eski konumlarina yerlestirilerek asagidaki gibi elde
edilir: ) )
C1
R(1,1)
gopt — €3
R(2,1)
R(dP* —2,1)

63



Herhangi bir ag aralig1 icin hesaplamalarda kullanilan bazi temel 68eler sdyle degisir:
(3.3.2), (3.3.3) listeleri ile verilen kaba agdan bir kez boliinme ile elde edilen ve (3.3.4),
(3.3.5) listeleri ile tanimli ince ag1 goz Oniine alalim. Kaba aga ait keyfi bir I; = [t;, t;11]

ag araliginin boliinmesi ile ince agda buna kargilik iki adet ag aralig1 olusur:
Iyi 1 = [tai1,tai] ve Io; = [tai, toiy1]

Kaba ag araliginda 1 + D(7) adet, ince agda bu ag aralifina karsilik gelen iki ince ag
araliginda toplam 3 + 2D(i) adet yaklasim baz fonksiyonu vardir. Bu durumda
d*e =1+ D(i), d"* = 3 + 2D(i) olur. Ince agda tammli olan baz fonksiyonlari kul-
lanilarak Galerkin izdiisiim yontemi ile elde edilen ¢6ziime iliskin C' katsayilar matrisinin
yalnizca 2i — 1. ve 2i. a8 araliklarindaki baz fonksiyonlarina kargilik gelen 3+ 2D(i) adet
katsayi ile bir Cv¢"¢ katsayilar matrisi olusturulur ve bu matris optimizasyon problemi-
nin ¢oziimiindeki katsayilar matrisi C' yerine kullanilir. Optimal durumlar i¢in ise benzer
sekilde s6z konusu optimal ag aralifinda kac adet yaklasim baz fonksiyonu olusuyor ise
d°P* bu say1ya esit deger alir:

(3.4.4) durumunda d°* = 2 + D(i), (3.4.5) durumunda d?* = 1 + 2D(i), (3.4.6) ve
(3.4.7) durumlarinda ise d°* = 2 + 2D(7) olacaktur.

3.5. Galerkin Izdiisiim Yontemi Coziimiine Uygulanan Sloan Iterasyonu

icin Optimal Ag Secimi

Bu boliimde Galerkin izdiisiim yontemi ¢6ziimiine Sloan iterasyonun uygulanmasi ile elde
¢Ozlime uyarlanabilir inceltme uygulayacagiz. Burada da islemlerin kolay anlasilabilmesi
adina 3.4. boliimde oldugu gibi (3.4.2) kaba agini, bundan tiireyen (3.4.3) ince agini,
(3.4.4), (3.4.5), (3.4.6) ve (3.4.7) optimal ag durumlarin1 kullanacagiz. (3.2.2) ifadesi ile
verilen Galerkin yontemi ile elde edilen ince ag ¢oziimiine, verilen Sloan iterasyonu uy-

gulanmasi sonucu elde edilen (3.3.6) ¢oziimiinii hatirlayalim. (3.4.1) ile verilen optimi-
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zasyon probleminde u olarak bu ¢oziimii alacagiz:

ult) :H +ZCJ/ K(t, s)¢;(s },te[a,b] (3.5.1)

Oncelikle u ince ag ¢oziimiiniin, siras1 ile kaba ag ve optimal ag aralig1 secimi iizerine
L?-izdiisiimlerini hesaplayacagiz. Kaba ve optimal a8 secimleri iizerine yapilan izdiisiimleri

hatirlayalim:
dkaba

thu _ Z é-]l'mbagb?aba
j=1

dopt

t t
IIhpoptZL = :E:: £;p qb?p

j=1
Bu fonksiyonlara ait katsayilarin matrislerini yine bir dnceki boliimde oldugu gibi C, £+ebe

ve £°P! olarak temsil edecegiz.

3.5.1. Ince Ag Sloan Iterasyon Coziimiiniin Kaba Ag Uzerine L>-1zdiigiimii 11,,u

Fonksiyonunun Hesaplanmasi

(2.10.11) ifadesinde f yerine (3.5.1) ile verilen u ince ag ¢6zlimiinii yerlestirelim ve kaba
dkaba

ag iizerindeki {gﬁé‘?“b“} yaklagim baz fonksiyonlarini goz dniine alalim:
j=1
Herk =1,--- ,d"®* degeri icin,

[ wotwar= [ oo a

dznce

/b(i{ e +ZC’/ / Rt 5)o" (s)ok™ (¢ )dsdt)

dkaba

b
Z (f?:aba/ ¢?aba(t)¢iaba(t))dt (352)

Jj=1

esitlikleri saglanir. (3.5.2) ifadesini her £ degeri acik¢a yazarak olusan sistemi matris
formunda ifade ederek ince ag ¢dziimiiniin kaba ag iizerine L?-izdiisiimiiniin katsayilar

matrisi olan £*%® matrisini asagidaki gibi elde ederiz. Her k = 1,--- , d** degeri i¢in
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(3.5.2) esitligini agikc¢a yazalim:

dznce

/b(i{ e +ZC’/ / Kt s)i" () (¢ >dsdt)

dkaba
kaba/ ¢kaba kaba ))dt

’ 1 kaba — znce kaba
/(A{ +ch//Kts¢ (5) ok ()dsdt)
dkaba
i=1 a
dln(‘?

br1
/ ( A[ Jheta () +ZCZ / / K(t, )6 ( )¢§sssa(t)dsdt) _

dkaba

> g [ olempyolen o)

> (gt / phabe(t)phabe, (¢))dt (3.5.3)
1

Jj=

(3.5.3) sistemini, (3.4.14) ifadesi ile verilen M/*%*® matrisini ve asagida tamimlanan yeni

matrisleri kullanarak daha sade bir formda yazabiliriz :

f f K ¢mce( >¢Ilcaba(t) dsdt --- f; fab K(t, 5) il?ﬁfe<5)¢lfaba(t) ds dt_
Zkaba —_ f f K ¢7,nce( )Qb’gmba(t) dsdt --- f f K Zd?ﬁge( ) I;aba(t) ds dt
1P, s>¢gnce(s)¢§z£& (tydsdt - [7 7Rt s)gfe (s (t) ds dt
I (3.5.4)
veE _ -
I F)@heba(t)dt
b kaba
Frkaba _ Ja F(®) .2 (t)at (3.5.5)

[ r(lge ()t
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olmak iizere (3.5.3) sistemini
i( [rkaba | gkaba ¢y _ prkaba ¢kaba
formunda yazariz. Buradan da £+ katsay1 matrisi
ghaba _ %(Mkaba)—l‘(pkaba - Zhabe ) (3.5.6)
elde edilir. Kaba ag iizerinde taniml1 yaklagim baz fonksiyonlarin1 matris formunda

kaba __ kaba kaba kaba
B - ¢1 ¢2 T dkaba

olarak alirsak II,u izdiistim fonksiyonunu

thu — Bkaba‘gkaba
olarak ifade edebiliriz.
Ince ag ¢oziimiiniin olas1 dort optimal ag seceneklerinden herhangi biri iizerine yapilan

L?-izdiisiimii de benzer sekilde elde edilir.

3.5.2. Ince Ag Sloan Iterasyon Coziimiiniin Optimal Ag Uzerine L?-Izdiisiimii hp,,,

Fonksiyonunun Hesaplanmasi

(2.10.11) ifadesinde f yerine (3.5.1) ile verilen u ince ag ¢6zlimiinii yerlestirelim ve opti-
dopt

mal ag iizerindeki {gzﬁ?p t} yaklasim baz fonksiyonlarini gbz oniine alalim:
j=1

b b
/ u(t) 6 (1) dt = / My t(t) 62 () dt
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dznce

b 1 . O
/a(/\[ Pt +ZCZ//Kt8 mce ) pt()dsdt)
dopt
<opt/ ¢opt Opt )dt (357)

(3.5.7) ifadesini her k& degeri agikc¢a yazarak olusan sistemi matris formunda ifade ederek
ince a8 ¢Oziimiiniin kaba ag iizerine L>-izdiisiimiiniin katsayilar matrisi olan £°* matri-
sini agagidaki gibi elde ederiz. Her k = 1,--- ,d°" degeri icin (3.5.7) esitligini agik¢a

yazalim:

dznce

[ (oo 3o [ [ o) -
a dopt
5 (o [ erosmn)

dz’n(,e

AKH @t+zg//KHMM)WMm)
dopt
(m/wtwt)t

dznce

b1
/(A{ i (1) +ZCZ//K?58 ¢ )ebgi.’;(t)dsdt):

dopt b
> (ffpt / o7 (¢ )cbgi’;(t)) dt (3.5.8)
j=1 a
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(3.5.8) sistemini, (3.4.20) ifadesi ile verilen M°P* matrisini ve asagida tanimlanan yeni

matrisleri kullanarak daha sade bir formda yazabiliriz :

_f; fabK(ta 8)¢i1nce(8)¢017t( )dsdt f f K t S fgﬁge( ) Opt( )det

Zm = | " [" Kt ¢mce() P)ydsdt - [P [P K(ts)ome ()0 (1) ds dt
2 S K )0y ()dgn () dsdt [ [} K (1 s)0ipct. () (8) ds |
(3.59)

veE

[P P (1)t
[P F(6es (t)dt

FoPt — . (3.5.10)
| [ f()ghebe ()t |
olmak iizere (3.5.8) sistemini
%(FO’” + Z7.C) = M g
formunda yazariz. Buradan da £°P katsay1 matrisi
£Pt = %(Mopt)l.(Fopf + Z°%.0) (3.5.11)

elde edilir. Kaba ag iizerinde taniml1 yaklasim baz fonksiyonlarini matris formunda

opt _ opt opt opt
B - 1 2 T gbdf)pt

olarak alirsak Iy, u izdiigiim fonksiyonunu
_ opt ¢opt
thoptu = B g

olarak ifade edebiliriz.

(3.4.1) optimizasyon problemini ¢dzerken ihtiya¢ duyacagimiz |ju — thuH%z(a’b) ve
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Ju — Iy, ull7e (a.p) degerlerinin hesaplanmasi asagida verilmigtir:

Hu - thuH%Q(a,b) = <U - thu, u— thu>L2(a,b)
= (u, u) r2(ap) — 20, Tipt) £2(a,0) + (Tpptt, Tiptt) 120 )
(3.5.12)

Hu — thoptuH%Q(ayb) - <u — thoptu, u — thoptu>L2(a,b)

= <u; u> L2(a,b) - 2(“7 thopt u>L2(a7b) _I_ <thoptu, thoptu> L2 (a,b)

(3.5.13)
dince dkaba
<’LL thu L2(a,b) <f + Z Cz/ K¢mce Z 6kaba¢kaba>
L?(a,b)
1 dkaba
kaba jkaba
X<f > &) > +
j=1 L2(a,b)
1 dince dkaba
—+ X< Z ci / K¢mce ékaba¢§caba>
L2(a,b)
1 dk:aba
= X g]/?aba<f’ ¢§aba> +
Jj=1 L2(a,b)
1 dlnce dkaba a -
122 cif;““’“< / K¢§"ce,§§“ba¢§aba>
=1 = b L2(ab)
1 dkabu
— X kaba/ f (bk‘aba )dt)
7=1
1 dlnce dkaba
+ — 3 Z Z szkaba/ / K t,s ¢znce )¢kaba( )det
=1 ] 1
— _(5kaba>T.Fkaba + _(gkaba)T'Zkaba.C
A )
1
— X(fk‘aba)T'(Fkaba + Zkaba.o)
1
— ﬁ((Fkaba)T.«Mkaba)fl)T_i_
+ CT.(Zkaba>T.((Mkaba)fl)T)(Fkaba 4 Zk‘aba.c)
1
= ﬁ((Fk‘aba)T + C«T‘<Zkaba)T)‘((Mk:aba)—l)T.(Fkaba + Zkaba‘c)
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<u’ thopt u> L2(ab) —

Kisaca

(u, Hppt) 2(ap) =

ve

(, Mhpye ) £2(ap) =

olur.

dopt

dince a
(130 [t S
i=1 b =1 L2(ab)
dopt
(r2grer) s
j=1 L2(a,b)
1 dince a dopt
(e [ wa L)
i=1 b j=1 L2(a,b)
dopt

1 o o
S (rer)
j=1 L2(ab)
1 dince dUTJt a
OIS cl-fg-””< | g, gjpt¢;pt>
b L2(a,b)

=1 j=1

> =

> =

dopt

b
-2 [ rsroans

dince dkaba

b b
+ % Z Z Ci§§-mb“/a /a K(t,s)qbﬁnce(s)gb;pt(t)dsdt

=1 j=1
= l(gopt)T.Fopt + l(fopt)T.Zopt.C
A A
1
= S(ET (P 4 27.C)

1 opt\T' opt\—1\T
= S ((FP)T (M) ™)+

+ CT'(Zopt)T.((Mopt>—1)T).(Fopt + ZOpt.C)

= %((FOM)T + CT,(Z0pt>T)'((Mom)—l)T'(Fopt + ZOpt.C')

%((Fk:aba)T + CT‘(Zkaba)T)'((Mkaba)—l)T.(Fkaba + Zkaba.C)
(3.5.14)

%((Fopt)T—|—CT.(ZOpt)T).((MOpt)_l)T.(FOpt—|—ZOpt.C) (3.5.15)

Moty Mg ) £2(ap) V€ (Ipptt, Ippti) 124 p) i¢ carpimlart (3.4.27) ve (3.4.26) ifadele-
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rindeki bicimde hesaplanir:

<th0pt u’ thopt u> L? (a7b) = (gopt)T . Mopt 'gopt

:% ((Fopt)T + CT.(ZOPt)T) ((MPry=hT, (F"pt + ZOpt.C)

(3.5.16)

<thkaba, u’ thkaba U/> L2 (a7b) = (gkaba)T ‘ Mkaba 'Skaba

:é ((Fkaba)T + C«T.(Zkaba)T) ‘((Mkaba)—l)T‘ <Fkaba + Zkaba'c)

(3.5.17)

(3.5.14) ve (3.5.17) ifadelerini (3.5.12) esitliginde; (3.5.15) ve (3.5.16) ifadelerini de
(3.5.13) esitliginde yerlestirerek

= ThpullZ2e = (0 ur2an =
1
ﬁ ((Fkaba)T + C«T.(Zkaba)T) ‘((Mkaba)—l)T‘ <Fkaba + Zkaba‘cf)
(3.5.18)

||u - thoptu‘|%2(a,b) :<u’ u>L2(a7b)_
1
" ((FOPt)T + CT.(ZOPt)T> .((MOpt)fl)T. (Foznf + ZOpt.C>
(3.5.19)

esitlikleri elde edilir. Boylece (3.4.1) optimizasyon probleminde 3.5.18 ve 3.5.19 ifadele-

rinin kullanilmasi ile kiigiiltme uygulanacak ifade asagidaki gibi bulunur:

% (((FO”)T + CT.(Z"pt)T) ((MPy=hHT, (Fom + ZO”t.C) -

((Fk’aba)T + CT'<Zkaba)T) .((Mk:aba)—l)T' (Fk’aba + Zkachr)) (3520)

3.4. kismin sonunda (3.4.30) ifadesi i¢in agiklandig1 bicimde (3.5.20) degeri de daha dnce
bahsedilen dort optimal ag secenegi i¢in hesaplanir ve kaba ag en kiiciik degeri veren

optimal ag bi¢ciminde yenilenir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Ornek 4.1
_=t? 2 ez — 1
w(s)— [ e 1 zt)dt=et —2———, —7w<s<7
0 tev
t2
probleminin gergek ¢oziimii e 7 fonksiyonudur. Kaba ag L = [0 1], D = [2] olsun.

Ard arda yedi kez Galerkin izdiisiim yontemi ve bu ¢coziime uygulanan Sloan iterasyonu
sonucu elde edilen yeni aglar, L? hata degerleri, maksimum mutlak hata degerleri ve

mutlak deger hata degerlerinin grafikleri asagida verilmistir:

Cizelge 4.1. Ornek 4.1 icin hata degerleri tablosu

Yiiriitme G2 Gz St2 Smaz
1 0.000260 0.000525 0.010419 1.000233
II 0.000282 0.001273 0.006251 1.000233
III 0.000306 0.002258 0.003473 1.000233
1A% 0.000352 0.004276 0.002842 1.000233
A% 0.002076 0.012989 0.002404 1.000233
VI 0.003143 0.016375 0.002084 1.000267
VII 0.003837 0.032605 0.001645 1.000341

Sloan iterasyonu uygulanmasi sonucu elde edilen sonuclarda sifira yakin degerlerde ¢6ziim
fonksiyonunun iistel bir fonksiyon olmasindan dolayi fark 1 degerine yakindir. Ancak hata
grafiklerine bakilirsa bu noktalar disinda hata sifira ¢ok yakin degerlere ulagsmaktadir. Ga-
lerkin izdiisiim yonteminin yedi defa ard arda yiiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag 80
adet diigiim noktasindan olugmaktadir. Bu aga iligkin ag araliklarinda kullanilan yaklagim
polinomlarina ait en yiiksek mertebe 5’tir. Sloan iterasyonun yedi defa ard arda yiiriitiilmesi

sonucunda elde edilen ag:

L =10 1.2500e —01 2.5000e —01 3.7500e — 01 5.0000e — 01
6.2500e — 01  7.5000e — 01 8.1250e — 01 8.7500e — 01
9.3750e — 01 1.0000e + 00]
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D=[7T 6 8 7 7 7 6 7 5 6

x 10"

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.1. Ornek 4.1 icin I yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edilen
mutlak hata grafigi

x10°

14

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Sekil 4.2. Ornek 4.1 icin IL. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edilen
mutlak hata grafigi
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25

Sekil 4.3. Ornek 4.1 icin III. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi

4.5 x10
4l
35
3t
251
ol
15
1
” W\J\AW
00 012 014 016 018 1

Sekil 4.4. Ornek 4.1 icin IV. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edilen
mutlak hata grafigi
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0.014

0.012

0.01r

0.008

0.006

0.004 -

0.002 |

[ ——

0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.5. Ornek 4.1 icin V. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edilen
mutlak hata grafigi

0.018

0.016

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004 -

W

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.002

0

Sekil 4.6. Ornek 4.1 icin VI. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi
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0.035

0.03f

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

Sekil 4.7. Ornek 4.1 icin VIL yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi

-0.2

-0.6

-0.8f

-1.2+

-1.4

Sekil 4.8. Ornek 4.1 icin L. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

77



-041

-0.6

-1.2f

1.4 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.9. Ornek 4.1 icin I yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

-0.2}

-0.6}

-0.8|

-1.2+

-1.4

Sekil 4.10. Ornek 4.1 icin II1. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi
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-04}

-0.6

-1.2f

1.4 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.11. Ornek 4.1 icin IV. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

-0.2}

_0.6 -

-0.8

-1.2+

-1.4

Sekil 4.12. Ornek 4.1 icin V. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi
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_0.4 -

-0.6

-1.2f

1.4 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.13. Ornek 4.1 icin VL yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

-0.2f

-0.6}

-0.8|

-1.2+

-1.4

Sekil 4.14. Ornek 4.1 icin VIL. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mut-
lak hata grafigi

Ornek 4.2

[ 03 o
—~ =25 — r<s<
$(8>+7r/ﬂ1—0_64c032(57“)$(t)dt 25 — 16sin(s”), T<s<m

128

probleminin gercek ¢oziimii x(t) = 177 + =2 cos(2t) fonksiyonu ile verilmektedir.

Kaba ag L = [-7 |, D = [2] olsun. Ard arda bes kez Galerkin izdiisiim yontemi ve
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bu ¢6ziime uygulanan Sloan iterasyonu sonucu elde edilen yeni aglar, L? hata degerleri,

maksimum mutlak hata degerleri ve mutlak deger hata grafikleri asagida verilmistir:

Cizelge 4.2. Ornek 4.2 icin hata degerleri tablosu

Yiiriitme G2 Gmaz Stz Smaz
1 3.807778 3.962758 0.061422 0.040544
II 0.368150 0.473480 0.000014 0.000010
III 0.039806 0.067508 0.000014 0.000010
1A% 0.001231 0.002006 0.000005 0.000005
A% 0.001706 0.003876 0.000000 0.000000

Galerkin izdiisiim yonteminin bes defa ard arda yiiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag:

L =[-3.1416e+00 —2.7489¢+00 —2.3562¢+00 — 1.5708¢ + 00
—7.8540e —01 0 1.5708¢ 400 3.1416¢ + 00]
D=[ 4 6 4 5 6 7

Sloan iterasyonun bes defa ard arda yiiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag:
L =[-3.1416e + 00 —1.5708¢ 4+ 00 — 7.8540e —01 0

1.5708¢ + 00  2.3562¢ + 00 3.1416e + 00]

D=5 5 4 5 5 4

Sekil 4.15. Ornek 4.2 icin I. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edilen
mutlak hata grafigi
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0.5

0.45r

0.4

0.35f

0.3F

0.25f

0.2

0.15r

0.1

0.05f

Sekil 4.16. Ornek 4.2 icin IL yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi

0.07

0.06 -

0.05f

0.04

0.03-

0.02

0.01r

Sekil 4.17. Ornek 4.2 icin IIL yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi
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25

15F

0.5

Sekil 4.18. Ornek 4.2 icin IV. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi

x 10"

35

25F

15

Sekil 4.19. Ornek 4.2 icin V. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi
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0.045

0.04

0.035

0.03

0.025F

0.02

0.015

0.01r

0.005F

Sekil 4.20. Ornek 4.2 icin I yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

1.2

0.8

0.6

0.41

0.2

o

Sekil 4.21. Ornek 4.2 icin II. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi
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12

0.8

0.6

0.4

0.2

Sekil 4.22. Ornek 4.2 icin IIL yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

x 10"

o

Sekil 4.23. Ornek 4.2 icin IV. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi
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18

16

1.4r

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Sekil 4.24. Ornek 4.2 icin V. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

Ornek 4.3

_ﬁ_/o 0.01fki—t>2x(t>dt:f(s)’ Vsest

probleminin gercek ¢oziimii z(¢) = 0.06 — 0.8t + ¢ fonksiyonudur.

Kaba ag L = [01], D = [2] olsun. Ard arda dort kez Galerkin izdiisiim yontemi ve
bu ¢oziime uygulanan Sloan iterasyonu sonucu elde edilen yeni aglar, L? hata degerleri,

maksimum hata degerleri ve mutlak deger hata grafikleri asagida verilmistir:

Cizelge 4.3. Ornek 4.3 icin hata degerleri tablosu

Yiirtitme Gje Gmaz Sia Smaz
I 0.000012 0.000048 0.000001 0.000021
II 0.000011 0.000079 0.000000 0.000049
111 0.000023 0.000084 0.000000 0.000001
v 0.000024 0.000089 0.000000 0.000000

Galerkin izdiislim yonteminin dort defa ard arda yiiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag:

L=10 6.2500e —02 1.2500e —01 1.8750e — 01 2.5000e — 01
3.7500e — 01  4.3750e — 01 5.0000e — 01 6.2500e — 01
7.5000e — 01 8.1250e — 01  8.7500e — 01  9.3750e — 01
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1.0000€ + 00]

D=4 3 4 4 4 3 25 5 4 4 3 4

Sloan iterasyonun dort defa ard arda yiiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag:

L=1[0 6.2500e —02 1.2500e —01 1.8750e —01 2.5000e — 01
3.1250e — 01  3.7500e — 01 4.3750e — 01  5.0000e — 01
5.6250e — 01  6.2500e — 01 6.8750e — 01 7.5000e — 01
8.1250e — 01  8.7500e — 01 9.3750e — 01  1.0000€e + 00]

D=[3 4 4 5 4 3 3 2 3 45 46 5 4 4

x 10"

Sekil 4.25. Ornek 4.3 icin L. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edilen
mutlak hata grafigi
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x10°

Sekil 4.26. Ornek 4.3 icin II. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi

x 10"

(2]
T

(6]
T

w

N

=
T

Sekil 4.27. Ornek 4.3 icin IIL yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi
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x 10"

LT O

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.28. Ornek 4.3 icin IV. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.29. Ornek 4.3 icin I. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

89



x 10"

| N

Sekil 4.30. Ornek 4.3 icin IL yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

-1.5

Sekil 4.31. Ornek 4.3 icin II1. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

90



Sekil 4.32. Ornek 4.3 icin IV. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

Ornek 4.4 Gercek ¢oziimii z(¢) = ¢ fonksiyonu olan

problemi ele alinsin.

Kaba ag L = [01], D = [2] olsun. Ard arda bes kez Galerkin izdiisiim yontemi ve bu
¢oziime uygulanan Sloan iterasyonu sonucu elde edilen yeni aglar, L2 hata degerleri, mak-

simum hata degerleri ve mutlak deger hata grafikleri asagida verilmistir:

Cizelge 4.4. Ornek 4.4 icin hata degerleri tablosu

Yiiriitme G2 Gmaz Sto2 Smaz
I 0.000005 0.000013 0.000010 0.249971
II 0.000061 0.000217 0.000003 0.249989
111 0.000081 0.000410 0.000003 0.249999
v 0.000068 0.000412 0.000003 0.249999
\" 0.000292 0.002121 0.000003 0.250000

Galerkin izdiisiim yonteminin bes defa ard arda yiiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag:

L=10 6.2500e —02 1.2500e —01 2.5000e — 01 3.7500e — 01
4.3750e — 01  5.0000e — 01 5.6250e — 01 6.2500e — 01
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6.8750e — 01  7.5000e — 01 8.1250e — 01 8.7500e — 01
9.3750e — 01 1.0000e + 00]

D=4 4 5 5 4 4 3 4 4 3 5 5 4 5

Sloan iterasyonun bes defa ard arda yiiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag:

L=[0 6.2500e —02 1.2500e — 01 2.5000e — 01 3.7500e — 01
5.0000e — 01  7.5000e — 01 1.0000e + 00]

D=[3 4 55 6 7 6

14

Sekil 4.33. Ornek 4.4 icin . yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edilen
mutlak hata grafigi
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x 10~

Sekil 4.34. Ornek 4.4 icin IL yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi

4.5

Sekil 4.35. Ornek 4.4 icin IIL yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi
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Sekil 4.36. Ornek 4.4 icin IV. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi
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Sekil 4.37. Ornek 4.4 icin V. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi
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Sekil 4.38. Ornek 4.4 icin I yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak

hata grafigi
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Sekil 4.39. Ornek 4.4 icin II. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak

hata grafigi
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Sekil 4.40. Ornek 4.4 icin IIL yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak

hata grafigi
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Sekil 4.41. Ornek 4.4 icin IV. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak

hata grafigi
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Sekil 4.42. Ornek 4.4 icin V. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

Ornek 4.5 Cekirdek fonksiyonu,

olan

0 6
probleminin gergek ¢oziimii x(t) = sin(nt) fonksiyonudur. Kaba ag L = [01], D =
[2] olsun. Ard arda yedi kez Galerkin izdiisiim yontemi ve bu ¢dziime uygulanan Sloan

iterasyonu sonucu elde edilen yeni aglar, L? hata degerleri, maksimum hata degerleri ve

mutlak deger hata grafikleri asagida verilmistir:

Cizelge 4.5. Ornek 4.5 icin hata degerleri tablosu

Yiiriitme G2 G maz Sto2 Sma
I 0.002323 0.004179 0.000311 0.011130
II 0.002240 0.004424 0.000061 0.003294
III 0.000649 0.001541 0.000013 0.000913
v 0.000274 0.000776 0.000005 0.000586
\" 0.000431 0.001326 0.000003 0.000563
VI 0.000540 0.002551 0.000003 0.000574
VII 0.000625 0.004555 0.000001 0.000238
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Galerkin izdiisiim yonteminin yedi defa ard arda yiiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag:

L=1[0 6.2500e — 02 1.2500e — 01

2.1875e — 01
2.9688e — 01
3.5938e — 01
4.2188e — 01
4.8438e — 01
5.7813e — 01
6.4063e — 01
7.0313e — 01
7.6563e — 01
8.2813e — 01
8.9063e — 01
9.5313e — 01

2.5000e — 01
3.1250e — 01
3.7500e — 01
4.3750e — 01
5.0000e — 01
2.9375e — 01
6.5625e¢ — 01
7.1875e — 01
7.8125e — 01
8.4375e — 01
9.0625¢ — 01
9.6875¢ — 01

2.6563e — 01
3.2813e — 01
3.9063e — 01
4.5313e — 01
5.3125e — 01
6.0938e — 01
6.7188e — 01
7.3438e — 01
7.9688¢ — 01
8.5938e — 01
9.2188e — 01
9.8438e — 01

1.5625e — 01

2.8125¢ — 01
3.4375¢ — 01
4.0625¢ — 01
4.6875¢ — 01
5.6250e — 01
6.2500¢ — 01
6.8750¢ — 01
7.5000¢ — 01
8.1250e — 01
8.7500¢ — 01
9.3750e — 01
1.0000€ + 00]

1.8750e — 01

D=[7T 76 6 6 6 5 45 5555055 5 55
5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 5 5 5 5H D5 H D
34 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Sloan iterasyonun yedi defa ard arda ytiriitiilmesi sonucunda elde edilen ag:

L=1[0 1.2500e —01 1.8750e —01 2.5000e — 01 3.1250e — 01

3.7500e — 01
4.6875e — 01
5.7813e — 01
6.8750e — 01
8.4375e — 01
9.4531e — 01
9.8438e — 01

3.9063¢e — 01
5.0000e — 01
2.9375e — 01
7.1875e — 01
8.7500e — 01
9.5313e — 01
9.9219e — 01

4.0625¢ — 01
5.3125¢ — 01
6.2500¢ — 01
7.5000e — 01
9.0625¢ — 01
9.6875¢ — 01
1.0000€ + 00]

D=[T 6 56 576 6 6 5 6
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4.3750e — 01
2.6250e — 01
6.5625e¢ — 01
8.1250e — 01
9.3750e — 01
9.7656e — 01
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4 5 3 4 5 4 5 5 6

x10°

4.5

Sekil 4.43. Ornek 4.5 icin I yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edilen
mutlak hata grafigi

4.5

Sekil 4.44. Ornek 4.5 icin II. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi
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16

Sekil 4.45. Ornek 4.5 icin III. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi

x 10~

0.6 0.8 1

Sekil 4.46. Ornek 4.5 icin IV. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi
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Sekil 4.47. Ornek 4.5 icin V. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde edi-
len mutlak hata grafigi
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Sekil 4.48. Ornek 4.5 icin VL. yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi
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Sekil 4.49. Ornek 4.5 icin VIL yiiriitmede Galerkin izdiisiim yontemi sonucu elde
edilen mutlak hata grafigi

14

Sekil 4.50. Ornek 4.5 icin I. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi
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1.4

Sekil 4.51. Ornek 4.5 icin IL yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

14

Sekil 4.52. Ornek 4.5 icin I11. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi
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1.4

Sekil 4.53. Ornek 4.5 icin IV. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

14

Sekil 4.54. Ornek 4.5 icin V. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi
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1.4

Sekil 4.55. Ornek 4.5 icin VL yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mutlak
hata grafigi

14

Sekil 4.56. Ornek 4.5 icin VIL. yiiriitmede Sloan iterasyonu sonucu elde edilen mut-
lak hata grafigi
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezin amaglarindan ilki ikinci tip Fredholm integral denklemlerinin yaklasik ¢6ziimle-
rini, sapka fonksiyonlar1 olarak adlandirilan dogrusal fonksiyonlar ve dereceleri 2’ye esit
veya biiyiik olan integre edilmis Legendre polinomlarinin yaklasim fonksiyonlar1 olarak
kullanildig1 Galerkin yontemine uyarlanabilir inceltme uygulayarak elde etmektir. Tezin
ikinci amaci ise elde edilen bu ¢oziimleri daha da iyilestirmek (gercek ¢oziim ile yaklagsik
¢Ozilim arasindaki hata degerini azaltmak) icin bu ¢oziimlere Sloan iterasyonu ile birlikte
uyarlanabilir inceltme uygulamaktir. Uyarlanabilir inceltmeler yapilirken Demkowicz’in
(Demkowicz, 2005) Sobolev normu kullanarak ¢6zdiigii bir optimizasyon problemi L?-
normu kullanilarak ele alinmustir.

Boliim 3.1°de ele alinan bir agin bir kez boliinme ile yapisinda ne tiir degisiklikler olacagi,
yeni olusan agda yaklasim fonksiyonlarinin yeniden nasil tanimlanacagi incelenmis ve iki
ag arasindaki yapisal iligkiler ortaya ¢ikarilmisir.

Boliim 3.2°de verilen bir ag iizerinde ikinci tip Fredholm integral denkleminin Galerkin
yontemi kullanarak yaklasik ¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in gerekli matrisler hesaplanmistir.
Burada keyfi sayida ag aralifindan olusan ve ag araliklarinda keyfi dereceden integre
edilmis Legendre polinomlarinin tanimlandi81 bir ag ele alinmistir. Boliim 3.4’te ise kaba
agdan bir kez boliinme ile elde edilen ince aga gecis yaparken kaba agin her alt araligim
bolmenin veya yaklasim polinomlarinin derecelerini arttirmanin gerekliligini belirleyen
bir optimizasyon probleminin ¢oziimii i¢cin gerekli matrisler hesaplanmigstir. Bu hesap-
lamalar yapilirken her ag araligi tek tek incelendiginden temel yapi i¢in tek bir araliktan
olusan bir kaba ag iizerinden hesaplamalar yapilmistir. Optimizasyon probleminin ¢oziimii
sonunda elde edilen yeni ince ag artik bir kaba ag gibi ele alinip ilgili problem buraya ka-
dar anlatildig1 bicimde tekrar ¢oziilebilir.

Boliim 3.3’te ise boliim 3.2’de elde edilen ¢oziime Sloan iterasyonu uygulanmasi sonucu
elde edilen yaklasik ¢6ziimii hesaplamak i¢in gerekli olan matrisler verilmistir. Boliim
3.5’te tipk1 Galerkin yontemi i¢in yapilan optimal ag1 belirlemek icin yapilan iglemler, bu-
rada da ayn1 optimizasyon problemi kullanilarak Galerkin yontemi ile elde edilen ¢6ziime
Sloan iterasyonu uygulanmasi sonucu elde edilen ¢oziim i¢in ele alinmistir. Yine burada

da elde edilen ince ag kaba ag olarak alinip ilgili problem bu ag iizerinde tekrar ¢oziilebi-
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lir.

Yukaridaki islemler ilgilenilen probleme tekrar tekrar uygulanabilirler. Arastirma bul-
gular1 kisminda ¢oziilen problemlerde ilk kaba a§ tek bir araliktan olusan ve iizerinde
sapka fonksiyonlar1 ile yalnizca 2. derece integre edilmis Legendre polinomu tanimli
olan ag olarak alinmigtir. Burada amag¢ yontemin tek bir ag aralifinda minimum dere-
celi polinomlarla yaklasima etkisini incelemektir. Arastirma bulgular1 kisminda ¢oziilen
problemlerden ilki tarafimizca kurulmus digerleri ise Atkinson ve Shampine (2008)’dan
alinmistir. Ozellikle Sloan iterasyonu sonucu elde edilen ¢oziimlere uayarlanabilir in-
celtme uygulandik¢a hatanin sifira yaklastigir gozlemlenmistir. Coziilen problemlerde
yaklagik ¢oziimlerden herhangi birinde sifira yakin hata degeri elde edildiginde ya da hata
degerleri ard arda yapilan yiiriitmelerde birbirine ¢ok yakin oldugunda yiiriitmeler durdu-
rulmugtur. Yontemler keyfi sayida ag aralifi igeren, keyfi dereceden polinomlar ile
yaklasim yapmaya miisait bir yapidadir. Islemlerin elde edilen sonuglar ile tekrarlana-
bilmesi de bunun bir gostergesidir.

Yontem ele alinan problemlerin yaklasik ¢oziimlerinin ¢6ziim araligimin farkli bolgele-
rindeki davraniglarini inceleme imkani yaratmaktadir. Elde edilen verilere bagli olarak
daha iyi yaklasim yapilacag diisiiniilen aglar belirlenebilir ve problemler bu aglar tize-
rinde ¢oziilebilir. Burada kastedilen belli sayida yiiriitmeden sonra ag araliklar1 daha fazla
boliinmiiyor veya yaklasim polinomlarinin dereceleri daha fazla artmiyor veya yiiriitmeler
arasindaki hata degerleri ¢ok farkli degilse veya salinimlar olusmaya baglamigsa bu nok-
tadan onceki yaklagimlarin sonuglarina bagh olarak bir agin belirlenmesidir. Ag aralig1
say1s1 ve yaklasim polinomlarinin dereceleri arttik¢ca hesaplamalar iglem sayis1 arttigindan
dogal olarak yavaglamaktadir. Ele alinan problem tiirlerinde, yaklasim polinomlarinin de-
receleri yliksek degerlere ulastiginda yaklagik coziimlerde salinimlarin oldugu gozlemlen-
mistir.

Uyarlanabilir inceltmenin farkli yontemler ile farkli denklem tiirlerine, farkli polinomlar
kullanarak uygulanabilir oldugu diisiiniilmektedir. Ayrica problem tipi degistirilmeden de

farkli polinomlar kullanilarak elde edilen sonuglar da karsilastirilabilinir.
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