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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN DEGISKEN KATSAYILI DIFERANSIYEL-FARK
DENKLEM SISTEMLERININ YAKLASIK COZUMLERI iCiN TAYLOR
SIRALAMA YONTEMI

Elgin GOKMEN

Doktora Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Mehmet SEZER
Temmuz 2014, 130 sayfa

Bu ¢alismada, yiiksek mertebeden lineer diferansiyel-fark denklem sistemlerinin ve
lineer olmayan fonksiyonel diferansiyel denklem sistemlerinden olusan modellerin
nlimerik ¢6ziimleri i¢in siralama yontemi ve Taylor polinomlarina dayali bir matris
yontemi verilmistir. Olusturulan siralama yonteminin hata hesabi yapilmis ve
yontemin tutarliligini, etkinligini gostermek {izere literatiirde sik¢a karsilasilan
problemler iizerinde ¢alisilmistir. Sonuglar daha 6nceki arastirmacilarin sonuglart ile
karsilastirilarak, yorumlanmastir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Diferansiyel-Fark Denklem Sistemleri, Lineer Olmayan
Fonksiyonel Denklem Sistemleri, Taylor Matris Metot, Taylor
Siralama Noktalari



ABSTRACT

TAYLOR COLLOCATION METHOD FOR SYSTEM OF HIGH ORDER
DIFFERENTIAL-DIFFERENCE EQUATIONS WITH VARIABLE
COEFFICIENTS

Elcin GOKMEN

Doctor of Philosopy (Ph.D.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet SEZER
July 2014, 130 pages

In this study, a numerical approach based on collocation method and Taylor
polynomials are proposed to obtain the approximate solutions of the system of linear
differential-difference equations. Also, this method is applied to some models of
nonlinear functional equations systems. The error analysis of the method is
presented. The effectiveness and consistency of the method are illustrated via several
numerical experiments which are frequently encountered in the literature. The results
are compared with the results of the previous researchers and also discussed as well.

Keywords: Linear Differential-Difference Equation System, System of Nonlinear
Functional Equation, Taylor Matrix Method, Taylor Collocation Points
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1. GIRIS

Fizik, miihendislik, biyoloji, tip, ekonomi gibi alanlardaki bir¢ok yasamsal olgu,

genellikle adi diferansiyel denklemlerin

") = f(t,yt), t=>t

y'(t) = £t y(t) 0 L)
y(to) =Y

baslangig-deger problemi ya da Cauchy problemi ile modellenebilmektedir. Burada

t, baslangic noktas: ve Yy, baslangic degeri olarak verilir. Ancak adi diferansiyel

denklem yardimi ile kurulan bu modelde degisim orani sadece t zamanina baghdir.
Halbuki, sistemin ge¢mis zamandaki durumu, gelecekteki durumunu biiyiik 6lgiide
etkiler. Bu nedenle, model olusturulurken gecikmelerin de hesaba katilmasi ile elde
edilen yeni yap1 diferansiyel-fark denklemleri ya da gecikmeli diferansiyel
denklemler (GDD) seklinde adlandirilir (Bellen ve Zennaro, 2003). GDD’ler 7 >0

gecikmeler olmak tizere,

Y)=F&yR).yt-2), tzt, 12)
y(t)=¢(t), t<t, '

seklinde ifade edilir.

Birgok fiziksel ve biyolojik sistemde ve miihendislik alaninda gecikme olagandir. O
halde, GDD’ler miihendislik, mekanik, ekonomi ve tip gibi alanlarda karsilagilan
gercek olgular i¢in temel matematik modelleri yapilandirir (Asl ve Ulsoy, 2003).
Titresim ve ses kontrolii (Olgag¢ vd.,1997), popiilasyon modelleri, ekonomik
sistemler, kentsel trafik, elektrik iletim hatti, niikleer reaktorlerin kontrol sistemleri
alanlarinda bir¢ok problem gecikmeli diferansiyel denklemler yardimi ile modellenir
(Abdelrahman vd. 1996). GDD’ler ilk olarak 18. yy. da Laplace ve Condorcet

tarafindan tanimlanmistir (Gorecki vd.,1989). Bu denklemlere fonksiyonlar uzayinda



operatorler olarak ilk yer veren ise Rus matematik¢i Krasovskii’dir (Saaty, 1981).
Ancak bu denklemlerin teori ve uygulamalarindaki hizli gelisim, Ikinci Diinya
Savasindan sonra devam etmekle kalmayip giiniimiizde de siirmektedir (Asl ve
Ulsoy, 2003). ingiliz matematik¢i George Boole, sonlu fark hesabi (1860) adli

kitabinda karma fark denklemler dedigi, tiirevler ve farklar iceren

Ay'—aAy—by'+aby =0

gibi baz1 diferansiyel-fark denklem 6rneklerine yer vermis ve bu denklemler igin fark

ve tlirev operatorleri arasinda iliskilerden yaralanarak ¢6ziimler bulmustur (Boole,

1980).

Wright (1945), (1955), Markos ve Kakutani (1958), Jones (1962), Kaplan ve Yorke

(1975) ve digerleri, niifus modelli olarak
y'(®) =-y(t-D[L+y()

denklemini, Cooke ve Yorke (1972)

y'®=fy®)-f(y(t-e)

denklemini kullanmistir (Giiney, 1989).

Hutchinson (1948) tarafindan tek tiirden olusan popiilasyon dinamikleri i¢in

' _ _y(t_T)
y(t)—ry(t)(l e ]

modeli gelistirilmistir (Gopalsamy, 1992).

Zaman gecikmeli av-aver modeli, balik niifusu tizerinde ¢alismalar1 sonucunda ilk
olarak Volterra tarafindan 1925 yilinda olusturulmustur (Volterra, 1926). Mangorsky

ve Cunningham (1957) av-avci problemi igin model olarak lineer olmayan,



w0=%(—§9jmo—%xmwm

y'(t)=-a, y(t) +a, x(t—7) y(t—7)

denklem sistemini incelemislerdir. Minorsky (1947) gemi dengesi ile ilgili olarak

ay"(t) +by'(t) +cy'(t—7) +ky(t) =0

modelini, Driver (1963), Driver ve Norris (1967), Travis (1975), Zdanov (1975) ve
Hsing (1977) elektrodinamigin iki cisim probleminde ortaya ¢ikan

y"(t) = f,(y(®) = x(t —ay, (1), X'(t —a,(t), y (1)),
X'(t) = F,(x(t) - y(t—a, (1), y'(t =2, (1), X'(1))

sistemini, Mackey ve Glass (1977) dolasim sistemi igine olgun hiicrenin birakilmasi

ile iliskili olan

by(t—7)

YOy

ay(t)

denklemini ¢alismiglardir.

Ayrica, Callender (1930-1940), Ilartree ve Forther (1936), Minorsky (1947, 1948,
1962) ve Lefschetz zaman gecikmeli kontrol sistemleri; Ergen (1954), Levin ve
Nobel (1960), Gorjavcengo (1971), El’sgol’ts (1973) Russal ve Duncan (1982)
niikleer reaktorler; Placzek (1946), Boffi ve Scozzafava (1967) notron korunmast;
Sherman (1960) bir gaz bosalmasinda enerji dagilimi; Miranker (1962) elektrik
devrelerindeki gii¢ kayb1 (Beypinar, 2005); Norkin (1965) elektromanyetik
vibratorler; Silberstein (1940) foto emilsiyonlar; Brayton (1967), Fox, Mayers,
Ockendon ve Taylor (1971) gecis hatlari; Volterra (1909), Gurtin ve Sternberg
(1962) elastikiyet teorisi; Lotka ve Sharpe (1923), Wilson ve Burke (1942), Wilson
ve Yorke (1972), London ve Yorke (1973), Hoppensteadt ve Waltman (1970)
bulasict hastaliklarin yayilmasi; Glass ve Mackey (1979)’in memelilerde solunum
bozuklugundan kaynaklanan rahatsizliklar; Kalecki (1935), Goodwin (1951), Cooke
ve Yorke (1972) ekonomi ve ticaret; Longtin ve Milton (1988) insan gézbebeginin



1s18a refleksi; Philos (1991) ekositik ylizeylerdeki kiitle titresimlerinin tanimlanmast;
Kuang (1993), gecikmeli popiilasyon dinamigi; Caberlin (2002) biyolojik sistemler

alanlarinda ¢alismalar yapmislardir.

GDD’lerin genel teorisi Bellman ve Cooke (1963), Smith (1957), Pinney (1958),
Halanay (1966), El’sgol’ts ve Norkin (1965, 1971), Myshkis (1972), Driver (1977),
Hale (1977), Yanushevski (1978) ve Marshal (1979) tarafindan detayli bigimde
incelenmistir. GDD sistemlerinin kararlilik analizi Pontryagin (1942) tarafindan
gelistirilmistir. Ayrica Bellman ve Cooke (1963) lineer ve lineer olmayan GDD’lerin
¢oztimlerinin varlig1 ve tekligi {izerine calismalar yapmis, Wright (1946) lineer
olmayan GDD’lerin ¢oziimlerinin varligini ve 6zelliklerini analiz etmis, degisken
katsayili lineer GDD’lerin ¢éziimlerinin varlik ve teklik problemi {izerine ¢aligsmalar

yapmistir.
GDD’lerin analitik ¢6ziimii igin literatiirde gecen yontemler asagida verilmistir.

e Bellman adimlar yéntemi: 1k olarak sabit gecikmeli diferansiyel
denklemlerin ¢0ziimii i¢in Bellman tarafindan gelistirilmis olan bir
yontemdir. Bu yontemde gecikmeli diferansiyel denklemler, adi diferansiyel
denklemlere donistiiriilerek ¢6ziime ulasilir. (Bellen ve Zennaro, 2003)

e Laplace doniisiimii ile ¢oziim: Sabit katsayili lineer denklemler igin Fourier
seri ¢oziimlerine dayal klasik bir yontemdir (Heffernan ve Corless, 2005).

e Lambert W fonksiyonu ile ¢oziim: Lambert (1758) W fonksiyonu ile ¢dziim
metodu, sabit katsayili homojen lineer gecikmeli diferansiyel denklemlerin

¢ozlimleri i¢in kullanilan bir yontemdir (Corless vd., 1996).

Ayrica, GDD’lerin farkli kosullar altinda karakteristik denklemini ¢ozerek, analitik
¢ozlimlerini bulmak igin bir¢ok c¢alisma yapilmistir. Lineer GDD’lerin analitik

¢oziimleri ile ilgili bir calisma da Falbo (1995) da bulunmaktadir.

GDD’lerin analitik ¢oziimleri i¢in kullanilan yontemler, ¢ozliimlerin kapali
formlarinin haricinde, mevcut problemlerin ancak smirli bir alt kiimesi i¢in
uygulamaya elverislidirler (Giinel, 2006). Bu nedenle, yaklasik ¢6ziim yontemlerine

ihtiya¢ duyulmaktadir.



GDD’lerin niimerik ¢oziimleri i¢in kullanilan ilk yaklasim 1950°1i yillarin dncesine
dayanan, ADD’lerin niimerik ¢oziimii i¢in kullanilan lineer multistep (LM) metodu
baz alan ve bilinen en basit yaklasim olan Euler metodudur (Bellen ve Zennaro,
2003). Bu metot GDD’lere, El’sgot’s (1964) tarafindan uyarlanmistir. Ancak,
GDD’ler i¢in kullanilan multistep metotlarin teorik ve pratikteki dezavantajlarindan
dolay1 klasik, acik, kapali Runge-Kutta (RK) metotlar1 kullanilmaya baglanmustir.
Literatiirdeki bilinen metotlarin ve mevcut yazilimlarin bir ¢ogu bu yaklagimi baz alir
(Glinel, 2006). Runge-Kutta metotlar1 uygulanirken noktalarda interpolasyon ile
yaklasik deger hesaplanmasi amaci ile Al-Mutip (1977) ve Shampine (1985),
Hermite interpolasyonunu, Barwell (1975), Al-Mutib (1977), Zennaro (1988), In’t
Hout (1992), Karoui (1992), Baker ve Paul (1994) ve Hayashi (1996) farkli
interpolasyon yontemlerini kullanmiglardir (Ismail, Al-Khasawneh ve Suleiman,
2003; Bellen ve Zennaro, 2003). Runge-Kutta metodu uygulanirken gecikmeli terime
yaklasim saglayan son teknik siirekli Runge-Kutta (CRK) yontemidir. Runge-Kutta
metodu sadece ayrik noktalarda yaklasim saglarken, siirekli Runge-Kutta (CRK)
metodu ise ¢oziime siirekli yaklasim saglamaktadir (Ismail ve Suleiman, 2001).
Literatiirde Euler ve Runge-Kutta metotlar1 disinda da bir¢ok yaklasim metodu
kullanilmigtir. EI-Gendi (1974), fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bir sinifi igin
Chebyshev serisi formunda yaklagik ¢6ziim bulmak igin EI-Gendi metodunu
tamimlamig, Oberle ve Pesch (1981), GDD’lerin niimerik ¢oziimii i¢in Hermite
interpolasyon metodunu kullanmig, Banks ve Rosen (1983), lineer nonotonom
gecikmeli sistemler igin, Abo-Hasha (1992), gecikmeli ve neutral gecikmeli
denklemler i¢in Spline yaklasimii gelistirmis, Lam (1993), Padé yaklasimini,
Strygin (1998), lineer birinci mertebe gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerinin
bir smir deger problemine yaklasik ¢oziim bulmak i¢in kuadratik spline yontemini

tanimlamistir.

Son donemlerde ise GDD’ler ve sistemlerinin yaklasik ¢6ziimleri i¢in Adomian
ayristirma (decomposition) (Evans, 2005; Shakeri ve Dehghan, 2010), varyasyonel
iterasyon (Saadatmandi ve Dehghan, 2009), Runge-Kutta metot (Ismail ve Suleiman,
2001), homotopi perturbasyon metot (Shakeri ve Dehghan, 2008), DELSOL-
nimerik kod (Willé ve Baker, 1992), spline polinom yaklasimi (Ramadan, 2005;
Ramadan vd., 2006; Ramadan vd., 2009), Taylor polinom yaklasimi (Sezer ve



Akyliz, 2006; Gokmen ve Sezer, 2013a) ve Bessel matris ve siralama (Yiizbasi vd.,
2011; Yiizbasi vd., 2012) metotlar1 kullanilmaktadir.

Taylor serisi ilk olarak 1715 yilinda Ingiliz matematik¢i Brook Taylor tarafindan
ortaya atilmistir. Taylor serisinin orijin civarinda agilmasi durumda Maclaurin serisi
olarak adlandirilmasi Iskogyali matematik¢i Colin Maclaurin’den sonra olmustur. 18.
yiizyilda Taylor serilerinin 6zel durumlar ile ilgili ¢alismalar yapilmistir (Biilbiil,

2011).

Taylor polinom yaklasimi niimerik analizde genis bir yer tutar; o6zellikle Leibniz-
Maclaurin-Taylor yontemleri, birinci ve ikinci mertebeden adi diferansiyel

denklemlerin herhangi bir X, noktasi ve civarinda verilen baslangi¢c kosuluna gore

Taylor seri formunda ¢6ziimiinii bulmak i¢in kullanilmistir. Ayrica, Kanwal ve Liu
(1989), Fredholm integral denklemlerinin ¢oziimii i¢in bir Taylor agilim yontemi
vermistir. Bu yontem 1994°de Sezer tarafindan Volterra tipi integral denklemlerin,
daha sonra Sezer ve calisma arkadaslar tarafindan yiiksek mertebeden adi
diferansiyel, integral, integro-diferansiyel, fark, diferansiyel-fark, pantograph tipi
denklemlerin ve bu denklemlerin sistemlerinin yaklasik ¢6ziimlerini bulmakta
kullanilmustir (Sezer, 1994; Sezer, 1996; Nas vd. 2000; Yalginbas, 2002; Karamete
ve Sezer, 2002; Sezer vd. 2005; Gilsu ve Sezer, 2005; Sezer vd. 2006; Giilsu vd.
2007; Akyiiz-Dascioglu ve Sezer, 2007; Kurt ve Sezer, 2008; Biilbiil vd., 2010;
Gokmen ve Sezer, 2013a; Gokmen ve Sezer, 2013Db).

Bu tez caligmasindaki amacg, yukarida bahsi gegen Taylor polinom ydntemini
gelistirip degistirerek, yiiksek mertebeden lineer degisken katsayili diferansiyel-fark
denklem sistemleri ile lineer olmayan fonksiyonel denklem sistemlerinden olusan
modellerin sayisal ¢dzlimleri i¢in siralama yontemi ve Taylor polinomlarina dayali
bir matris yontemi olusturmaktir. Bu metotla ¢6ziimii aranilan sistemler, verilen
kosullar altinda Taylor serileri ve Taylor siralama noktalar1 yardimiyla matris
denklemine donistiiriiliir. Bu matris denklemi, sistemin oOzelligine gore
bilinmeyenleri Taylor katsayilarindan olusan lineer veya lineer olmayan cebirsel
denklem sistemlerine dontistiiriilerek ¢oziiliir. Boylece, ¢6ziimden elde edilen Taylor

katsayilar1 ile yiiksek mertebeden lineer diferansiyel-fark denklem sistemlerinin ve


http://en.wikipedia.org/wiki/Brook_Taylor
http://en.wikipedia.org/wiki/Colin_Maclaurin

lineer olmayan fonksiyonel denklem sistemlerinin verilen kosullar altinda, Taylor

polinom ¢oziimleri kolaylikla bulunur.



2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde, calismada kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilecek ve
fonksiyonel denklemlerin siniflandirmasi yapilacaktir. Fonksiyonel denklemlerin bir

sinifi olan diferansiyel-fark denklemleri ve sistemleri hakkinda bilgi verilecektir.

2.1. Fonksiyonel Denklemler

Fonksiyonel denklemler yapilarinda tiirev, integral, fark ve bunlarin gesitli
kombinasyonlarin1 bulunduran veya argiimanlarda ilerleme, gecikme gibi sapmalarin
bulundugu denklemlerdir (Giiney, 1989). Bilinmeyen fonksiyonun argiiman degerleri
arasindaki farklar ve fonksiyonel denklemdeki t, argiiman sapmasi olarak
adlandirilir. Denklemdeki ifade (summand) sayisini artirip, ayni zamanda komsu
argiiman degerlerini arttirarak, stirekli, dagitilmis (distributed) ve hem siirekli hem
dagitilmig argiiman sapmali fonksiyonel denklemlere ulasilir. Bu denklemler integral
fonksiyonel denklemler ya da integral-fark denklemleri olarak adlandirilir. Eger bir
fonksiyonel denklemin tiim argiimanlarindaki sapma veya gecikmeler sabit ise bu
denklem 6zel olarak fark denklemi olarak adlandirilir. Diferansiyel ve fonksiyonel
denklemler kavramlarini birlestirerek, fonksiyonel diferansiyel denklem veya baska
bir deyisle sapma argiimanli diferansiyel denklem (SADD) kavrami elde edilir
(Kolmonovskii ve Myshkis, 1999). O halde diferansiyel denklemler, integral
denklemler, fark denklemleri, diferansiyel-fark denklemleri, diferansiyel-integral-

fark denklemleri fonksiyonel denklemler bashigi altinda incelenir.Ornegin,
f(t)=FIt g(t)]

seklinde ifade edilen fonksiyonel denklemler g(t) birim periyodik olarak alinirsa

g(t+1) = g(t) esitligini saglayacagindan



f(t+1)=F[t+19(t)]

ile taniml1 fonksiyonel-fark denklemine indirgenebilir.

f (ct) = cf (t) ()

seklindeki denklemler fonksiyonel diferansiyel denklemlere bir 6rnektir. Bir integro
fonksiyonel denklem

Fit (1), oL f (0], [ K, (t5,0(5), ol F (5)]) ds} =0

f

ifadesi ile verilir. integro diferansiyel fonksiyonel denklem ise

d
d

XI =Gft, f(g()), [ FIt. v, f (h(y))]dy}

seklinde orneklendirilebilir (Saaty, 1981).

2.2. Sapma Argiimanh Diferansiyel Denklemler

Tanim 2.2.1.

F(t, y(fo (1), Y(For ), Y (@), Y (£ (D), -,
YO (fy )., YO (Fn (1)) =0

veya kisaca 1=0,1,...,n, j=1,...,m olmak iizere

Fty? (1)) =0 (2.1)

seklinde tanimlanan fonksiyonel diferansiyel denklemde, f;(t) argimanlarindan

enaz ikisi farkli ise, bu denkleme n. mertebeden sapma argiimanli diferansiyel
denklem (SADD) denir.



Arglimanlarin hepsinin esit olmasi halinde (2.1) denklemi, n. mertebeden

F(t, y@),...,y" (1) =0

adi diferansiyel denklemine (ADD) donisiir (Giiney, 1989). SADD’ler, gecikmeli
(delay), ilerlemeli (advanced), tarafsiz (neutral) diferansiyel denklemler olmak {izere

tic denklem sinifinin birlesimidir (Giiney, 1989).

2.2.1. Sapma argiimanh diferansiyel denklemlerin simiflandirilmasi

Tanim 2.2.2.

(2.1) ile verilen SADD’de j=1,...,m i¢in f,(t)=f(t) ve i=0,...,n-1icin
1) f,;(t) < f(t) ise (2.1) denklemi gecikmeli (delay) diferansiyel denklem (GDD),
2) f;(t) = f(t) ise ilerlemeli (advanced) diferansiyel denklem (IDD),

3) Diger iki durum diginda kalan SADD’ler yani

i=01...,nve j=1...m igin fj (t) < f(t) Ozelligini saglayan denklemler tarafsiz
(neutral) diferansiyel denklem (NDD) olarak adlandirilir (Giiney, 1989;
Yenigerioglu, 2005).

GDD’ler, bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevinin, argiimaninin
yalmz bir degeri i¢in ifade edildigi bir diferansiyel denklemdir. Bu argliman,
bilinmeyen fonksiyonun ve onun denklemde ifade edilen tiirevlerinin

argiimanlarindan daha kiiciik degildir (Yenigerioglu, 2005).

O halde y(t) e R", ¥n, >0, 7;(t)>0, i=12,...,k olmak izere
yo ) = f &, y™ -z @),....y t -7 1)) (2.2)

denkleminde max{n,...,n.}<n ise; (2.2) denklemi GDD olarak adlandirilir
(Kolmanosvskii ve Myshkis, 1999).

10



y'(®) = f(t y®), yt—z(1))
y'(®) = £ty y'®), yt—z®), y'(t—z()))

denklemleri GDD’lere Ornektir.

NDD’ler, SADD’de bilinmeyen fonksiyonun tiirevinin mertebesinin sapma
argiimanli terimlerin tiirevlerinin en yiiksek mertebesine esit oldugu diferansiyel

denklemlerdir. (2.2) denkleminde max{n,,...,n.}=n denklem NDD olarak

adlandirilir.

y'(®) = f(ty®),y't-z(1)
y'(®)=f(tyt-z0) yt-z(1)
y'(t)=F(ty(®),y'®), yt-7,0), y'(t-7,1), y"(t —75(t))

denklemleri NDD ornekleridir.

Eger (2.2) denkleminde max{n,,...,n.}>n ise denklem 0zel olarak ilerlemeli

(advanced) diferansiyel denklem adin1 alir.

y'(®) =t y@), y(t—z,1), y'(t—7,(1), y'(t—z,(1))
y'®) =t y(t-2),y({t-7)y"(t-7))

2.3. Diferansiyel-Fark Denklemleri

Diferansiyel-fark denklemleri, t argiimanindan bir sabit say1 kadar kaydirilarak elde

edilen argiimanlarin degisken oldugu bir y bilinmeyen fonksiyonu ve bu

fonksiyonun tiirevlerini igeren SADD’lerdir (Beypinar, 2005; Bellman ve Cooke,
1963).

y'(t)-y'(t-1)+y() =0, (2.3)

y'®-yt+D-y(t-+2)=0 (2.4)

11



denklemleri diferansiyel-fark denklemlerine 6rnek olarak verilebilir. Burada v,

sadece tek bir bagimsiz degisken t’nin fonksiyonu olarak ele alinmaktadir. Bu
nedenle, denklemdeki tiim tiirevler adi tirevdir. Diferansiyel-fark denklemlerinin
mertebesi, hem tiirevin mertebesi hem de sapma igeren arglimanlarin mertebesi
cinsinden tanimlanabilir.  Alisilmis oldugu gibi denklemin tiirev mertebesi, en
yiiksek mertebeden tiirevin mertebesi, fark mertebesi ise farkli argiimanlarin (distinct
arguments) sayisinin bir eksigidir (Bellman ve Cooke, 1963).

Ornegin (2.3) denklemi tiirevler cinsinden ikinci mertebeden, farklar cinsinden

birinci mertebedendir.

Tirev mertebesi n, fark mertebesi m olan diferansiyel-fark denkleminin genel

formu:

FIty@), y(t—z),....y(t—7,), y'(), y't—7),.... y'(t—7,),

YO, YOt -17),.., YOt -7,)]=0 (2.5)

seklindedir. Burada F, 1+(m+1)(n+1) degiskenli fonksiyon ve 7,...,7, de aralik

(spans) veya geciktirici (retardations) olarak adlandirilan sayilardir. Bu ¢alismada

kullanilan tiim denklemlerde F ve y fonksiyonlar1 reel degerli fonksiyonlar ve

7,,..., 7, sayllari da reel sayilardir (Beypinar, 2005).

mneZ', 0=7,<7,<...<T,

m?!

f(t) ve a;(t) reel t ekseninin bazi araliklarinda

tanimli fonksiyonlar olmak iizere lineer degisken katsayili diferansiyel-fark

denklemlerinin genel gdsterimi

Zm:_zn:aij Oy (t-7) =) (2.6)
seklindedir.
>3 ayPt-r)= () @7)
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formundaki lineer sabit katsayili diferansiyel-fark denklemleri teorisi, (2.6) ile
verilen degisken katsayili lineer diferansiyel-fark denklemleri teorisinden daha basit
ve daha eksiksizdir (Bellman ve Cooke, 1963).

2.4. Diferansiyel-Fark Denklem Sistemleri

Tanmm 2.4.1. k=12,...,n olmak tizere

Zmlznlauk (t)y;(t _Ti)+_zm:_zn:bijk ®)y;t-7)=f. ) (2.8)

formundaki n denklemden olusan ve n bilinmeyen fonksiyon iceren denklem
sistemine, birinci mertebeden n bilinmeyenli lineer diferansiyel-fark denklem

sistemi denir (Bellman ve Cooke, 1963).

Diferansiyel-fark denklemleri ile diferansiyel-fark denklem sistemleri arasinda

baglant1 kurulabilmektedir.

m n-1

y" (t) = Zzaij )yt —7;)+ f(t)

i=1 j=0

n. mertebeden linecer degisken katsayili  diferansiyel-fark  denklemine

y;()=y"?(), j=1...,n doniisiimii uygulanarak,
y'(t) =y, (1),
yOP () =y, (t),
YO0 =33 a0y, t-7)+ (1)

i=0 j=1

birinci mertebeden n bilinmeyenli diferansiyel-fark denklem sistemi elde edilir
(Bellman ve Cooke, 1963). O halde asagidaki teorem ifade edilebilir.
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Teorem 2.4.2. n. mertebeden her lineer diferansiyel-fark denklemi, birinci
mertebeden n denklemden olusan ve n bilinmeyen fonksiyon igeren bir lineer
diferansiyel-fark denklem sistemine donistiiriilebilir (Driver, 1977).

Ornegin tiirevler cinsinden 4. mertebeden ve farklar cinsinden 2. mertebeden
YO =y"0)+2y"(t-D-y"(t-2)+2y" (1) +y't-D-3y(®) - y(t-2) +1’

sabit katsayili homojen olmayan lineer diferansiyel-fark denklemini ele alalim.

y;(t)= yuD (), j=1,...,4 doniisimii ile

y'(t) =y, ()
y"(t) = Y, ()
y"(t) =y, (t)
YO ) = y, () + 2y, (t 1) - v, (t—2) + 2y,(t) + ¥, (t -1) =3y, (t) - y, (t —2) +t*

sistemi veya
y'(t) y(t—j+1) 0 100
. ’ . t—j+1 0 010
® y"(t) Y1) = Y,(t—J+1) A= |
"(t) Lt—J+1) 0 001
y(4)(t) 41 Y4(t_j+1)_4xl -3 0 2 1],
0 00O 0 00 O] 0
0 00O 0O 00 O
A, = , A= , f(t) =
0 00O 0 00 O
0102 4x4 -1 00 _1_4><4 t 4x1

olmak tizere,

Y (t) :Zs:AjY(t— j+)+f()

j=1

vektorel denklemi elde edilir. Boylece dordiincii mertebeden bir diferansiyel-fark
denkleminin birinci mertebeden bir diferansiyel-fark denklem sistemine

dontistiiriilebilecegi 6rnek tizerinde gozlenmis olmaktadir (Giiney, 1989).
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2.4.1. Vektor-matris gosterimi

Vektor-matris gosterimi ile (2.8) genel lineer diferansiyel-fark denklem sistemi daha

basit bir formda ifade edebilebilir. Boylece,

AW Y. ()
vo-| "0 veg- %O
yn.(t) 1 yn‘l;(t) "
a, ) a,t) ... a,()
A© =l 1= aiz%(t) am:(t) - am:(t) |
ain;(t) amz.(t) ainn.(t)
b, () b, ... by, f,(t)
B, [b, 1= bm:(t) bm:(t) - bi2n:(t) - fzz(t)
binl.(t) bin;(t) binn.(t) fn.(t) .
olmak {izere (2.8) sistemi
Z:Ai YOt —ri)+zrﬂ(;8i QY (t-7)=Ff(t) (2.9)

seklinde vektorel formda yazilabilir. Sistemi siniflandirmak, ¢éziimlerinin varligi ve
tekligi lizerinde incelemeler yapabilmek i¢in ayn1 ADD’ler teorisinde oldugu gibi
karakteristik denklemin tanimlanmasma ve koklerinin incelenmesine ihtiyag

duyulmaktadir (Bellman ve Cooke, 1963).

2.4.2. Karakteristik denklemler

Lineer gecikmeli diferansiyel denklemlerin birgok ozelligi aynmi adi diferansiyel

denklemlerde oldugu gibi karakteristik denklem yardimi ile analiz edilmektedir.
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Tanim 2.4.3.
Sabit katsayili, homojen bir diferansiyel-fark denklemine Laplace doniisiimiinii

uygulayarak veya

Dy=y'(t), Ey=y(t+1)

seklinde tanimlanan, tiirev ve kayma operatdrleri arasindaki E =e® bagintisindan

yararlanarak ve lineer diferansiyel-fark denklemini D operatérii cinsinden yazarak
ya da denklemin y=e* seklinde bir ¢dziimiiniin oldugunu kabul ederek, ADD’lerde

oldugu gibi, karakteristik denklem denilen, verilen diferansiyel-fark denklemine

6zgii bir denklem elde edilir (Giiney, 1989).

Ornegin,
y'(t) =ay(t-7) (2.10)
denkleminde operatorleri kullanarak,

Dy=aE™"y
Dy =ae ™y
(D-ae ™)y=0

ifadeleri elde edilir. Parantez igindeki ifadede D operatorii yerine S yazilip sifira

esitlenerek

s—ae " =0 (2.11)

karakteristik denklemi elde edilir.

Benzer sekilde (2.10) denkleminin y=e® seklinde ¢dziimii oldugunu kabul edilirse,

s(t-7)

se” =ae esitliginden ayni karakteristik denkleme ulagilir.

(2.7) denkleminde f (t) =0 alinarak elde edilen

16



n

8,y (t-7,)=0

m
1
i=0 j=0

lineer homojen diferansiyel-fark denkleminin Kkarakteristik denklemi bahsi gegen

yontemlerden herhangi biri ile

m n

D> > asle™ =0 (2.12)

i=0 j=1

seklinde ifade edilir.

Karakteristik denklemler, homojen lineer diferansiyel-fark denklem sistemleri i¢in de
sistemin yapist hakkinda bilgi edinmek amaci ile kullanilir. (2.9) vektorel

denkleminde A (t) =[ay, (t)], B;(t) =[b; (t)], i=0,1,...,m matrisinin bilesenleri sabit

ve f(t) =0 alinarak elde edilen

Y AYO(t-5)+3 B Y(t-7) =0 (213)

denklem sisteminin & sabit nx1 vektor olmak iizere,
Y(t)=¢%¢
seklinde ¢6ziimii oldugu kabul edilirse,

(Zm:(AiS +B;)e™ J€=0 (2.14)

denklemi elde edilir. Sistemin sifirdan farkli ¢o6ziime sahip olmasi igin gerek ve yeter

kosul

det(i(Ais+Bi)e‘s’i j:O (2.15)

i=0

17



olmasidir. Elde edilen (2.15) denklemi lineer diferansiyel-fark denklem sisteminin
karakteristik denklemidir (Bellman ve Cooke, 1963).

Bilindigi gibi adi diferansiyel denklemlerin ve sistemlerinin ¢6ziim problemi,
karakteristik denklemin ¢6ziim problemine doniismektedir (Morali, 1988).
Diferansiyel-fark denklemlerinde de benzer durum s6z konusudur. Ancak gorildigii
gibi diferansiyel-fark denklemlerinin karakteristik denklemleri transandant tiptedir ve
genelde tam olarak ¢oziilemezler. Diferansiyel-fark denklemlerinin (2.12) ile verilen
karakteristik denklemleri yar1 polinom (quasi polynomial) denilen denklem
smifindandir. Yart polinom seklindeki denklemler genel olarak sonsuz kompleks

¢ozlime sahiptir. Her bir s degerine karsilik diferansiyel-fark denkleminin bir
y(t) =e* ¢oziimii elde edilir. Eger s € R ise karsilik gelen ¢oziim salinimsizdir. Yar

polinom denklemlerin tiim kdklerinin belirlenmesi genelde miimkiin degildir. Ancak
koklerin kompleks diizlemdeki yerleri hakkindaki bilgi, kararlilik analizinde 6nemli

yer tutar. Bu konu ile ilgili birgok arastirma yapilmaktadir (Saaty, 1981).
Teorem 2.4.4. K>0, R, a,beC ve r>0 sapma argiimani olmak {izere lineer
fark denklemlerinin karakteristik denklemlerinin formu olan

F(z)=z"+az" " +...—Ke%e (2" +bz™ ' +..) =0

yar1 polinomu verilsin. n>m ise F(z) ’nin pozitif gercel kisimli kdklerinin sayist
sonludur. K =0 ise F(z) istenildigi kadar biiyiik negatif gergel kisimli sonsuz koke

sahiptir. K =0 iken n=m ve a=b ise F(z)

L (log K +i(6+ 2k ) +0(1)
T

ile verilen sonsuz koke sahiptir. K <1 oldugunda F(z) pozitif gergel kisimli sonlu

koke sahip, K>1 oldugunda da negatif gercel kistmli koklerin sayisi sonludur.

K =0 ise F(z) istenildigi kadar biiyiik pozitif gergel kisimli sonsuz koke sahiptir.
(Saaty, 1981; Giiney, 1989).
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Ispat: (Krall, 1964)

Bir diger teorem ise Borel’in teoreminin bir 6zel halidir.

Teorem 2.4.5. g(z) tam transandant fonksiyon, p(z) keyfi bir polinom olmak tizere
9(z2)-p(2)=0

denklemi sonlu sayida koke sahip olacak sekilde, en ¢ok bir p(z) polinomu vardir

(Saaty, 1981; Giiney, 1989).

Bu teoremin uygulamasi bir 6rnek lizerinde gosterilecek olursa,

Ornek 2.4.6. g(s)=e*(as+b) almirsa, p(s)=0 icin g(s)—p(s)=0 yani

e *(as+b)=0 denkleminin s = b olmak tizere bir tane (sonlu sayida) kokii vardir.
a

Ancak eger p(s) =0 alinirsa g(s)— p(s) =0 denkleminin sonsuz kokii vardir.

2.5. Coziimiin Tanim

Gecikmeli diferansiyel denklemler teorisi, adi diferansiyel denklemler teorisinin basit
bir uzantis1 degildir. Bir¢ok agidan yeni kavram ve yaklasimlara gerek duyulur
(Saaty, 1981). Gecikmeli diferansiyel denklemlerin adi diferansiyel denklemlerden

farkli olarak, verilen bir t, e R i¢in y(t,) =y, baslangi¢ kosulu altinda bir ¢dziimii

olmayabilir ya da sonsuz ¢6ziimii olabilir. Genelde bir gecikmeli diferansiyel

denklemin t,"in her iki yaninda nasil ¢6ziilecegi heniiz bilinmemektedir (Saaty ve

Bram, 1964).

y't)+y(z—-t)=0

denkleminin bir ¢oziimi

y(t) =sint

19



dir. Bu tiirden acik ¢oziimler elde etmenin her zaman miimkiin olmadig: asikardir.
Hatta ¢oziim elde edilse bile, ¢oziimiin yapisi hakkinda tam anlami ile bilgi
edinmekte yetersiz kalinabilir. Bu gibi durumlarda analitik islemler sirasinda
¢oziimiin yapist ile ilgili baz1 sorulara cevap bulmak miimkiin olabilir, boylece bir

bakima denklem ¢6ziilmiis kabul edilebilir. Ancak t,’mn saginda ¢dziim ydntemleri

gelistirilmistir. Bu durumda

yOt) =ty (-7 (), i=L...m, j=01...n

gecikmeli  diferansiyel  denklemini, t,<t icin ¢d6zmek  gerektiginde,
yD(t—z (1)) lerin, argiimanlarim t,'dan kiigiik kilan t degerleri icin verilmis

olmast gerekir. O halde, ancak t <t, igin
yt)=0@t), yP’®)=60"@), j=12...n

olacak sekilde bir @(t) baslangi¢ fonksiyonu verilirse, baslangi¢c fonksiyon

problemini ¢dzmek igin gerekli veri elde edilmis olur. Coziilebilirlik problemi bu

asamada s6z konusudur (Giiney, 1989; Yenicerioglu, 2005).
T
YO =[O0 .0 ... v0]

olmak tizere

YO =F(tY({t-z(t)), =0 i=1...,m (2.16)

gecikmeli diferansiyel denklem sistemini ele alalim. feR ve i=12,...,m olmak
tizere t, <t< f i¢in y <t—r7,(t) <t, olacak sekilde bir y <t; gercel sayis1 mevcut
olsun. Ayrica, AcR" acik bir kiime ve &:[y,t;] > A verilmis bir baslangic

fonksiyonu olmak tizere

telr.t,]= Y1) =6()

(2.17)
teft, B1=YO ) =F (Y (-7 (1)
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olsun (Giiney, 1989; Yenigerioglu, 2005).

Tamm 2.5.1. S, € (t,, ] olmak iizere, [y, 5,) de

tely,t,]=>Y(t)=06(t)

(2.18)
telt, ) =Y =F(Y({t—7(t)

kosullarini saglayan Y (t) fonksiyonuna, (2.16) denkleminin bir ¢6ziimii denir. Eger

herhangi iki ¢6zilim, ikisinin birden tanimlandig1 bolgede esit ise denklemin ¢oziimii

tektir denir (Giiney, 1989).

Teorem 2.5.2. F ve y. fonksiyonlan siirekli fonksiyonlar olmak iizere Y (t)'nin

(2.17) denkleminin bir ¢dziimii olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

o), tely.t]

9(t0>+j F(s.Y(s—7,®)ds, telt, Al (2.19)

Y(t) =

olmasidir (Driver, 1977).
Eger, F fonksiyonu siirekli diferansiyellenebilir, i=1...,m i¢in [t,, ) iizerinde
y<r(t)<t ve r sirekli, [7,t0] tizerinde € ve ilk n—1 tiirevi siirekli ise [y, )

araliginda en ¢ok bir ¢6zlimii vardir.

2.6. Polinom Yaklasim

Sayisal analiz yontemleri iginde tanimlanan ve elde var olan noktalardan yola
cikilarak bu noktalar arasinda, farkli bir yerde ve degeri bilinmeyen bir noktadaki
olas1 degeri tahmin etmeye yarayan yontemlerin tiimiine verilen genel isimdir. En
basit tanimui ile var olan sayisal degerleri kullanarak, diger noktalardaki degerlerin

tahmin edilmesi olarak agiklanmaktadir. O halde polinom interpolasyon, bir
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fonksiyonun sonlu sayida X, € R, i=0,...,n noktasinda aldig1 f(x)eR, i=0,...,n

degerleri bilinmek kaydiyla

p(x)=a,(x)"+...+ax +a,=f(x), i=0,...,n (2.20)

seklinde taniml1 p € P,(R) polinomunu bulma problemidir (Quarteroni vd., 2007).

Teorem 2.6.1. X ={x|i=0,...,n}c[a,b], n+1 farkli nokta, f eC[a,b] i¢in

y, = f(x), 1=0,...,n olmak iizere (2.20) denklemini saglayan bir tek p e P, vardir

n

(Quarteroni vd., 2007).

(x, f(x)), 1=0,...,n noktalarindan gecen n. dereceden
p(x)=a,X" +...+ax+a, (2.21)

polinomunu belirlemek i¢in

p(x)=f(x), 0<i<n (2.22)

lineer denklem sistemi ¢oziilerek a,,a,,...,a, katsayilar1 belirlenir. Sistemin matris

formda gosterimi

Xo - X || @ f(%,)
XX (A | f(x)

1 x, ... x |la, f(x,)

olmak tlizere

XO XO
L .
1 X, ... X
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katsayilar matrisi Vandermonde matrisidir ve singiiler degildir. O halde (2.22)

sisteminin bir tek ¢6ziimii vardir (Philips, 2003).

Tamm 2.6.2. (2.21) denkleminde P,(F)={p(x)|der(p(x))<n, p(x) e F}uzaymmn
B= {1, X,euns X”} standart baz elemanlar1 yerine

1 (x) = H( _);)) 0<i<n

]#I

seklinde tanimli Lagrange polinomlar1 alinarak, I.(x) temel polinomlar: cinsinden

tanimlanmis
p(x) = Z f O (x)
i=0
f "nin interpolasyon polinomunun Lagrange formu elde edilir.

Teorem 2.6.3. {x|i=0,...,n}c[a,b]l, (n+1) farkh nokta, feC"'[ab] ve
peP,, (2.22) interpolasyon sartin1 saglayan polinom olsun. Bu durumda bir

X €[a,b] noktasindaki hata, £ e[a,b], X'e bagl bir nokta olmak iizere
E.(x)=f(x)-p,f(x)= 1),H( —x;) (&) (2.23)

seklinde tanimlanir. Burada f 'nin interpolasyon polinomu p, f ile gosterilmektedir

(Quarteroni vd., 2007).

2.6.1. En iyi yaklasim

Bu bdliimde n — oo iken (2.23) interpolasyon hatasinin davranisi analiz edilecektir.
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Tamim 2.6.4. (Norm) F =R veya F =C olmak iizere, V, F cismi {izerinde bir

vektor uzayi olsun. ||[:V — F fonksiyonu Vx,x,X, €V ve Va e F igin

N1) x>0,

N2) x=60<|x|=0 (6, V 'nin sifir vektérii),

N3) x| =[]

N4) [P+ | < x|+ |

sartlarim sagliyorsa | | fonksiyonuna V vektdr uzayinda tammli norm ve (V.| ||)'a
da normlu lineer uzay denir.

Fonksiyon uzaylari igin standart norm alternatifleri asagidaki sekilde verilir (Mason,
2003):

1. L_norm (sonsuz norm, max norm, Chebyshev norm):

[F1=[F].. = max| e

as<x<h
2. L, norm (en kiigiik kareler normu, Oklid normuy):
b 1/2
It =1fl,= D w(x)| f (X)|2 dx} , W(X) negatif olmayan agirlik fonksiyonu
3. L, norm (1-normu, Manhattan norm):

[£1=1£], = Jwo)l £ ()] x

4. L, norm (Holder norm):

1

(11161, = funlrcof e 25p<c
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5. Agirlikli minimax norm:

[1]/=maxw0o) £ (o)

Tamm 2.6.5. (Mason, 2003) N normlu lineer uzay, f € N olmak tizere f(X)'nin

olas1 yaklasim fonksiyonlar1 f (x)’ler bir A ailesi tanimlar ve

A= { f7(x)| f7(x)= p(x) =a x" +...+a1x+a0} seklinde gosterilir.
Tamim 2.6.6. (Mason, 2003) N normlu lineer uzay, f e N ve A yaklagimlar ailesi,

N 'nin bir alt uzay1 olmak iizere,

1. Ve>0 igin

Jf-r<e

olacak sekilde bir f"(x) varsa, f*(x)’e A da bir iyi yaklasimdir denir.

2. f7(x), A dabir yaklasim olmak iizere,

Hf—f;

s”f—f*

esitsizligi gerceklenecek sekilde bir f(x) varsa, fg(x)’e A da bir en iyi
yaklasimdir denir.

3. p pozitif gergel say1 ve f,(x), A daeniyi yaklagim olmak iizere,

Hf—f;

<@+p)|f -1

esitsizligini gergekleyen bir f,(x) varsa, f (X)’e A da en iyiye yakin bir

yaklasimdir denir.
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Bu calismada yaklasim normu olarak |f|=|f] = m[a)b(]|f(x)| maksimum normu
Xela,

kullanilacaktir. f yaklagim yapilmak istenen fonksiyon, p.f, f'nin n. mertebeden

yaklasim polinomu, X, € [a, b], i=0,1... olmak iizere interpolasyon hatasi

E..(x)=|f-p.f| ., n=01... (2.24)

p. € P, eniyi yaklasim polinomunu géstermek iizere hata, V¢, € P, igin

E, =[f-p;

=N =al,

seklindedir.

2.7. Lineer Denklem Sistemleri

n bilinmeyen ve m denklemden olusan lineer cebirsel denklem sistemi, kapali

formda

Dax,=h, i=1..,m (2.25)
j=1

seklinde tanimlamir. Burada X; 'ler bilinmeyenler, a; ’ler sistemin katsayilari, b, "ler

de bilinen degerlerdir. (2.25) cebirsel denklem sistemi

Q1 G o Xt o}

dy Ay vt @ X; b,
A= 7 0 L x=[T], b=|

aml am2 T amn mxn Xn nx1 M _Imx1

olmak tlizere

Ax=b (2.26)
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seklinde matris formunda gosterilir. (2.26) lineer denklem sisteminin tek ¢éziimiiniin
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A katsayilar matrisinin tersinir olmasidir. O halde

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.7.1. Ae M__ (F) olmak iizere asagidaki kosullar denktir.

nxn

1) A tersinirdir.
2) rank(A) =n dir.

3) Ax =0 homojen denklem sisteminin sadece asikar (sifir) ¢oziimii vardir.

2.8. Lineer Denklem Sistemlerinin Co6ziimleri

Bu bolimde tezin uygulama kisminda kullanilan direkt yontemlerden bazilar

sunulmaktadir.

2.8.1 Gauss eleminasyon metodu ile ¢oziim

n bilinmeyen n denklemden olusgan Ax=Db lineer denklem sistemi ele alinsin.

Katsayilar matrisi AeM_ (R) tekil olmayan matris olmak iizere, Gauss

eleminasyon metodu, Ax=Db sistemini elemanter satir iglemleri yardimi ile kendine
satirca denk olan Ux =y iist iiggensel sistemine doniistirme yontemine dayanir. U
tekil olmayan matris olmak tizere Ux =y sistemi geriye yerine koyma yontemi ile

kolayca ¢oziilerek bilinmeyen katsayilar hesaplanir.

2.9 Lineer Olmayan Denklem Sistemlerinin Céziimleri

Dogal yasamda karsilagilan pek ¢ok olgu lineer olmayan denklem veya denklem
sistemleri ile modellenebilmektedir. Ancak lineer olmayan denklemleri ve

sistemlerini, analitik olarak ¢dzmek kolay degildir. Bu sebeple, bu tip sistemlerin
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yaklagik ¢Ozlimlerini bulmak i¢in bazi iterasyon metodlar1 kullanilmaktadir. Bu
yontemlerden bazilar1 Newton yontemleri, yar1 Newton yontemleri, Broyden metodu,
homotopi metodudur. Ancak, bu iterasyon yontemleri bile tiim denklemler igin

istenilen sonucu vermemektedir.

Lineer olmayan denklem sistemi

fi (%, %,...%,)=0, 1=12,..n

veya daha kisa olarak

F(X):[fl’fZa; fn]:O, FRH—)Rn
biciminde ifade edilir (Biilbiil, 2011).

2.9.1 Newton metodu

Tamm 2.9.1.
[ of, of, |
6_)(1 x
J(x) =
of, of,
| 0% Xy |

matrisine F 'nin Jakobiyen matrisi denir.

Newton metodu F(x) =0 ile belirtilen lineer olmayan denklem sistemini

09 = (%) + Vi () (= %) +O([x x|

seklinde tanimli Taylor formiiliinii kullanarak ¢ozer. Jakobiyen matrisini kullanarak
ifade

F(x)= F(xk)+J(xk)(x—xk)+0(||x—xk||2)
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sekline doniisiir. Buradan

J (X)X =%) =—F(x) (2.27)

yazilabilir. Eger Jakobiyen matrisi tersinir ise (2.27)’nin tek bir X,,; ¢6ziimi vardir

ve

X =X = =3 (%) T F (%)

X = % —J(6) " F (%)

sistemine Newton metodu denir. Newton metodu

F'(Xk)sk = _F(Xk) X = X T8¢

ile gosterilir (Kemanci, 2007).

2.10. Taylor Serisi ve Temel Teoremleri

Teorem 2.10.1. (Taylor Teoremi): ¢eR, r>0 ve f, |[x—a|<r arahfnda

m+1. mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere 3¢ e (a,x) Syle ki

f(x) = ioni f (@) (x-a)" + ﬁ f ™) (x—a)™ (2.28)

dir ( Simon, 2008).

Ispat: (Simon, 2008) 0 < x—a < r olsun. (—r < Xx—a <0 olmas1 durumunda benzer

islemler yapilir). |t - a| <Tr igin

m (n)
g = f)-> —= f (“) B0 —M(t-a)™ (2.29)

n=0

29



fonksiyonu tanimlansin. Burada M bir sabit ve g(x) =0 oldugu diisiiniiliirse (2.29)

denkleminden

f(x)— Em :lf(n) (@)(x—a)"
M = =il
(x—a)™

elde edilir. Ayrica (2.29) denkleminde dogrudan hesaplamalarla,

9" (a)=0, Yn=0,...m
(2.30)
g™ M) =" -MMm+D!, Jt-ea|<r

elde edilir. Burada g(x)=g(«) =0 oldugundan ortalama deger teoremine gore,
g'(c,) =0 olacak sekilde ¢, €(a,X) vardir. Benzer sekilde g'(x)=9'(a)=0
oldugundan g”(c,) =0 olacak sekilde c, € (o, X) vardir. Bu islem m+1 adim igin
tekrarlanirsa (m+1). adimda g(m+1) (Cna1) =0 olacak sekilde bir c,,; € (a,X) sabiti
oldugu sonucu cikarilir. Ancak, (2.30) denkleminden
g™ ) = f ™ () =M (m+1)! dir. Boylece

_ " (o)
(m+1)!

ifadesi elde edilir.

M ’in tanimindan, C = C,,; alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.10.2. (Simon, 2008) f(x) fonksiyonu |x—a|<r araliginda tim

mertebelerden tiirevlenebilir ve

(n)
f I(X) " <C, Vn>0, |[x—a|<r (2.31)
n!
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olacak sekilde bir C >0 sabiti mevcut ise, |x—a|<r &zelligindeki her X igin

Zi' f ™ () (x—a)" serisi f(x)’e yakinsar.
n=0 n:

(m+1)
Ispat: (2.31) kosulu ile (2.28) denkleminin sagindaki —()(x o)™ terimi igin

(m+D)!
SC[MJNH:‘-
r

esitsizliginin saglandig agiktir. Boylece (2.30) ifadesinde m= N igin N — oo iken

|X—0{| (N+1)
coftoelf

f (m+1) (C) (

(m+1)
(m+1)! @)

oo N!

‘f(x) > L@y x—a)

olur. Buradan, |x—a| <r iken

Ilmzf(n)( )(x a)' = f(x)

N—

yani
e (n)
Zf (“)(x a)" = f(x), |[x—a|<r
n=0 -

elde edilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde literatiirde, adi diferansiyel denklemler, integral denklemler, integro-
diferansiyel denklemler, diferansiyel-fark denklemlerine ve bu tip denklemlerden
olusan sistemlere uygulanmis olan Taylor matris ve siralama metodu, gelistirilip
degistirilerek lineer diferansiyel-fark denklem sistemleri ve lineer olmayan
fonksiyonel denklem sistemlerinden olusan modellere uygulanmigtir. Taylor siralama
metodu ile verilen sistem bir matris denklemine doniistiiriilerek bilinmeyen Taylor
katsayilar1 hesaplanir ve bdylece kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklasik ¢6ziim

elde edilmis olur.

Ayrica sunulan yontemin hassasiyetini ve ¢oziimlerin dogrulugunu gostermek amaci
ile hata analizi yapilmistir. Verilen problemlerin tam ¢dziimleri biliniyorsa, yaklasim

teorisi geregince yaklasik ¢oziim ile tam ¢6ziim arasindaki fark 6l¢iilebilirdir.

y,(t) ve vy, (t) swrasiyla, tam ve yaklasik ¢oziimleri gostermek {izere, hata

analizinde kullanilan hata normlarindan bazilari asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
n

1. L, hata= (Z(yi (V)= Yin (1)) jm ,

i=0

2. L. hata= trer[lggﬁlyi () - yin (©)].

3.1. Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayilh Lineer Diferansiyel-Fark Denklem

Sistemleri i¢cin Taylor Siralama Yontemi

Calismamizin ilk boliimiinde, sz, ve f, fonksiyonlari, a<t<b araliginda tanimh

fonksiyonlar olmak iizere
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DY PO (At+ ) =f,(1), j=12,...k (3.1)

m k
r=0 i=1
m. mertebeden k bilinmeyenli lineer degisken katsayili diferansiyel-fark denklem

sisteminin, a.b

Uik

C, ve A uygun reel sabitler ve

] nr

a<c<b, r=01....m-1,n=12,...,k i¢in
m-1 ) ) )
Y- agyi (@) +biys (b) +ciye () = 4, (3.2)
j=0

karisik kosullari altinda yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in Taylor siralama metodu
olusturulacaktir. Taylor siralama metodunda amag; (3.1) denklem sisteminin (3.2)

kosullart altinda
N (n)
yi(t):Zyin(t—C)”, yin:yi_fc)’ 1=12,....k, a<c<b (3.3)
n=0 n:

seklinde tanimli N. mertebeden kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklasik ¢oziimiinii
elde etmektir. Burada N pozitif tamsay1 ve serinin kesme smuri, VY;,'ler de

belirlenecek olan Taylor katsayilaridir.
3.1.1. Temel matris bagmtilar

(3.1) ile ifade edilen m. mertebeden k bilinmeyenli lineer degisken katsayili
diferansiyel-fark denklem sisteminin (3.3) formunda yaklasik ¢oziimiinii elde etmek
amaciyla, bilinmeyen Taylor katsayilarmin bulunmasi gerekmektedir. Bu nedenle
(3.1) denklemindeki terimlerin matris formu olusturulmalidir. Bu amagla ilk olarak

(3.3) ile tanimhi ¢oziim fonksiyonu ve tiirevlerinin matris formu i=12,...,k ve

r=0,1...,m i¢in

y, () =TOA, (3.4)
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yO () =T(t)B'A,, (3.5)
seklindedir. Burada,

Tt)=[1 (t-c) (t-c)* ... (t-o)"]

1x(N+1)

0100..0 L
0 2 0 0 Yio
0003 ..0 Vi

B=: Coe : 'Ai= Yio
0000 .. N ;

L ZiN (N +1)x
0000 v O]y (N+1pd

seklinde tanimlanmustir. (3.4) denkleminde t — At + uz yazilarak

Y, (At + 1) = T(t+ WA (36)

esitligi elde edilir. T(At+ &) ve T(t) arasindaki iliski

(0 1 2 N
AO 0 AO 1 ZO 2 AO N
o (o o) - o)
1 2 N
0 AP At ANt
o (e (L)

B(4, 1) =

0 0 0 0
N
0 0 0 [ jl'\‘uo
N
L J(N+D)x(N+1)
olmak tizere
T(At+ 1) =T(t)B(A, 1) (3.7)

seklinde ifade edilir. (3.7) esitliginin her iki tarafinin t'ye gore tiirevi alinir ve (3.5)

esitligi kullanilirsa 1 =1,2,...,k, r=0,1,...m olmak iizere
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YO (At+ 1) = TOB(A 1)B'A (38)

bagintis1 elde edilir. Boylece y" (At + 1), r =0,1,...m matrisleri

T (t)=diag[T@®) T) ... TO] .0

B(A, 1) 0 0
O
0 0 ... B4, ) (N+1)2(N 412
B" 0 0 A
g0 ® ? A=l
0 0 ... B'|yanay A napa

ile tanimlanmak tizere

yO (At + 1) =T (t)B(A, 1)B'A (3.9)
seklinde ifade edilir.
3.1.2. Kosullarin matris bagintilar:

Bu kisimda, (3.2) ile ifade edilen kosullarin matris formlar1 olusturulacaktir. (3.2)

bagintisini agik olarak yazilarak,

-1

[y (@) + by yy” (0) +¢; v ()] = 4y,

3

—

= O

3

[aZys” (2) + b3 ys" (b) +¢3ys) ()] = A,

-0

AL

m-1 _ _ .
D lagye” (@) +bSy " (b) + ¢y (€)] = 4,
j=0
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denklem sistemi r=0,1,2,...,m—1 i¢in

L0 .. 0 i 0 - 0

0 a 0 0 b 0
Krj = .J y LI’J = . ! ]

0 0 - a 0 0 - b

cg 0 0 yi () Aoy

0 C2 ) (1 A
MrJ = rj ’ y(l)(n) — Y2 (77) ’ }vr _ :2r ’

o 0 - ¢ vy (n) A

rj K r

olmak lizere

m-1 . . )
Koy @)+ L,y (0) + Mg,y (c) =4,
j=0
m_l . . .
D Ky @+Ly? ) +MyP () =4,

j=0

3 cee
AN

> Koy @+ L,y PO+ M,y () =4,

]

Il
o

seklinde ifade edilir. Kisaca,

KO] LOJ MO] ;‘O
Kli LlJ Mlj )“l

KJ - : ! LJ - : ! Mj - : » A= :
Kmflvj mkxk melxj mkxk M"‘*lvi mkxk hia mkxk

olmak tiizere kosullarin matris denklemi

-1

K,yP (@) +L,y? () +M,y?(c) =1 (3.10)

3

Il
o

i

36



ile tanmlanir. A katsayilar matrisine bagli y(a), y (b), y’(c) bagmtilar1 (3.10)

matris denkleminde yerine yazilarak

3
LN

_ [KT'(@)+LT (0)+MT'(c) |B’'A=)

J

I
o

ifadesi elde edilir. VV matrisi

V:§[KjT*(a) AL, T (0)+M,T'(C)IB’

i=0

seklinde tanimlanmak iizere kosullarin matris formu

VA=A
sekline indirgenir.
3.1.3. Coziim yontemi

(3.1) sisteminin matris formu

PRI RO . RLO)
oo | O PO PLO|
Pkrl.(t) Pkrz.(t) Pk[(‘(t)

VO (2t + 1) £,

YOt )= Y2 A || O

O+ ) L

olmak tlizere
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> POy (2t + ) =H () (313)

seklindedir. a<t<b ve a=t, <t <---<t =Db olmak lizere

{ =a+b|;—a|, 1=0,1...,N (3.14)

ile taniml1 Taylor siralama noktalar1 (3.13) denkleminde yerine yazilarak

> PYO=F (3.15)
r=0

formunda siralama noktalarina baglh yeni sistem elde edilir. Burada

P(t) O - 0
0 P 0
F)r = : r (tl) . : !
0 0 - P(ty) K(N+L)xk (N+1)
y© (At + 1) f(t)
v — y(r)(/ltl + 1) E_ f(t)
y(r) (/’i’tN + /u) k(N+1)x1 f(tN ) kK(N+1)x1

seklindedir. (3.9) denklemini ve (3.14) siralama noktalarini kullanilarak,

y O (At + 1) =T (t)B(4, £)B'A 1=01,...,N (3.16)

esitligi elde edilir.
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Boylece

TM)=| . (;') S 1= :(H)
0 o - T() ok (N 1) T'(ty) k(N+1)xk (N -+1)

olmak tizere (3.16) sistemi

YO =TB(4, 1)B'A (3.17)

seklinde kapali formda ifade edilir. (3.17) ifadesi, (3.15) denklem sisteminde yerine

yazilarak sistemin temel matris denklemi

{i P.TB(4, ﬂ)ér}A= F (3.18)

seklinde tanimlanir. Boylece

W=[w,1=> PTB(11)B", p,q=12,....k(N+1) (3.19)
r=0

olmak tizere, k(N +1) denklemden olusan k(N +1) bilinmeyenli lineer denklem

sistemi kisaca

WA =F (3.20)

seklinde ifade edilir.

Sonug olarak, W ve F matrislerinin son satirlart V ve L ile yer degistirilerek (3.1)

sisteminin (3.2) kosullarina bagl matris denklemi

39



WA=F (3.21)

Wl,l W1,2 ct Wl,k(N+l) f (tO)

Wz,l W2,2 W2,k(N+1) f(t_L)

Wk,l Wk,2 Wk,k(N+1) f(tk)

W = ’_:

Wk(N—m+l),1 Wk(N—m+1),2 c Wk(N—m+l),k(N+1) f(tN—m+l)
Vl,l V1,2 c Vl,k(N+1) ;"0

V2,1 V2,2 ce V2,k(N+1) )“1

_mG,l mG,2 e mG,k(N+l) Jk(N+1)xk (N +2) L )"m—l dk(N+1)x1

ile ifade edilir. Eger W matrisi tersinir ise (3.21) denklem sistemi ¢oziilerek

A=(W)'F

Yo, (N=0,1...,N, i=12,...,k) Katsayilar1 kolayca hesaplanir. Elde edilen

katsayilar (3.3) ifadesinde yerine yazilarak
N
Yin (t) :Zyin (t—c)" (3.22)
n=0
yaklasik ¢oziimii elde edilir.

3.1.4. Coziimlerin dogrulugu ve hata hesabi

y,(t) ve vy, (t) srasiyla, tam ve yaklasik ¢oziimleri gostermek lizere mutlak hata

fonksiyonlari, verilen araliklarin se¢ilmis noktalarinda

en(®=|Yi®-y @) i=12...k (3.23)
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seklinde tanimlanmaktadir. Cozlimlerin dogrulunu kontrol etmek i¢in (3.22) ile elde
edilen yaklagik ¢oziimler (3.1) denkleminde yerine yazilir. (3.22) polinom ¢6ziimii

sistemin bir ¢oziimii oldugundan denklem (3.1)’1 saglamalidir. Yani

=12,k t=tye[ab], q=0,12,.. i¢in

B, () =2 P )y (At + 1) £ (t,)| =0, (3.24)

r=0 i=1

veya

E;n(t) <107 (k, €Z")

olmalhidir. Max10™ =107 (keZ") onceden belirlenerek E;(t,) degeri her

noktada 107 *dan kiigiik oluncaya kadar N kesme sinir1 arttirilir.

Diger yandan hata fonksiyonun grafigi j=1,2,...,k igin

m k
Ejn (=22 Pit)yR (At + )~ (&), (3.25)
r=0 i=1
ile elde edilir. Eger (3.25) fonksiyonun grafigi N kesme smir1 artarken y=0

dogrusuna yaklasiyorsa ¢oziimiin hatasi sifira yaklasiyor demektir.

3.2. Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayil Genisletilmis Lineer Diferansiyel-

Fark Denklem Sistemleri icin Taylor Siralama Yontemi

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde sunulmus lineer diferansiyel-fark denklem sistemi

genisletilerek P

i Qj, f; fonksiyonlari, a <t <b araliginda tanimli fonksiyonlar ve

i

R <m olmak tizere m. mertebeden k bilinmeyenli

S Y POV O+ QOO (At + ) = (1), (3.26)

n=0 i=1 r=0 i=1
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lineer degisken katsayil diferansiyel-fark denklem sistemi ele alinmistir. a, b, ,c, ve

A uygun reel sabitler ve a<c<b, r=0,1,...,m-1, n=12,...,k olmak iizere

nr

(3.26) sisteminin

-1

a5y, (@) +bgy,” (b) + 5y, (€) = 4, (3.27)

3

—
I}
o

karigik kosullar1 altinda temel matris gosterimleri olusturularak Taylor siralama

metodu ile yaklasik ¢oziimleri elde edilecektir. Sistemin
N (n)
Y0 =Yyt v =y—fc) i=12,...k, a<c<b (3.28)
n=0 n!

seklinde N. mertebeden kesilmis Taylor serisi cinsinden ¢oziimiiniin oldugu kabul

edilecektir. Burada y;, 'ler belirlenecek olan Taylor katsayilaridir.

3.2.1. Temel matris bagintilar:

(3.26) denkleminin (3.27) kosullar1 altinda (3.28) formunda yaklasik ¢6ziimiinii elde
etmek i¢in denklemdeki terimlerin matris formlar1 olusturulmalidir. Bu amagla ilk

olarak (3.28) ile verilen ¢6ziim fonksiyonu,

TM)=[1 (t-c) (t-¢)* ... (t-o)"]
Ai:[Yio Yo Y2 .- yiN]T(N+1)x1

1x(N+1)

olmak tzere

y,0)=TMOA i=12...k (3.29)

seklinde, ¢6ziim fonksiyonunun tiirevleri de
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00 0
00 3
B= ) .
0 00O N
00 0 0 .. 0_(N+l)><(N+l)
olmak tizere
yO(t)=T(t)B"A, n=01...m, i=12,...k (3.30)

seklinde matris formda ifade edilir. Buradan

YO [ TE)B A,

YD) = yi' (1) |_| T(HBA,

Ly M ] [ TOB"A,

B 0 T@) - 0 O B" .-+ 0 Az
[0 0 - T®] 0o 0 - B"JA
veya kisaca
T®) 0 ... O
o T@® ... O
M= . S) SR ’
0 0 T(t) (N+L)x(N+1)
B 0 .. O A
~ n o A
g-| 0 % Y A=l
0O o0 .. B" (N+1)x(N+1) A

olmak lizere
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yOM) =T ®)B'A,  n=01..m (3.31)

esitligi elde edilir.
(3.26) denkleminin sapma argiimani i¢eren kesiminde bilinmeyen fonksiyon ve

tirevlerinin matris gdsterimini bulmak igin (3.29) denkleminde t— A.t+ u,

alinarak

Vi (At+ ) =T(At+)A, 1=1...K (3.32)
matris denklemi elde edilir.
T(A;t+ 4,;) ile T(t) arasindaki bagintt A; #0, u,; #0 i¢in
(0 1 2 N ]
A9,0 A0, 1972 A0y N
(Oj r /Lll’l (Oj ri /Lll’l £0j ri /’ll’l (OJ r ILII'I
1 2 N
O [1] A’rillurio (1Jﬂ“rilzuril ( 1 ]A“rilluriN:L
B ﬂ’" il =
(Aiis 1) 0 0 0 0
N
O 0 0 (NJﬂ“riN:urio
olmak tzere
T(/lrit +:uri) :T(t)B(ﬂ“ri’/uri)' I :1' k (333)

seklindedir. (3.33) ifadesinin her iki tarafinin t'ye gore tiirevi alinip (3.30) bagintisi
kullanilarak r=0,1,...,R igin

yi(r) (ﬂ’rit_'_:uri) :T(t)B(ﬂ’ri’luri)BrAi’ i :1’ 2""’k (334)

ifadesine ulasilir. Boylece i=1,...,K igin
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Yir) (At + p4,) T(t)B(A,, 4,)B'A,
ygr)(ir2t+,ur2) T(t)B(4,, ,,)B'A,

yO (At +p,) =

y(kr)(ﬂ“rkt'i_:urk) kx1 T(t)B(j’rkuurk)BrAk kx1

veya kisaca

TW) 0 ... 0
0O T ... O
T IS B
0 0 ... T Kok (N +1)
B(A4,,, 14,,) 0 0
- 0 B(4,,, 0
B(ﬁr'lur): : ( r2: :urz) ) : ’
0 0 B(’?“rk"urk) K(N+L)xk (N +1)
B" 0 0 A
- r A
S A=|?
0 0 .. B K (N+L)xk (N +1) A k(N+1)x1
ve r=0,1,...,R olmak lizere
YOt +u)=T OB, 4)B'A,  j=1...k (3.35)

seklinde ifade edilir.

3.2.2. Sistemin temel matris gosterimi

Ik olarak (3.26) sistemi, diferansiyel ve fark argiimam igeren kisimlari ayrilarak,

yani
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D; () = iz PrtY™ (),  j=1...k

I’\;O i:kl (3.36)
H](t) :ZZQL (t)yfr) (ﬂ“rit_{_/uri)l R<m
r=0 i=1
olmak {izere
D,O+H;®)="f®, j=1...k (3.37)
seklinde iki pargal1 yapida ifade edilebilir.
D, (1) H, (1) f.(t)
D,(t H,(t f(t
Dk (t) kx1 Hk(t) kx1 fk (t) kx1
olmak tizere (3.37) sistemi kapali formda
D(t) + H(t) =1(t) (3.38)

seklinde tanimlanir. O halde (3.26) sisteminin temel matris gosterimini elde etmek

icin (3.38) deki sistemlerin ayr1 ayr1 matris gosterimleri bulunmalidir.

3.2.2.1 Diferansiyel kismin matris gosterimi

Diferansiyel kismin matris gosterimi,

PI) P2 ... Ri(®) ¥ (t) D (t)
P (1) = Pz”lz(t) P22:<t) - P;L:(t) YO = yé”j(t) D) = ng(t)
RI® PLM ... Pe® ], V() Jos D () ]y
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olmak lizere

D) =P,y ) (3.39)

seklinde ifade edilir. (3.31) bagintis1 (3.39) de yerine yazilacak olursa,

D(t) = i P ()T (H)B'A (3.40)

bagntisina ulagilir.
3.2.2.2. Fark argiimani i¢eren kismin matris gosterimi

(3.26) denkleminin fark argiimani i¢eren kesimi agik olarak yazilirsa j=1,2,...,k

i¢in

R R
H;(t) = > QY. (At +4,) + D" Q)Y (Aot + 1) +
r=0 r=0

o (3.41)
et ZQTk (t)y(kr) (ﬂ’rkt + /urk)
r=0
elde edilir. (3.34) ifadesi (3.41) da yerine yazilirsa
R
H; () => Qi (OT®)B (4, 4,)B" (3.42)
r=0

ifadesi elde edilir. Buradan,

Qi) Qu) ... Q)

Q.()-| %0 %O - &4

Qu®) Qe® ... Qu®) ],
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Yi? (At + £1) H, (t)

D (At H,(t
YOGt =| Y D ] o O
y(kr)()“rkt+urk) Kl H, () Kl
seklinde tanimlanmak iizere
R ~ r
HH =2 QT B4, 4)B A (3.43)
r=0

matris bagintisina ulasilir.

3.2.3. Kosullarin matris gosterimi

Kosullar, Boliim 3.1°de verilen kosullarin aynisi oldugundan matris gosterimleri,

boliim 3.1.2°de verilen (3.10) ifadesi ile

3
N

_ [KT"(@)+LT (b)+MT'(c) |B'A=)

J

I
o

seklinde ifade edilmektedir.

V:§[KJT*(a) AL, T (0)+M,T'(C)IB’

j=0

seklinde tanimlanmak tizere kosullarin matris formu (3.12) ile verilen

VA=A

sekline indirgenir.
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3.2.4. Coziim Yontemi

(3.40) ve (3.43) matris formlar1 (3.38) matris denkleminde yerine yazilirsa,

{i P,(OT (1B + ZR:Qr OT ©B(4, )8’ } A=F(t) (3.44)

deklemi elde edilir. a<t<b ve a=t, <t <---<t, =b olmak iizere
t—a+2=31  1-01...N
N
ile tanimli Taylor siralama noktalari (3.44) denkleminde yerine yazilarak

(Zm: PTB' +ZR:QrTI§(lr, ,ur)Br]A:F (3.45)

formunda siralama noktalarina bagli yeni sistem elde edilir. Burada

P@E) 0 - 0 T (t,)

S n(ti) . : 1= (tl) ,
0 0 - Po(ty) K(N+2)xk (N +1) T(t) K(N+1)xk(N+1)
_Qr(to) O e 0 f(tO)

0 e 0 f

Qr: : Qr(ti) ‘. . k= (tl) ,

| 0 0 e Qu(ty) K(N+1)xk (N +1) f(ty) k(N+1)xd
Blwty) O .. 0

~ 0 B(1.., 0

B(4.,u)= . ( r2: ) . :

0 0 v B(Au 1) K(N-L)xk (N+1)

49



seklinde tanimlidir.

m R
W=[w,]=> P,TB"+> Q,TB(4,4)B", p,g=1...k(N+1) (3.46)
n=0 r=0

olmak tizere, k(N +1) denklemden olusan k(N +1) bilinmeyenli lineer denklem

sistemi kisaca
WA =F (3.47)

Sonu¢ olarak, W ve F matrislerinin son satirlart Vve A matrisleri ile yer

degistirilerek (3.26) sisteminin (3.27) kosullarina bagli matris denklemi

WA=F (3.48)

seklinde tanmimlanir. Burada W ve F matrisleri

Wl,l W1,2 Tt Wl,k(N+1) f (to)

W2,1 W2,2 WZ,k(N+1) f(tl)

Wk,l Wk,2 Wk,k(N+l) f(tk)

W= E=

Wk(N—m+1),l Wk(N—m+l),2 Wk(N—m+1),k(N+1) f(tN —m+1)
Vl,l V1,2 Tt Vl,k(N+1) )“O

V2,1 V2,2 Tt V2,k(N+1) }"1

_mG,l mG,2 ce mG,k(N+l) Jk(N+1)xk (N +2) L ;"m—l dk(N+1)x1

ile ifade edilir. Eger W matrisi tersinir ise (3.48) denklem sistemi ¢oziilerek
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Yir (N=01...,N, i=12,...,k) Kkatsayilar1 kolayca hesaplanir. Elde edilen

katsayilar (3.28) ifadesinde yerine yazilarak
N
Yin (=2 Yin(t=0)" (3.49)
n=0
yaklasik ¢oziimii elde edilir.

3.2.5. Coziimlerin dogrulugu ve hata hesabi

Y, ve y,, swasiyla, tam ve yaklasik c¢oziimleri gostermek {izere mutlak hata

fonksiyonlari, verilen araliklarin se¢ilmis noktalarinda

en =]V -y ®), i=12...k (3.50)

seklinde tanimlanmaktadir. Céziimlerin dogrulunu kontrol etmek i¢in (3.49) ile elde
edilen yaklagik ¢oziimler (3.26) denkleminde yerine yazilir. (3.49) polinom

cozlimleri sistemin bir ¢6ziimii oldugundan denklem (3.26) y1 saglamalidir. Yani

1=12,...k, t=t, e[a,b], g=0,12,... i¢in

k

Ent)=""" 0, (3.51)

Rk

+ZZQL (tq)yi(,rlj (Z'jitq +luji)_ fj (tq)

r=0 i=1

N

veya
Ejn(t) <107 (k, €Z")

olmalidir. Max10™ =107 (keZ") onceden belirlenerek E;(t,) degeri her

noktada 107 *dan kiiglik oluncaya kadar N kesme sinir1 arttirtlir.

Diger yandan hata fonksiyonun grafigi j=12,...,k igin
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E =

n=0 i

Pl (t,) YN (At + )

k

ZQu(t )y(r) jitq +/uji)_ fj(tq)!

i=1

(3.52)

te it

+

r

1l
o

ile elde edilir. Eger (3.52) fonksiyonun grafigi N kesme smir1 artarken y=0

dogrusuna yaklasiyorsa ¢ozlimiin hatasi sifira yaklasiyor demektir.

3.3. Biyolojik Tiirlerin Bir Arada Yasamnmi Modelleyen Lineer Olmayan
Gecikmeli Integro-Diferansiyel Denklem Sisteminin Yaklasik Coziimii icin

Taylor Siralama Yontemi

Calismamizin bu boliimiinde biyolojik tiirlerin bir arada yasamini modelleyen lineer
olmayan gecikmeli integro diferansiyel denklem sistemi ele alinacaktir. Bu amagla, t

aninda iki ayr1 y,(t) ve vy,(t) tirleri diisiiniilsiin. Bu tiirler bir araya getirildiginde,

varsayalim ki ikinci tiir birinci tiir ile beslensin. Bu durumda ikinci tiir Y, (t)'nin

dy,(t) .
dt

oranindaki degisim (artis) ile gosterilir. Bu degisim, yalnizca y,(t)'nin su

andaki popiilasyonuna degil, ayn1 zamanda simdiye kadar mevcut oldugu tiim niifus
degerlerine de baghdir. Iki tiir arasindaki etkilesim dengeye ulastiginda, etkilesim

h,7.h,7, >0, 0<t<b olmak iizere

t

% = Y1(t)|:hl _ylyZ(t) - I fl(t —T)yZ(T)dZ}"‘ gl(t)

dt .
o (3.53)
d t
d{Z = yz(t){ hz + szl(t) + _[ fz(t _T)yl(r)d7:|+ gz(t)
=T,
denklem sistemi ile
Y1 (O) =y, Y, (O) =Qq, (3-54)
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baslangi¢ kosullar1 altinda ifade edilir. Simdiye kadar (3.53) sistemi Adomian
decomposition metot (ADM) (Babolian ve Biazar, 2002), rasyonel Chebyshev tau
metot (Parand ve Razzaghi, 2004), varyasyonel iterasyon metot (VIM),
pseudospectal Legendre metot (PLM) (Shakeri ve Dehghan, 2008) ve Legendre
multiwavelet metot (Yousefi, 2011) ile yaklasik olarak ¢oziilmiistiir.

Bu ¢aligmada amag, daha 6nce kullanilmis olan Taylor siralama ve matris metotlarini
degistirip gelistirerek (3.53) —(3.54) sisteminin
_¥"0

N
Yi®) =D yit" Vin= —, =12, 0<t<b (3.55)
n=0 Y Y n:

kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklagik ¢Oziimiinii bulmaktir. Burada

(n=0,1..,N, i=12) i¢in y; , 'ler belirlenmesi gereken Taylor katsayilaridur.

3.3.1. Temel matris bagimtilar:

Bu bélimde (3.53) sisteminin (3.54) baslangi¢ kosullar1 altinda kesilmis Taylor
polinomu cinsinden yaklasik ¢oziimiinii elde etmek icin sistemdeki tiim terimlerin
matris formu olusturulmalidir. Bu amagla ilk olarak (3.55) ile verilen ¢6zim

fonksiyonunun matris gésterimi ele alinacak olursa,

TM)=[1t t* .. t"

0100 .. 0] -
0020 0 &
0003 0 Y

B: . . . . . )Yi: y|2
0 0O
000 0 Vi

seklinde tanimlanmak tizere
y®)=T@®)Y, i=12 (3.56)
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v () =T(t)BY,, (3.57)

bagmtilari elde edilir.

Benzer sekilde sistemdeki lineer olmayan vy, (t)y,(t), y,(t)y,(z) ve vy, (7)y,(t)

terimleri de

T®) 0 ... O
. o T@) ... O
T@t)=| . ( ) . . ,
L 0 0 te T(t)_(N +1)x(N+1)?

N/ T

Yiz= [yZ,OYl YaaYi o Yan Vi ](Nﬂ)le ’

N/ T

Y1 = [yl,OYZ y1,1Y2 o YN Y2 ](Nﬂ)le
olmak tizere,

DY, 0 =TOT ©OY:2 (358)

=TE)T () Yz,

K1Y@ =T@OT Y (3.59)

K@Y, =T@OT {)Yas (3.60)
seklinde matris forma indirgenir.
Cekirdek fonksiyonu K (t,7) = f.(t—7), i=12

k! = 19 Ki(o’o), mn=01..,N, i=12

" min! at"or"
olmak iizere,
N N
Kit,7)=> >k t"e", =12 (3.61)

m=0 n=0
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seklinde kesilmis Taylor serisi cinsinden ifade edilir. Bu durumda (3.61)’in matris

formu

TM)=[1t ¢ ... t"]

olmak lizere

K (1) =TMOKT (z), K,=[ki,]. mn=01..,N, i=12 (3.62)
seklindedir.

3.3.2. Sistemin temel matris gosterimi

Bir onceki boliimde tanimlanmis olan (3.56)-(3.60) ve (3.62) bagintilar1 (3.53)

sisteminde yerine yazilirsa

TOBY, =hTE)Y, -7, TEOT () Y12 - j TOK,T (@) T() T (t) Y12 dz + g, (1)

t-Ty

T(OBY, =—h,TA)Y, + 7, TOT () Y21 + j TOK,T () TE)T () Yzedz+g, (1)

t-Ty

seklinde iki matris denklemi ya da

Q) = j. T (2)T(r)dr = I:qm,n(t):l’ mn=0,1..,N,
[qm,n (t):l _ tm+n+1 _ (t —To)m+n+1

, mn=01..,N
m+n+1

olmak tlizere

{ (TOB-hTW)Y, +(nTOT O+ TOK,QMT (1) Y1z = g, (1) (3.63)

(TOB+,TW)Y, + (-7, TOT ) - TOK QM T (1) Yz = 9, (1)
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sistemi elde edilir. Boylece (3.53) sisteminin matris gosterimi

D,(t) =T()B-hT(),

D, (t) = T(t)B+h,T(t),

A =rTOT O+ TOKQMT (1),
A, 1) =-7,TMOT O -TOK,QWT (t)

olmak lzere

{ DY, + Al(t)sz =0,(t) (3.64)

D, ()Y, +A,(t)Y2:=0,(t)

seklindedir. Sonug olarak (3.53) sisteminin temel matris denklemi,

D(t):_Dl(t) 0 LY = " , G(t)= %) :
L 0 D2(t) 2x2(N+1) YZ 2(N+1)x1 gZ(t) 2x1

A(t)—_Al(t) ° } v L
L 0 A, (1) 2><2(N+1)2’ 72,1 2(N+1)%x1

olmak lizere

D()Y +AR)Y =G(t) (3.65)

seklinde kapali formda ifade edilir.

3.3.3. Taylor matris-siralama metodu

Bu bolimde

S

t :35, s=0,1...,N,
N

seklinde tanimli siralama noktalarini (3.65) matris denkleminde yerine yazarak,
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D(t,)Y+A(t,)Y =G(t,), s=01,..,N (3.66)

yeni denklem sistemini elde ederiz. Boylece yeni temel matris denklemi

Dt) 0 .. 0 Y

p-| 0 P& 0 el
L0 0 D(t) Lyesyeameny Y L
(At) 0 ... 0 Y]

a-| O AW 0 RN
L0 0 A Lo Y e

olmak tizere
DY' +AY =G (3.67)

sekline gelir.

Denklem (3.56) yi kullanarak kosullarin matris formunu

TO)Y, =q, (3.68)
TO)Y, =a, (3.69)

seklinde elde ederiz. (3.68) ve (3.69) satir matrisleri (3.67)’in herhangi iki satir1 ile
degistirilerek, kosullara bagli matris denklemi elde edilir. Boylece (3.53) sisteminin

(3.54) baslangi¢ kosullar1 altinda temel matris denklemi, n=0,1,...,N olmak iizere
Y., Ve Y,, bilinmeyenli 2(N+1) denklemden olusan lineer olmayan cebirsel

denklem sistemine doniisiir. Bilinmeyen katsayilar hesaplanir ve denklem (3.55)’de

yerine yazilirsa

N
Yin® =2yt =12 (3.70)
n=0
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Taylor polinom ¢éziimii elde edilmis olur.

3.3.4 Coziimlerin dogrulugu ve hata hesabi

y,(t) ve vy, (t) sirasiyla, (3.53) sisteminin tam ve yaklasik ¢dziimlerini gdstermek

tizere mutlak hata fonksiyonlari, verilen araliklarin se¢ilmis noktalarinda
e =[Yi® -y O =12 (3.71)

seklinde tanimlanmaktadir. Coziimlerin dogrulunu kontrol etmek igin (3.70) ile elde
edilen yaklagik ¢oziimler (3.53) denkleminde yerine yazilir. (3.70) polinom

¢ozlimleri sistemin ¢oziimleri oldugundan denklem (3.53)’i saglamalidir. Yani

i=12 t=t,€[0,b], q=0,1,... i¢in

- t
dylyN(tq) hy 71y2,N(q)

E . (t)= - t : —0,(t)|=0,
l,N(q) dt yl,N(q) _J' fl(tq—T)yz'N(T)dT gl( q)
T,
3.72
h2_72yLN (tq) ( )
EZN(t):M_yZN(t) t —gz(t);O
N dt M R 7)Y () de |
t-T,

veya

E,n(t,) <107 (k, eZ°)

olmalidir, Max10™“ =107 (k €Z") onceden belirlenerek E.n(t,) degeri her

noktada 10 *dan kiiglik oluncaya kadar N kesme sinir1 arttirilir.
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3.4. Lineer Olmayan Ikinci Mertebe Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Sinr

Deger Problemi icin Taylor Siralama Yontemi

Calismamizin bu boliimiinde 0 <t <1 olmak iizere

Y +a )y +a, )y, +ast)y, +a,(t)y, +ast)y,
+ Nl(yl’ yz) = fl(t)!

y, +b )y, +b,(t)y, +b,(t)y, +b,()y, +b ()Y,
+ N2(Y1’ yz) = fz(t)’

(3.73)

ile taniml1 lineer olmayan ikinci mertebe diferansiyel denklem sistemlerinin sinir

deger problemi

Y, (0) =Y (1) =0, (3 74)
y,(0)=y,(1) =0, '

sinir kosullart altinda ele alinmistir. Burada 0<t<1, N, ve N, lineer olmayan

fonksiyonlar, a, b, i=1,...,5 siirekli fonksiyonlar ve f,, f, bilinen fonksiyonlardir.

Ikinci mertebe baslangic deger problemlerini ¢ézmek icin birgok analitik metot
kullanilmaktadir (Wazwaz, 2002; Ramos, 2005). Ancak, bu metotlar ikinci mertebe
sinir deger problemlerine uygulanamamaktadir. Bu sebeple niimerik ¢oziim
yontemlerine ihtiyag duyulmustur. Geng (2007), (3.73)-(3.74) probleminin analitik
¢Ozlimiini, varsayim altinda, ¢ekirdek uzayinda seri ¢6ziimii formunda vermistir.
(3.73) sistemini simdiye kadar Lu (2007), varvasyonel iterasyon metod ile Dehghan
ve Saadatmandi (2007), sinc-siralama temelli bir niimerik metodla, Saadatmandi ve
Farsangi (2007), Chebyshev sonlu farklar metodu ile ¢dzmiislerdir. Dehghan ve
Lakestani (2008), sistemin ¢oziimiinii bulmak i¢in kiibik B-spline 06l¢ekleme
fonksiyonlarina dayali bir niimerik metot 6nermislerdir ve Saadatmandi v.d. (2009),

sistemin ¢oziimii i¢in He’s homotopi perturbasyon metodunu sunmuslardir.
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Bizim amacimiz, daha 6nce kullanilmis olan Taylor siralama ve matris metotlarini

degistirip gelistirerek (3.73) —(3.74) sisteminin

N (n)
yi(t)zzyintnf yin=yi EO)’ i=1’2’ 0<t<b (375)
n=0 Y Y n:

kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklagik ¢Oziimiinii bulmaktir. Burada

(n=0,1..,N, i=12) icin y; , 'ler belirlenmesi gereken Taylor katsayilaridir.

3.4.1. Temel matris bagimtilar

Bu kesimde, (3.73) denklemindeki tiim terimlerin matris formu olusturulacaktir. Bu
amagla ilk olarak (3.75) ile ifade edilen Taylor seri ¢ozlimleri ve tiirevlerinin matris

gosterimi ele alinacak olursa,

T(t):[l t N]lX(N+1),
01 00 0] YT
0020 .. 0 y”’
000 3 0 "
B: . . ’Yi: y|2
00 0 ... N
Yin )x
0000 ... O]y - N
seklinde tanimlanmak iizere
yO=TQOY, i=12 (3.76)
yOM)=T@EB"Y, i=12 (3.77)

bagintilar1 elde edilir.
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(3.73) sisteminin lineer olmayan kism1 N.(y,,Y,), i, j=12 niimerik 6rnekler iginde
y2(t) ve vy, Oy, (), i=], i,j=12 bicimlerinde yer almaktadir. Lineer olmayan

ifadelerin matris gosterimleri de i, j=1,2 i¢in

Tt) 0 ... O
. O T .. O
T(@1)= : ( ) . . '
0 0 T(t) (N+1)x(N+1)?
_ T
Yii =[yi,0Yi yi,1Yi yi,NYi](N+1)2x1’
_ T
Yij z[yj,oYi yj,lYi yJ'vNYi](Nu)le
olmak iizere,
Yy O =TMT t)Yii, (3.78)

Y@y, 0 =TOT @)Y, .
y, Oy, O=TOT )Y .

seklinde matris forma indirgenir.

3.4.2. Sistemin temel matris gosterimi

Bir oOnceki bolimde tanimlanmis olan (3.76)-(3.79) matris bagmtilar1 (3.73)

sisteminde yerine yazilarak

T(t)[B® +a,(t)B +a,(t) 1TY, + T(t)[a,(t)B* +a,(t)B +a ()I]Y,
+N, ()i = f,(1),
TH)[B? +b,(t)B+b,(t) 1TY, + T(t)[b, (t)B* +b, (t)B + b, ()17,

_ (3.80)
+N,()Yij = f,(t)

matris sistemi elde edilir.
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Boylece

D,(t) = T(1)[B” +a,()B +a,()1],

D, (t) = T(t)[a,(t)B* +a,(t)B +a,(t)I],
E, (t) = T(t)[b,(t)B* +b, (t)B + b, (t)1],
E,(t) = T(t)[B? +b,(t)B +b,(t)I]

olmak iizere (3.80) sisteminin matris gosterimi

{Dl (t)Yl + Dz (t)Yz + Nl(t)Vi,J’ = fl(t) (381)
El(t)Y1+E2(t)Y2 + Nz(t)Yivi = fz(t)
sekline doniisiir.
Sonug olarak (3.81) sisteminin temel matris denklemi,
D D Y, f
El (t) E2 (t) 2x2(N+1) YZ 2(N+1)x1 f2 (t) 2x1
N(t)={Nl(t) 0 } ,V:P"‘} i j=12
0 N,(t) 2x2(N+1)? Yii 2(N+1)2xd
olmak iizere
P@t)Y +N(t)Y =f(t) (3.82)

seklinde kapali formda ifade edilir.

3.4.3. Taylor siralama metodu

Bu bolimde
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seklinde tanimli siralama noktalari (3.82) matris denkleminde yerine yazilarak,

P(t)Y+N(t)Y =f(t), s=01..,N (3.83)
yeni denklem sistemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi,
Pt) 0 ... 0 ] Y
0 P 0 . Y
W= . (tl) . : C Y= ’
0 0 P(tN )_2(N+l)><2(N+l)2 2(N+1)%x1
Nt) 0 .. 0 ] Y f(t,)
0 N .. 0 = |y f(t
vo| O NB o Y| e
0 0 N(ty) L ez Y L f(ty)
olmak iizere
WY  +VY =F (3.84)

sekline doniisiir.

Son olarak (3.74) ile tanimlanan smir kosullarmin matris gosterimini bulmak igin

denklem (3.76) kullanilarak,

T(0)Y, =0,
T@Q)Y, =0,

T(O)Y, =0
TA)Y, =0

satir matrisleri elde edilir. Boylece kosullarin temel matrisi,

3 2{110) 0 } _{TCD 0 }
’ 0 T(O) 2><2(N+l), b 0 T(l) 2x2(N+1)

YZ 2(N+1)x1

olmak tlizere sirasi ile
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J,Y=0 (3.85)
J,Y=0 (3.86)

seklinde ifade edilir. (3.84) denklemindeki W matrisinin herhangi iki satir1 (3.85) ve
(3.86) matrisleri ile degistirilerek, kosullara bagli matris denklemi elde edilir.
Boylece (3.73) sisteminin (3.74) sinir kosullar1 altinda temel matris denklemi,

n=01...,N i¢in y,, ve vy, bilinmeyenli 2(N+1) denklemden olusan lineer

olmayan cebirsel denklem sistemine doniisiir.

Bilinmeyen katsayilar hesaplanir ve denklem (3.75) da yerine yazilirsa, sistemin

N
Vi@ =Dy " =12 (3.87)
n=0
seklinde Taylor polinom ¢éziimii elde edilmis olur.

3.4.4. Coziimlerin dogrulugu ve hata hesabi

y,(),1=12 ve vy, (), i=12 sirasiyla, (3.73) sisteminin tam ve yaklagik

¢cOziimlerini gostermek iizere mutlak hata fonksiyonlari, verilen araliklarin seg¢ilmis

noktalarinda

e =[Yi® -y O =12 (3.89)

seklinde tanimlanmaktadir. Coziimlerin dogrulunu kontrol etmek igin (3.87) ile elde
edilen yaklagik ¢oziimler (3.73) denkleminde yerine yazilir. (3.87) polinom

¢oziimleri, sistemin ¢oziimleri oldugundan denklem (3.73)’li saglamalidir. Yani

=12 t=t, e[O,b], g=0,1,... i¢in
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Yon (tg) =3y (ty) Yoy () + 3, (t,) Yan (L)
El,N (tq) = +a3(tq)yg,N (tq) +a, (tq)yé,N (tq) +35 (tq)yz,N (tq) =0, (3.89)
+N1(y1,N (tq)l y2,N (tq)) - fl(tq)

yg,N (tq) _bl(tq)y;,N (tq) + bz (tq)yZ,N (tq)
E2,N (tq) = |+b, (tq)y]th (tq) +b, (tq)yll,N (tq) +hby (tq)yl,N (tq) =0, (3.90)
+N2(Y1,N (tq)l y2,N (tq )) - fz (tq)

veya

E,\(t,) <10 (k, e Z°)

olmalidir, Max10™® =107 (k € Z") o6nceden belirlenerck E. () degeri her

noktada 107 *dan kiigiik oluncaya kadar N kesme sinir1 arttirilir.

3.5. Gecikmeli Lotka-Volterra Av-Aver Modeli i¢in Taylor Siralama
Yaklasim

Calismamizin bu bolimiinde Lotka-Volterra av-aver modeli olarak adlandirilan
lineer olmayan gecikmeli denklem sisteminin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in Taylor
polinom yaklasimi olusturulacaktir. Av-avcr etkilesimi, popiilasyon dinamiklerinin
temel yapisidir. Modellerin dinamik davraniglarini yansitabilmek icin sistemlerin
gecmisleri ile baglant1 kurulmalidir. Bu sebeple modellere zaman gecikmeleri dahil
edilmelidir. Gecikmeli av-avci modelleri ilk olarak Volterra (1931) tarafindan
tanimlanmistir. Fakat zamanla bu model, Brelot (1931), May (1973), Cushing
(1977), MacDonald (1978), Dai (1981), Farkas vd. (1988), Kuang (1993) tarafindan
degistirilip gelistirilmistir.

Bu calismada, ilk olarak May (1973) tarafindan ortaya atilan tek ayrik (discrete)
gecikmeli,
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{yl(t):yl(t)[rl_a“yl(t_r)_a”yz(t)]’ 0<t<b<w (3.91)

Y2 (t) =Y, (t)[_rz +any; (t) —anY, (t)]1

av-avci modeli ele alinacaktir. Biyolojik terminolojide, y, (t) ve vy, (t) sirastile av ve
avcinin popiilasyon yogunluklari, r, >0, avcmnin yoklugunda avin biiyiime orani,
r, >0, avin yoklugunda avcinin 6liim orani olarak ifade edilir. a, >0, avin kendi
kendini diizenleme (self-regulation) sabiti, a, >0, avcinm av tarafindan avlanma
orani, a, >0, avcilar i¢in degisim oramidir. a,, >0, avcilar arasindaki tiir i¢i rekabeti
tanimlar ve 7, av jenerasyonunu gostermektedir (Ruan, 2009).

Bu calismada amag, daha 6nce kullanilmis olan Taylor siralama ve matris metotlarini

degistirip gelistirerek (3.91) sisteminin

yl(O) =, Y, (0) =a, (3-92)

baslangi¢ kosullari altinda

. ()
B0 =D Yalt-0)", ¥, =T, i=12,  a<t<b (3.93)
n=0 n:

seklinde tanimli kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklasik ¢Oziimiinii bulmaktir.

Burada (n=0,1..,N, i=12) icin vy, 'ler belirlenmesi gereken Taylor
katsayilaridir.

3.5.1. Temel matris bagmtilar

Bu boéliimde, (3.91) ile verilen sistem (3.92) baslangi¢ kosullar1 altinda bir matris
sisteme doniistiiriilecektir. Bu amagla ilk olarak (3.93) seklinde ifade edilen Taylor

seri ¢ozlimleri ve tlirevlerinin matris gésterimi,
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TM=[1t t* ... t"],
01 00 0] L
0020 0 Yio
000 3 0 Yia
B= . . . . !Yi: y|2
0000 ..
0000 ... 0 i
seklinde tanimlanmak tizere
yi®=T@®Y, i=12
yi)=TMBY, i=12

bagmtilari ile ifade edilir. (3.94) bagintisinda t — At +7 alinirsa,

Yi(At+7)=T(At+7)Y,, 1=12

bagintisi elde edilir. T(At+7) ve T(t) matrisleri arasindaki iliski

(0 A°7° . A%t 2 2072
0 0 0

1 2
0 A0 At
B(A.7) 1 1
\T) =
0 0 0
0 0 0

olmak tlizere

T(t+7) = T()B(A, )

(N+1)x(N+1)

seklinde ifade edilir. Boylece, (3.96) ve (3.97) bagntilari kullanilarak
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y,(At+7) =T (t)B(1,0)Y,

ifadesine ulagilir. Diger

YO, 1), ,O%O), ¥,Oyt-7), [y,@®] lineer

formlart
T$) 0 .. 0
To- o V0 ’
0 0 ... T(@) (N+1)x(N+1)2
Yii1= [ VoY1 YiiYa Yin s ](TN s’
Yoo = [yz,oYz Ne Yan Yo ](TN s’
Yoi= I:ylonz Y11 Y2 Yin Yo ](TN .’
Yiz=[V,,Y, V.Y YonYa ](TN i’

olmak tlizere sirasi ile

Y, ()Y, (1) =TT () Yo,
Y,y =TOT () Yas,
Y0y, (t-7) =TOBL-)T (t)Y,,,

[v, O] ©=TOT () Y22

seklinde ifade edilir.

3.5.2. Sistemin temel matris gosterimi

(3.98)

yandan, sistemin

olmayan terimlerinin matris

(3.99)
(3.100)

(3.101)

(3.102)

Bir 6nceki boliimde tanimlanmis olan (3.94)-(3.102) ifadeleri (3.91) sisteminde

yerine yazilirsa,

68



{T(t)BYl = T()Y,—a,TBL—-7)T ()Y —a, TE)T () Y1z,

(3.103)

Tt)BY, =—r,T)Y, +a, T(t)T (t) Y21 —a, TA) T (t) Y22

matris denklem sistemi elde edilir. Boylece, (3.104) sisteminin matris gosterimi

D, (1) = T(t)B - T(t),

At =2, TOT (1),
H,(t) =a, T(BL -7)T (1),

D,(t) =T(t)B+r,T(t),
A2 = _ale(t)T* (1),
Hl(t) = azzT(t)T*(t),

olmak tizere

(3.104)

D, ()Y, + A, (1)Y21+H, (1) Y11 =0,
D,(t)Y, +A,(t)Yi2 +H,(t)Y22 =0

seklinde ifade edilir. Sonug olarak, (3.104) sistemi

Y, 0
Y2 2(N+1)x1 0 2x1
F]
Y12 2N+

{Yl,ljl
Y22 2(N+1)2x1

'D,t) O

L0 Dz(t)L(Nm’
A 0 —
| 0 Az(t)L<N+1)z’
‘H,t) O

| 0 Hz(t)L<N+1,z'

D(t) =

A(t) =

H(t) =

olmak tizere

DAY +A@)Y +HE)Y =f(t) (3.105)

seklinde kapali formda ifade edilir.
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3.5.3. Taylor matris-siralama metodu

Bu bolimde,
=25 s-01..N,
N

seklinde tanimli siralama noktalar1 (3.105) matris denkleminde yerine yazilarak,

D(t,)Y +A(t,)Y +H(t,)Y =f(t), s=0,...,N (3.106)

yeni denklem sistemi elde edilir. Boylece, yeni temel matris denklemi

D) 0 ... O Y
0 D) ... O « Y
D= . ( l) . : ! Y = : !
| 0 0 ... D) 2(N+1)x2(N+1)? Y Jasnpa
[At) 0 ... 0 Y]
0 A®t) .. 0 S_|Y
A= . (1) . . , Y= M '
L 0 0 A(tN) 2(N+1)x2(N+1)® _V_Z(N+l)3><l
Ht) 0 ... 0 M
0 H(t) ... 0
H = . (l) . . ’ Y = Y ’
0 0 H(tN) 2(N+1)x2(N+1)° _Y_2(N+l)3><1
f(t,)
f
F = (:tl) ’
fty) 2(N+1)x1
olmak tizere
DY  +AY+HY =F (3.107)
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sekline doniisiir.

(3.94) matris bagintisi kullanilarak, (3.92) ile tanimlanan kosullarin matris gosterimi

yapilacak olursa

TO)Y, =, (3.108)
T()Y, =, (3.109)

matrisleri elde edilir. (3.108) ve (3.109) satir matrisleri, (3.107) sisteminin katsayilar
matrisinin herhangi iki satir1 ile degistirilerek kosullara bagli matris denklemi elde
edilir. Boylece, (3.91) sisteminin (3.92) baslangi¢c kosullar1 altinda temel matris

denklemi, n=0,1...,N iciny,, ve y, bilinmeyenli 2(N +1) denklemden olusan

lineer olmayan cebirsel denklem sistemine doniisiir.
Sonug olarak, bilinmeyen katsayilar hesaplanir ve denklem (3.93)’te yerine yazilirsa,

sistemin ,
N
yi,N (t)=zyi,ntn ) i =1,2 (3110)
n=0
seklinde tanimli Taylor polinom ¢oziimleri elde edilmis olur.
3.5.4. Coziimlerin dogrulugu ve residual hata tahmini

Coziimlerin dogrulugu, elde edilen (3.110) ¢oziimleri, sistem (3.91)’de yerine

yazilarak kontrol edilir. O halde t €[0,b] i¢in

d
El,N t)= ‘ yla'\‘t(t) —Yin (t)[rl —a;Yy (t-7)- LYo (t)] "
(3.111)
d
E2,N (t) = ‘ yza’\,‘[ (t) - y2,N (t) [_rz + a21yl,N (t) - azz y2,N (t)] ‘

71



dir. Siralama noktalarinda E;  (t) =0 olmas1 beklenir. t €[0,b] igin y;(t)=y; ()
ise E \(t)=0 dir.

Yaklagik c¢oOziimlerin dogrulugu mutlak hata hakkinda herhangi bir Dbilgi
vermeyebilir. Bu kisitlamayr kaldirmak igin tam ¢oziimiin bilinmedigi durumlarda,
Oliveira (1980), Celik (2005) ve Shahmorad (2005) tarafindan verilen kalan
dogrulamasi (residual correction) (3.91) sistemi igin diizenlenerek, hata tahmini

yapilabilir. Ustelik, bu prosediir ile minimal mutlak hatayr veren optimal n

hesaplanir. Bu yontem (3.91) sistemine uygulanirsa

€N (t) =Y (t) —Yin (t)a
e2,N (t) =Y, (t) - yz,N (t), ’

Ry =yin )=y (1) [rl —aYin(t=7) =3, Y,y (0]1
Rz = y;,N (t) - yz,N (t) [_rz + a21y1,N (t _7) —ay yz,N (t):l

seklinde tanimlanmak iizere

ey (D) —reyy (D +ay (e O +Y,, (1) e, (t-7)
+a; YN (t- T)el,N )+ a6 ®) Yon ®) (3.112)
+a, I:el,N )+ Yoy (t)] e, () =-R,

ve

e;,N (t) - r2e2,N (t) - a21Y2,N (t)el,N (t) - azlez,N (t) I:el,N (t) + yl,N (t)]

2 (3.113)
+ay, I:eZ,N (t):l +2a,6, ()Y, () =-R,

denklemleri elde edilir.

(3.112) ve (3.113)’iin Taylor seri ¢dztiimleri e; n Ve e;m olsun. Yeteri kadar kiigiik &

Ve &, i¢in

Hel,N _el,mH <&
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Hez,N - ez,mH <&

oluyorsa mutlak hatalar, e/, ve e, yardimiyla tahmin edilebilir. Bunun sonucu

olarak, i =1,2 igin mine,,
inje,

ifadesini saglayan n sayisinin se¢imi,
o0

e, Hw Slciilerek

*

im?

hesaplanabilir. Agikea, y; +€ ,, i=12, (3.91) sisteminin bir yaklasik ¢6ziimiidiir

ve farklt m degerleri i¢in daha iyi bir yaklagim elde edilebilir. Uygulamada m>n

secilmesi daha tutarli sonuclar verebilir.

Sonug¢ 3.5.1. y,, Ve Y, (3.91) sisteminin Taylor seri ¢dziimleri ise, Y, +€, Ve

Yon +€, da (3.91)’in yaklasik ¢oziimleridir ve hatalari e, —e . Ve e, —€,

,m

kadardur.

{yl’N +€ 1, Yon +e;m} yaklasik ¢oziim kiimesinin, {yl,N’yZ,N} ‘e gore daha 1yi bir
yaklasim oldugu unutulmamalidir. Burada, y,,+e, Ve VY,  +€,, dizeltiimis

Taylor seri ¢oziimleri olarak adlandirilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, m. mertebeden k bilinmeyenli lineer diferansiyel-fark denklem
sistemleri ile bazi lineer olmayan fonksiyonel denklem sistemlerinin yaklagik
¢Ozliimii i¢in siralama noktalarina dayali Taylor matris metodu sunulmaktadir.
Metodun dogrulugunun (tutarliliginin) ve etkinliginin gosterilebilmesi i¢in literatiirde
stkea karsilasilan ornekler verilmektedir ve sunulan yontem baska metotlarin
sonugclari ile karsilastirilmaktadir. Bu bélimde kullanilan tiim niimerik hesaplamalar

Maple 15°de yazilan programlar kullanilarak elde edilmistir.

4.1. Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayih Lineer Diferansiyel-Fark Denklem

Sistemleri Icin Ornekler

Ornek 4.1.1. (Gokmen ve Sezer, 2013a) Ilk olarak, tam ¢oziimleri
() =(t-1)°, y,(t)=—(t-1)" olan

2ty (t+1) -3y, (t+1) + y,(t +1) =0,
2ty, (t+1) +y, (t+1) -3y, (t+1) =0

degisken katsayili lineer denklem sistemini

(=1 y,(2)=-1

kosulu altinda ele alalim.
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Sistem,
Y, (t+1)
-3 1 2t 0]y?(t+n| [0
1 -3 0 2t|y®t+1| |0
y; (t+1)
seklinde matris formda yazilabilir. Buradan sistemin temel matris denklemi
(POTB(l, 1)+PTB(, 1)B) A=F

seklindedir. N =2 igin siralama noktalar1 {t,=0,t, =5/2,t, =5} olmak iizere

bolim (3.1.4) de sunulan yontem wuygulanir son satirlar kosul satirlarn ile

degistirilirse,

3 3 -3 1 1 1] -
1 1 1 -3 -3 -3 0
11 0
e AT A
Wi 2 4 2 4 | O
1 I8 5 Al 7 0
2 4 2 4 1
1 2 4 0 0 0 1
L 16x1
0 0 0 1 2 4],

matrisleri elde edilir.

ile istenilen Taylor katsayilar matrisi

A=l 2 1 -1 2 -1

olarak hesaplanir. Elde edilen katsayilar denklem (3.3)’de yerine yazilirsa

Vi, = (t —1)2, Yoo = —(t _1)2
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tam ¢oziimlerine ulasilir.

Orne 4.1.2. (Gokmen ve Sezer, 2013a) ikinci &rnegimizde —3<t<4 araliginda

taniml

y, (t=1)+y, (t-1)=2t,
Y1, (t _1) - Y3, (t _1) =2t _1:

y, (t-1) +y,(t-1)=t-1
¥1(0)=0, y,(0)=0, y,(0)=0

baslangi¢-deger problemini ele alalim. N =3 i¢in sistemin temel matrisleri,

000 11 0 2t
P()=[0 0 0|, P()=l1 0 -1|, f(t)=|2t-1
001 10 0 t-1

ve Taylor siralama noktalar {t,=—3,t, =—2/3,t, =5/3,t, =4} olmak iizere Boliim

3.1.4°de sunulan yontem uygulanirsa, kosullara bagli temel matris

0 8 48 0 1 -8 48 0 0 0 0 ] 6
0 8 48 00 0 0 0 -1 8 -48 7
0 8 48 00 0 0 1 -4 16 -64 4
01 0B 45, 025, 45 4 4
3 3 3 3 3
01 0 24540 0 001 9 & il
3 3 3 3 3
_01;1‘3500001;5@& _‘_5
W= 431?1 4 4 >0 ’legéy
01 2 2 01 2 200 0 o0 10
3 3 3 3 3
01 2 4090 0 00 a2 ’
3 3 3 3 3
01 2 2090 0 01 2 4 8 2
3 3 3 9 27 3
10 0 000 0O 00O O O 0
00 0 0 10 0 000 0 0 0
00 0 000 0 01 0 0 0 |, 0],
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seklindedir.

Buradan istenilen Taylor katsayilar matrisi
A=[001002000—100]T

veya acikca
A=[0 0 1 0], A,=[0 2 0 0], A,=[0 -1 0 O]

seklinde hesaplanir. Hesaplanan Kkatsayilar denklem (3.3)’de yerine yazilirsa
(Vs =%, ¥,5®) =21, y3,(t) =t} ¢oziim kiimesi elde edilir ki bu gdziimler

baslangi¢-deger probleminin tam ¢oziimleridir.

Ornek 4.1.3. (Thangmoon ve Pusjuso, 2010; Yiizbas1 vd., 2011; Gokmen ve Sezer,
2013a)

Tam ¢oziimii y,(t)=e" -1, y,(t)=2—€"" olan

yO ) +yP @)+ v, (t) +y,(t) =1
ys (t) -2y, (t) -y, (t) =0,

0<t<1

lineer diferansiyel denklem sistemini y,(0) =0, y,(0) =1,

baslangic kosullar1 altinda ele alalim. Burada
k=2 m=1 A=1 u=0, f,(t)=1 f,{)=0,Ri(t)=1 P3(t)=1 Py(t) =2,

P =1 R =L P30 =1 P4 =0, Py () =1dir

(3.18)’den sistemin temel matris denklemi
{POTB(l, 0)+P,TB(, O)B} A=F

seklinde ifade edilir. Boliim 3.1.4’de tanimlanan prosediir takip edilerek N =6,8,10

icin yaklasik ¢oziimler Maple 15 yardimiyla hesaplanmistir. Elde edilen yaklasik
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cozlimler literatiirde kullanilan diger yaklasim metotlar1 ile kiyaslanmaktadir.
Cizelge 4.1. ve Cizelge 4.2.’de tam ¢6zlim, diferansiyel transform (Thangmoon ve
Pusjuso, 2010), Bessel polinom (Yiizbasi vd., 2011) ve Taylor polinom metodu ile
elde edilmis yaklasik ¢oztimler ile karsilastirilmistir.

Cizelge 4.3. ve Cizelge 4.4.°de N ’in farkli degerleri i¢in ad1 gegen metotlar ile elde

edilmis mutlak hata fonksiyonlar1 € ’ler kiyaslanmis ve Sekil 4.1. ve Sekil 4.2.”de

ayni diizlemde cizdirilmistir. Cizelge 4.1.-4.4., Sekil 4.1. ve Sekil 4.2.’den elde
edilen verilere gore Taylor polinom metodu (Gokmen ve Sezer, 2013) gercek
¢oziime, diferansiyel transform metot (Thangmoon ve Pusjuso, 2010) ve Bessel
polinom metotdan (Yiizbasi vd., 2011) daha yakin ¢dziimler vermektedir. Ayrica N
degeri arttikca Taylor polinom metodu ile elde edilen sonuglarin tam ¢6ziime daha
yakin oldugu gozlemlenmistir. Cizelge 4.5.te N =6,8 icin ¢6ziimin dogrulugu
incelenmistir. Ayrica Cizelge 4.6., Cizelge 4.7., Sekil 4.3. ve Sekil 4.4.’te de
N =8

metodun mutlak hatasi icin farkli araliklarda incelenmistir. Sonuglar

dogrultusunda ¢6ziimiin arandig1 ¢ e[a,b] noktasini kapsayan en kiiciik aralikta

hatanin diger araliklara gére daha az oldugu gozlemlenmistir.

Cizelge 4.1. Ornek 4.1.3%iin y,(t) ¢dziimlerinin karsilastirilmasi

Transform Bessel
Tam Co6ziim Metot Polinom Metot Taylor siralama metodu

ti yl(ti) = -1 N =6, yl,ﬁ(ti) N =6, y1,6(ti) N =6, YLG(ti) N =10, Y110 (ti)

0 0 0 0 0 0

0.2 | -0.181269246922 | -0.16569377777 | -0.18151351351 | -0.18126927538 | -0.18126924692
0.4 | -0.329679953964 | -0.27847111111 | -0.32994594594 | -0.32967997178 | -0.32967995396
0.6 | -0.451188363905 | -0.34969200000 | -0.45113513513 | -0.45118837658 | -0.45118836390
0.8 | -0.550671035882 | -0.38436977777 | -0.55091891891 | -0.55067106945 | -0.55067103588
1 -0.632120558828 | -0.39861111111 | -0.63513513513 | -0.63211987225 | -0.63212055884
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Cizelge 4.2. Ornek 4.1.3’iin y, (t) ¢oziimlerinin karsilagtirilmas

Transform Bessel
Tam Co6ziim Metot Polinom Taylor siralama metodu
Metot
t Y,(t)=2-¢" N =6, y,4(t) N =6 y(t) N=6 Y,,(t) N =10, ¥,5(t)
0 1 1 1 1 1
0.2 | 1.1812692469220 | 1.1835954666 | 1.1812692753 | 1.181269275381 | 1.181269246921
0.4 | 1.3296799539643 | 1.3465472000 | 1.3296799717 | 1.329679971786 | 1.329679953962
0.6 | 1.4511883639059 | 1.5056872000 | 1.4511883765 | 1.451188376582 | 1.451188363904
0.8 | 1.5506710358827 | 1.6826154666 | 1.5506710694 | 1.550671069450 | 1.550671035886
1 1.6321205588285 | 1.9125000000 | 1.6321198722 | 1.632119872256 | 1.632120558841

Cizelge 4.3. Ornek 4.1.3’iin e y (1) mutlak hata fonksiyonlarinin N = 6,8,10 degerlerinde

niimerik sonug¢lari

Transform Metot Bessel Polinom Taylor siralama metodu
Metot

| € (ti ) €6 (ti ) €16 (ti ) €18 (ti ) €110 (ti )
0 0 0 0 0 0
0.2 | 1.5575e-002 2.8460e-008 2.845945e-008 3.437e-011 8.6e-013
0.4 | 5.1209e-002 1.7820e-008 1.782165e-008 3.836e-011 2.07e-012
0.6 | 1.0150e-001 1.2668e-008 1.267680e-008 5.040e-011 1.37e-012
0.8 | 1.6630e-001 3.3538e-008 3.356743e-008 7.267e-011 3.31e-012
1 2.3351e-001 6.8657e-007 6.865716e-007 1.26584e-009 1.242e-011

Cizelge 4.4. Ornek 4.1.3’iin e,, (t) mutlak hata fonksiyonlarimn N = 6,8,10 degerlerinde
niimerik sonuglari

Transform Metot Bessel Polinom Taylor siralama metodu
Metot

t; €26 (ti ) €6 (ti ) €6 (ti ) €8 (ti ) €510 (ti )
0 0 0 0 0 0
0.2 | 2.3262e-003 2.8460e-008 2.84595e-008 3.43e-011 0.7e-012
0.4 | 1.6867e-002 1.7820e-008 1.78216e-008 3.84e-011 2.1e-012
0.6 | 5.4499e-002 1.2668e-008 1.26768e-008 5.03e-011 1.5e-012
0.8 | 1.3194e-001 3.3538e-008 3.35675e-008 7.27e-011 3.2e-012
1 2.8038e-001 6.8657e-007 6.865717e-007 1.2659e-009 1.24e-011
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Sekil 4.1. Ornek 4.1.3%iin ey (t) mutlak hata fonksiyonlarmin N =6,8,10 degerleri i¢in

karsilastirilmasi

iy
10
|6 e (t) -Transform metat :
0] e e (tj Bessel metot (i 1T prooes [
—4— B (t) Taylar siralama metodu
e | = e (tj Taylor siralama metodu
= e B D(t) Taylor siralama metodu
u_'.N -] o :

Sekil 4.2. Ornek 4.1.3%iin e, y (t) mutlak hata fonksiyonlarimin N =6,8,10 degerleri igin

karsilastirilmasi
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Cizelge 4.5. Ornek 4.1.3’iin N =6,8 icin ¢oziimlerinin dogrulugu

Taylor siralama metodu

ti E1,6 (tl ) E1,8 (tl ) E2,6 (tl ) E2,8 (tl )

0 0 0 0 0

0.2 | 0.128e-014 0.4e-010 0.7282426675e-007 0.73193894e-010
0.4 | 0.4096e-013 0.8e-010 0.66224615e-007 0.4441007e-010
0.6 | 0.31104e-012 0.12e-009 0.9972312e-007 0.1616883e-009
0.8 | 0.131072e-011 0.16e-009 0.2908e-006 0.599938e-009

1 0.4e-011 0.20e-009 0.142457679e-004 0.3875268e-007

Cizelge 4.6. Ornek 4.1.3’iin €.¢(t;) hata fonksiyonunun farkli arahklarda niimerik sonuglar

Cizelge 4.7. Ornek 4.1.3’iin e,5(t;) hata fonksiyonunun farkli arahklarda niimerik sonuglari

Taylor siralama metodu

[0,1] araliginda | [-1,3] arahiginda | [-2,5] araliginda

t | estt) e, (t) &, (t)

0 |0 0 0

0.2 | 3.437e-011 0.328203e-006 0.38648148e-004
0.4 | 3.836e-011 0.696805e-006 0.64842987e-004
0.6 | 5.040e-011 0.566291e-006 0.67259605e-004
0.8 | 7.267e-011 0.110589e-006 0.46476664e-004
1 1.26584e-009 0.122400e-006 0.12661370e-004

Taylor siralama metodu

ti [0,1] araliginda [-1,3] araliginda | [-2,5] araliginda
€5(t;) €s(t;) es(t;)

0 0 0 0

0.2 | 3.43e-011 0.32822e-006 0.3864814e-004
0.4 | 3.84e-011 0.69680e-006 0.6484298e-004
0.6 | 5.03e-011 0.56629e-006 0.6725960e-004
0.8 | 7.27e-011 0.11058e-006 0.4647666e-004
1 1.2659¢-009 0.12240e-006 0.1266138e-004
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s | 5 [0,1] araliginda B ,Bm
—4— [-1.3] araliginda By S(ﬂ
—g— [-25] araliginda e, Sit)

10® [~ [0.1] araliginda e, (] ]
— [1.3] araliginda e, (1) in E
o | —o— [-25] araliginda e, o)

Sekil 4.4. Ornek 4.1.3’iin e, (t) mutlak hata fonksiyonunun farkh araliklar i¢in karsilagtirilmas
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Ornek 4.1.4. (Davies ve Crann, 1999; Akyiiz ve Sezer, 2003)

Bu boliimiin son 6rnegi olarak tam ¢éziimii,

y,t)=e"+3e" -3, y,(t)=—(1/2)e" +(3/2)e "> -1+t

olan

yO®)+yP ) +y, ) =t—e",
yOO) +4yP(t) +y,(t) =1+2¢,  0<t<],
yl(o) :11 yz(o) = 01

baslangi¢-deger problemini diisiinelim. (3.18)’den sistemin temel matris denklemi
{POTB(l, 0)+P,TB(10) Bl} A=F

seklindedir. Boliim 3.1.4’deki prosediirii uygulayarak N =5,7,10 degerleri i¢in

Taylor polinom ¢6ziimleri sirasiyla,

¥, (t) =1-2t+0.6665429598t* — 0.1843402211t> + (0.4095180302e —1)t*

—~(0.5694828091e — 2)t°,
Y5 (t) =t —0.16660539051 + (0.7365566401e —1)t* — (0.1894354950e — 1) t*

+(0.2757276764e — 2)t°,

Yy, () =1-2t+ 0.6666662214t° —0.1851801604t° + (0.4318550997¢ 1) t*

—(0.8373674385e — 2)t° + (0.1305192835¢ — 2)t° — (0.1297489179% —3)t7,
Y, (t) =t—0.1666664467t* + (0.7407158423¢ —1)t* — (0.2004962809¢ —1)t*

+(0.4084113717e — 2)t° — (0.6470362351e —3)t° + (0.6467460440e — 4)t,

ve
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Yoo (t) =1— 2t +0.6666666829t% — 0.1851854363t° + (0.4321163482¢ —1)t*

—(0.8443106326€ — 2)t° + (0.1410946829 — 2)t° — (0.2225960903¢ — 3)t”
+(0.4587929804e — 4)t° — (0.1296382293¢ — 4)t° + (0.2331859420¢ — 5) ™,
Yo10(t) =t —0.16666668521 + (0.7407437955¢ — 1)t° — (0.2006395778¢ —1)t*

+(0.4124238592¢ — 2)t° — (0.7134888939% — 3)t° + (0.1318266769e — 3)t”
—(0.4189317618e — 4)t° + (0.1603315221e — 4)t° — (0.3208042653¢ — 5)t™°

seklinde hesaplanir. Cizelge 4.8., Cizelge 4.9.da ve Sekil 4.5., Sekil 4.6.’da Stehfest
metot (Davies ve Crann, 1999),Chebyshev metot (Akyiiz ve Sezer, 2003) ve Taylor
siralama metodu ile elde edilen hata fonksiyonlarmin N =5,7,10 degerleri igin
kiyaslamalar1 verilmistir. Cizelge 4.8., Cizelge 4.9. ve Sekil 4.5., Sekil 4.6.’dan
Taylor siralama metodla elde edilen sonuglarin diger metotlarla elde edilen

sonuclardan daha iyi oldugu gozlemlenebilir. Ayrica Sekil 4.5. ve Sekil 4.6. gosterir

ki N degeri arttik¢a hatalar hizli bir sekilde azalmaktadir.

Cizelge 4.8. Ornek 4.1.4’iin ey (1) mutlak hata fonksiyonlarmn N =5,7,10 degerlerinde

niimerik sonuglari

Chebyshev Stehfest metot Taylor siralama metodu

metot
t| es(t) es(t) es(t) e, (t) & (t)
0.1 4.510522e-005 6.7614e-005 5.9187308e-007 1.32192e-009 3.226e-011
0.2 7.985043e-005 8.4949e-005 1.01100986e-006 1.48840e-009 3.681e-011
0.5 9.719089e-005 3.18972e-003 1.09776099e-006 2.06118e-009 9.215e-011
0.8 8.006002e-005 5.20283e-003 9.0089427e-007 2.22850e-009 1.3808e-010
1 1.067677e-004 1.193776e-002 1.36592638e-005 3.23907e-008 2.7443e-010
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Cizelge 4.9. Ornek 4.1.4’iin e, v (t) mutlak hata fonksiyonlarmin N =5,7,10 degerlerinde

niimerik sonuclari

Chebyshev Stehfest metot Taylor siralama metodu

metot
t €5 (t) €5 (t) €5 (t) €7 (t) €210 (t)
0.1 2.247723e-005 8.4086e-006 2.93271808e-007 6.49969e-010 3.1571e-011
0.2 3.984701e-005 1.9575e-005 5.0133303e-007 7.263%-010 3.139%-011
0.5 4.890662e-005 2.242e-004 5.4595180e-007 1.00138e-009 7.246e-011
0.8 4.064222e-005 4.647e-004 4.5113956e-007 1.04729e-009 1.0270e-010
1 5.390356e-005 4.710e-004 6.75549902e-006 1.625132e-008 3.9660e-010

&, glt}-Chebyshey metot
IS(t)-Stehfest metot
&, 5lt)-Taylor pol. metot
B, I?(t)-Tag,rIDr pal. metat

10
—-
2 |
1o ——
—8—

-4

g N(t]l mutlak hata

Sekil 4.5. Ornek 4.1.4%iin e (1) mutlak hata fonksiyonlarnin N =5,7,10 degerleri igin

karsilastirilmasi
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10"
— &y c(t)-Chebyshev metot

—— Ezlsit)-Stehfest metot
5 | =4 By glt)-Taylor pol.metot

& o1t

—

---------------------------------------------

Ez,?':t Tavlor pol. metot
B gt Taylor pol. metot

Ez,mm mutlak hata

Sekil 4.6. Ornek 4.1.4’iin e, v (t) mutlak hata fonksiyonlarimn N =5,7,10 degerleri i¢in

karsilastirilmasi

4.2. Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayih Genisletilmis Lineer Diferansiyel-

Fark Denklem Sistemleri Ii¢in Ornekler

Bu kesimde, Bolim 3.2°de verilen yiiksek mertebeden degisken katsayili lineer

diferansiyel-fark denklem sistemi i¢in Taylor seri ¢oziimleri elde edilecektir.

Ornek 4.2.1. {lk olarak y,(0) =0, y,(0) =1 baslangi¢ kosullarina sahip

{w“ay4y90y+may—znar+ma—n—yxv4>=—ﬂ—2 _1<t<1

tyP O+ Y2 (0 - v, (0 -y, O -yt =D +y,(t-1) =t +1,

denklem sistemini ele alalim.
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Sistemin matris formu,

AU
1 21 )|y, | [1 -1|[wt-D] [-2t-2
-1 -1t 1} y& () {—1 1}{y2(t—1)}_{—t+1}

yz ()
seklindedir. Burada

y:(t)
1 -2 1 —t|| vy,(1)
-1 -1t J yO(t)
ys ()

D(t) {

sistemin diferansiyel kismi1 ve
1 -1 t-1

H(t) = y(t-1)
11 y,t-D

de sistemin fark argiimani igeren kismidir. Bu durumda N =2 ig¢in siralama

noktalar1 {t,=-1,t =0, t, =1} dir. Bélim 3.2.4’de sunulan ydntem uygulanarak,

siralama noktalar1 temel matris bagintisinda yerine yazilir ve kosul satirlar1 uygun

satirlarla degistirilirse,

2 2 3 35 -8 0
2 2 -3 0 0 1 2
|2 0 1 31 | - |2
W= , F=
2 1 -1 0 0 1 1
0 0 0 0 O
0 0 0 1 0 0] |1]

matrisleri elde edilir. [W;F] cebirsel denklem sistemi ¢oziildiigiinde Taylor katsay1

matrisi,
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A=[0 1 011 0]

seklinde hesaplanir. Boylece yaklasik ¢oziimler

yl,2 (t) :ta y2‘2 (t) :1+t

elde edilir. Bu ¢oziimler ayn1 zamanda sistemin tam ¢oziimleridir.

Ornek 4.2.2. ikinci 6rnegimizde tam ¢oziimii, y, (t) =t+e"*, vy, (t) =1+2e"" olan

Yit=1)+y; (-1 +y,(t-1) =¢,
Yi(t=1)-2y,(x=1) +y,(t-1) =t —¢'

denklem sistemini y,(-1) =0, Y,(-1) =3 kosullar1 altinda diisiinelim. Boliim 3.2.4
de sunulan yontem ile N =7,8,9 degerleri icin denklem sistemi yaklagik olarak
¢oziildigiinde, Cizelge 4.10. ve Cizelge 4.11.’deki niimerik sonuclar elde edildi.
Sekil 4.7. ve Sekil 4.8.’de y,(t), i=12 tam ¢oziimleri ve N =7,8,9 igin y,(t)
yaklasik ¢oziimleri aym diizlemde ¢izildi. Sekil 4.9. ve Sekil 4.10.°da ¢, i =12
hata fonksiyonlarmin grafiklerini N =7,8,9 degerleri i¢in c¢izdirdik. Cizelge ve
sekillerden goriilebilecegi gibi N degeri arttikga, yaklasik ¢oztimlerin tam

coziimlere yaklagmakta oldugu ve hata fonksiyonlarinin grafiklerinin sifir dogrusuna

yaklastig1 gozlemlenmektedir.
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Cizelge 4.10. Ornek 4.2.2’nin N =7,8,9 icin Yin (1) yaklasik ¢oziimleri ve mutlak hatalan

t Tamedzim () e, (t) Y15 (t) eat)  Yie(t) e, (t)

0.0 2.7182818 2.71826943 0.12397E-4 2.71828078 0.1040E-5 2.71828177 0.52E-7
0.1  3.1041660 3.10412954 0.36479E-4 3.10416238 0.3638E-5 3.10416579 0.225E-6
0.2  3.5201169 3.52002796 0.88963E-4 3.52010681 0.10104E-4 3.52011618 0.734E-6
0.3  3.9692966 3.96910404  0.192624E-3 3.96927228 0.24380E-4  3.96929464 0.203E-5
0.4  4.4551999 4.45481679  0.383175E-3 4.45514670 0.53263E-4 4.45519498 0.498E-5
0.5 4.9816890 4.98097456  0.714502E-3 4.98158111  0.107956E-3 4.98167787 0.112E-4
0.6 55530324 555176700  0.126541E-2 5.55282626  0.206156E-3 5.55300895 0.235E-4
0.7 6.1739473 6.17179920  0.214819E-2 6.17357245  0.374939E-3  6.17390089 0.465E-4
0.8  6.8496474 6.84612820  0.351926E-2 6.84899289  0.654565E-3 6.84955968 0.877E-4
0.9  7.5858944  7.58030202  0.559241E-2 7.58479097  0.110346E-2 7.58573535  0.1591E-3
1.0 8.3890560 8.38004011  0.865497E-2 8.38725139  0.180470E-2 8.38877779  0.2783E-3

Cizelge 4.11

. Ornek 4.2.2°nin N =7,8,9 i¢in y,(t) yaklagik ¢éziimleri ve mutlak hatalar

ti Tam QOZum y2,7 (tl ) e2,7 (tl ) y2,8 (tl ) e2,8 (tl ) y2,9 (tl ) e2,9 (tl )

0.0 6.43656365 6.436537952  0.25704E-4  6.436561509 0.2147E-5 6.436563470 0.186E-6
0.1 7.00833205 7.008256963  0.75085E-4  7.008324592  0.7456E-5 7.008331282 0.766E-6
0.2 7.64023385 7.640051551  0.182295E-3 7.640213214 0.20632E-4 7.640231452  0.2394E-5
0.3 8.33859334 8.338199851  0.393485E-3 8.338543690 0.49646E-4 8.338586968 0.6368E-5
0.4 9.11039993  9.109619041  0.780893E-3 9.110291687 0.108247E-3  9.110384783 0.15151E-4
0.5 9.96337814 9.961924737  0.145340E-2 9.963159103 0.219037E-3  9.963345007 0.33133E-4
0.6 10.9060648 10.90349475  0.257010E-2 10.90564712 0.41773E-3 10.90599707 0.6778E-4
0.7 119478948  11.94353732  0.435746E-2 11.94713586 0.75892E-3 11.94776352  0.13126E-3
0.8 13.0992949  13.09216418  0.713075E-2 13.09797126 0.132367E-2  13.09905202 0.24291E-3
0.9 14.3717888  14.36046825  0.01132063  14.36955922  0.222966E-2  14.37135655 0.43233E-3
1.0 15.7781122 15.76060671  0.01750549  15.77446819 0.364401E-2  15.77736830 0.74390E-3
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Sekil 4.7. Ornek 4.2.2°nin y, (t) tam ¢oziimii ile N

7,8,9 icin y, (1) yaklasik ¢éziimlerinin
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Sekil 4.8. Ornek 4.2.2°nin y, (t) tam ¢oziimii ile N

7,8,9 icin y, \ (1) yaklasik ¢oziimlerinin

kiyaslanmasi
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gerleri icin

7,8,9 de

Sekil 4.9. Ornek 4.2.2°nin g, y (t) mutlak hata fonksiyonlarimn N

karsilagtirilmasi

0018

gerleri icin

7,8,9 de

Sekil 4.10. Ornek 4.2.2’nin e, v (t) mutlak hata fonksiyonlarmn N

karsilastirilmasi
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4.3. Biyolojik Tiirlerin Bir Arada Yasamim1 Modelleyen Lineer Olmayan Delay
Integro-Diferansiyel Denklem Sistemi i¢in Ornekler

Bu boliimde modifiye edilmis Taylor siralama metodunun dogrulugunu ve etkinligini
belirtmek amaci ile sayisal ornekler verilmistir. Verilen araliklarin segilmis

noktalarinda Y, (t), i=12, tam ¢oziimleri, y;(t),1=12, yaklasik ¢dziimleri ve
e () :‘yi ®)-Yin (t)‘, i =1,2, mutlak hata fonksiyonlar1 hesaplanmis ve sonuglar

tablo ve sekillerle gosterilmistir. Ayrica sonuglar, Adomian decomposition (ADM)
(Babolian ve Biazar, 2002), varyasyonel iteration (VIM) ve pseudospectral Legendre
metot (PLM) (Shakeri ve Dehghan, 2008) ile elde edilen sonuglarla

karsilastirilmistir.

Ornek 4.3.1. {lk olarak tam ¢dziimii y,(t) =t, y,(t) =1 olan

)=t =1 h=h=1 y=7=1 T,=1, o =0, a,=1 g,({)=1+t ve
g,(t) = g — 2t ile tanimlanan sistemi ele alalim.

Bolim 3.3.3’de sunulan Taylor siralama metodu N =2 i¢in uygulandiginda

y,(t)=t, y,(t) =1 tam ¢dziimlerine ulasilir.

Ornek 4.3.2. (Shakeri ve Dehghan, 2008) ikinci ornegimizde tam ¢oziimleri
y,t)=-3t+1 y,(t)=t>-t olan ve f(t)=1 f,(t)=t-1 h =1 h =2

1,72=1, TO:%, a, =1 a,=0, gl(t)=—§t3+4—9t2+£t—§ ve

73 2 "12° "12 6

g,(t) = %ﬁ — %tz + gt —1 verileri ile tanimlanan sistemi ele alalim.

Boliim 3.3.3°deki yontemi uygulayarak sistemin Taylor polinom ¢6ziimii N =5,6,7
icin hesaplanmustir. Cizelge 4.12., Cizelge 4.13. ve Sekil 4.11., Sekil 4.12.’de,
VIM’dan, ADM’den ve PLM’den ve N =5 icin hesaplanan Taylor siralama

metodundan elde edilen mutlak hatalar karsilastirilmistir. Ayrica Cizelge 4.14.,
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Cizelge 4.15. ve Sekil 4.13., Sekil 4.14.’de farkli N degerleri igin uygulanan Taylor

siralama metodu ile elde edilen yaklasik ¢oziimler sunulmustur. Tablo ve sekillerden

goriilecegi gibi Taylor siralama metodu ile elde edilen yaklasik ¢oziimler,

tam

¢Oziime diger metotlarla elde edilen yaklasik ¢oziimlerden daha yakindir ve N

kesme sinir1 biiylidiik¢e, mutlak hata hizli bir sekilde azalmaktadir.

Cizelge 4.12. Ornek 4.3.2°nin vy, (t) ¢6ziimii icin Taylor siralama metodu, ADM, VIM ve PLM
ile elde edilen mutlak hatalarin karsilastirilmasi

VIM ile elde | ADM ile elde edilen | PLM ile elde edilen | N=5 igin Taylor
Tam ¢oziim edilen mutlak hata | mutlak hata degerleri | mutlak hata degerleri siralama  metodu
degerleri ile elde edilen
mutlak hata
t, y, () =-3t +1 e5(t)
0.10 | 0.700000000000000 0.3151885369e-3 | 0.109175381411e-3 | 0.198626164824e-12 | 0.le-14
0.20 | 0.400000000000000 0.4272891164e-3 | 0.178892082938e-3 | 0.323115399996e-12 | 0
0.30 | 0.100000000000000 0.4733131802e-3 | 0.108361785364e-3 | 0.361580649915e-12 | 0.17e-14
0.40 | -0.200000000000000 0.4855402332e-3 | 0.309482560599%¢-3 | 0.321317278395e-12 | 0.le-14
0.50 | -0.500000000000000 0.4743631682e-3 | 0.00135621442726 0.209620649247e-12 | 0.2e-14
0.60 | -0.800000000000000 0.4459812605e-3 | 0.00135621442726 0.337861262862e-13 | 0.2e-14
0.70 | -1.100000000000000 0.4368226112e-3 | 0.00637023644866 0.198890926677e-12 | O
0.80 | -1.400000000000000 0.5358143476e-3 | 0.01046626665686 0.481115145828e-12 | 0.1e-13
0.90 | -1.700000000000000 0.9100016161e-3 | 0.01522647918089 0.805591167355e-12 | 0.1e-13
1.00 | -2.000000000000000 0.1829471578e-2 | 0.01994495324168 0.116502362744e-11 | O

Cizelge 4.13. Ornek 4.3.2°nin y,(t) ¢oziimii icin Taylor siralama metodu, ADM, VIM ve PLM
ile elde edilen mutlak hatalarin karsilastirilmasi

VIM ile elde | ADM ile elde edilen | PLM ile elde edilen | N=5 i¢in Taylor
Tam ¢6ziim edilen mutlak hata | mutlak hata degerleri | mutlak hata degerleri | siralama metodu
degerleri ile elde edilen
mutlak hata
G y,(t) = tiz -t e,s(t)
0.10 | -0.090000000000000 | 0.3151885369e-3 | 0.109175381411e-3 | 0.198626164824e-12 | O
0.20 | -0.160000000000000 | 0.4272891164e-3 | 0.178892082938e-3 | 0.32311539999%6e-12 | O
0.30 | -0.210000000000000 | 0.4733131802e-3 | 0.108361785364e-3 | 0.361580649915e-12 | 0.le-14
0.40 | -0.240000000000000 | 0.4855402332e-3 | 0.309482560599e-3 | 0.321317278395e-12 | 0.le-14
0.50 | -0.250000000000000 | 0.4743631682e-3 | 0.00135621442726 0.209620649247e-12 | 0.2e-14
0.60 | -0.240000000000000 | 0.4459812605e-3 | 0.00135621442726 0.337861262862e-13 | 0.le-14
0.70 | -0.210000000000000 | 0.4368226112e-3 | 0.00637023644866 0.198890926677e-12 | 0.3e-14
0.80 | -0.160000000000000 | 0.5358143476e-3 | 0.01046626665686 0.481115145828e-12 | 0.3e-14
0.90 | -0.090000000000000 | 0.9100016161e-3 | 0.01522647918089 0.805591167355e-12 | 0.37e-14
1.00 0 0.1829471578e-2 0.01994495324168 0.116502362744e-11 0.459213e-14
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0025 Tl elde edilen mutlak hata ; ; ; :

4 ADM ile elde edilen mutlak hata |+ o P ]
o PLM ile elde edilen mutlak hata | i E k
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oot 1Y IS S U SO AU

0.018

0.014

0.012

0.01

0.00s

¥y () icin mutlak hata

0.006

0.004

0.002

Sekil 4.11. Ornek 4.3.2°nin farkh metotlarla elde edilen e, (t) mutlak hata fonksiyonunun

karsilastiriimasi

0.2
& VM ile elde edilen mutlak hata | ; ; ; ;
—4— ADM ile elde edilen mutlak hata | H H H .

0.18 o PLM ile elde edilen mutlak hata [ VT [ VT

B, (1 i i i i
016 = 250 ; : ! .

yz[’[j icin mutlak hata

Sekil 4.12. Ornek 4.3.2°nin farkh metotlarla elde edilen e, v (t) mutlak hata fonksiyonunun

karsilastirilmasi
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Cizelge 4.14. Ornek 4.3.2’nin e,y (t) mutlak hata fonksiyonunun N =5,6,7 degerleri i¢in

karsilastirilmasi

Taylor Siralama Metodu ile Elde Edilen Mutlak Hatalar

ti e5(t) &(t) e, ()
0.1 | 0.1e-14 0.9e-15 0.2e-16
02 |0 0.17e-14 0.1e-16
0.3 | 0.17e-14 0.24e-14 0.14e-16
0.4 | 0.1le-14 0.32e-14 0.1e-16
0.5 | 0.2e-14 0.39%-14 0.7e-16
0.6 | 0.2e-14 0.46e-14 0.6e-16
07 |0 0.5e-14 0

0.8 | 0.1le-13 0.5e-14 0

0.9 | 0.1e-13 0.6e-14 0.1e-15
10 | O 0.8e-14 0.1e-15

Cizelge 4.15. Ornek 4.3.2°nin g, (t) mutlak hata fonksiyonunun N =5,6,7 degerleri icin

karsilastirilmasi

Taylor Siralama Metodu ile Elde Edilen Mutlak Hatalar

t ez,s(ti) €26 (ti) €7 (t)
01 ]0 0.5e-16 0.2e-17
02 |0 0.1e-15 0

0.3 | 0.1e-14 0.1e-15 0.1e-16
04 | 0.1e-14 0.1e-15 0.le-16
0.5 | 0.2e-14 0 0.le-16
0.6 | 0.1e-14 0.1e-15 0.2e-16
0.7 | 0.3e-14 0.1e-15 0.2e-16
0.8 | 0.3e-14 0.1e-15 0.3e-16
0.9 | 0.37e-14 0.23e-15 0.32e-16
1.0 | 0.4592130396e-14 0.52420010192157e-15 | 0.8240483082682¢-16
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Sekil 4.14. Ornek 4.3.2°nin e, (t) mutlak hata fonksiyonunun N =5,6,7 i¢in karsilastiriimasi
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Ornek 4.3.3. (Shakeri ve Dehghan, 2008) Simdiki 6rnegimizde tam ¢oziimleri

V)=, y,(t)= %te“ olan  f,(t)=2t=3, f,(t)=t, h=h =2, 3 =y, =1
T, =%, a,=0,a,=0,

g,(t) =t {2—3tet —%et +%te;’_t +%e;_t]—2t ve

g,(t) = %e‘t (324t° —8t* + 325t +324) sistemi diisiiniildi.

Béliim 3.3.3°de sunulan Taylor siralama metodu N =7,8,9 i¢in uygulanarak Y,  (t)
ve Y, (t) yaklasik ¢oziimleri hesaplandi. Tam ¢dziimler, Taylor siralama metodu ve

diger yaklasim metotlari ile elde edilmis olan mutlak hatalarin karsilastirilmasi Sekil
4.15. ve Sekil 4.16.’da yapilmistir. Cizelge 4.16., Cizelge 4.17. ve Sekil 4.17.-Sekil
4.18.’de Taylor siralama metodunun farkli N degerleri i¢in mutlak hata degerleri

verilmistir. Ayrica, Cizelge 4.18.’de se¢ilmis noktalarda ¢oziimlerin dogrulugu

gosterilmistir.
0.05
Wil ile elde edilen mutlak hata | - ! ! !

0045 UTM ile elde edilen mutlak hata | v 1 1 i

’ 4 ADM ile elde edilen mutlak hata | ' ' '

ooa| © ELh-'Et)ileeldeedilenmutlakhata I S S S

Z 14 : : : :

1 S
= i i i i i i i i
. S S S
= ' ' | ' | ' ' '
e e e e N e e S
= i i i i i i i i
g 1 beeneos beseneos beenoas feueneos domnnees d-nneees -nnen
= E E | E | E E E

L e it ettt itk el il

' ' | ' | : * '

L R S e S ISttt ST

0.008 | ------b------- b b b doeeoee $--o- 4o T

: * '
5 5 3 o @& @ @ @
0.1 0z 0.3 0.4 0.4 0.6 a7 0.8 0.9 1

Sekil 4.15. Ornek 4.3.3%iin Yon (t) ¢0ziimii i¢in farkh metotlarla elde edilmis mutlak hatalarin

karsilastirilmasi
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yzm igin mutlak hata

0.0 Wi ile elde edilen mutlak hata | ; ; ; ¥+
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[: ':E' 1 1 1 !
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0s 1

Sekil 4.16. Ornek 4.3.3’iin Y, (t) ¢0ziimii i¢in farkh metotlarla elde edilmis mutlak hatalarin

karsilastirilmasi

Cizelge 4.16. Ornek 4.3.3’iin e, (t) mutlak hata fonksiyonunun N =7,8,9 degerleri i¢in

karsilastirilmasi

Taylor siralama metodu

4 Tam ¢6ziim Y, (t) € (ti) el,s(ti) €9 (t)

0.1 | -0.010000000000 0.5461790e-10 0.709735e-11 0.54621e-12
0.2 | -0.040000000000 0.14796565e-9 0.1432477e-10 0.103513e-11
0.3 | -0.090000000000 0.20549045e-9 0.1815547e-10 0.130287e-11
0.4 | -0.160000000000 0.2411574e-9 0.220830e-10 0.15896e-11
0.5 | -0.250000000000 0.3069964e-9 0.274994e-10 0.19494e-11
0.6 | -0.360000000000 0.4059928e-9 0.337797e-10 0.23863e-11
0.7 | -0.490000000000 0.4782768e-9 0.416153e-10 0.29375e-11
0.8 | -0.640000000000 0.5705779e-9 0.527492e-10 0.35725e-11
0.9 | -0.810000000000 0.12988953e-8 0.584030e-10 0.45035e-11
1.0 | -1 0.4714350e-8 0.7797e-11 0.8311e-11
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Cizelge 4.17. Ornek 4.3.3’iin e, (t) mutlak hata fonksiyonunun N =7,8,9 degerleri icin

karsilastirilmasi

Taylor siralama metodu

Tam ¢dziim Y, (t;)

€,:(t)

€ 2‘8(ti)

e2,9 (tl)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.04524187090180
0.08187307530780
0.11112273310226
0.13406400920713
0.15163266492816
0.16464349082821
0.17380485632699
0.17973158564689
0.18295634688327
0.18393972058572

0.434756143e-8
0.349666241e-8
0.21396338e-8
0.24005294e-8
0.15742853e-8
0.9457157e-9
0.24452969¢e-8
0.45216675€e-8
0.408948078e-7
0.748574986e-7

0.16058984e-9
0.11001843e-9
0.872505e-10
0.784700e-10
0.512789%-10
0.553099¢-10
0.220715e-10
0.405498e-10
0.902790e-10
0.60301322e-8

0.594778e-11
0.382128e-11
0.34042¢-11
0.26107e-11
0.21271e-11
0.16516e-11
0.11407e-11
0.15007e-11
0.44028e-11
0.2518797e-9
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7,8,9 degerleri icin

Sekil 4.17. Ornek 4.3.3’iin e, (t) mutlak hata fonksiyonunun N

karsilastirilmasi

7,8,9 degerleri icin

Sekil 4.18. Ornek 4.3.3%iin e, (t) mutlak hata fonksiyonunun N

karsilagtirilmasi
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Cizelge 4.18. Ornek 4.3.3’lin N =8,9 degerleri i¢in ¢éziimlerinin dogrulugu

b El,8 (ti ) E.I.,Q (ti ) Ez,s (ti ) E2,9 (ti )

0 |0 0 0 0

0.1 | 0.806584461e-10 0.255e-10 0.86000006e-9 0.6000517404e-10
0.2 | 0.719508141e-10 0.532e-10 0.47999997e-9 0.1999601427e-10
0.3 | 0.343505686e-9 0.220e-9 0.18000124e-9 0.2007735870e-10
0.4 | 0.364979109e-9 0.15e-9 0.5998097e-10 0.6059128040e-10
0.5 | 0.446603860e-9 0.16e-9 0.10015322e-9 0.1028384404e-9
0.6 | 0.48728944e-9 0.10e-9 0.26081783e-9 0.5009288648¢e-10
0.7 | 0.6897561e-9 0.39e-9 0.2767199¢e-9 0.905070594e-11
0.8 | 0.2655416e-9 0.21e-9 0.18906488e-8 0.1915105741e-9
0.9 | 0.449297e-9 0.2e-9 0.68306403e-8 0.1838402061e-9
1 0.781939%e-8 0.7e-9 0.183328948e-6 0.8389655597e-8

4.4. Lineer Olmayan Ikinci Mertebe Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Sinr

Deger Problemi i¢in Ornekler

Bu boliimde modifiye edilmis Taylor siralama metodunun dogrulugunu ve etkinligini
belirtmek amaci ile sayisal ornekler verilmistir. Verilen araliklarin segilmis
noktalarinda vy (t), =12

tam ¢ozimleri, vy, (t),i=12 yaklagik ¢oziimleri,

¢oziimlerin dogrulugu ve mutlak hata fonksiyonlar1 hesaplanmis ve sonuglar tablo ve
sekillerle gosterilmistir. Ayrica sonuglar, Bolim 3.4’de belirtilen diger niimerik

metotlarla karsilastirilmistir.

Ornek 4.4.1. (Lu, 2007; Saadatmandi vd., 2009; Gékmen ve Sezer, 2013b)
Ik olarak y,(0)=y,(1) =0, Y,(0)=y,(1)=0

siir kosullarina sahip

y, (1) +ty, () +ty,(t) =2,
y, (1) +2ty,(t)+2ty,(t) =2

lineer ikinci mertebe sinir deger problemini diigiinelim. Problemin tam ¢oziimleri

sirast ile y,(t)=t> -t ve vy,(t)=t—t* dir. Eger sisteme Bolim 3.4’de tanimlanan
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metot N =2 i¢in uygulanirsa, siralama noktalar {to =0,t =%, t, =1} seklinde

hesaplanir ve denklem (3.80)’den problemin temel matris gosterimi

[T(t)B® +tT(1)]Y, +tT(1)Y, =2,
2AT()Y, +[T(t)B? + 2tT ()Y, =-2.

seklinde ifade edilir. Denklem (3.83)’den sistemin kapali formu

t t2 2+t t  t? t 2
P(t) = ) +3 2 . fO=
2t 2t 2t 2t 2t 2+2t -2

olmak tlzere

PA)Y =f(t)

seklinde yazilir. Bu temel matris denklemi i¢in arttirtlmig matris

002000000 000000000 ; 2
000002000 000000000 ; -2
000000+ 21l ys0000; 2
(W] = 2 4 8 2 4 8
0000001 -1 122%900000; 2
2 4 2 4
000000O0O0 O O0O0O 3111 ; 2
00000000 O 0O O 2 2 2 -2

seklindedir. Denklem (3.85) ve (3.86)’den sinir kosullarin matris gosterimi,

1 00 00O ;O
[‘]0’0]: . ’

000100 ;0

111000 ;0
[‘]1;0]: .

0O 00111 ;0

seklinde olup, kosullara bagli yeni arttirilmis matris
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1 00 000 O O OO OOOOOODO 0
00 00 0O 0O OO OOTO 0 0O 0
0 000O0CO A 0 00O0OTO O 2
[V_VIE] _ 2 4 8 2 4 8
0 00O0OT 01 11 1 19 0 00O0O0OTO0; -2
2 4 2 4
0000OOOOOOO OOTI111 0 0
0 0000O0O0OO0OOOTO OO 0 11 0 |

sekline gelir. Sistem ¢oziilerek Taylor katsayilar matrisi

T

Y=[0 -1 1 0 1 -]

veya

T

Y,=[0 -1 1], Y,=[0 1 -1]

seklinde elde edilir. Elde edilen bu siitun matrisler denklem (3.76)’de yerine

yazilarak,
BN =t*—t, y,()=t-t’

seklinde Taylor polinomu cinsinden ¢6ziim kiimesi elde edilir ki bu c¢oziimler

sistemin tam ¢oziimleridir.

Ornek 4.4.2. (Lu, 2007; Gokmen ve Sezer, 2013b)
Ikinci 6rnekte y,(0) =y,() =0, Y,(0)=Y,(1) =0 smir kosullari altinda

{ WO-t, O+nO=0O. o _

y2” (t)+t y1’ t)+ Y1 ® Y, = fz ®),

lineer olmayan  sistemini  distinelim. Burada  f(t)=t*-2t>+6t Ve
f,()=t°—t* + 2t +t> —t+2 dir. N =3 i¢in Boliim 3.4’deki yontem uygulandiginda,

y,t)=t—t, y,(t)=t*—t tam ¢dziimlerine ulasilir.
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Ornek 4.4.3. (Geng, 2007; Dehghan v.d. 2007; Gokmen ve Sezer, 2013b)

Simdiki 6rnekte

f (t) =—2(L+t) cos(t) + 7 cos(zt) + 2t sin(zt) + (4t — 2t> — 4)sin(t),
f,(t) =—4(t—1) cos(t) + 2(-t* +t*> — 2)sin(t) + (1— z*) sin(xt)

olmak tizere lineer ikinci mertebe,

Yy (0)+ Y, (€) +ty, () + Y, (©) +2ty, (t) = £, (1),

Yo (£)+ Y, (1) +2ty, @) +t7y, (1) = f,(1), 0<t<1
¥;,(0)=V,1) =0, y,(0)=y,(1) =0

siir-deger problemini diistinelim. Sistemin tam ¢cozimil
y,(t) =2@-t)sin(t), v, (t)=sin(zt) olmak iizere Taylor siralama metot N =10,20
i¢in uygulanarak vy, (t) ve Yy, (t) yaklasik ¢oziimleri hesaplanmustir. Cizelge 4.19.
ve Cizelge 4.20.°de N =10,20 i¢in Taylor siralama metot, Geng’in (2007)

tanimladigi  metot, sinc-siralama metot ile elde edilen mutlak hatalar
karsilastirilmistir. Tablolardan elde edilen sonuclara gore Taylor siralama

metodunun, tam ¢oziime diger metotlardan daha yakin oldugu agikca goriilmektedir.

Cizelge 4.19. Ornek 4.4.3%iin Y, (t) ¢oziimii i¢in mutlak hatalar

Geng metot Sinc-siralama metot Taylor siralama metodu
t. eplt)  eat) €50(t) € o (t) €50(t) € o (t)
0.08 | 3.3e-003  8.0e-004 3.2e-003 3.0e-004 0.5e-007 0.1e-009
0.24 | 7.7e-003  1.9e-003 9.2e-004 8.5e-005 0.12e-006 0
0.40 | 9.7e-003  2.4e-003 2.0e-003 3.5e-004 0.16e-006 0.1e-009
0.56 | 9.5e-003  2.4e-003 2.2e-004 2.6e-004 0.16e-006 0.1e-009
0.72 | 7.3e-003  1.8e-003 4.1e-003 2.0e-004 0.14e-006 0.3e-009
0.88 | 3.4e-003  8.0e-004 1.0e-002 2.6e-004 0.9e-007 0.1e-009
0.96 | 1.1e-003  2.0e-003 2.1e-003 2.6e-003 0.4e-007 0.2e-010
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Cizelge 4.20. Ornek 4.4.3%iin Y, (t) ¢éziimii i¢in mutlak hatalar

Geng metot Sinc-siralama metot Taylor siralama metodu
t, () () €10 (%) €5 (%) €10 (%) €5 (%)
0.08 | 7.7e-003  1.9e-003 1.5e-003 2.0e-003 0.86e-007 0
0.24 | 2.0e-002  5.1e-003 7.0e-003 9.8e-004 0.23e-006 0
0.40 | 2.7e-002 7.1e-003 7.4e-003 1.1e-003 0.35e-006 0.5e-009
0.56 | 2.7e-002  6.9e-003 1.0e-002 1.4e-003 0.45e-006 0
0.72 | 2.0e-002  5.2e-003 4.4e-003 5.5e-005 0.55e-006 0.7e-009
0.88 | 9.4e-003  2.4e-003 2.1e-002 7.7e-004 0.63e-006 0.14e-008
0.96 | 3.1e-003  8.0e-003 6.9e-003 8.3e-004 0.44e-006 0.18e-008

Ornek 4.4.4. (Saadatmandi v.d., 2009; Gokmen ve Sezer, 2013b)

Son drnegimiz

f (t) =—z’sin(xt) +tsin®(zt) +t* - 3t° + 2t,
f,(t) =t zcos(xt) +1° —3t* +8t—6

olmak iizere y,(0)=y,() =0, Y,(0)=y,() =0, sinir kosullarina sahip

{yl"(t)ﬂyz(t)“ylz(t)fl(t)’ 0<t<1

Y, (1) +ty) (©)+y,(t) = f, (1),

lineer olmayan sistemdir. Sistemin tam ¢dziimleri, Y, (t)=sin(zt) ve
y,(t) =t°—3t>+2t olmak iizere Boliim 3.4’deki yontem uygulanarak vy, (t) ve
Y, n (1) yaklasik ¢ozimleri N =6,8,10 igin hesaplanmustir. Cizelge 4.21. ve Cizelge

4.22.’de tam ¢oziimler ve Taylor siralama metodu ile elde edilen yaklasik ¢ozlimler
karsilastirilmistir. Sekil 4.19. ve Sekil 4.20.’de farkli N degerleri igin mutlak hatalar
gosterilmistir. Ayrica Cizelge 4.23.°de denklem (3.89) ve (3.90) ile verilen

¢cozlimlerin dogrulugunun kontrolii N =8,10 degerleri i¢in yapilmistir. Sonuglar

gostermektedir ki, N degerleri arttik¢a hatalar hizli bir sekilde azalmaktadir.
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Cizelge 4.21. Ornek 4.4.4%iin Y, (t) ¢bziimii i¢in niimerik sonuglar

Tam ¢oziim Taylor siralama metodu
t Y, (t,) =sin(zt,) N=6, y,(t) N=8, y,t) N =10, y,(t)
0.1 | 0.3090169944 0.3085841093 0.3090243256 | 0.3090169105
0.2 | 0.5877852524 0.5869635288 0.5877994680 | 0.5877850874
0.3 | 0.8090169944 0.8077989920 0.8090382049 | 0.8090167485
0.4 | 0.9510565165 0.9494390161 0.9510845314 | 0.9510561908
05 | 1.0 0.9980106604 1.000034626 0.9999995978
0.6 | 0.9510565163 0.9487139849 0.9510973706 | 0.9510560420
0.7 | 0.8090169941 0.8063201981 0.8090635500 | 0.8090164533
0.8 | 0.5877852522 0.5848734949 0.5878372288 | 0.5877846485
0.9 | 0.3090169936 0.3065966020 0.3090671066 | 0.3090163656
Cizelge 4.22. Ornek 4.4.4%iin Y, (t) ¢éziimii i¢cin niimerik sonuglar
Tam ¢oziim Taylor siralama metodu
t. y,(t)=t>-3t"+2t, N=6, y,t) N=8, y,t) N=10, y,,(t)
0.1 | 0171 0.1709254664 0.1710012938 0.1709999851
0.2 | 0.288 0.2878551222 0.2880025096 0.2879999712
0.3 | 0.357 0.3567941626 0.3570035593 0.3569999591
0.4 | 0.384 0.3837474041 0.3840043670 0.3839999500
0.5 | 0.375 0.3747185358 0.3750048635 0.3749999444
0.6 | 0.336 0.3357103322 0.3360049891 0.3359999430
0.7 | 0.273 0.2727258226 0.2730047107 0.2729999466
0.8 | 0.192 0.1917704189 0.1920039970 0.1919999550
0.9 | 0.099 0.09885500963 | 0.09900267529 | 0.09899996937
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Sekil 4.19. Ornek 4.4.4’iin e  (t) mutlak hata fonksiyonunun N =6,8,10 degerleri i¢in

karsilastirilmasi
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Tposfmommmpmmmmosrpommesmoeio ey () for Present method
' ' ' ' 4 85 4glt) for Present method
5% T T N s
0 % 3 % % % & & &

0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 049

Sekil 4.20. Ornek 4.4.4iin e,y (t) mutlak hata fonksiyonunun N =6,8,10 degerleri icin

karsilastirilmasi
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Cizelge 4.23. Ornek 4.4.4’iin N =8,10 degerleri icin ¢6ziimlerinin dogrulugu

t E1,8 (t) El,lO (t) E2,8 (t) EZ,lO (t)

0.1 | 0.38636283e-004 | 0.2717e-008 0.3897e-006 0.29997344e-009
0.2 | 0.2348542e-004 0.442e-008 0.2575e-006 0.28676425e-009
0.3 | 0.135312e-004 0.58e-008 0.1271e-006 0.50503154e-009
0.4 | 0.69530e-005 0.150e-007 0.360e-007 0.169243191e-008
0.5 | 0.2e-008 0.24e-007 0.171288e-009 0.193190512e-008
0.6 | 0.143913e-004 0.187e-007 0.1609e-006 0.196237761e-008
0.7 | 0.658243e-004 0.183e-007 0.1564e-005 0.52748838e-008
0.8 | 0.4209972e-003 0.218e-007 0.16807e-004 0.79202062e-008
0.9 | 0.41214521e-002 | 0.444069¢-004 0.24904e-003 0.200696419e-005

4.5. Gecikmeli Lotka-Volterra Av-Aver Modeli i¢in Ornekler

Bu béliimde, Boliim 3.5°de sunulan Taylor siralama metodunun etkinligi birkag
ornek tlizerinde gosterilmistir. Tablo ve figiirlerde, verilen araligin secilmis

noktalarinda farkli N degerleri i¢in y;(t),1=12 yaklasik ¢oziimleri ve

¢oziimlerin dogruluklart verilmigtir. Tiim niimerik hesaplamalar Maple 15

programlama dili kullanilarak elde edilmistir.

Ornek 4.5.1. (Song ve Wei, 2005) ilk olarak y,(0)=0.3, y,(0)=0.2 baslangig

kosullar1 altinda

0<t<300

{y{(t) =y, ()[1-y,(t-1.5)-05y,(1)],
Ya(t) = Y, [-1+ 2y, (t) -4y, ()]

sistemini ele alalim. Sistem E"=(0.9,0.2) pozitif denge noktasina sahiptir.

Bolim 3.5°de sunulan metot N =5,7 icin uygulandiginda,

yi,N(t)=Zym(t)“, i=12

108



kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklasik ¢oziimler elde edilir. N =5 igin
siralama noktalarmin  kiimesi  {t, =0,t, =60,t, =120,t, =180,t, = 240,t, = 300}

seklindedir. Sistem ¢oziilerek Taylor katsayilar matrisi

1 i 0.2
-0.00382 -0.7286x10°
0.5243x107™* 0.1752x10°®
Yl = 6 Yz = -8
-0.3309x10 —0.1485x10
0.9752x10°° 0.5309x107
| —0.1085x107 | | -0.6799x10™

seklinde hesaplanir.

Boylece, yaklasik ¢oziimler

y,5(t) =1-0.00382t + 0.5243x10*t* - 0.3309x10°t’
+0.9752x10°t* —0.01085x10t°,

Y,5(t) =0.2-0.7286x10°t + 0.1752x107°t* —0.1485x10°t*
+0.5309%10t* —0.6799x10 *t°

seklinde elde edilir.

Sekil 4.21.-Sekil 4.24.°de swasiyla Yy, 4(t), Y,5(t), y,,(t) ve y,,(t) yaklagik
¢oziimlerinin  grafikleri  verilmistir.  Sekil 4.21.-Sekil 4.24.’den  sistemin
E” =(0.9,0.2) civarinda salimim yaptig1 gézlenmektedir. Cizelge 4.24.°de N =5,7
icin E;(t), i=12 ile tanimlanan ¢dziimlerin dogrulugu incelenmistir. Cizelge
4.24., Sekil 4.25. ve Sekil 4.26.’dan N =7 ig¢in elde edilen sonuglarin N =5 ile elde
edilenlerden daha iyi oldugu goriilmektedir. Sekil 4.27. ve Sekil 4.28.°de N =5 ig¢in

(3.113) ve (3.114) denklemlerinin ¢dziimleri olan e, ve €,,, mutlak hata

tahminlerinin grafikleri yer almaktadir.

Ayrica, Sekil 4.29. ve Sekil 4.30.°da iyilestirilmis Taylor seri ¢o6ziimlerinin
(Yis+ ef 100 1=1,2) ve yaklasik ¢dziimlerin dogruluklart kiyaslanmustir.
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Sekil 4.21. Ornek 4.5.1’in Y15 (t) yaklasik ¢oziimii
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Sekil 4.22. Ornek 4.5.1’in Y, ¢ (t) yaklasik ¢oziimii

110



0.92
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Sekil 4.23. Ornek 4.5.1’in Y, , (t) yaklasik ¢éziimii

0200024

0.2
0.19955 1
0.159956
0.199584
019992
0.1959

0.19965

Sekil 4.24. Ornek 4.5.1’in Y, , (t) yaklasik ¢oziimii
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Cizelge 4.24. Ornek 4.5.1’in N =5,7 degerleri i¢in ¢oziimlerinin dogrulugu

Present method

ti E1,5 (tl ) El,7 (tl ) E2,5 (tl ) E2,7 (tl )
30 | 0.023154277153 0.7874583 e-002 0.9840775 e-002 0.3372462 e-002
70 | 0.2102181 e-002 0.1085162 e-002 0.9218143 e-003 0.4705019 e-003
110 | 0.8462340 e-003 0.3746960 e-003 0.3706696 e-003 0.1621563 e-003
130 | 0.6418742 e-003 0.2873249 e-004 0.2806356 e-003 0.1244019 e-004
170 | 0.4907989 e-003 0.2197137 e-004 0.2145844 e-003 0.9513372 e-004
230 | 0.6408559 e-003 0.3306055 e-003 0.2806183 e-003 0.1431919 e-003
260 | 0.1759777e-002 0.1589577 e-003 0.7684206 e-003 0.6881750 e-004
280 | 0.2769076e-002 0.1574326 e-002 0.1207487 e-002 0.6804457 e-003

Sekil 4.25. Ornek 4.5.1°in Yin (1), N =5,7 yaklasik ¢6ziimii icin E,  (t) ile tammh ¢6ziimlerin

0.03

002+

dogruluklarimin karsilastirilmasi
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Sekil 4.26. Ornek 4.5.1°in y, (t), N =5,7 yaklagik ¢dziimii icin E, \ (t) ile tammh ¢oziimlerin

dogruluklarimin karsilastirilmasi

n_uas—:
l].lB;
0.025
n_m—:
u_u15—:
0.01-

50 100 150 200 250 e

Sekil 4.27. Ornek 4.5.1’in m=10i¢in e ; mutlak hata tahmini
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0. (MNH12

Sekil 4.28. Ornek 4.5.1’in m=10i¢in e, , mutlak hata tahmini

T . Dizel. T: i ciz. - o
LT T T Tayter stagne. dotpuotrs A8

Sekil 4.29. Ornek 4.5.1°in Yis (t) Taylor seri ¢oziimiiniin ve iyilestirilmis Taylor seri ¢éziimiiniin

dogrulugu
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Sekil 4.30. Ornek 4.5.1’in Y, 5 (t) Taylor seri ¢oziimiiniin ve iyilestirilmis Taylor seri ¢oziimiiniin

dogrulugu

Sekil 4.29. ve Sekil 4.30.’dan goriilecegi lizere iyilestirilmis Taylor seri ¢oziimlerinin

dogrulugu, Taylor polinom ¢dziimlerinin dogruluguna kiyasla daha iyidir.

Ornek 4.5.2. (Song ve Wei, 2005) Bu béliimiin son érnegi olarak y,(0)=0.3,
y,(0) =0.9 baslangi¢ kosullar1 altinda

{)ﬁ'(t): yl(t)[l_ yl(t—2)—y2(t)], 0<t<500
y5 (1) =y, () [-1+3y, (1) -y, (1)],

E” =(0.5,0.5) pozitif denge noktasina sahip sistemi ele alalim.

Boliim 3.5 de sunulan yontem N =6 i¢in uygulandiginda, Sekil 4.31. ve Sekil
4.32.’de verilen Taylor polinom ¢dziimleri elde edilmistir. Yaklasik ¢oziimlerin

grafiklerinden tiirlerin denge noktasi civarinda hareket ettigi gozlenmektedir.

(3.113) ve (3.114) denklemlerinin ¢oziimleri olan e, ve e,, mutlak hata

tahminlerinin N =6 i¢in grafikleri Sekil 4.33. ve Sekil 4.34.’de verilmistir.
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Sekil 4.31. Ornek 4.5.2°nin Y16 (t) yaklasik ¢oziimii
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Sekil 4.32. Ornek 4.5.2’nin Y,6(1) yaklasik ¢oziimii
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Sekil 4.33. Ornek 4.5.2’nin m =8 icin e, ; mutlak hata tahmini

Sekil 4.34. Ornek 4.5.2’nin m=38 igin e, mutlak hata tahmini
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N =6 icin iyilestirilmis Taylor seri ¢oziimleri ile yaklasik ¢oziimlerin dogrulugu

Sekil 4.35. ve Sekil 4.36.’da grafiklerle sunulmustur.

B Diizek Taylos seri ciz. doinugu
_ E_1,6 Taylos sesi gz doigubui

ekil 4.35. Ornek 4.5.2°nin t) Taylor seri ¢coziimiiniin ve iyilestirilmis Taylor seri
Yie Yy

¢Oziimiiniin dogrulugu
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oooooo Dizelt. Tayhor seri coz. dofniuiu
B E_2.6 Taylor sen ¢oz. dognuiu

Sekil 4.36. Ornek 4.5.2 nin Y, (t) Taylor seri ¢oziimiiniin ve iyilestirilmis Taylor seri
¢oziimiiniin dogrulugu
Sekil 4.35. ve Sekil 4.36.’dan goriilecegi lizere iyilestirilmis Taylor seri ¢ozlimlerinin
dogrulugu, Taylor polinom ¢odziimlerinin dogruluguna kiyasla daha iyidir.
Bu boliimde verilen sayisal drnekler incelendiginde, her iki Ornekte de yaklasik
¢oziimlerin E~ denge noktasi civarinda salmim yaptigi gozlenmistir. Kalan
dogrulama (residual correction) prosediirii uygulandiginda, mutlak hatalar tahmin

edilebilmektedir. Ustelik, herhangi bir norm igin minimum mutlak hatay1 veren

optimal N belirlenebilir.
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezin amaci, yiiksek mertebeden lineer diferansiyel-fark denklem sistemleri ile
biyoloji, ekoloji, tip alanlarinda sik¢a karsilasilan lineer olmayan fonksiyonel
denklem sistemleri i¢in Taylor polinomuna dayali siralama yontemi olusturarak
sistemlerin Taylor seri ¢oziimlerini bulmaktir. Sunulan metodun her sistem icin hata
hesab1 yapilmig ve ¢oziimlerin dogrulugu incelenmistir. Ayrica, sistemlerin tam
¢ozlimlerinin bilinmedigi durumlar i¢in kalan dogrulamasi (residual correction)
prosediirii verilmistir. Incelenen problemler sonucunda, Taylor matris metodun

avantajlar1 ve dezavantajlari su sekilde siralanabilir:

1. Yontem hem yiiksek mertebeden lineer diferansiyel-fark denklem sistemlerine
hem de lineer olmayan fonksiyonel modellere kolayca uygulanabilmektedir.

2. Taylor matris metodunda en iyi yaklasimi elde edebilmek i¢in N kesme siniriin
tayini biiyiik 6nem tasimaktadir. N 'nin kii¢iik alinmasi durumunda bulunan ¢6ziim
istenilen dogrulukta olmayabilir. N'nin ¢ok biiylik secilmesi durumunda da
bilgisayarda islem yiikii artacagindan, bilgisayar programlari daha yavas sonug
vermektedir. N degeri yeteri kadar biiyiik segilmesi durumunda, ¢6ziime o kadar iyi
yaklagim saglanir.

3. Sistemin vy, (t), i=1,...,k tam ¢oziimlerinin polinom olmast durumunda, yontemin
kesme smir1 N >deg(y, (t)) secildiginde, tam ¢6ziim elde edilir.

4. Bilgisayar yuvarlama hatalarini azaltmak icin islem basamak sayisinin (digits)
yiiksek se¢ilmesi onemlidir.

5. Tam ¢6ziimiin bilinmedigi durumlarda, kalan dogrulamasi (residual correction)
verilen sistemler icin diizenlenerek, hata tahmini yapilabilir. Ustelik, bu prosediir ile

minimal mutlak hatay1 veren optimal N hesaplanir.
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Bu yontem daha sonraki g¢alismalar igin, farkli viskoelastik sistemlere ve kismi
diferansiyel denklem sistemlerine uygulanabilir. Ayrica siralama metodunda farkli

rasyonel fonksiyonlar kullanilabilir.
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