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DZET
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iXi- PARAMETRELI HAREKETLERIN
KINEMATIK ANALIZI
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Fen Bilimleri tnstitisi
Matematik Anabilim Dah

1992, Sayfa: 66

Bu galigmada, bir-parametreli By ve iki-parametreli By~ hareketleri ile bunlarin
kinematik ozellikleri ayrinhly olarak incelenmistir.

Cahigmamn bivinel bolimiinde, ternel kavramlar ve konuya agikhk getiren baz
tearermler verilmigtir. ’

[kinci biliimde diferensiyel formlar olarak Paff-formlart ele shmponlarin dig
carpimlara badly olarak dig tirevleri tammlanmishr.

Ugiinei biiliimde 1ki- parametreli hareketler altinda pol nokialari, bunlarin pol
edrileri ve E-hareketli dizleminde bir g dodrusu ile E'-sabit dizleminde bir ¢° dofrusu
meydana gelmistir

Dirdincii boliim; 1ki-parametreli hareketlerin kutup eksenleri, kutup eksenleri
dontzimiiniin yodunluk dedizmez)idi, kutup eksenleri dontigiimii, ve kutup eksenleri yodun-
tudu s1fir olan hareketler incelenmis elup, bunlara badh baz1 teoremler ifade edilmistir.

Bezinci biliirn olarak, bir edri elementini ¢izen noktalar incelenmig, bir ¥
noktasimn E ve E'-diizlemlerindeki sabit kalma sartlar verilmistir,

Altinc bidllm; iki-parametreli By)- hareketinde esas- By hareketi ve normlanmg
izafe sistemi, o Praff-Tormiarin lineer bafimhhidl ve bunlarin dig tiirevleri tzerinde
durulmugtur.

Yedinet billimde; By- hareketindeki t2e] Bj- hareketleri incelenmisgtir.

Son balimde kaynaklara yer verilmigtir.



SUMMARY
HMasters Thesis

KINEMATICAL ANALYSIS OF TWO-PARAMETER MOTIONS

Fevzi 0ZER

Firat University
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Department of Mathematics

1992, Page : 66

In this study, one-parameter, By and two- parameter By motions and their
kineratics properties are investigated in datails.

in the first section, bacis concepts snd some which explaines the subjects teorems
well are given, ’

In the second section, Praff-forms are taken as a differential forms and exterior
derivatives are defined related with the exterior product.

In the third section, pole points and their pole curves, a line which is defined g in
moving plane £ and a line which is defined g’ in constant plane E' are obtained.

In fourth part the pele axes of two- parameter motiens the density-inveriant of the
mapping of the pole axes, the mapping of the pole axes, and mapping the of which pole axes
density i3 2ero are investigated and some teorems are given.

Inthe fifth part, the points which draw a curve element are investigated and the
constant-invariant conditionsin € and E'- planes of a X point are given.

In the sixth part, the fundamental mation Bjin two-parameter motions B, the

normed relative systers of it and the form of the o Pfaff-forms whether it is lineerly

dependent or independent and the exterior derivatives related with this manner are given.
In seventh part, specisl B) - motions in B - motions are investigeted.

In the last part the references are given.
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1. TEMEL KAYRAMLAR

Bu k1simds daha sonraki bidliimlerde kullamlacak olan temel tanimlar ve teoremier

verilecektir.

TAHIM 1.1. {(Dag Tiirev):

M bir n- bouutiu tapolojik manifold ve M Uzerinde bir A bolgesinde taniml bir C%°
fonksiyen folsun. f bir O- form clarak adlandrilir.

df{x) =x[f] =<vf, x>
olarak tammlanan df 1-formuna f ‘nin A daki dis tiirewi denir {Hacisalitwdglu, 1983).
TANIM 1.2_ {Topolejik Manifold):

M bir Hausdorff uzayi olsun. wmel noktas igin F'de EN, nz0 ‘ye homeomorf olan
bir U- agk komgul udu bulunabilirse Mye bir n-boyutiu topolojik mam‘fnldl denir
{Hacrsalihodlu, 1980).

TANIM 1.3 (Pfaff Formlan):
Bir veys iki defiskenli diferensiyel ifadelere, yani
wi= T {t) dtveys wy=f; (uyvidu + gy {uv) dv
seklindeki bafintilars Pfaff-for mlar sh veriliv {Miller, 1963).

TANIM 1.4, {(p-Formlarin Dy Tiirevi):

Bir G matris Lie grubu izerinde p-formlarin ciimlesi QP(5) olsun.



P

we oP{G)

4:0M0) ——— PG WG —— IR

W= Zaydiy ., dW = Zday A dy

seklinds tammlansn d operatiriine p-formlarn dig tiirevi denir (Hacisalihogiu, 1980).

d operatirinin dzelliklering agafidaki teoremle verebiliriz,
TEOREM 1.1:

o d{¥+Wa) = tj";""’"j+d"f"f;_- . YWy Woe PG, (d-Tineer)
g Whir p-form v birq-formise
diwWand=dwan + (-1)ded¥ wan
3. dldw) =0, vw e QP{G) {Poincare teoremi)
4. df = Z (sffaxgidy , vieno(G)

dir (Flanders, 1963).
TANIM 1.5 {Yektirel Carpim)}:
¥ bir i boyutlu resl vektir uzay olsun. ¥'de bir ig islemi

LV — Y

s

(e, 2 sop A

seklinde alahm. Buig iglemi gu gekilde tammlayabiliriz. e, fe ¥ ve ¥'nin standart bazr {ej}

olmak iizere,

TR e3 |, e=(a1y , ayz , 313),
shfp=detlaf)= oy &z ayz|, B={8z1 , &z , 873),



Bu gekilde tarmmalanan & ig iglemine ¥'de vektarel garpim iglemi veya V'de dig carpim iglemi

adt verilir.
TEGREM 1.2:

Adis carpim igleminin dzellikleri

{. cAfl=-fAe, Yo, & ¥;

Z. ehw=0, vuae ¥,;

3. (ke)ap=klurp)=aakp YkelR,
4, cA(Brv)=cAf+ody Yu, By e ¥,
5. (o+fday=aiy +fay

dir (Hacisalihodlu, 1920).

TEOREM 1.3:

fluy Uz, ..., U, skalar fonksiyon veya stinnet mertebeden diferensiyel form, W

da bir p-form olmak izere dig tiirev asadidaki Gzellide sahiptir.

AW =d (v f) = df oW+ . dw £1.1.)
{Miiller, 1963).

TANIM 1.6. (Safirincy Mertebeden Diferensiyel Form):

ED de bir agik alt ciimle U olmak izers bir

f:u » B

fonksiyonunun k-yincy mertebeden biitiin kismi tirevleri wvar ve siirekli iseler f
fonksiyenuna CK simfindan diferensiyellenebilirdir derir. (ze! olarak f sadece siirekli ise
C9 simfindandir denir. U iistiinde tanimh C! simfindan fonksiyons U tstiinde bir 0-form ad
verilir (Hacmizalihodlu, 1983).

TANIM 1.7 {Tam Diferensiyel):

Mwve N, BCR bolgesinde tammh fonksiyonlar olmak izere,



M, yd dxe + N(x,y) dy {1.2)

diferensiyeli ve B bilgesinde tiiretilebilir bir f fonksiyonu werilmis olsun. Ejer (x,yleB

icin

G,y Fax =M Oy, (e udfay = N Gy)
ise (1.2} ifadesine tam diferensiyeldir denir. O halde (1.2 'nin tam diferensiyel olabilmesi
igin,

df{x,y) = M{x,y) dx + M {x,y) dy

yazilabilecek sekilde bir f fonksiyonunun bulunmazi gerakir (Celebi, 1930).

TAHIM 1.8 {Tamhik):

Bir'w p-formuigin & = 0 ise W formune kapalidir ve W= drp olacsk gekilde bir

n formu meveut ise, W formuna tamdir denir (Hacisalihodiu, 1983).

Bu tamma gire su sonucu verebiliniz:
SOHUC 1.1:

Her bir tam form kapahidir. Bu zonucun tersi dodru olmayabilir,
TEOREM 1.4, {Stokes Teoremi} :

EM ‘de bir A spk climlesi iizerinde bir (k-1)-form W olsun. A izerinde bir

k-zincir Cizs

J. dw = J- ¥
C aC

dir {Hacizalihodly, 1953).



TEOREM 1.5. (Green Teoremi}:

E2 ‘de M bir kompakt, 2- boyutlu ve simrh bir manifold olsun. Kabul edelim ki,

%, f:M s R

diferensiyellenshilir alsunlar. O zaman

I (o dx+ Boy) = J (3B /e - 3 /oy) dusdy
M I

=[] (ap smx - 2 oy} dxdy
i
dir {Hacisalihodlu, 1983},

TARIM 1.9 (izometri):

Eyftwe ExM sirasiile, ¥y wes  n-boyutluig garpim uzaylar ile birlegen birer
dk1id uzay olsunlar. Bir

f:E4P

* Ezn
afin dontzlimi  ve,§ e ¥y icin
ap {ed, yw (pl> = 4o, B>

olscak gekilde bir

> ¥

i

LAY

lineer dontizimi ile birlesiyorsa f 'ye bir izometri denir (Hacisalitodlu, 19807},



TANIM 1.10. (Hiperyiizey):

En , n-boyutly Oklid uzayinda (n-1) -boyutly wveya (n-1)- yiizey dige @ ‘deki

bog olmayan bir M ciimlesine denir. Gyle ki, bu M ciimlesi
dif bilir
M.={xe UCEN|f: U—————> 1R, Ubir ag1k altciimle}

¥ ———————> f{x} =¢
‘?f {p 0 ,¥p e Mbigiminde tammlanmr.
E2 de bir 1-yiizeye diizlemsel edri denir. B3 de bir 2-yiizeye sadece yiizey denir.
EN de bir (n-1} yiizey, n>3 olmas halinde daba cok bir hiperylizey olarak adlandiribir
{Hsorsalihodlu, 1983).

TANIM 1.11_ {(Hiperkiire):

M, n-boyutlu Gklid uzawinda

.re iR, r =:E-‘:3tlit}

nokta ciimlesing bir {n-1)- boyutly hiperkiire veya kisaca {n-1)-kiire denir
{ Hacizalitwdlu, 1963).

T&NIM 1.12. (integrallenebilme Sartlari}:

Aszafida verilen

dos= oy AT {1.3)
ve aym sekilde

o'y =-03AT

do'n= 0y AT {1.4)

ifadelerine integrallenebilme sartlar denir {HMiiller, 1963},
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TANIM 1.13_ (Relatif Hhz):

% mokssimin E- diizlemine gire hiz vektoriine, yani X noktasy E- dizlemindeki
yiriinge edrisim gizerken sahip oldudu vektorsl mza X noktasimn i”r relatif iz denir
{Miiller, 1963},

TANIM 1.14. {Mutlak thz):

A noktasamin E'- dizlemine gire fnz vektorine X noktasimin ""a mutlak maz1 denir
{Miiller, 1963}

TAHIM 1.15. {(Siiriiklenme Hiz1}:

i

b

e

& noktastmin ¥y relatif ma igin

4
_i"ll

+ Xo &

-1~
[ o] l
e,
oy
[%3]
m—t

:)f.!

denklerminde €1 ve B 'yi ssbit tutarak diferensiyel almak suretiyle

r =ty B+ g & (1.6)
buturuz.

By=cosp £ + sinp €5 (1.7

By= -sing &y + cosg & (1.3}

g

denklemlerinde , &2 vekiorlerini sabit tutarak her iki tarafin diferensiyeli shmrsa

rj?‘ = ’*mnp dl{_l e 1 +cosp d:pt?},_
= {-sing &'+ cosp eo) dy ,
485 = - cosgdp &y -singdp e

= -(cosp e’y + sing &) dyg

elde edilir.



Parantezlerin igindeki ifadeleri (1.7) ve {1.8) formiilleri ile kargilastirirsak,

4% =dpfy |, 4% =-dp¥ (1.3

yazlir.

-
L]
I
E :
]
'
t
1
i) :
eIl
N
] /é’

Sekit- 1.

ot -—p . - - - ..
Sekildeki D0° = G vektiriinii £y vedy  dofrudtularindaki bilegenlerine gire

-~

00" =T = uy &y +up o {1.10)

seklinde yazabiliriz. (1,10} 'un her iki tarafimn diferensiyelini ahirsak,

-~

dl?-‘: dU‘ ;1 + Uy dé-; + dU2 gy t+Ug dé}g
buluruz. Burads {1.9) daki dederler yerine yaziliraa

U =dug 3y +uq dp sy + dup e -Un i E

WEUS

dur = (duy-ug dydsy + (duy +u,dp)3s (111}



w0

formilini elde ederiz.

% noktasimn V, mutlak iz igin
;}f’:-ﬁ'+§;’={-u1 +xy¥ey + (-up + Xa)Es {112}

olur. €1.12) bafinhisamn diferensiyeling almak suretiyle

—_—

Wy = d¢ = -du + a5

¥y = -{duy - updglddy - (dup + ugdplas + xq O8] + diyBy + x5 083 + dug?l

[ X

oulunur.

-~
—

9% ‘daki deferler ve (1.6 bafinhis kullamhrsa

Vy =i = Xp dg)E) + (- x; d9)%y + ¥, (1.13)
¥ =% = ‘n—ljfjl + 112|j;p-,=.,2 ‘1‘?}':1 + =i —u,d;p+_.c,1 dxp,x:;:-!- fr L1142

elde edilir.

Vi = -{duy + (-Up + %5 3l &) + {-dup + (-uy+xy el (1142

vekiorine X noktazmmn siriiklenme tz weklorid denir. Dolagiziyla bunlars badh olarak

agafidaki teorem verilir.
TEOREM 1.6 :

{ki hareketin terkibinde bir noktamn mutlak Wz vektori, siriklenme mz vektori
. .- . . .. . . i red .. .o
ile relatif fnz vektdrinin toplaming egittiv. Gundan dolay ¥y mutlak iz, ¥y siiriiklenme

fnzyve ¥ relatif 21 arasinds

¥y = ¥ + 'ﬁlfr_
bafiatis vardir (Miiller, 19630,

TARIM 1.15. {(Donme Polii}:

Siiriiklenme fzimn shie oldudu noktalara pol noktas veya dinme poli veyahut and

-t

doneme merkezi deniv {Milller, 1263},
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TANIM 1.16. (Nokta Yodunludu):

vl

iki -parametreli bir By -hereketinde £- diizlemindeki X noktasimn yizey

-

elementing X noktasimn E'-diizlemindeki nokta yodunludy denir (Milller, 1963},
TANIM 1.17. {Dodru Yodunludu):

E-duzlemindeki 9 dodrusunun

(g} =dh Ady

ile verilen ifadesine g dodrusunun dodru yodunludu ady werilic (Milller, 1953},
TAHIM 1.18. (Pol Eqrisi):

Her t amna bir P donme palil ait olacadindan, hareket esnasinda P onoktas her 1ki E
ve E'- dizleminde yer dedigtirerek bir yOringe gizer. P noktasinin hareketi £- dijzleminde
gizdidi geometrik yere {P) fareketli pol edrisi denir. (P} noktasimin E'- diizlemindeld

geometrik yerine ise hareketin {P'} sabit pol edrisi denir {Miiller, 1983},
TEDREH 1.7:

Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol edrilerind ¢izen P dinme poliniin her t

amndaki mzlar birbirininaymdir.
TAHIM 1.19. {Zarf E§risi) :

Hareketli pal edrisinin, sabit pol edrisi iizerindeki hareketinden meydana gelen

edriye zarf edrisi denir {Milller, 1963},
TANIM 1.20. {Evolvent Hareketi) -

Evolvent hareketinde, hareketli pol edrisi olarak g = (P} gibi dodru (P’} aabit pol
edtisi Uzerinde yuvarlamr. g 'nin her noktasi (P} niin bir evolventini cizer. g'ye dedigmez
surette badlhy her hangi bir ¥ noktssimin wiriingesinin X noktasindaki  tedeti burads

~
S

bulunabilir. By sekilde olusan harekete evolvent tareketi ad veriliv (Miiller, 1963},
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TANIM 1.21. (Kutup Ekseni) :

Uzerinde bir baglanqig noktast buluman sada dodru yonlenmis yatay bir eksen,
diizlem noktalanmn yerlerini belirtmek igin kullamliyorsa bu sksene kutup ekseni adi

verilir {Kez, 1368).

TANIM 1.22. (Geodezik-B; ):

By - hareketinin bir- parametreli By~ hareketlerine, bu hareketlerin pol edrileri

tekabiil eden kutup eksenlerine dik olursa geodezik sdv verilir {Miiller, 1963},
TalIM 1.23. {(Oskilatér-By) :

Pol yiringelerinin her defs kutup eksenine deden Bj-hareketlerine oskiilatir-6

haraketi denir (Miiller, 1963},
TAHIM 1.24. (Yay Flementi} :

s-yay parametresi ile verilmis bir eri igins ninds diferensigeline ysy elementi

denir {Hacisalihodly, 1963).
TAHIM 1.25. {Destek Fonksiyonu) :
E2 de yinlii bir M yiizeyinin birim normal vektir slam 7 olmak izere

fhiM——— IR, h{(P}=<P,Z{P)>
fonksiyenuna M yizeyinin destek fonksigonu denir. h (P} says Tp{r’l) diizleminin

oTY

baglangic noktasing uzakhdidir (Hecizalihodiu, 1953).

TANIM 1.26. (Kontengenz Agis1) -

(P} pol efrisinin komsu iki tedetinin agim 1, (P') pol efrizinin komsy iki tedetinin

Lr !

ap1a T olarak alinirsa bu T ve T apilaring kontengenz ag1st ady verilir {Miller, 1963},



2. DIFERENSIYEL FORMLAR

Lok -parametreli hareketlerde n-dedizkenli iki Pfaff formu,

n
W= Eadej , 8j = 8j{ug, uz, .. ,up ) {(2.1)
i=1
n
g= Zbyduj | b= biluy, uz, . ug) (2.2)
i=1
alzun. Bunlar igin ki metod tarif edelim:
1. %W we o ‘nindig garmmlar,
fi
Wap=-paws= 2. ajbj duj 4 du;
1,1=1
n
= X {ajbj - &j by { du; 1‘5.de) {2.3)
i¢j=1
ile gisterilir.
Z. Bir W Pfaff-formunun dig tiirew
] i ]
dw = T daj aduj = X {daj/00) duj 4dy; (z.4)
j=1 i,ji=t

ile tammlamr.
0 halde sira guzoniinde tutulsrak di carpim terim terim garpma suretiyle

buluruz. Burada {i=]j igin}

Ea s
i
wn
p—

dujadyy =0, duj Adyy = -duy Ady

dir.



——
L]

Ozel olarak,
Wo=ay{uy,usdduy +ax{uy uxddus
p=by{uyp,uzdduy + baluy usldus
alalim. Bunlarin diz carpimlan
¥ Ag=ap bylduy Aduy ¥+ ap bo (dus Adug I + 8y bo {duy Adus 3+ a5 by (dus Aduy )

=ay by (duy Adus I+ as by (duz Aduy}

= 31 b-;_; {dU‘ i dU2 }" 32 b1 {dU} F. dU2 \

.
P
o

= {31 hg ) b1 i‘ dU1 ;"ktjU:.:

seklinde bulunur. Ayrica (2.5) i goziniine alarak

o
O

2 z
dv = X {aa;faud dus adus=% (oa; fuy ) duy Adui+E (9a: 5u-0d1s 4 dug
10 1 1 1 1 1 1 J R Ch 1

1,_]=’ J:; j=1

(2 fauq ) dug Aduy + (ag fauz) dus Ady

+ (3 faug 3 duy adus + (35; SHug 3 dus Adug

= (8o faug ) dug Adug - (3aq /s 3 dug Adug
= {aap fauny - daq Saugp ) dug Adup (2.7

dig tiirevini elde ederiz. Burads diferensiyeller sabit olarak shnmghr. Dolagisiyls

(]

,.
s
P

d {dui =10

dir. Cok dedizkenli Pfaff -formlammn diz carpimlarimn teskil edilmesi ile yiiksek

mertebeden dis carpimlann diferensiyel formlan elde edilebilir. Tamamen qenel olarsk

horogen diferensiyel polinomlar, yani 22 bir p-formve ¥ de bir g-form olmak tizere

0= 2311...]‘p duj, 4 . :‘adu-jp (2.9

"
I
oy

bj1"'jq de‘ &L z'adeq (2100
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bigiminde alinabilir. Bu formlarin di3 garpimiarim da

GAd=(-1}M A0

= Eah...]‘pbjr..jqduilA Adu]'p i').de1A

seklinde tarif ederiz. & ‘'mn dig tiirewi
Q= Edﬁi1. - aduj, & ﬁdu,’p
= Z {3, .. -ip fauy ¥ duy, ﬁdui1 A Aduip

olur.

TEOREM 2.1:

Wwe g 'nin dig garpmlanimn dig tirewd

d{vf & rp} =d¥ A - Wadg

aduj, (2.11)

[N
e

seklinde ifade edilir veya tamamen genel olarak yiiksek mertebeden diferensiyel form igin

HOad)=d0RAadF + (-1IF G add

dir.

{z1%

ISPAT : & bir p-form ve $ de bir q form olsun. Eder £2 daki duj lerle & deki duj ler

birbirinden farkl dedillerse Q&€ = Oolur. Bu nedenle C ve € "yi birer terimden farkh

duy Nerden olugmus alalhim.

£‘2=adui‘ ... faduip ve @ =i:u.'lu]'1 Ao ﬂdl.qu

dujg « @5 12l4p ve 1 sreg

olsun. 0 zaman
n

40 A #) = ¥ (2lab) fauy dUi A de‘ P Aduip A IJUJ'1 FORNY A deq

i=1

Tt

=% ll(aa;‘au].)b + 8 (ab/au, 3} du, aduj, 4

i=1

.fiduipﬁdujT F N

¥y deq
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It
= ¥ (afay Modu, Adyj, 4.

. .;"';.duipﬁduh ALl Aduj'q
=1

-

n

+ Ea{ab,-"aui) ::Iui £ du]" . -Ad”ipﬁd“j«, . Adu_iq

o 'j'lip afbduj 4. Aduyd

i=1 :
n
Fob A Y . . . .
+ Zalabidu, ) dui Aduj, 4. .Aduwﬁduh £ Adig
i=1

Tt
¢ N 3 y . & A . oA a .
= fz l_Zld.-"Bl_li} dui & dU'H &8 dl.ﬁp} £3 ‘:t“ju.]] ... £ ':IUJ )
i=1

+ adu, ;&...g&duip {-13p g{ata.'"aui} du, aduj ... ﬁdu_jq
i=1
R aAE=d0Aad + (-13F S add
bulunur.
TEOREM 2.2:
Wy, Wo ..., Wy 0ibi k tane Pfaff - farmlan ancak ve ancak
WiAWo A AW =1
ize lineer bafimhdir,
ISPAT: Bunubzel olarak k = 2 igin, iki W ve p formlarimn Yineer bafimhhidinds (2.2)
formilline ve katsautlarin aranhiy, yan
aj :t:,-=aj:bj (2.14)
almas nedeniyle daha kolay gormek miimkijndiir.
i
W= I8 U, (i=1,2,...,K {2.15)
i=1
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olmak Uzers k tane gizgisel diferensiyel formun ¢arpimimn genel halinde, jarpimmn kat-

sanlanm determinant olarak yazabiliriz, yani

"P"f"= ?3].]1 '31}21--131}[‘; du_‘” i’"du] i1

= .s"idek
3

Wo= gagj1 , a;_.-jz P ,:};.-jk duj, ﬁdujz_fa. . .Adujk

olmak iizere

‘32j1 }azjz P ,a«.»jk ljUj’ £'§.IjUj,2£'§.. . .ﬁdek
WyaWoh L. AW = b3

j 1.;:j?_ < ... {j l.;:

bulunur.

Yukaridaki k tane diferensiyel farmlarimn [aj;] katsay matrisinin bu k siral alt
determinantlary katzagilar olarak ortays gikarlar. Bu matrisin rank k ise, lineer
diferenziyel formlar Nneer bafimszdir ve k -sirah alt determinantlarin hepsi sifir
dedildir. k tape Ffaff -formlarimn diz carpim sifir dedildir. Tersine olarak bu carpimin
sfir almasindan k'dan daha kiiglik bir rank's hilkmedilir. Dalapsiygla diferensiyel formlar
lineer badimhidir.

TEOREM 2.3:

P:0 mertehell Wr diferensiyel form icin

dir.
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ISPAT: Q= X8 .ip duiga ... Aduj,

ve 0 'mn dig tiirevi de
(1= (%, . ‘ip .faui ) IZILIi Aduj1 AL faduip

olzun. d operatiri lineer olufundan bir tek terim igin ispab yapmek yeterlidir. d

operatdriiniin tantmndan N
n
40 = X aasau; ) dy adug 4. adyy
i=1
bursadan da
DN
(e = Z{ Z (a%a/ouj0u) duj ady; Adug 4. .. Adup)
j=1 i=1
n

€ ae o + o A o .
= Z (a<a/aujau) duy Adyy Adug AL Adup
Li=t

elde edilir. Bu son ifadeyi i ve § ‘nindurumlaring qore

20 = Z(%afu;0) dyy ady; Adug 4. adug
i
+ X (a%a/ou;ouduy ady; Aduy 4. Adug
i=]j

+ X (p%fououd duy adyy Aduy 4. Adug
i}

seklinde yazmak miimkiindiir. {kinci terim sifir oldugundan

40 = E.(z\?aa’auj.‘auijduj adyy Adug s Adug

1<]

+ T (%sirujau) duy adyy Adug A Adug
i

yazilabilir ve ikinci terimde i ve J "nin yerleri dedistirilirse



d20 = E’(::!zaz"::mj -'JUi) dl_lj &dui Fa l1|.|1 AL ﬁdUp
i<l
+ -E.('oza.f'au,- aup) du; aduy Adup & Adup
i<
elde edilir. Gene du; ile duj Tlerin yerlerini dedistirirsek,

a2alg;

§ 315 = 382U, U5

]

oldudundan,

0 = Z(3%asau520; - 2%a/au5 205 1 duy ady; adup A& adyg

i<l
veya katsaglar s1fir oldudundsn
didy =10

bulunur.
Tersing olarak bir W Pfaff-formu igin 3%W=0 saflamyorss bir f fonksiyenunun

w=df tam diferensiyeldir. iki dedisken halinde
W o={affauy dduy + (affaugdusy {216}

geklindedir, ,

Genel olarak uygun (bir hiperkiire cinsinden) bir bolgede tarif edilen p mertebeli
d3 = 0 olan bir & diferensiyel formunds df =G olan (p-1)-mertebeli bir & diferen-
siyel formy vardir,

Cevre integrali olarak bir bdlge integralinin tarifi

Jio =[a
G R(G)

)
(]
-~
St

Stokes-formiiliiyle verilir. Bursda G bir hiperkiireye ait (p+ 1)-boyutly bilge ve R(G)
onun p-boyutlu gevresi, yani {p+13-boyutlu uzayds yonlendirilmis ve kapal bir hiper
yiizey demektir.

Ozel olarak G, uy, uy -diizlerminde bir yizey pargas ve R(G) ona uygun ydnde

dolapilan gevre ejrisi demekiir. 0 takdirde integral formilli p=1 i¢in elemanter
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diferensiyel -integral hesabin Gauss ve Green formillerini ihtiva eder, yani

I dw = f(aag fauy-2ay/ auz) duyaduz = I(a,du; + axduz)

G G R{G}
= j' W {218
R{G)

olur.

g garpim ve dig tirevler, yeni dedisken ithali 1le dedizebilirler, yani

3{ Uh”’z:---zun;‘

=0

e,
[
—
o)
St

al wy,¥2,..., ¥
gibi sifirdan farkh fonkziyonel determinanth

uj= uj{vy,ve,. .., vl
badintiz ile yeni dediskens gegizte diferensiyel formlar yine aym mertebell bu sekilde
diferenziyel formlara diniizirler. Buna gire iki veys dsha cok formun diz carpimt buna

kargihk gelen formlarin garpiming ve diferensiyel formun dis tirevi miitekabil formun dig

tiirevine diniigiir.



3. IKI-PARAMETRELI HAREKETLER

Once bir-parametreli bir Bi-hareketinin izah ile ige baglayalim. (Sekil -1} ‘&
gire hareketli E-diizlemini {0; 8] , &5} eksen sisterni ve £ -sabit diizlemini de {0'; &y ,Ea)
eksen sistemi ile ifade edelim. Hareketli eksen sisteminin baglangic nektasindan sabit eksen

sisteminin baslanqig noktssna giden 007 = ¥ vektori ve e—} . 81 vektirleri arasindaki dinme

aps1 o ile tarif edilsin. Burada

pu—y

00 =u= uy ey + Usin (3.1

- g
ey =Cosye +singes
€2= -sing e’y + cosy £ (3.2)

badintlary vardir. Bir X noktas bir defa £ - ninsonra E' - niin noktas olarak digiinifletdlir.
Bu takdirde

—_— - — .
OX =X =x & + X385
ve
=y _ . o> . = T
OX=x"=x"je") +X'ze% 3.3}

dir. X noktazimn her iki sistemdeli koordinatlarim sirasiyla,

x=%y +ine ,  xX'=xy+ixs (3.4}

Vfadeleri ve 00" vekioriinii de hareketli skzen sisteminds

U=uy o+l (3.5

kompleks sayis 1le gosterelim. Bunlar arasinda



x' = {(x-u)elP (3.6)

badinhis1 vardir. Buradan

o =-ueld {(3.7)

biiyiikl iduini dahil edelim. Bu takdirde ¢oziim yoluyla

X' =xel® -yelf

yalarak, yine her X roktas igin

(]
e}

€ =0+ xelP {3.8}
elde ederiz.
Bir parametreli bir Bj-hareketinde ¥ we u ‘yu dolawsiyla ds u'-yi bir reel t
parametresine bagh diginelim. X noktast E- diizleminde bulunuyorsa, yani ¥ E- de sabit

ize, x sabittir. (3.6} ve {3.8) bafintilarimn her iki tarafimn diferensiyeli alimrza,

dx' = -duel ¥ + i {x-u)el? dip = du’ + ixel b dy

(]
AL

= {-du +1 (x-u) dgp} el = du’ + ixel P dy {3.9]
elde edilir. P donme palid dx’ = Ovedx = Oile karskterize edildidinden

-du+i{x-ujdp=10

dir. Buradan

X =u-idufdy
olur. dx" = Uigin =P aldujundan
p=x=u-idusdy (3.10}

bulunur.



Tekrar (3.6} bafintiz kullamlarak

¥ ={x-u)el¥ = x-y=x"e” 1P
sx=g+x ey

olur. Diferensiyell ahimrsa

dx = du- ix e" ¢ dy {3.11)

elde edilir. P dinme polii dx = 0 olarak karakterize edildidinden

du- ix' e 1P dp = 0 =ix e~ 1P dp = du

=x =elf dusidy

dir. ¢ = 0igin X" noktalan P pol noktasing esit olacadindan

p=x"=-i el dufdy {3.12)

bwlunur. Boylece P donme poliini veren kormpleks sayilarim bulmus oluruz.
Simdi vy, Uz, ve dolapsiyla da u,u’ kempleks biyiikliklerinin iki resl
parametrege badh oldujuny kabul edelim. Jayet du / dy = Oise, yani ugergekten ¢ 'ye badh

ise, bu parametrelerden birini ¢ dinme ag131 olarak segebiliriz.

(X2
—
L]
o

u=ug+iug=uiy,6 i) (3.

ile uygun diferensiyellenehilme varssyim alhinda iki-parametreli veya giizey gizen Byj-
hareketi tarif edilir.

Yukandaki (3.13) ifadesinde keyfi A parametresi yerine A = A (g fonksiyonu
secilirse, By~ hareketinden bir -parametreli bir B)- hareketi elde edilir. Buna karmihk

gelen P donme polijicin (3.10) v e (3.12) ifadelerinde



dufdg =aufdp + QuAd) dA/dg =uy + up di/dg {3.14)
ifadesinin dederi yerine yazihirsa
p=u-ifuy + gy dhidg) , p=-i el (ug + up R Adg)  (3.15)

bulunur,
gimdi bir an igin ¢ ve A ‘mn tespit edildidini ve yalmz dAsdg = p yiiriyis
istikametinin dedistidini diginelim, yani Bj- hareketlerim, Byj- hereketinden gikarilan

{4, A) konumu vasitasiyla inceleyelim.

Kormiplekz sayp dizleminde

X=a+hp
parametrik bir dodruyu termsil etsin. O zaman azadidaki teoremi verebiliriz:
TEODREM 3.1:

[ki-parametreli bir Bjj-hareketinin bir (g, A) kenumunda bu hareketten cekip
gikariabilen biitin bir parametreli Bj-hareketlerinin P donme polleri, E-harsketli

dijzleminde bir g dodrusy ve £'-zabit dizleminde bir q° dojrusy meydana getirirler.

{3.15) ‘den gunu anhiyoruz. E- diizleminde g kutup ekseni

Po = U - iy {3.18)
olan poklasindan geger ve
v = ~iuy (3147

kompleks sayis ile verilen dodruliudadir. £'-dijzlemindeki 0° kutup ekseni



B = - fuy el {3.18)

pg noktazindan gecer ve dodrultusuy

i
o
S

v =-juy el =veld
ile verilir.
By~ hareketinin her (p, &) konumuna tekabiil eden bu her iki g, 9" kutup eksenleri

dA Zdp = p ‘niin dedizgimi ile, yani p 'niin aym dederleri ile birbirine tekabiil ederler. Bu

tekabill {3.19) ifadesinin mutlak dederinin ahinmasiyla

l\,{" = ,- iU’]‘ E‘“F' = "'] l lu;ﬂl l EHPI = ’U;JJ

e [:‘a

-y
[
[
)
ot

".,."’ = ‘u:{l =] l'.';'{

den dolay izometriktir veya uzunluklar sabit birakar.



4. 1Ki-PARAMETRELI HAREKETLERIN KUTUP EKSENLERI

4.1. Kutup Ekzenleri

TEOREM 4.1.1:

Iki-parametreli bir Byj-hareketinin bir (p, A) konumuna tekabiil eden g, 9° kutup
ekzenleri, nokta nokia izometrik veya uzunluklar dedigmeyscek gekilde birbirlerine
tekabiil ederler.

Teoram {3.1)n sonucuny szafidaki teoremle de ifade edebiliriz.

TEOREM 4.1.2:

Byy-hareketinin {p, Ay ——> (p + dyg , A + 42 ) gibi sonsuz kijgik dénmelerine ait

dinme pollerinin geometrik yeri g ve A sabit dederleri ile dedigen d 7 dg oramna ait £ ve
E' duzlemlerinds birer qve g dodrulandir.

Bundan biyle g, @° kutup eksenleri ysnhz {g , A} konumuns bedhdir. Biglece bir

Byy- ki parametreli hareketigle kutup eksenlerinin bir g{p , Ay «—— 02" (p , A}, yani

E-nindodrularinin E° - niin dodrularina bir dodru déniiziimii ile badlanabilir. Bu doniigiimiin

azelliklerini azafidaki ksimda aciklayalim.

4.2 Kutup Eksenieri Dontsiiminidn YoJunluk Dedismezlidi

TEDREM 4.2.1:

iki-parametreli bir Byy-hareketinde E-diizlemindeki 9 kutup ekseninin yodun-

Tudu, E'-dizlemindeki g° pol ekseninin yofunluduns esittiv,

iSPAT: Hareketli koordinat sistemi ve kanonik izafi sisteminde yaplan hesaplamalars

benzer sekilde, uygun bir izafi sistem yardimiyla By -hareketinin tarifini kullanacadiz.
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i

0 halde E ve E'-diizlemlerini temsil eden {0; %, 8x}, {0°; &7, €2} eksen sistemleri
yamnda tekrar hareketli bir {B; aj, &} eksen sistemini ilave edelim. Bjj-hareketini bu

izafi sistemle gdrmek istiyoruz.

Sekil-2

Bir noktamn E-diizlemine gore dedigiminmi << 4 - 3> ile E'-diizlemine girs
dedizimin de <<d” - > ile gistererek bu iki dedisimi birbirinden apirt edelim. {E_ﬂ "a’;_}
siztermine dyle bir & diizlemd badlayslim ki, bu yend izafe sistemi & ‘'min temsilcisi olarak
hareket etsin. Boylece & 'min E-dizlemine quire hareketi, E- dizleminin E'-diizlemine gore

—

hareketi gibi gisterilebilir. Ayrcaa, ?;_ vektirlerinin ve aynt zamands

@=E=D,?1+Dg_% ’:.4:7_”

vektiriinin dedigimini {B;3), &} sistemi vasitasiyla gisterebiliiriz. Burada O noktas E

Uzerinds teshit edilmis bir noktadir, yani hareketli diizlemin baglangig noktssidir,

LY

i
pory

Sekil -3
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{5ekil -3)'de O ve D' noktalarim ¢akigmig olarak dlig:ijniirsek,a ve 'é’z vektarleri

»

&7 ve a5 dodrultularinda bilegenlerine ayrilabilir ve

- AP T .
ay=cosp A’y + sing a'; (4.2.2)
5’2= -3ing ﬂ + co3p A% {4.2.3)

seklinde yazihir. Bu denklemlerde ay , 8% wvektirlerini sabit tutarak her iki tarafin

diferansiyeli alimrss,

43y = -sing dpa'y + cosg dp s
= (-sing &7+ cosg a5)dg |
a2 = - cosy dy3y -singdpan

= - {05 3_; + i ;3:‘ dip
bulunur. Parantez igindeki ifadeleri (4.2.2) ve (4.2.3} badintilar fle karslastinesak,
o o=dgT i =-dgd (4.2.4)
elde ederiz. (4.2.1} ifadesinin de diferensiyeli alimrss
db = dby 3y + by da] + dby Ty + bo 433

bulunur. Burads {4.2.4) ifadesinin dederleri yerine yazilirsa

db = dby 5y + by dpas + dby 3y - by dp 3y

= (db’ ~ by d:{l)a + ('jt"}_' + b1 d.p)g.'-&. {4.2.5)

seklinde elde edariz.



Tamamen benzer gekilde & 'nin E'-duzlemine gire hareketinde
day =dg'ay , dap=-dya

ve b’ vebliriini de

§,€F=b}§1+b§?§
seklinde yazanz. {(4.2.7) ifadesinin diferensiyeli ahnrss
b =db'y 3y + b’y 45y + db'yEs + b day
bulunur. {4.2.6} ifadesinin dederleri yazilarak

&b =db'y 3y + by dg ap + dbp s - b dy E

= (db'y - by dpYay + {db'p + by dp)a)
sisternind elde edebiliriz. Daba k153 olmas bakirn ndan

dp=1 , dp'= T

i
dby - body =5, , dbo+ bydp =0,

dtl.j - b'-:,: ljl{]' = I}'I R ljtl';_. + tl'1 leP' = 15'2

{4.2.6)
(4.2.7}
{4.2.8)
{d4.2.9)
{4.2.10)
{42.11)

igaretlerini hesaplarimiza dahil edecek ve B noktasimin £ -diizlemine gire dedigimini de

— —>

d'b = db
seklinde gisterecediz.

Boylece & ‘'mn E- dizlemine gore harekeh

day =Tay , dip=-Tdy .
dbh =081 + 0537

{4.2.12)



ve A ‘'mp E'-duzlemine gire hareketi

d—,izf-.,z . dE:-’fé—‘) ; (4:15:‘
T‘ —s R v - -
d'b =0"8; + 0082 {4.2.16)

tiirev denklemleri ile verilmisz olur.

Halbuki iki-parametreli By -hareketi halinde o, , 0%, v, © ifadeleri ¢ ved
veya daha genel olarak u ve v gibi bafimsiz iki dediskens gire Pfaff-formlandirlar. Bu
formlar bununla birlikte bir Gjj-hareketinin tesbitinde tamamen keyfi ksbul edilmezler.

‘Codu kez integrellenebiime sartlarim saflamak zorundadiriar.

Bir tam diferensiyelin dvz tirevi s1f1r oldudundan,
d{dajr= 0 {4217}
dir. (4.2.13) ile {1.1) garpim kaidezinden dolap

—

4(dd)) = d{taz)= @R AT + dTas =10
=-Taj AT + ¢T3, =0
=-{TATYE + d13z =0

elde edilir ve TAv=10 olduju igin,

dt = 0 (4.z2.18)

bulunur. T bir agymn dedigimi oldudundan v defrudan dodruya geometrik olarak agiklanan

bir tam diferensiyeldir.
didazy= 0 (4.2.19]

ifadesinin teskil edilmesi ile garpim kaidesi uygulanarak
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d{daz) = d{-13))= -dd] AT - dtay =0
=-Ta AT - dray =0

=-(tat)ap -dta=0

elde edilir. Yine 1A t=0 olduduigin,

gt = 0
buluparak aym sonucy elde ederiz. :
3y =0 , d{dF)=0 (4.2.20)
ifadelerine (4.2.15) ile (1.1 carpim kaidesi uygqulanarak
g e V= . y
dida)= d'{tap)= daz a7 + dtax =0
=-Tay AT + 47 iy =0
=-{1T AT} "1 + 47 5’; =0
glde edilir. T A1 =0 oldujundan
dt' =10 {4221}

bulunur. Tarmamen benzer sekilde

# {1550 = 4'(-T3)=-dF) AT - 4T} =0

garty bulunur. Bu da bir dinme apisimn dedisimi olan T ifadesinin bir tam diferensiyel
oldudunu ifade eder. {4.2.14) ifadesinin dvs tiirevi alinirsa
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d(db) =d (5,3 + do5a)=0
olur. (4.2 13} ile (1.1} ‘den dolap

day A0y +dogdy +dag a0y +dogdy =0

e 4 —
Tap Amy +d0,8) - T3] 4, +d 0,8, =0

olur. Buradan

¢ ,"-> —y : .'——) — -
LTAT )8z + d Fydy - WTAG 8y + dFnan =0

doay +d08s = {Ta0,}18 - {TA0,)E;
bulunur. Aym vektorlerin katzagilanm birbirine egitlersek,

dr:‘ =-05 4T

dd;= Gy AT
gartlary bulunur.

Benzer sekilde {4.2.16) ifadesinin dis tiirevi alinirsa

> -
:j'a] Ad p +do ‘,;” +d.;|2;5,"' +dﬁ"g;:_. ={

-r‘a A 111 +Ijh‘jl- 1‘ 11 A ,+d|.2.’—72 =10

. —»

':T'fkllf":l-'z*‘dﬁlii ‘::T'i"D"E 1+dﬁ'-ﬂ"-—U

| g

do'yay +d358; = (U A3y - (T A01)4

bulunur.

o

(R

[

[



L]
(g}

Aym sekilde

d l'_""1 =- l'.‘f'z AT

i
i
o
“

do'z=0y aT (4.2.7

gartlar gikar |

Iki-parametreli Bjj-hareketine sit Pfaff-formlan bu (4.2.22) ve (4.2.23)

integrellenebilme zartlarim saflamak zorundadiriar. Burada 1, T tam diferensiyeldir.

Simdi {Sekil -2)'nin izafe sistemindeki koordinatlar xq, xz olan bir ¥ noktasim

gozinine alalvm ve

=2 - . . -
A=xq8) + XgEn {4224

— — ._-"o' — —_ - .
X=05=0B+BX =b+xa] + ¥za; (4.2.29)
T A S A ~ : .
X'=0¥=0B+88 =b" +x3; + Xodg (4.2.26)

vektorlerinm oluzsturalim. (4.2.13) ve (4.2.14) ‘nin tirev denklemleri yardimiyls X ‘in

E-diizlemine gire dedisim igin

{

b d —> -
dx = db +diqay + %087 + dioln + xof

o
8]

dir. {4.213ve (4.2.14) kullamhrsa

— — -

- nd - bnd
i = O3y + Oq8p +dxy8) + Xy Tap + digdp - KT8y

P

= (g4 04- xoTHEy + (g + Og + xyThE {42.27)

sonucunu buluruz. Buradan da 2 noktasinin
:_’ 3’ 3 L ErI=}
¥ =dx 7 dt {4.2.28)

relatif mz vektori elde edilmiz olur.

X noktas: E-diizleminde sabit kabul edilirse ¥ = Oveys d¢'= Dolur. O halde % in

E-diizleminde sabit olms sartlan



dxy=- o+ XoT

denklamleri ile verilir.
Tamamen benzer sekilde ¥ ‘in E-diizlemine gire dedisimi igin

Ix =48 + degdy + xqdy +degdh + xp0'%

dir {42 15y ve (4.2.16) kullamhrsa

3

g = . - .
a +dggay + x40 &a+df‘_: T 3y

1)

N
[
;_»4
=
puat

elde edilir. Bu takdirde mutlak fnz veldiri

)
-
(R
;,.t-l
=

- —
Yy=d% /dt

ile verilmiz olur.
abittir. Bu da bizi £ ‘in

Eder :-.;‘; =0 wveya 4% = 0 ize

% noktaz E'-diizleminde s

E'-dijzlemminds sabit olma gartlart olan

. . ¢ - -
dig=- a9~ 24T (4.2.32}

dgy=- o'+ 5T,

denklemlerineg gatiirecektiv. 4 noktas E-dilzleminde sabit tutilarss

Ve=di% /dt {4.2.33)

sijriiklenme tizi X 'in £ -diizlemine gore de % dedisimine karsihk gelir. O halde (4.2.29)

daki sabitalma sartlar (4.2.300 'ds yerlerine konulurss
i . DY iR ,

drx = {{m 1—lu‘l—YI,T"T!,:1+{§|-2—||.-,I+ x,fr—n Vs {4.2.24)

iligkisi elde edilir. Dolaysiyls yukandaki formiillerden dodrudan dodruys
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d% =dex + dx {4.2.35)
sonucy elde edilir.
P donme polii,
BP =py 3 + D23 (4.2.36)

olmak iizere, sijriiklenme mzinin s1fir, yani mutlak ve relatif hizlarin egit olmast ile

karakterize edildidinden -
-
dex =10 (4237

dan

{o'y-0y0- %lt-Ti=0

{ - o)+ xy(v—1}=1D {4.2.38)
alur,

{4.2.38) denklem sistemini gozersek

{0200+ T—1)=0 = (T- 1) =-{ F'2- 55}

pr=xy=~g'p- 050 T T {4.2.39)
ve
{o'y- 041~ Xalt- )= 0= -xz(T— 1) =-{ 0"~ 0y)
= Xz= Oy-0q/T-T
yine aym sekilde d?f. =0 igin X noktalart POpy,p2) pol noktalan oldufundan

pz =W = I_T.‘ - 51 ) Tl— T (424‘:’)

bulunur.
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a

;. 0, tve U diferensiyel farmlar, u ve v gibi dedigkenlere badh oldukls-

rindan, P dinme polleri iki Pfaff-formun oram seklinde gisterilir. [ki dedizken igin

Prafi-formian

i
W= Zajduj = aqdug + apdup
1

2
§ = ijde = byduy + bodus
i=1

seklindedir. Buradsa
gy =A=Aluy) , ax=B=E{uy)
dug =du

R d Ug = v

dersek,
W =4dy + Bdvy

zeklinde yazihr. Benzer sekilde
b} =C= C{U_‘"."} . b:,_.! =f= [:“::U,”.":’

arak

=]

]
4

p =Cdu + Ddv
elde edilir. Dolapsiyla po=dvidu dersek,

i Adu + Bdv A+ B

Bt =
i Cdy + Dudy L+D B

{4.2.41)

(4.2.42)

(4.2 44}

{4.2.45}

seklinde olur. ps de aym sekilde bir gosterime sahiptiv. Burada P polii g ve 9" kutup

ekzenlerini gizer.

P T o - O A N S T U S PO PO T
simndiye kadar tamamen keyfi ahnan {B; &, & | izafe sistemini gimdi, {B ;'E} H

o<

ekzeni daima kutup ekseni lzerinde bulunsun, yani ps = O

erelim. O takdivde (4.2.40)



1fadesinden

sonucy g1kar. Bu bilyiiklikleri o ile gosterirsek, yam

F=5, =0, {4247
yazihir. O halde, kKisaca -
do, =do’y (4.2.48)
oldudundan
O AT=05 AT {4.2.4%

bulunur. g kutup eksenini E-diigleminin dodrusy olarak alahm. {0; 7::),, ?—-} koordinat
sisterninde q ‘nin denklemi {Sekil -4} & qire ,

xqoosp + xz3inp =h 4.2 50)
dir. E-diizlemindeki g dodrusunun dodru yoedunl uguny

() =dh Ady {4.2.51)

slarak alahim.

Sekil -4
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Bir E-dizlemi ve bu dizlem Uzerindeki bir noktadan gegen bir g dodrusunu

-

Juzoniine alahim. g dodrusy iizerindeki bir B noktasimin orjinle birlestidi vektire b=08
diyelim. Bu b vektirinii belirlemek igin B noktasindsn g ‘nin dodrultusunda  bir —3*1
vekiarini ve g "ye dik olan 572 vektirini ele alalim. Simdi de 5 vektiriine paralel, orjinden

gegen g kutup ekaenini kesen noktaya H diyelim. Bu takdirde wektorlerin toplarmndan

b =08 =00 + B - {4252

yazabiliriz. Bununla birlikte ¥ k,h e IR skalerleri ve 5’1 v'efa’;_ az vekiiriarine qira

OH=-hd , HE=kq

geklinde yazilabilir. Buylece,

b=0B=0H+ HE = k7 - h3e (4.2.53)
olur. {4.2.53} ‘indiferensiyeli ile {4.2.14) esitlenirse
db = dk By - dho = 0, T} + 0, T (4.2.54)
ve dolayisiyla
dk = D dh = - Ta {47553

bulunur. (4.2.9) ifadesinden g kutup skzeninin yodunludu (4.2 55 kullamlarak

(g} =dh&dy =- 0, AT {4256}

>
-

seklinde bulunur. Benzer sekilde,

— ___) > —_ - — . - o
b'=0B=0H + HB=k& - & {4257

yszihir. (4.2 167 ya gore
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A =dk'ay -dh 3y = 0y T + 005 (4.2.58)
ve dofapisiyla
dk'= o'y , 4 = -0 {4.2.59)

elde edilir. Yine (4.2.9) ifadesi ile birlikte q° kutup ekaeni {4.2.59) kullamlarak
(0') =dh' Adg’ = - Gy AT (4.2.60

geklinde bulunur. Dolayisiyla (4.2.49) ifadesinden dodrudan dedruya dodru yoduniuklarinin

ezt oldudu grkar.

4.3, Kutup Eksenleri Diniisiimi

Teorem (4.2.1) ‘de bir By-hareketiyle kutup eksenlerimin g <——> ¢ gibi
yojuniuklar dedigtirmeyen bir tekabiile badh olduduny girdijk. O halde £ ve £ diizlemleri
bu yodunludu dedistirmeysn dodrular diniigimil ile birbirlerine doniiziirler. Simdi tersine
olarak £ ve E' -diizlemi arasinda boyle yodunludu dedistirmeyen dodrular tekabiflijnii
onceden vermek ve bununla nasil ve ne dereceye kadar iki-parametreli bir Bjj-hareketini
tayin etmek istiyoruz.

Bununigin sgafidaki teoremi verebiliriz.
TEOREM 4.3.1:

iki Eve E-diizlemlerinin yodunluduny dedigtirmeyen bir g <—> @' dodru tekabiili
vasitaziyla E-diizleminin £'-diizlemine qire (ve tersi) iki-parametreli hareketlerin

bir-parametreli bir ailesi belirtilir.

ISPAT: iki E ve E'-diizlemlerinin yodunluvdu dedistirmeyen bir dodrular doniisimi meveut

olsun; yani bir E- hareketli diizleminde q herhangi bir dodru olsun. Buna E'-3abit
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)

dizleminde g <—> ¢' tekabili yodunludu dedistirmeyecek sekilde, bir q° dodrusu karsihik

gelir. E ve £ dizlemleri birer {0; &y, &o} ve {0°; &), €5} eksen sistemleri ihtiva
edebilirler. Bu eksen sistemlerinin O ve ' noktslarindan sirssiyla q, q° dofrularng birer
dikme indirelim. Dikme ayaklar da € w»e € olsun. g dojrusy ile " dedrusunun ist iste
geldidini digiinelim. Bu dodrularda heniiz bir dtelenme miimkiin olamayacad igin bu hareket

tek anlamit dedildir (Sekil -5).{B; 7 , a5} izafe sistemini

1. {B;7; }ekseni, g=q dodrusu,

Sekil -5

-

2. B baglanmg noktasim C dikme ayadr ile Ust Uste olacak zekilde, yani B=C

seklinde secelim. C ile O arasindaki uzakhk q 12 sekle gire agafudaki vektorleri yazabiliriz.

= — S

—> — — 'y ¢ 5
0B=0C=b , OB=0b" , OC =¢ CT=C'B = g9y 1431

Dolayiziyla
b =0B=0T + CB=¢ + o {432}

badinbisim olusturabiliviz.

¥
4.2.14) sisterni ile verildi. Dolagyisyla buradan artaya gikan Paff - formlart {4.2.22) ile

{4.2.23} integrellenebil me sartlar sadlamak zorundadir.

Yine O noktasimn E'-dizlemine gire dedigimi,

- —

— —>
de =db =4 + Ooaz
232

iken



b

d'C'='w’1-ﬂJ1 + ‘.#2-:3;_) (4 .

[
r
R

ile verilsin. Yukardaki bafintimn dvg tiirevi alimrsa (2.8) ifadesi qeredince
s 'T)- o - . - ; 3
d'id'e’) =d'(wyag) + dwpan) =0 (4.3.4)

olur. {4.2.15) ile { 1.1} bafintisimn kullantimaziyla

—p

d'{d'—g'} = d‘a Al + d ‘*.-.-']—';1 + d.gé Aws + d Woly = a

3

= T"—ﬁ-:‘f AWy +d'w'1§r1 -1 5’1 A'a?'-2+d*a'2:3—-)2 =1{]

F Y, - >
={Taw ) +dway; - { TAws1a) +dwoas=0

£

bulunur. Buradan

d'#]§1 +d'w‘15;2 = {T f';'ﬁ!f::::lg; -{r t'i‘w‘i}i_},;-
ve
d‘-,-,-'1 == Wz AT
dws = wy&T (4.3.5]

tiirev denklemleri elde edilir. {4.2.58} ile {4.2.60} formiileri dodru yodunluklarinmn nasil

hezap edildiklerind goster mektediv. Dolayizvyla 9 "nin E-diizlemindeki dodru yodunludy igin

(g} =-0- AT {436

ifadezini ve Q' ‘niin E'- diizlemindeki yoduniudy icin

(1 =-wo T {4.3.7)

(2%

ifadesini buluruz.

Kabiilimijze gire g ¢

»q" dodru doniiztimi yodunludu dedistivmedidinden

i
2
~—

Oz hT=wWo AT (4.3.8,
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egitligi sadlanmig olur.

Simdi (4.3.2) bafintisindan E'-diizlemine gore dedigimi, yani

G413 + O'g8a =Wyay + Woap +0Tds + dia :

=(wy +dQ)ay + (ws +qrlas (4.3.9}

ifadesini buluruz. Bu takdirde

Gy = wy+ dg {4.3.10}
O'y =wy + qT {43113

alur. Buradan
Wo = IZI";._\ - 4T ':4 312}

bulunur. Bu dederi {4.3.8) bafintizing yerine koyarsak,

O AT= wa AT = {0'- qU JAT=0% 4T - giTaAT)
ve TAT =0 oldufundan

To AT=02 AT {4.3.13}

bulunur. (4.3.10) diferensiyel denkleminden q dodru parcasimn tagind, integrellenebilme

sarty saflandidy igin daima midmkiindir. {4.3.10) denklenminden

d] =07y - vy (4314}

gazilabilir. (4.3.5) tiirev denklemlerinden (4.3.13) ifadesi ile birlikte



2
d{dg)} =d o’y - dwy = -0 AT+ Wo AT =10 (4.3.15)
sonucy elde edilir. Baylece dg bir tam diferensiyel olup,
q= I{D"l- wy Jdt {4.3.16}

dir. Bu integralde keyfi bir inteqrasyon sabiti ortaya cikar. 0 halde q dodru pargasimin tayini
daima keyfi bir parametre farkiyla mimkindir.

4.4 Kutup Eksenleri YoJunludu Sifir Olan Hareketler

TEOREM 4.4.1:

Kutup eksenleri yodunluju sifir olan iki-parametreli bir B-hareketl daima,

E-diizleminin bir k efrizi devaml olarak E'-diizleminin bir k' edrisine dedecek sekide elde
edilir.

ISPAT: Simdiye kadarki elestirilerimizde E ve E'-diizlemlerindeki g, o' kutup eksenlerinin
{g }= (g ortak yodunludunun daima sifir olmadiim kabul ettik. iki-parametreli

hareketler altinda tam bir istiznsi durum daims tarif balgesinin biltiin u, v dederleri icin

(g} =dh ady =0 (4.4.1)
() =dh" ady’ =0 {4.4.2)
oldudu Byy-lerdir.
g kutup ekseni E- dizlemine gtre

Xqoosp + Xz3ing = h {443}

denklemine sahiptir. Keza ana karsilik gelen E'-diizlemindeki q° kutup ekseni

Xycosp + Xpsing =R {4.4.4



denklemiyle verilir. (4.4.1) ifadesi dh ve dg ‘nin lineer bajiml oldufunu, yani

f(p,hddh + g{p hddp=0 {4.45)

seklinde bir bafintiya sahip olduklarim ifade eder. Dolayisigla b ¢ 'nin bu diferensiyel

denklemi sadlayan bir fonksiyony olarak

ho=h (gl - {4.46)

seklinde ifade edilebilir. {4.4.2) den b 'niin

T=h iy (447

gibi ¢ “piin bir fonksiyony oldudu senucu gikarhr.

Bu h=hiplve i’ =h' (s destek fonksiyonlar ile E ve E'-diizlemlerindz g ve g’
dodrularinin birer bir-parametrell atlesi tarif edilir. Bunlanin zarflar da h ve h' ile
gusterilebilir.

k, E-diizlemnindeki dodru ailesine ortoganal biv edri olsun. Bu takdirde k edrisine b

mn bir evolventi denir (Sekil -6}, k ‘'mn g dodrusu ile kesim noktas ¥ ile gisterilsin.

Sekil -6
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Simdi Byj-hareketinden bir-parametreli bir Bj-hareketini segelim. Bu harekete ait P
donme polii g kutup ekseni izerinde bulunur. E-diizlemindeki k edrisi bu By- hareketinde
E'-dizleminde bir k' zarfing sahiptir. k ve k' zarf edrisini ani dedme noktas (g, P poliinden
k efrisine gizilen normal oldudu igin) X noktasidir.

E'-sabit diizlemini inceleyelim: Ozellikle g = ¢ oldudu icin, E'-diizleminde ¢
kutup ekseni k* zarf edrisini dik keser. Boylece k' zarf edrizi de E'-dizlemimde g eksen
ailesine ortegonal bir efridir. k' edrisi h' edrisinin bir evolventidir. Dolayisiyla k' edrisi
By -den elde edilen bir-parametreli B -hareketine bedh dedildir.

Kutup ekzenleri yojunludu s1fir olan iki-parametreli By)-hareketi, k efrisinin
daima k' edrisine dedmesiyle izah edilebilir.

Tersine olarak h=h{g} , ' = b’ ('} fonksiyonlar ile E ve E'-dizlemlerinde hve
b ejrilerinin tedetler gostergesi olan bir-parametreli  birer dodru silesi belirtil-
mektedir. Bu edrilerin herhangl iki kwe k¥ ewolventi, yani bu iki dodru silesinin herbangi
iki ortogonal uiringesi alimirsa agaqudaki gekilde iki parametreli bir Byj-hareketi
belirtilebilir. k edrisinin bulundudu E-dizlemi, k deima E'-diizleminin k' efrisine defecek
sekilde harsket ettiriliyor. Buna girs k ve K afrileri noktslart birbirlerine kargihk
gelmeyip, sadece her iki efrinin defme noktast k ‘'mn herhangi bir noktasinda bulundudu
igin, boylece elde edilen hareket iki parametrelidir ve sifir yodunlukly dnceden verilen
eksen donuszimiine sahipbir. k we K efrileri gerine hwe h° ‘nin k we K° ‘den aym a
uzakhifinda olan kg, k'y gibi iki evolventi ahimrsa, aym By -hareketi elde edilebilir.

Bununla birlikte b ‘mn bir k evelventi h' “niin her ool tane farkh k' evolventi ile

beraber her defs bir Byj-hareketl belirttidi igin, By~ nin bir-parametrel bir ailesi

h=hiy}, h'=h'{¢'} fonksiyonlaring aittir.

Bunlara badh olarak asafidald teorerde werilebilir.
TEOREM 4.4.2:

E ve E'-diizlemlerinde bir-parametreli iki dodru ailesi dnceden verilmigse, bu
ailelere iki-parametreli Byj-hareketinin bir-parametreli bir ailesi aittir. Bu By -
hareketleri E-dizleminin dodru ailesinin ortogomal ydriingelerinin E'-diizleminin ailesinin

ortogonal yoringelerine dejmesiyle karakterize edilir.



S. BiR EGRI ELEMENTINI CiZEN NOKTALAR

TEOREM 5.1:

iki-parametreli bir Byj- hareketinde genel olarak hareketli E-diizleminin, {uv)

amnda yiizey elemamm dedil, tilakis bir edri elemamm gizen noktalarin geometrik yeri g
kutup eksenleridir. O halde g kutup eksenleri E-dizleminin << efri ¢izici »» noktasimn
geometrik yeridir.

ISPAT: E-hareketli diizleminde bir X noktam alahim. (ki parametreli bir Byj-hareketinde
bu nokts genel olarak E'-sabit diizleminde bir ylizey elemam gizer. E-diizlemindeki X
moktasimin yizey elemam yerine X 'in E'-dizlemindeki nokta yodunlujundan bahsedebiliriz,
Genel olarak bu nokis yoduniudu s1firdan farkh olacaktir, yani 8 nokias bir yizey slemam
gizecektir. Simdi, E-diizleminin E'-dizleminde nokta yofuniugu bir t amnda, yani incelenen
bir {uyv) kenumunds sifir olan X noktslarim aragtirahim. Bu noktalar bir t amnds
iki-parametreli Byj- hareketinde efri elementi gizeceklerdir.

Simdiye kadar keyfi alinan {E; 3y, a5} izafe sistemini, {B; ay} eksenini kutup
ekseni ile iist iiste gelecek gekilde secelim. Yani, p; = O olsun. Bu takdirde {4.2.40}
geredince

0-1 = 6‘1 {E‘l}

sonucum varthr. By bilyiikliklen o ile gisterirzek,

g = 0'1 = 0-.1 (5.2}
alur.
Simdi de (Sekil -2} ‘ye gire izafe sistemindeki koordinatlary x(, xp olan bir X

noktast igin

- — —
BY = 19y + Kplg {5.3)
- —» —> nd — _
X=08=0B+B% =b+xy3y + xm (5.4)
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seklinde yazalim. (4.2.13) ve (4.2.14) tirev denklemleri yardimuyla X noktasimin

E-diizlemine gire (4.2.27} formiili olan, yani

-

6= (dy+ 0- xpT 08y + (dxp + 0, + Xy T)82 (5.6

bulunur. dx = Oigin¥ noktas E-diizleminde sabittir. Bu da X'in E-diizleminde sabit kalma

gartlarin veys

d}i1=“U+3\'2T R dx2=—¢52- Ht (5.7}

bafintilarim verir.
% noktasinin E'-diizlemine gore dedisimi igin (4.2.30) ve {(4.2.34) formiillerine

uygun olarak

- -—> bd - . . P
A" = d%= (dx) + 0- 2T hay + {dts + 0'5 + T Jag {5.3}

ve (5.7} dederleri yerine yazilirsa

—r e 5 =¥ L + s vy
dex = - wplr'-thay + {5’y - 05} + xy{r'-1l}as (593
sonucuny elde ederiz.
-xplt-th=ny , oo -0y )+ -t =T {5.10}
yazvlarak
- d g 1 P
xf.!i:'l'h &1 +|‘!.2&2 {5.11}

ifadesini buluruz. Burada dgd bir-parametrell hareketlerdeki siriiklenme Wzina karmhk
qelir.
& noktastmn B -duzleminde ¢izdidi ylzey elementi veya X in E'-duzlemindeki nokta

yodunludu

dex =1y ATp =xp [{o's - 051 A (7] (5.12)

dig carpima ile verilir. Buradan
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(6'2-05)a (-0 =0 ' (5.13)

ise, df_f yiizey elementi yalmz xp = 0 olan X noklalar igin sifirdir. Bu noktalar

Byy-hareketinin kutup ekseni iizerinde bulunurlar.

(53-05) 4 {T-0 =0 (5.14)

gartinin saflanmast halinde agadidaki ki sonug ortaya grkar.

]

1. o

‘2 - Oy vE -1 Tormlart lineer bafiml iseler, aym P dinme polii
By-fhareketinin {u,v) konumlu biitin Bj-hareketlerine sittir. Yani, esas itibariyle bir
kutup ekseni meveut dadildir.

2. T-1 = 0 ise, butakdirde genel olarak sonsuz uzak paller bulunur.



6. iKI-PARAMETRELI By;-HAREKETINDE ESAS-Bj-HAREKET] YE NORMLANMIS
iZAFE SISTEMI

Iki-parametreli bir Byj-hareketini, {B; ?1} ekseni ve q =q° kutup ekseni
tizerinde bulunan bir {B_;‘gh 3} sistemine izafe edelim. Byj-hareketinden elde edilen
bir-psrametreli bir Bj-hareketinin P dinme poliinin koordinatlan (4.2.39} ile {4.2.40}

ve (5.2} ‘den dolaip

pr=-{0-0,3/7-1, pp=0 {6.1)
dir.
Byj-hareketi iginde, syna resimli pol efrilerinin simetrik yuvarlanmasiyla
meydana gelen fevkalede By-hareketleri vardir. Bu hareketleri esas By-olarak ifade etmek

istiyoruz. Bir-parametreli bir Bj-hareketinin hareketli (P) pol edrisinin kontengenz apis
T wesabit (P') pol edresinin kontengenz apist olarak da © “yii alalim. Burada ©, kontengenz

ap1z1, yani (P) ‘nin komgu iki tedetinin acimidir. © kontengenz agiz, (P') “niln kemsu iki

fedetinin agisidir. Bu agilar simetrik yuvarlanma icin ezit e ters igaretli oldudundan, yani

ey
-
-
[}
L)
e,
[
[x
-

saflanmak zorundadir. (6.2} ifadesiyle By -hareketinin her {ux} durumunda esas-

B(-hareketine karsihk donme polii olan bir O esas- polii teshit edilir.

.
Al
D]

el

TAT =0

kabulii altinda 0 esas- poliiniin koordinstlar qq |, go olmak tzere (6.1} ‘den dolap
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(G'2-05) A (U] (6'2-05) A (T+7)}

il
I

4

(r-1) & {U+r) TAT+T AT-TAT-TAT

i

)
<

-G ) A (T+T)

Bt

-TAT-TAT

(F'2-05) A (T+T]

-2{TAT)

g . P %
{T2-065) & {T+1]
= {6.4)

2{taT)

elde aderiz.

o'y - oy YA(THT])

Iz =
(T-T) AT 47
igin (5.2} ‘den dolap
Qz = 0 {A.5)

seklinde yazarak

Wy = l!'qdl.l + EH dy (6.6}
Wo = ﬁgdu + 52 iy 'f EI.?)
Wz = Azdy + Bz dv {6.3)

elde edilir. Bunlara badh olarak, Pfaff-for mlarimn agafdaki dzelliklerini kullanalim.



a0

[« )
e
S

Wy =1} (.

diferensiyel denkleminin giziimi igin, wy lineer bafims1z kabul edilirse, dider 1ki formun

oram

W Wy AwWs det {'qf’ . “""'2}
= = (610}
:;y"-:-_: !w!‘ :B q,yt‘ A ':&'3 d&t '::"““1 , \&33}

seklindedir. Yani, Pfaff-formlarimn katzaplanimn determinanty seklinde yazihiraa

Ay By
W a'-"vz B-;_-
Wz Wy =] r’}q 51
Az Bz

]
)
(]
e
—
"

olarak bulunyr.
lzafe sistemini kutup ekseni boyunca B baslanqicy © esas-poline gelinceye kadar
yer defistirmek suretiyle, normlamak wve tek anlamb olarak belirtmek gerekir. Bir

Bjj-hareketinin B = Q olan bu kanonik 1zafe sistemi igin

veya

{0'2-0,0 Af{T+1) =0

olmahdir. Bu sart daha detayly olarak



al

o AT -0 AT+ AT-0,AT=0 {6.14)
.2 2 - &

seklinde yazilir. YoJunlugun dedizmezlidini ifade aden {4.2.43) bafintizindan dolayp

To AT=024AT (6.15}

esitlidi de yazilabilir. &Cu,v), Blu,»), Fluv), F{uw), G{u,v} ve G'{u,v} iki- parsmet-
reli Byj-hareketinde yiizey iizerinde buluran edrilerin fonksiyenlan olmak izere, (6.3}

ifadesine, yani T ve T ‘piin lineer bafims1z olmasindan dolay o Pfaff -formlan Tve T
cinsinden ifade edilebilir ve sonugts asafidaki bafintilar bulunur.

o~
(=4
—_
=

s

e
oh
s
—
v
S

],

Simdi by ifadeleri (4.2 49) ve (8.15) de y

T

ring kogarsak,

(Fr-Grjat={Fr-G'T)ar

F{rat -G{rary= Firat)-G{tTAar]

-GiTATY= -F{TAT)
G=F {H.19)
Ve
[ Y T = f.'l'.: AT
(FT-GT) AT ={FT-G'T) AT
F{rat)-Gitati=Fi{ran -6{ra1)
Fitat )=0{taT)
F=G {6.20)
hulunur.



Daha onceki bolimlerde, g ve ¢ kutup eksenlerinin denklemlerini sirasiyla
E-diizleminde {0 ;Eﬂ o} koordinat sistemine gire
Xy cosp + xp3ng =h

- -

ve E'-dilzlemindeki {0°; ey &2} koordinat sistemine gore

x'ycomp’ + X'z sing’ =D

seklinde ifade edilmigti. Diinme apimimn {B; 3y , a5} izafe sistemine gire dedigimleri

ljl{l =T Ijl;I' =71

oldudu ve TA T = 0zaflandidt igin ¢ ve ¢ aplarim badimaz dedizkenler olarak kabul edip,
By - hareketini onlara izafe edebiliriz.

Bu takdirde (6.16), (617} ve (5.18) ifadelerinin g1z tiirevlerinin olugturul-

mazyla
dr=0 , dt =10 {6.21)

ile {6.13) ve {6.20) 'den dolay

doy = d (A1 - BU) =d (AT} - d(BT)
ve (1.1} badintizindan

doy = dAAT+AdT-dB A T-BdT
olur. (6.21) ifadezi kullamlarsk

doy = dAAT-dBAT (0.22)

elde edilir. Simdi agafida p wve g’ agilarim bafimsz dedigken olarak kabul ederek bir

irdeleme yapalim:



iRDELEME:

Onee ¢ bafims1z dedigkeni igin

daidy =ahiay = Ay

ile gisterilirse (4.2.9) ‘dan dolap

dAT=4y {(tAaT)

dhat=10

buluruz. Ayrica benzer olarak
dBdyp =.§B.~"F),P = B.;,
ile gisterilirae

dB AT = B,{, fTAT)

bulunur. Dolayistigla by deder {6.22) da yerine yazihirsa

doy = ~ By {TAT)
elde edilir,

Simdi de ¢’ bafimaiz dedigken igin

dhidy’ =38/2y" = Ay

ile gosterilirze
dhht= é,p' (T AT

= - Iéllp' ‘it f T'::'
bulunur.

Ean
(523
Jua
(2]

o~
pu
3
fu
Uooree=t

o
&)
Ln

p"-
[
(=]

{6.29]



o4
Ayrica
dBidy’ =aE‘-x3,P' = B,P' {6.30)
seklinde gizterirsek,
dBAT = B@' (T AT)

dBat =0 (6.31)

bulunur. Dolayisiyla

oy = - n'fslp’ {tat) (6.32)
elde editir. Bu takdirde {6.24) ve {6.31) badinhlarina gire
dyy =0 (6.33)
elde ederiz. Dolayisyle de (6.26) ve (6.32) ifadelerinden
dF, =~— Ay’ (TAT) - 8,;, (TAT)
== (lf‘ulp' + Ei,¥ JTAT {6.34)

elde edilir. Gergekten bu sonug bizim igin dodru olamdir. Clinkii (6.16) ifadesi A{u,v) ve
B{u,»} qgibi edrilerin fonksiyonlaring bafhdir.

Benzer sekilde,

dog == (Fy + Gyl rar (5.35)
o'y == (Fy+Gy JraT {6.36)
dederleri bulunur. Bu dederleri (4.2.22) ve {4.2.23} integrallensbilme sartlan ile

kargilagtirirsak, yani



a3

ifadesimden

=-F{tatT)+G{TAT)

gzihir. TAT =0 oldudjundan

Cdoy =6 T AT)

elde edilir. Yukandaki ifade {5.34) ile karsilashrirhirsa,

G{T AT }=(#«,P + By JT AT

yazihir. Delapsiyla

G= f:'I,p‘ + BI{I
bulunur. Benzer sekilde

dfj:_) = U‘ AT

=(AT-BU AT =&{rAaT)-B{T AT

ya2riarak

!

do, =-BiTAT) =B{TAT)

elde edilir. Budederi (&5.35) ile mukayese edersek,

B{tar)=- {F,{,' + G'P JTAT

B=—(Fy +Gy)

bulunur.

P
[ )
Y
w3
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o,
[}
e
o0
L

-
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()
ot



03’y =0y AT

=(hT- BT AT = A(rAT) - B(vAT)

yadilarak U A1 =0 olmasindan dolay

do' 5 = A{TAT) . {5.41)
elde edilir. {6.36) ifadesinden
ATAT) =—(Fy+Gy ) TAT

yvlarak, yani

A== (FprGy') (6.42)

bulabiliriz. Bazen ¢ ve bazen de ¢ ‘ye gire kismi tirev slmammzin sebebi (4.2.9) dan

dolay farkh dederlerin ortays pikmasidir.

Bu nedenle F ve G fonksiyenlan keyfi olarsk segilemezler. Bununla birlikte Ave B

nin Ay’ ve Byp kismi tiirevleri ahinarak (6.32) ‘de yerine konulursa, yand

A\p' =7 ':Flplp' + Glp‘lpi} {6.43}
E;‘p = - {F,‘p.lg + Eq‘;{x‘:‘ ":644:'

Ve,
Ft‘[np' = Fl{l'l;l {’345}

sarh kullamlarsk

co

= —FIPI,P. - Bl{l.l{l. - Fa{n ‘é_ Glpl{l

G=-2hpy -Gy ~Byy

ve buradan da



n
=

G+2Fgy +Gyy +Gyy=0
ifadesi bulunur.

Jimdiye kadar elde edilen sonuglar agafidaki teoremlerie ifade edelim.

TEOREM 6.1:

[ki-parametreli bir By -hareketinin her (uy} konumuyla, syna resimli pol

edrilerinin simetrik yuvsrlanmas ile meydana gelen bir esss- Bj-hareketi elde edilir.

Bunun O dinme polil By - hareketinin incelenen durumdaki esas - polidiir

TEOREM 6.2:

[ki-parametreli bir Byj-hareketinde {0;%] 35} ksnonik izafe sistemi, O esas-

poliinde  bir baglanqi noktasina sahiptir. Dolayisiyle By -hareketinde {0; 9, } ekseni g=q’
kutup eksenidir.

Bu normlanmmis izafe sisterni icin

-

— — e —_— =y - ’
day =tap , dax=-Tay ; dl= gay + 0.4 L6.40)
by e o M g -

d'ay =T ag dag=-Tay ; dq=0Ga

[
~~
T
o
[eix]

L]

tirey denklemlerinin sisterni mevcuttur. (6.40) ve {6.42) ifadeleri {6.16) 'da yerine
kanurss

gog=- (Flp“‘ Bq,' .:' T + (F,{" + El‘{l } T (64';‘:'
veayrica (619} v

ve {6,200 ‘den dolag

[m )
n
=

yaztlabilir. Artik F ve

fonksiyonlart yanhz {6.46) integrallenebilme gartlanim



sadlarmak zorundadir,
E ve E'-dizlemlerindeki g, q° kutup eksenlerinin yodunluklart (4.2.49) ve

{4.2.60) formiilNlerine girs

(g ={g)=-0,81= -034T

=-{Ft-GU ) AT=-F{tAT)}+G{T &471)

ve TAT=0 olmasindan dolag

(g ={g=0G{rAaT)
=-GlTAT )
= - G{dp Ady’ ) {6.51)

bulunur. Dolayisiyla G inveryant esss itibarigle £ ve E'-dizlemlerindeki g, 9°  kutup

eksenlerinin ortak yodurduklandir.



7. iKI-PARAMETRELI HAREKETLERDEN CEKIiLEN BiR-PARAMETRELI]
HAREKETLER

Daha dnce iki-parametreli bir Byj-hareketinin bir dzel durumu ile glde edilen bir
parametreli By-hareketleri altinda esas By-ler karakterize edilmigti. Bunlar simetrik

yuvarlanmaya karaihk gelirler. Simdi de By-hareketlerind apiklamaya qaliahm.

1.1. Bir-Parametreli 5;-Kayma Hareketleri

Bunun igin

=T {7.1.1)
yani
= (7.1.22

icin bir kayma hareketi mevcuttur. E-diizleminde bir ¥ noktasim gozdniine alahim. (5.9)

bad)ntisina qare bu noktamn ilerleme dojrulfusy icin

de {7.1.1) kullamhirss

— - S
df)i = ':,Cl';_a - 52;‘& f

t

elde edilir. 0 halde ani kayma yonii her defa kutup eksenine diktir.

£ nektasimn yoringe edrisinin komsu noktalar (7.1.3) ifadesine gire o's - o.

-
<

[

uzakhfindadir. Kayma yinii ise T = 1 agis1 etrafinda dedizir. Boylece 1 = T kontengenz

ac1e1, yaml X noklasinin yoringe ejrisinin komgu tedetlerinin agisidir. Dolayisigla 5p- kayma

hareketinin & edrilik yancapim



a0

§= 00501 (7.1.4)

seklinde gisterebiliriz. (6.50) ifadesinden dolay

Gt -Ftr' - Fr+Gr

ve T = tolduduigin

=2 (G-F3 (7.1.5}

(v 2]

elde edilir.

7.2. Bir-Parametreli Hareketlerin Oskilatori

Bundan pol yoriingelerinin her defa kutup eksenlerine deden bir-parametreli

Bi-hareketlerini anhuoruz. Buns karailik gelen P dinme polii igin




{Sekil- 7} ile {6.1) ve (6.50) ifadelerine gire

OF =00 + 0P =T+ 3y (7.2.1)
0P =0U+0P = q + 5o, (7.2.2)

yazilabilir. Buradaki P donme polil py = p ye karsihk gelecedinden

p=-lo'y-05) /-1 - {123
yazabiliriz. {6.50} ‘den dolap
Gr-Fr'— Fr+ir
p=-
.t'__ .1-
(G- Flt o+ (G- F'
T-1
TH+ T
= {(F-G} {7.2.4)
-1
bulunur. Bizden istenen defme, (5.47) ve (6,48} bafinhlariyla
bgd ol — —y ; > B o —> .
40P =dg + dpay + pday = (7 + dplay + (05 + pliag (7.2.5)
e rynd - o cd . —2 ; .
d0°P =d'q + dpay + pd'ay = (7 + dpiay + (F'5 + pTlas (7.2.6)
dedizimlerinin kutup ekaeninin ?, dodrultusunda oldudunu, yani
G+ pr=0, ox+pr=0 (7.2

olduduny ifade eder.
p koordinatlary (7.2.4) ‘e gire ik Pfaff-formun oram seklinde gasterilebilir.

Karakterize edilen, By-hareketleri igin (7.2.7) gartlan saflamsk zorundsdir. {6.4) ‘iin
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genel kaidesini uygularsak,

(T+ 1) A (g + pr) (T+ Ao’y +pr)
p={F-G) = {F- G} (7.2.8)
(T-1)A{gy+p1) (T-1)A{gy+pt])

seklinde yazabiliriz. Gnce egitlidin birinci taraf igin oo'nin {6.50) ‘deki dederini yerine

koyarsak,
{v+ 1) & (Fr-Gr'+ pr} {r'+ 1) & {{F+plT-Gr'}
p={F-G} = (F- G}
(-1} A {Ft-Gr'+ pt} { - 1) A((F+plt-Gt}

(Frpd T AT-G{TATY+ (F+p) TAT-G{TA T

= (_F—- G':I

(Fepl TAT-GITAT)- (FrpiTA T+ G{TA T)

(Frpi T AT+ GiTAT

1]
et
“n

i
[~y
R

(F+p) T AT-G6(TAT)

(F-G}{F+p+GI TAT

p =
{(F+p-GiThT
(F-GI{F+p+G)
p =
Fep-G

buradan



[m ]
L]

pF + p2 - pG = F2 +pf + FG - FG-pG- G2

sonucuny elde ederiz. E3itlidin ikinci tarafh icin benzer hesaplarnalar yapilarak aym sonucy
elde ederiz.

Dolayisiyls agafidald teorem verilebilir.

TEOREM 7.1.1:

Bir By -hareketinin her durumuna kargihk gelen kutup ekseni izerinde oskiilatar-
E{- in polii slarak iki dénme polii bulunur. Bu eskilatir poller F2 > G2 igin reel ve F2 <G2

igin eslenik sanaldir. Q esas-poll her 1k oskilatdr - poliin orta noktasudir.
igin

gxT-0gzT=10

j {7.2.10)
diferensiysl denklemi elde ediliv. (5.50) ‘den dolayt adi carpim olarak

Bré-2Ftv + G2 =0 (7.2.11}
veys bunun yerine

Bily? - 2Fdgdy’ + Gdg2 =0 {7.2.12}

ifadesi de yazilabilir.

1.5. Bir-Parametreli Hareketlerin Geodezikligi

Iki-parametreli  Byj-hareketinin  bir-parametreli  Bj-hareketlerine,  bu

fareketlerin pol edrileri tekabiil eden kutup eksenlerine dik clurss qeodezik ady wverilir.
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Bu takdirde (7.2.5) ve (7.2.6) ifadesindeki bilegenler 3y vektiriiniin dogrultusunda daima
s1fir olurlar. Bunlar
g+dp =0 {7.3.1)

sartint verir.

{7.2.7) denkleminin diferenziyeli alimrsa

dos + tdp+ drp=0 {7.3.2}

butupur. dv=0 ve dg =1 oldujunsn

~d
w
L]
L

4, + dypdp = O {

ve buradan da

dp = - do. S dy {7.3.4)
elde edilir. {6.50) bafintisimn diferensiyeli ahmrsa
dop £ dy = Fpr+ Fdu/dy - Gyt - Gdt' fdy {7.3.5)
bulunur. {(4.2.9) ve {7.3.5) ifadelerinden
dp=- Fgdp - Fdidp}/dp +Gpdp +Gd{dy’)/dy {7.3.6)

gazihr. (6.49) ile (7.3.6) ifadelerini (7.3.1) de yerine kousrsak

~{Fyp v G ddy + (Fy'+ Gl dy' - Fdp - Fd{dy )/ dy + Gydg" +Gd{dy’}/dp = 0

~Fydp -Gy dp+ Fy'dy's Gudg' - Fydp - Fdidp 3/ dp + Gy dp’ +Gd{dy’) /dyg = 0
buradan da
z G‘P,j,p‘ - ZFqI dyp - E'{l' dg + F‘p' dip’ +!3’d(|jlp'} fyp-Fd {dlp 1 dg =0 (7.3.7)

olur. Her iki tarafi dgp ile carparsak,



[ )]
on

Gd2y’ - Fd2g + 2Gdp dyp’ -2 Fg (dp)Z - Gy'(dg)2 + Fyp'dpdy =0

bulunur. {7.1.1} ifadesinden

T=1T = d¢ =dy (7.3.8)
olur ki, buda ¢ = ¢ demektir. Delaypziyla

Gd2¢ - FdZg + 26, (dg) 2 - 2Fy (dy)? - Gy(dy)? + Fy (d9)2 =0

{G-F)dZp + Gyldp} Z-Fepldgl=0
seklinde yaz1labilir. Buradan da
{Gp-Fp){dpi2+ (G-Fyd2p=0

butunur. Boylece ikinel mertebeden kizmi diferensiyel denklem elde edilmis olur,
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