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ÖZET

Q-B SPL NE LE FONKS YONLARA YAKLA IM 

Kadriye ÖZKAN

Yüksek Lisans Tezi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal

Dan man : Prof.Dr.Zeynep Fidan KOÇAK

May s 2015, 91 sayfa

Bu çal mada ilk olarak spline fonksiyonunun temel özellikleri ve çe itleri incelendi. 
B-spline fonksiyonu tan t ld . q-integer noktalar  ve q-integer noktalar nda B-spline 
konular  aç kland  ve örneklendirildi. Son k s mda ise q-B spline ile fonksiyonlara 
yakla m aç klanarak örnek problemler çözülüp elde edilen yakla k çözümler ile 
gerçek çözümler kar la t r lm t r.

Anahtar Kelimeler : B-Spline Fonksiyonu, q-integer Noktalar , q-integer  
Noktalar nda B-Spline Fonksiyonu, 
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ABSTRACT

APPROACH OF FUNCTIONS WITH Q-B SPLINE FUNCTIONS 

Kadriye ÖZKAN

Masfer of Science (M.Sc.) 

Graduate School of Natural and Applied Sciences  

Department of Mathematics 

Supervisor : Prof.Dr.Zeynep Fidan KOÇAK

May 2015, 91 pages 

In this study the basic properties and types of spline functions and B-spline function is 
introduced.Also q-integers and B-splines with knots at the q-integers   are explanied 
and illustrated.In the last part approach of functions with q-B spline functions 
explained  sample problems have solved and the obtained approximate solutions are 
compared with the exact solutions. 

Keywords : Spline Funstion, q-integers, B-Spline Function,B-splines with  
                          knots at the q-integers 
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ÖNSÖZ

Dü ünmekten çok ezberlemeye yönelten e itim sistemleri, matemati in birçok insan 

taraf ndan, anla lmas  güç, gereksiz, karma k i lemler y n  olarak görülmesine 

sebep olmakta. nsanlar sadece anlayabildikleri eyleri sevebilirler. Bu yüzden biz 

matematikçiler matemati in ve matematiksel dü üncenin hayat n bir parças  oldu unu

ön plana ç kararak insanlar n matemati e bak  aç s n  de i tirmeliyiz. Genç bir 

matematikçi olarak insanlar n matemati e bak  aç s n  kendi imkanlar m ölçüsünde 

de i tirmeye çal yorum. Bu amaç do rultusunda ba lad m çal mamda B-spline 

fonksiyonlardan yararlanarak hata pay n  en aza indirgeyerek fonksiyonlara yeni bir 

yakla m teorisini incelemeye çal t m .

Bu çal man n haz rlanmas nda yard mlar n  ve deste ini esirgemeyen de erli 

dan man m Prof.Dr. Zeynep Fidan KOÇAK’a , her zaman her konuda yan mda olan 

aileme te ekkür eder sayg lar m  sunar m.

Kadriye ÖZKAN

Mu la, 2015
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR D Z N

   : Her 

   : En az bir 

   : Reel Say lar Kümesi

   : [ti, ti+n+1] aral nda tan ml  n.dereceden B-spline 

S(x)  : i=0,1 … n olmak üzere [xi, xi+1] aral nda tan ml  spline 

   fonksiyonu 

C[a, b]  : [a, b]  kapal  aral nda sürekli fonksiyonlar n uzay

[r]  : q > 0 ve r N için q-integer noktas

[r] !  : q > 0 ve r N için q-faktöriyel

   : q-binom katsay lar

Dq  : q-türev operatörü
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1. G R

Yakla m yöntemleri Matematikte oldu u kadar Temel bilimlerin di er alanlar nda ve 

Mühendislikte yayg n olarak kullan lan önemli çözüm tekniklerindendir. 

Yakla m yöntemleri içerisinde çal mas  kolay oldu u için ço unlukla polinom 

yakla mlar  tercih edilir. Tablo halinde verilen hassas say sal de erler veya ayr k 

noktalardan olu an grafikler için ara de erlerin bulunmas  i lemi interpolasyon olarak, 

verilen noktalar n d ndaki de erlerin bulunmas  i lemi de extrapolasyon olarak 

adland r l r. Ancak nokta say s n n artmas  birçok durumda çözümün raksamas  

anlam na gelir. Ayr ca istenilen fonksiyon [a,b] aral n n de i ik k s mlar nda de i ik 

özelliklere sahip ise örne in; bölgenin bir k sm nda h zl  di er k sm nda yava  

de i iyorsa fonksiyona tek bir e ri ile yakla mak uygun sonuçlara götürmez. Bunlar

dikkate al nd nda polinom interpolasyonu yerine ba ka tekniklere gerek oldu u 

anla lmaktad r (Anonim a.). 

Belirli verilere uyan, bilinmeyen fonksiyonlar n yakla k çözümünde kullan lan 

Spline’lar konusunda ilk çal ma 1940’l  y llarda Schoenberg taraf ndan ortaya 

konulmu tur. Spline fonksiyonlar , uygun baza sahip sonlu boyutlu lineer uzayda 

düzgün fonksiyonlard r. Numerik analizde ve yakla m teorisinde spline fonksiyonlar  

kullan l rken olu an matrislerin i aret ve determinant özellikleri uygundur. Küçük

dereceden spline’lar çok esnektir ve polinomlar ile elde edilen yakla mlar  

sergilemezler (Da ,1987).

Birçok durumda bir diferansiyel denklemin belirli artlar  sa layan özel çözüm e risi 

bilinmiyor ya da analitik yollarla çözmek mümkün olmayabilir. Bu durumda 

bilinmeyen fonksiyon de erlerini, çözümün var oldu u aral  parçalara bölerek, her 

bir parçada ikinci, üçüncü ya da daha yüksek dereceden polinom yakla m  yapmak 

suretiyle yakla k olarak hesap edilir. Her bir aral kta de i ik fonksiyonlara yakla m n 

yap ld  bu tür interpolasyona Spline interpolasyonu denir (Özdemir,1996).
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Bu çal mada veri noktalar n  çe itli aral klara bölerek, her bir aral kta daha küçük 

dereceden polinomlara yakla m yapma esas na dayanan ve birçok özelli e sahip 

spline fonksiyonlar tan t lacakt r. Daha sonra lineer, kuadratik, kübik B-spline’lar 

tan t l p q-integer tan m  ve özellikleri verilerek q-integer noktalar nda B-spline 

fonksiyonlar  tan mlanarak özellikleri incelenecektir. Son olarak da hata pay  oldukça 

dü ük olan bir yakla m yöntemi olan q-B spline ile fonksiyonlara yakla m yöntemi 

incelenecektir. 



3

2. KAYNAK ÖZETLER

2.1. Spline Fonksiyonlar  

Tan m 2.1

a = x0 < x1 < …< xn = b 

noktalar  üzerinde tan mlanan ve a a daki iki özelli i sa layan n 1 olmak üzere n. 

Dereceden S(x) fonksiyonuna spline fonksiyonu denir. 

(i) S(x), [xi,xi+1] de en fazla n. dereceden polinomdur. 

(ii) S(x)  Cn+1 [a,b] 

Bu tan mdan da anla laca  gibi spline fonksiyonlar ; kendisi ve türevlerinin 

süreklili i ile ilgili baz  özel ko ullar  sa layan en fazla n. dereceden parçal  de erli 

polinomlard r (Philips, 2003).

Yukar daki ko ullar  daha ayr nt l  yazacak olursak;

(i) Spline fonksiyonlar , tan mland klar  her bir dü üm noktalar nda fonksiyon ile ayn  

de erleri al rlar;

Si (xi) = f(xi) ;  i = 0,1,…,n

(ii) Spline fonksiyonlar  iç noktalarda süreklidir.

Si (xi+1) = Si+1 (xi+1) ; i = 0,1,...n-2 



4

(iii) Spline fonksiyonunun ard k türevleri ; 

 (xi+1)          =  (xi+1)

 (xi+1)         =  (xi+1)

 (xi+1) ; i = 0,1,…n-2 

iç noktalarda süreklidir.

imdi ise spline fonksiyonlar n genel özellikleri a a daki gibi verilebilir.

1- Spline fonksiyonlar, uygun tabanlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylard r.

2- Spline fonksiyonlar, düzgün fonksiyonlard r.

3- Spline fonksiyonlar n türevleri ve integralleri de spline fonksiyonlard r.

4- Yakla k teorilerinde spline fonksiyonlar n kullan lmas  ile do al matrisler ortaya 

ç kar ve bu matrisler uygun determinant özelliklerine sahiptir.

5- Spline fonksiyonlar, elde ya da bilgisayarda yap lan hesaplamalarda kolayl k sa lar 

(Dönmez, 2008).

2.1.1. Lineer (do rusal) spline fonksiyonu 

Veri noktalar n  çe itli aral klara bölerek her bir aral kta do rusal fonksiyonlar 

kullanma esas na dayanan lineer spline interpolasyonu, spline interpolasyon türlerinin 

en basiti olup kullan m kolayl  bak m ndan tercih edilir. 

Lineer spline interpolasyonunda her bir alt aral k için seçilen fonksiyonlar

Si(x) = aix + bi ,  i = 0,1,…,(n-1) 

eklindedir. Burada n tane fonksiyon olup her bir fonksiyonda da 2 bilinmeyen katsay  

mevcut oldu undan toplam 2n tane bilinmeyen katsay  vard r. Öyleyse bu katsay lar  
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hesaplayabilmemiz için 2n tane denkleme ihtiyac m z olacakt r. Bu denklemleri ise 

a a daki kabuller sonucunda elde edece iz.

i. Si(x) polinomlar  iç dü üm noktalarda fonksiyon ile ayn  de eri almal d r.

Yani,  

Si(xi) = yi ,  i = 1,2,…,(n-1) 

ii. Si(xi+1) = Si+1(xi+1) ,  i = 0,1,…,(n-2) 

iii. Ba taki ve sondaki spline polinomlar  uç noktalardan geçmelidir. Yani,

S0(x0) = y0 ,  Sn-1(xn) = yn

Böylece i. Ko uldan n – 1, ii. Ko uldan n – 1 ve son olarak iii. ko uldan 2 tane olmak 

üzere toplamda,

(n – 1) + (n – 1) + 2 = 2n 

tane denklem elde edilmi  olur. Bu denklemler kullan larak katsay lar hesaplan r ve 

Si(x) spline polinomlar  elde edilir.

S(x) = 

Lineer spline fonksiyonunu temsil eden grafik ve bu fonksiyonun parçal  de erli 

biçimde gösterimi a a da verilmi tir.
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y

        sn-2 

   s1 s2    sn-1

 s0

         x 

 x0 x1    x2        x3 xn-2 xn-1      xn

ekil 2.1 Lineer spline fonksiyonu grafi i

Örnek 2.1 

x 1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575 

y 2.0030 1.2230 6.1120 5.6810 8.7015 

Tablosu veriliyor. Lineer spline interpolasyonu yöntemi ile en uygun yakla m  

yapal m ve y(5.0) de erini yakla k olarak hesaplayal m.

Si(x) = yi + mi (x – xi)  ,  i = 0,1,2,3 

eklinde olacakt r. O halde

S0(x) = y0 + m0 (x – x0)  = 2,0030 +  (x – 1.0520) 

               = 2.0030 – 0.338541(x – 1.0520) 

    = -0.338541x + 2.359145 

S1(x) = y1 + m1 (x – x1)  = 1.2230 +  (x – 3.3560) 



7

    = 1.2230 – 3.971567(x – 3.3560) 

    = -3.971567x + 12.105578 

S2(x) = y2 + m2 (x – x2)  = 6.1120 +  (x – 4.5870) 

    = 6.1120 – 0.169818(x – 4.5870) 

    = -0.169818x + 6.890955 

S3(x) = y3 + m3 (x – x3)  = 5.6810 +  (x – 7.1250) 

    = 5.6810 – 1.416412(x – 7.1250) 

    = 1.416412x – 4.410935 

olarak hesaplan r.

Buna göre

S(x) =  

eklinde yaz l r ve grafi i a a daki gibidir;
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ekil 2.2 Örnek 2.1 için lineer spline grafi i

O halde 

y(5.0)  S2(5.0)  =  -0.169818(5.0) + 6.890955= 6.0419 

olarak hesaplan r. Bu problemi a a daki Matlab program ndaki ad mlar  uygulayarak 

çözersek,

>>x = [1.0520  3.3560  4.5870  7.1250  9.2575] ; 

>>y = [2.0030  1.2230  6.6810  5.6810  8.7015] ; 

>> lineer spline (x,y,5) 

ans =6.0419 

oldu u görülür.
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2.1.2. Kuadratik spline fonksiyonu 

Bu spline türünde her bir alt aral k için seçilen polinomlar,

Si(x) = aix2 + bix+ci, i = 0,1,…,(n-1) eklindedir. 

Burada n tane fonksiyon olup her bir fonksiyonda 3 bilinmeyen katsay  

mevcuttur.Bunlar  hesaplayabilmemiz için 3n tane denklem elde edilmelidir 

Bu denklemleri ise a a daki spline özellikleri kullanarak elde edece iz.

i. Si(x) spline polinomlar  iç dü üm noktalarda fonksiyon ile ayn  de eri almal d r. 

Yani,  

Si(xi) = yi  ,  i = 0,1,2,…,(n-1) 

ii. Si(x) spline polinomlar  iç dü üm noktalar nda sürekli olmal d r. Yani,

Si(xi+1) = Si+1(xi+1)  ,  i = 0,1,…,(n-2) 

iii. Si(x) spline polinomlar n n birinci mertebeden türevleri iç dü üm noktalar nda 

sürekli olmal d r. Yani,

(xi+1) = (xi+1)  ,  i = 0,1,…,(n-2) 

iv. Ba taki ve sondaki spline polinomlar  uç noktalardan geçmelidir. Yani,

S0(x0) = y0 , Sn-1(xn) = yn

Yukar daki denklemlerden   (n – 1) + (n – 1) + (n – 1) +2 = 3n – 1 tane denklem elde 

edilmi  olur. O halde 1 denkleme daha ihtiyac m z olacakt r. Bu denklemi de ilk 

noktada ikinci türevin s f r oldu u  , yani S0(x) polinomunun bir do ru parças  

oldu u ko ulunu koyarak elde ederiz. Bu da

 a0 = 0 olmas  ile e de erdir. Bu ekilde elde edilen kuadratik spline fonksiyonuna 

natural (do al) kuadratik spline fonksiyonu denir.
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   y 

       sn-1     

      s1 s2    

 s0            sn-2

         x 

 x0 x1    x2        x3 xn-2 xn-1      xn

ekil 2.3 Kuadratik Spline Fonksiyonu Grafi i

Örnek 2.2 

x 1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575 

y 2.0030 1.2230 6.1120 5.6810 8.7015 

tablosu veriliyor. Kuadratik spline interpolasyonu yöntemi ile en uygun yakla m  

yapal m ve y(5.0) de erini yakla k olarak hesaplayal m.

Nokta say m z 5 oldu undan aral k say m z 5 – 1 = 4 olacakt r. Bu yüzden kuadratik 

spline polinomlar

Si(x)  = aix2 + bix+ci, i = 0,1,2,3 

eklinde olacakt r. O halde, i. ko uldan,

S1(x1) = a1(x1)2 + b1x1+c1 = y1

 = a1(3.3560)2 + b1(3.3560) + c1 = 1.2230 
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S2(x2) = a2(x2)2 + b2x2+c2 = y2

 = a2(4.5870)2 + b2(4.5870) + c2 = 6.120 

S3(x3) = a3(x3)2 + b3x3+c3 = y3

 = a3(7.1250)2 + b3(7.1250) + c3 = 5.6810 

Bulunur. ii. Ko uldan,

S0(x1)  = S1(x1)  a0(x1)2 + b0(x1) + c0 = a1(x1)2 + b1(x1) + c1

      = 1.2230 

S1(x2)  = S2(x2)  a1(x2)2 + b1(x2) + c1 = a2(x2)2 + b2(x2) + c2

      = 6.1120 

S2(x3)  = S3(x3)  a2(x3)2 + b2(x3) + c2 = a3(x3)2 + b3(x3) + c3

      = 5.6810 

bulunur. iii. ko uldan

(x1) = (x1)  2a0(x1) + b0= 2a1(x1) + b1

                               2a0(3.3560) + b0 = 2a1(3.3560) + b1

 (x2) =  (x2)  2a1(x2) + b1= 2a2(x2) + b2

                               2a1(4.5870) + b1 = 2a2(4.5870) + b2

 (x3) =  (x3)  2a2(x2) + b2= 2a3(x3) + b3

                               2a2(7.1250) + b2 = 2a2(7.1250) + b3
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bulunur. iv. ko uldan

S0(x0) = a0(1.0520)2 + b0(1.0520) + c0= 2.0030 

S3(x4) = a3(9.2575)2 + b3(9.2575) + c3= 8.7015  olarak bulunur. 

Son olarak da   a0 = 0   al nmas yla ;

A= 

1x =   B = 

olmak üzere 

Ax = B 

Denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi çözüldü ünde,
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olarak bulunur.  

O halde bu katsay lar kullan larak S(x) kuadratik spline fonksiyonu,

S(x)=

eklinde yaz l r.

Buradan da, 

y(5.0)  S2(5.0) =  -3.3299826(5.0)2 + 38.8309385(5.0) – 101.9407846 

     = 8.9643 

olarak bulunur. Bu problem için Matlab program  kullan larak da, 

>>x = [1.0520  3.3560  4.5870  7.1250  9.2575] ; 

>>y = [2.0030  1.2230  6.6810  5.6810  8.7015] ; 

>> kuadratik spline (x,y,5) 

ans =8.9643 

y(5.0) de eri elde edilir.

a0 = 0.0 a1 = 3.5013074 a2 = 3.3299826 a3 = 4.7070234 

b0 = -0.3385416 b1 = -23.8393174 b2 = 38.8309385 b3 = -75.6963989 

c0 = 2.3591458 c1 = 41.7934475 c2 = -101.9407846 c3 = 306.0628553 
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2.1.3. Kübik spline fonksiyonu 

Kübik spline fonksiyonunda her bir alt aral k için seçilen polinomlar,

Si(x) = aix3 + bix2+cix + di, i = 0,1,…,(n-1)             (2.1) 

eklindedir. Burada n tane polinom olup her bir polinomda da 4 bilinmeyen katsay  

mevcut oldu undan toplam 4n tane bilinmeyen katsay  vard r. Öyleyse bu katsay lar  

hesaplayabilmemiz için 4n tane denkleme ihtiyac m z olacakt r. Bu denklemleri ise 

a a daki spline özellikleri kullanarak elde edece iz.

i. Si(x) polinomlar  iç dü üm noktalarda fonksiyon ile ayn  de eri almal d r. Yani, 

Si(xi) = yi  ,  i = 1,2,…,(n-1) 

ii. Si(x) polinomlar  iç dü üm noktalar nda sürekli olmal d r. Yani,

Si(xi+1) = Si+1(xi+1)  ,  i = 0,1,…,(n-2) 

iii. Si(x) polinomlar n n birinci mertebeden türevleri iç dü üm noktalar nda sürekli 

olmal d r. Yani,

(xi+1) = (xi+1)  ,  i = 0,1,…,(n-2) 

iv. Si(x) polinomlar n n ikinci mertebeden türevleri iç dü üm noktalar nda sürekli 

olmal d r. Yani,

 (xi+1) = (xi+1) , i = 0,1,…,(n – 2) 

v. Ba taki ve sondaki spline polinomlar  uç noktalardan geçmelidir. Yani,

S0(x0) = y0 , Sn-1(xn) = yn

Böylece i. özellikten n – 1, ii. özellikten n – 1, iii. özellikten n – 1 iv. özellikten n – 1 

ve son olarak v. özellikten  2 tane olmak üzere toplamda,
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(n – 1) + (n – 1) + (n – 1) + (n – 1)+ 2 = 4n – 2  

tane denklem elde edilmi  olur. O halde 2 denkleme daha ihtiyac m z olacakt r. Bu 

denklemi de a a daki ko uldan elde ederiz. 

vi. Uç noktalarda ikinci mertebeden türevler s f r olmal d r. Yani,

 (x0) = 0 , (xn) = 0 

Bu son ko ulu sa layan kübik spline fonksiyonlara natural (do al) kübik spline 

fonksiyonlar  denir.

imdi kübik spline fonksiyonlar n n nas l elde edileceklerini iki farkl  yolla görelim;

a = x0 < x1 < … < xn = b 

noktalar  verilsin. [xi, xi+1] aral nda,

Si(x) = ai(x – xi)3 + bi(x – xi)2 + ci(x – xi) + di ; i = 0,1,…, n – 1                  (2.2) 

eklinde tan mlanan Si(x) fonksiyonlar  (xi, yi) ve (xi+1, yi+1) noktalar ndan 

geçece inden x = xi al r z. O halde

Si(xi) = di

olur. Di er taraftan Si(x) fonksiyonlar  iç noktalarda sürekli oldu undan 

Si+1(xi+1) =  di+1 = Si(xi+1)

di+1 = di + ci(xi+1 – xi) + bi(xi+1 – xi)2 + ai(xi+1 – xi)3

olarak elde edilen denklemde xi+1 – xi = hi ifadesi yerine yaz l rsa

di+1 = di + cihi + bi + ai    ,    i = 0,1,…, n – 1                                   (2.3) 

bulunur.
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(2.2) denkleminin birinci mertebeden türevi al nd nda

 = ci + 2bi(x – xi) + 3ai(x – xi)2

eklinde olu an denklemde x = xi koyarsak 

bulunur. fonksiyonu iç noktalarda sürekli oldu undan

 (xi+1) = ci+1 = (xi+1)

ci+1 = ci + 2bi(xi+1 – xi) + 3ai(xi+1 – xi)2

ci+1 = ci + 2bihi + 3ai                                                                                      (2.4) 

bulunur. Di er taraftan (2.2) denkleminin ikinci mertebeden türevi al nd nda

 = 2bi + 6ai(x- xi)

elde edilir. Burada x = xi koyarsak 

 = 2bi

ve

bi = 

bulunur. fonksiyonlar  iç noktalarda sürekli oldu undan

  = bi+1 =    

bi+1 =  = bi + 3ai(xi+1 – xi)

bi+1 = bi + 3aihi                                                                                                   (2.5) 
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elde edilir.  

bi = bi+1 + 3aihi                                       (2.6) 

yaz l p (2.3) denkleminde yerine yaz l rsa

di+1  = di + cihi + bi +

 = di + cihi + (bi+1 - 3aihi) + ai

 = di + cihi + bi+1 – 2ai

 = di + cihi – (2ai – bi+1 )                                                 (2.7) 

elde edilir. (2.3) denkleminden elde edilen 

ai  = di+1 – di – cihi – bi

ifadesi (2.7) da yerine konuldu unda

di+1  = di + cihi – (2(di+1 – di – cihi – bi ) – bi+1 )

di+1  = di + cihi – 2di+1 +2di + 2cihi + 2bi  +  bi+1

3di+1 = 3di + 3cihi + (2bi + bi+1)

di+1  = di + cihi +  (2bi + bi+1)                           (2.8) 

bulunur. (2.6) ifadesi (2.4) da yerine yaz l rsa

ci+1 = ci + 2bi+1hi – 6ai  + 3ai

ci+1 = ci + 2bi+1hi – 3ai

3ai  = – ci+1 + ci + 2bi+1hi                            (2.9) 
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bulunur. (2.4) denkleminde son ifadeyi yerine koydu umuzda

 ci+1 = ci + 2bi+1hi – 2ci+1 + ci + 2bihi

2ci+1 = 2ci + 2hi(bi+1+bi)

ci+1 = ci + hi(bi + bi+1)                          (2.10) 

bulunur. (2.8) denkleminde ci’yi çekti imizde

ci = (di+1 – di) - (2bi + bi+1)                         (2.11) 

elde edilir. Bu denklemde i yerine i – 1 al nd nda

ci-1 = (di – di-1) - (2bi-2 + bi+1)                        (2.12) 

olacakt r. (2.12) denkleminde i yerine i – 1 yazarsak 

ci = ci – 1 + hi – 1(bi – 1 + bi)

elde edilir. Son denklemde ci yerine (2.11), ci – 1 yerine (2.12) denklemi yaz ld nda

(di+1 – di) – (2bi+bi+1) = (di – di – 1) – (2bi – 1+bi) + hi – 1(bi – 1+bi)

(di+1 – di) – (di – di – 1) = (2bi+bi+1)+ hi – 1(– bi – 1– bi + bi – 1+bi)

(di+1 – di) – (di – di – 1) = (2bi+bi+1)+ hi – 1(– bi – 1– bi)

(di+1 – di) – (di – di – 1) =  (2bihi + bi+1hi + hi – 1bi – 1 + 2bihi – 1)

hi – 1bi – 1 + 2bi(hi + hi – 1) + hibi +1) =  (di+1 – di) –  (di – di – 1)

ifadesi elde edilir. Bu ifade 
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hi = xi+1 – xi  , hi – 1 = xi – xi – 1 

bi =  , bi+1 =  , bi – 1 = 

di = Si(xi) , di+1 = Si+1(xi+1) , di-1 = Si-1(xi-1)

e itlikleri kullan larak ikinci mertebeden türev cinsinden yaz l rsa

(xi – 1) + (xi)(xi+1 – xi-1) + (xi +1)

= –

bulunur ve buradan i = 1,…,n – 1 için

(xi – 1) (xi – xi – 1) + 2(xi+1 – xi – 1) (xi) + (xi+1 – xi)Sn(xi+1)

= –                      (2.13) 

e itli i elde edilir (Do an, 2008).

Bu denklemi “Lagrange nterpolasyon Formülünü” kullanarak da elde edebiliriz. 

Herhangi bir [xi, xi+1] aral nda Si(x) fonksiyonu üçüncü dereceden oldu undan ikinci 

türevinin do rusall ndan Lagrange nterpolasyon Formülüne göre;

 = 

eklindedir.

mi =  (xi)

mi+1 =  (xi+1)

hi = xi+1 - xi
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i=0,1,…n-1 için bu ifadeler denklemde yerine yaz l rsa;

  elde edilir. 

xi xi+1 ve i=0,1,….n-1 olmak üzere iki kez integral al narak ci ve di katsay lar  

integrasyon sabitleri olmak üzere;

          (2.14) 

bulunur. S(x) in sürekli yap lmas  ve interpolasyon ko ullar n n sa lanmas  için

yi = Si(xi)

yi+1 = Si(xi+1)

ifadeleri (2.14) denkleminde yerine yaz l rsa;

                                                                                                (2.15) 

bulunur.

(2.15) de i yerine i+1 al nd nda

                                           (2.16) 

                                                                                    (2.17) 

elde edilir. 

0 i n-1 olmak üzere (2.15) ve (2.16) denkleminde ci ve di ler çekilip (2.14)

denkleminde yerine yaz l rsa;
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                                     (2.18) 

olur. Bu denklemi düzenledi imizde;

                                                              (2.19) 

sonucuna elde edilir.. (2.19) de tan mland  gibi Si(x), ci ve di olan integrasyon 

katsay lar n n düzenlenmesi ile xi ve xi+1 ile ayn  de ere sahip olacak ekilde belirlenir. 

Bu düzenleme her [xi, xi+1] aral nda ba ms z olarak yap ld ndan (xi) = (xi) ,  

i=1,….,n-1 ba nt s n  garantilemez. Yani (x) sürekli olmayabilir.(2.18)

denkleminin türevi;

                                                                        (2.20) 

olup  kübik spline olma ko ullar n n sa lanmas  için son ko ul [a,b] nin iç noktalar nda  

(x)i sürekli yapmakt r. (2.20) denkleminde (xi) = (xi+1) i=1,….,n-1 ba nt s n  

sa layacak biçimde seçilen mi, 1 i n-1 de erleri ile (x) sürekli yap labilir. Böylece 

n+1 bilinmeyenli n-1 denklem sistemi elde edilir. 

(2.20) de x yerine xi yaz ld nda;
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                                                                (2.21) 

(2.17) denkleminde i yerine i-1, x yerine xi konuldu unda;

                                                    (2.22) 

bulunur ve 

                                                                                           (2.23) 

e itli inden 1 i n-1 olmak üzere (2.21) ve (2.22) birbirine e it oldu u görülür ki 

burdan; 

-2mihi – mi+1hi – 2mihi-1 + mi-1hi-1 = 6(Pk-1-Pk)

hi+1mi-1 + 2mi(-hi-1 –hi) +himi+1= 6

(xi-xi-1) (xi-1)+2(xi+1-xi-1) (xi)+(xi+1-xi) (xi+1)

                          (2.24) 

elde edilir. (Albasiny and Hoskins, 1968; Koçak, 2001).

(2.24) ve (2.13) e itliliklerinin ayn  oldu u görülmektedir.

Kübik spline fonksiyonu temsil eden grafik ve bu fonksiyonun parçal  de erli biçimde 

gösterimi a a da verilmi tir.
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y

             sn-1     

       

            s0           s1     s2    

                        sn-2

         x 

 x0 x1    x2        x3 xn-2 xn-1      xn

ekil 2.4 Kübik Spline Fonksiyon Grafi i

Örnek 2.1.3

x 3.0 4.5 7.0 9.0 

y 2.5 1.0 2.5 0.5 

tablosu veriliyor. Buna göre kübik spline fonksiyonlar n  elde edelim. (2.24)

denkleminde i=1 alal m;

(x1 – x0) S  (x0) + 2(x2 – x0) S  (x1) + (x2 – x1) S  (x2) = 

(4.5-3.0) S  (3) + 2(7-3) S  (4.5) + (7-4.5) S  (7) = 

8S  (4.5) + 2.5S  (7) = 9.6 

(2.24) denkleminde i = 2 alal m;
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(x2 – x1) S  (x1) + 2(x3 – x1) S  (x2) + (x3 – x2) S  (x3) = 

(7-4.5) S  (4.5) + 2(9-4.5) S  (7) + (9-7) S  (9) = 

2.5S  (4.5) + 9S  (7) = 9.6 

bulunur. Böylece elde edilen

8S  (4.5) + 2.5S  (7) = 9.6 

2.5S  (4.5) + 9S  (7) = 9.6 

sistemi çözülerek

S  (4.5) = 1.6791  S  (7) = 1.5331 

bulunur. (2.19) denkleminden  

elde edilir. Buradan 

S1(x) = 0.19(x – 3)3 +1.66(4.5 – x) + 0.25(x – 3); 3 x 4.5

S2(x) = 0.112(7 – x)3 – 0.102(x – 4.5)3 – 0.30(7 – x) + 1.64(x -4.5); 4.5 7

S3(x) = 0.128(9 – x)3 – 1.76(9 – x) + 0.25(x – 7); 7 9
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kübik spline yakla m  olu ur (Bayram, 2002).

   y 

3

2.5

2

1.5

1

0.5
                3            4     4.5     5          6         7                 8              9        x 

ekil 2.5 Örnek 2.3 için kübik spline fonksiyon grafi i

2.2. B-Spline Fonksiyonlar

Günümüz dünyas nda ya anan büyük geli melerden sonra, bilgisayar çizimlerinde 

e rileri tan mlayabilmek için çok yönlü yakla mlar sunan B-spline fonksiyonlar, 

geometrik modelleme, bilgisayar çizimleri ve daha ba ka birçok alanda önemli bir 

konuma gelmi tir.

Çok say daki veri noktalar na bir tek e ri ile yakla mak büyük kolayl klar sa lasa da

baz  hallerde bu durum büyük hatalara neden olabilir. Ayr ca bu amaçla kullan lan 

Newton ve Lagrange interpolasyon polinomlar n n derecesi nokta say s  artt kça 

artaca ndan, bu tür polinomlarla yap lacak i lemler zorla r. Bu durumda, dü üm 

olarak adland r lan noktalarda birbirlerine ba l , polinom e ri parçalar ndan olu an B-

spline fonksiyonlar yard m yla yap lan yakla mlar bir alternatif olarak kar m za 

ç kar.
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2.2.1. B-spline fonksiyonlar n türetilmesi

Tan m 2.2.1 S f r nc  dereceden B-Spline 

                                                                      (2.25) 

ve  n 0 olmak üzere n’inci dereceden B-Spline, n-1 inci dereceden B-spline 

fonksiyonlar  ile

                                   (2.26) 

eklinde ifade edilir. Burada dur (Koçak and Philips, 1996).

           y 

             1 

                                                                            x 

                              ti                        ti+1

                    ekil 2.6.  B-spline grafi i

Teorem 2.2.1 [ti, ti+n+1] aral nda tan mlanan  B-spline fonksiyonu bu aral kta 

pozitiftir. 

spat:

n üzerinden tümevar m ile ispatlayacak olursak; 

n = 0 için;

tan mda da görüldü ü gibi n=0 için  ifadesi pozitiftir.  

n = a için; 
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n= a için pozitif oldu unu kabul edelim.

n = a+1 için; 

Burada  kabulden [ti, ti+a+1] aral nda pozitiftir.   de  kabulden [ti, ti+a+1]

aral nda pozitiftir. O halde ’de bu aral kta pozitiftir.

(2.26) e itli inde n=1 yaz l rsa birinci dereceden (lineer) B-spline fonksiyonu 

a a daki gibi elde edilir.

(2.26) dan n = 1 için

olur ve (2.25) den 

elde edilir.. 
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     y 

                                                                                                        x 

        ti-1                ti             ti+1       ti+2                    ti+3

ekil 2.7.  B-spline grafi i

(2.26) e itli inde n=2 yaz l rsa ikinci dereceden (kuadratik) B-spline fonksiyonu 

a a daki gibi elde edilir.

 (2.26) den n = 2 için

 olur. 

elde edilir. 
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ekil 2.8. (x) B-spline grafi i

Grafikte kollar n a a  veya yukar  do ru olmas n n sebebi x’in i aretidir. 

[ti, ti+1] aral nda x’in i areti pozitif oldu u için kollar yukar  do ru, [ti+1, ti+2]

aral nda x’in i areti negatif oldu u için kollar a a ya do ru olur. 

(2.26) e itli inde n=3 yaz l rsa üçüncü dereceden (kübik) B-spline fonksiyonu 

a a daki gibi elde edilir.

(2.26)den n=3 için;

ve

+
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ise,

 (x) =  +

 (x) =

(x) = 

(x)= 

eklinde elde edilir.
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      y 

                                                                                                                    x 

          ti                         ti+1             ti+2                        ti+3                   ti+4

ekil 2.9. (x) B-spline grafi i

Örnek 2.2.1

S(x) =    ; t0                                                          (2.27) 

burada f, [t0, tN] de tan ml  herhangi bir fonksiyondur.

S(x) in aç l m n  yazal m.

S(x) = 

S(x) = f(t0) + f(t1) + f(t2) +…+f(ti) +f(ti+1)

+….+ f(tN) )

 [ti, ti+1] alt aral nda S(x) in  ve  terimleri d ndakiler s f r olaca ndan 

                                   (2.28) 

elde edilir ve S(x) ti ve ti+1 noktalar ndan geçece inden x = ti al n r.O zaman;

Si(ti) = f(ti)

olur.
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Ayn  dü ünce ile x = ti+1 

olur ve böylece S’nin [ti, ti+1] aral nda lineer (do rusal) oldu u bulunur.

Teorem 2.2.2  

n  2 ve ti, ti+1, ti+n, ti+n+1 noktalar  d nda her x için

(x)          (2.29) 

d r.

spat: n üzerinden tümevar m uygularsak;

n = 1 için;

= (x) - (x)   

ifadesi (2.25) ve lineer B-spline fonksiyonu tan m ndan do rulan r. 

n = k için;

do ru oldu unu kabul edelim.

n = k+1 için do rulu unu gösterelim. Yani;

oldu unu göstermeliyiz.
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+

+

k.C(x)         (2.30) 

C(x) = 

         D(x)

Kesrin pay ve paydas na ti+1.ti+k+1 ifadesini ekleyip ç kararak paranteze al rsak;
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C(x) = +

C(x)

                

                 

C(x)

spat tamamlan r.

E er ti = i seçersek, tüm i tam say lar  için (2.29) den 

            (2.31) 

 elde edilir. 

Teorem 2.2.3 Herhangi ti noktas  ve herhangi n  0 tam say lar  için

           (2.32) 
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vard r (Phillips, 2003).

spat:

(t – x)n = 

Marsden Özde li inden

(tj – x)n =             (2.33) 

elde edilir. 

=

(

(2.33) da , çarp mlar  ile çarp l r. j – n i j – 1 için 

i içeren terimlere (tj – x)n in katk s  yoktur. Toplamda tan mlad  aral k 

göz önünde tutularak, i j için in içerdi i uyarl  kuvvet 

fonksiyonu katk  sa lamaz ve (2.32) ispatlan r.

Örnek 2.2.1 ti=i al n rsa tüm i tam say lar  için (2.31) e itli i kullan larak ve e it 

aral kl  noktalar üzerinden tümevar m al narak

bulunur.

k = 1 için

olur ve (2.31) den

sa lan r.
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k = a için a a daki ifadenin do ru oldu unu kabul edelim;

k = a+1 için 

   

spat tamamlan r.

Örnek 2.2.3 ti  t  ti+n+1 için

fadelerini kullanarak  oldu unu gösterelim.
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burada 

uyarl  kuvvet fonksiyonundan

olur. Buradan 

bulunur.

ba nt s ndan

elde edilir. 

Örnek 2.2.4 n  0 , x  R ve tüm i’ler için;

oldu unu gösterelim.

oldu unu Teorem 2.2.1’de göstermi tik.
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oldu unu göstermeliyiz.

k üzerinden tümevar m uygularsak;

k = 0 için;

fadesinden k = 0 için sa lan r.

k = n için; oldu unu kabul edelim.

k = n+1 için;

Burada  ifadesi  x aral nda tan ml d r.Di er aral klarda s f rd r.Bu 

nedenle bu aral kta ifade 1’den küçük olur. ifadesi

x aral nda tan ml d r. Di er aral klarda s f rd r.Bu nedenle bu aral kta 

ifade 1’den küçük olur.Kabulden de 1 ve 1 olur.

Bu durumda sa lanm  olur. spat tamamlan r.

2.2.2. E it aral kl  noktalar 

B-spline e it aral kl  ti noktalar nda seçildi i zaman oldukça sadele ir. Tüm i tam 

say lar  için ti = i seçimi bunu daha da kolayla t r r.

(2.26) de ti = i al nd  zaman

                           (2.34) 

bulunur. (2.25) ifadesi  
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eklini al r ki bunlara üniform B-spline denir. Ve bütün ayn  dereceden 

B-splinelar bir di eri cinsinden yaz labilir. Yani bütün i tam say lar  için;

vard r.                                               (2.35) 

(2.35)  e itli ini tümevar m ile gösterebiliriz.

n = 0 için

sa lan r.

n = k için do ru olsun.

n = k+1 için do ru mu?

Yani 

e itli i var m d r?

(kabulünden)
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olur ve ispat tamamlan r.

Her bir  B-spline [i, i+n+1] aral n n merkezinde simetriktir. Yani tüm i tam

say lar  için

 (2i+n+1-x)     ;  vard r.

e itli ini tümevar m ile gösterebiliriz. 

n = 0 için

  ; 

do rudur.

n = k için do ru kabul edelim.

   ; 

n = k + 1 için do ru mu?

   ; 

e itli i var m d r?

  (kabulden) 



41

(2.35) denklemini yerine yazarsak 

olur ve ispat tamamlan r.

t = i alarak  Lineer B-spline’  olu tural m. 

ekil 2.10 ’in e it aral kl  noktalar grafi i

grafi in max noktas d r.

t = i alarak  kuadratik B-spline’  olu tural m.

t = i al rsak;
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ti = i al rsak;

                               (2.36) 

i                   i+1                i+                     i+2                        i+3 

ekil 2.11 ’in e it aral kl  noktalar grafi i

grafi in max noktas d r.
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t = i alarak kübik B-spline’  olu tural m.

. ti < x  ti+1 için;

. ti+1 < x  ti+2 için;

ise x = i+2 noktas na göre

 simetriktir. 

Teorem 2.2.2Tam say  noktalar nda uniform B-spline göz önüne al nd nda

(Philips, 2003) 
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spat: Bu teorem 

teoreminin özel halidir. Burada q = 1 al n rsa;

elde edilmi  olur.

Örnek 2.2.5 N+1 tane e it aral kl  noktalarda [0,1] de ex in kuadratik spline yakla m  

hesaplanabilir. Bu [0,N] de ex/N in yakla m na denktir. 

ex/N fonksiyonu için;

S(x) =                                                             (2.37) 

eklinde tan mlanan [0,N] deki S kuadratik spline  hesaplayaca z.

   ;

eklinde tan mlayal m.

Örne in; N=5 al nd nda a-2, a-1, ….., a4 katsay lar  0.9, 1.1, 1.3428, 1.6408, 2.0034, 

24477 ve 2.9889 olur, son 5 katsay  da 4 ondal k basama a yuvarlama yap lm t r.

x in baz  de erleri için S(x) sonuç spline de erlendirilirse (2.37) n n sa  taraf ndaki 

toplamda en fazla üç tane s f r olmayan terim vard r.
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spline de erleri ve (2.37) e itli inden faydalan larak 

ba nt s  bulunur. Bu ba nt  kullan larak Spline de erleri bulunur.

A a daki tabloda s ral  noktalar n orta noktalar nda spline ve üstel fonksiyon 

de erleri vard r.

S(x) ve ex/5 x = 0,1,2,3,4,5 noktalar da e it aral kl d r.

a-2 = 

a-1 = 

a0 = 2e1/5 -1.1 = 1.3428 

a1 = 2e2/5 -1.3428 = 1.6408 

a2 = 2e3/5 -1.6408 = 2.0034 

a3 = 2e4/5 -2.0034 = 2.4477 

a4 = 2e5/5 -2.4477 = 2.9889 

için

i = 0 

                          = 0.1125+.08250+0.16785 = 1.1054 

ve

e0.5/5 = 1.1052  
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i = 1 

                           = 1.3497 

ve

e1.5/5 = 1.3499 

i = 2

                           = 1.6489 

ve

e2.5/5 = 1.6487 

i = 3 

                           = 2.0136 

ve

e3.5/5 = 2.0138 

i = 4 

                          = 2.4598 

ve

e4.5/5 = 2.4596 
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Buradan a a daki gibi bir tablo elde edilir;

x 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 

S(x) 1.1054 1.3497 1.6489 2.0136 2.4598 

ex/5 1.1052 1.3499 1.6487 2.0138 2.4596 

              Tablo 2.1.   fonksiyonuna yakla m için kar la t rma

2.3. q-Integer Noktalar

2.3.1. q-integer noktalar n n özellikleri 

Tan m  2.3.1: r bir do al say  olmak üzere, verilen bir q>0 için

                 (2.38) 

olarak tan mlan r ve  q-integer olarak adland r l r. Bu tan m  r’yi herhangi bir reel 

say  kabul ederek geni letebiliriz. Bu durumda ’yi q-reel olarak adland r r z 

(Phillips,1996). 

eklinde yaz labilir.

Örnek 2.3.1: Verilen bir q>0 için Nq = {[r]:r bir do alsay  } tan mlayal m.

Tan m 2.3.1’den

Nq = kümesi elde edilir.

E er 0 < q < 1 ise aral klar giderek küçülür.

E er q > 1 ise aral klar giderek artar.
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q = 1 ald m zda Nq  q-integer kümesi do al say lar kümesini verir.

Tan m  2.3.2 (q-Faktöriyel):

r bir do al say  olmak üzere, verilen bir q>0 için de eri  q-faktöriyel

               (2.39) 

olarak tan mlan r(Koçak and Phillips, 1994). 

Tan m  2.3.3

ve r  0 tamsay s  için;

                (2.40) 

eklinde tan mlanan  ifadesine q-binom katsay lar  denir.

(Koçak and Phillips,1994).

Teorem 2.3.1: Herhangi bir n ve r tamsay lar  için n  r  0 olmak üzere;

                             (2.41) 

e itli i sa lan r ve bu ifadeye Gauss polinomlar  denir (Phillips,2003).

spat:

(2.40) e itli inden ispat tamamlanm  olur.
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Teorem 2.3.2 Gauss polinomlar  a a daki Pascal ba nt lar n  sa lar. 

i.                           (2.42) 

ii.               (2.43) 

(Koçak, Phillips,1994).

spat:

i. spat  Teorem 2.3.1’i kullanarak yapal m.
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 ) 

oldu u görülür. 

ii. Yine ispat  Teorem 2.3.1’i yararlanarak yapal m.

oldu u görülür. 
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(2.42) ve (2.43) e itliklerinde q = 1 al nd nda bilinen Paskal ba nt s  elde edilir. 

q = 1 için

oldu u görülür.

(2.40) e itli i kullan larak;

               (2.44) 

olarak yaz labilir. (2.44) e itli inden ifadesinin q parametresine ba l  rasyonel bir 

fonksiyon oldu unu söyleyebiliriz.

Teorem 2.3.3: s,n N, s  n ve q > 0 için a a daki e itlik sa lan r.

              (2.45) 

(Phillips,2003). 

spat: spat  için x’e ve q’ya ba l  bir Gn(x) polinomu yaz l r.

Gn(x) = (1+x)(1+qx)…….(1+qn-1x) =             (2.46) 

Bu e itlikte x yerine qx yaz ld nda;

Gn(qx) = (1+qx)(1+q2x)…….(1+qnx) =            (2.47) 

elde edilir. (2.46) ve (2.47) e itliklerinden;

Gn(x) (1+qnx) = (1+x)Gn(qx)                              (2.48) 

yaz labilir. (2.48) e itli inde (2.46) ve (2.47) e itliklerini yerine yazd m zda;
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(1+qnx)  = (1+x)              (2.49) 

e itli i elde edilir. Bu e itlikteki xs’ in katsay lar n  e itleyecek olursak;

cs + qncs-1 = qscs + qs-1cs-1               (2.50) 

olur. Burada cs çekilirse;

cs = qs-1              (2.51) 

elde edilir. 1  s  n ve c0=1 olmak üzere, cs’yi cs-1’e ba l  olarak yaz lm t r.

buradan; 

             (2.52) 

e itli i yaz labilir. Burada buldu umuz cs’yi (2.46) e itli inde yerine yazacak olursak;

Gn(x) = (1+x)(1+qx)…….(1+qn-1x) = 

oldu u görülür. Bu da (2.45) e itli inin do ru oldu unu gösterir.

(2.45) e itli inde q = 1 ald m zda “Binom aç l m n ” elde ederiz.

                (2.53) 

Teorem 2.3.4: s,n N, s  n ve q > 0 için a a daki e itlik sa lan r.

             (2.54) 

spat: spat  için x’e ve q’ya ba l  bir Hn(x) polinomu yazal m.

Hn(x) = (1+x)-1 (1+qx)-1…….(1+qn-1x)-1 =                        (2.55) 
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yazabiliriz. Bu e itlikte x yerine qx yazarsak;

Hn(qx) = (1+qx)-1 (1+q2x)-1…….(1+qnx)-1 =            (2.56) 

elde edilir. (2.55) ve (2.56) e itliklerinden;

(1+x)Hn(x) = (1+qnx)Hn(qx)               (2.57) 

yaz labilir. (2.57) e itli inde (2.55) ve (2.56) e itliklerini yerine yazarsak;

(1+x)  = (1+qnx)              (2.58) 

e itli i elde edilir. Bu e itlikteki xs’ in katsay lar n  e itleyecek olursak;

ds + ds-1 = qsds + qn+s-1ds-1               (2.59) 

olur. Burada ds çekilirse;

              (2.60) 

elde edilir. 1  s  ve  d0=1 olmak üzere, ds’yi ds-1’e ba l  olarak yaz lm t r.

buradan; 

ds-1 =                       (2.61) 

kullan larak; 

               (2.62) 

e itli i yaz labilir. (2.62) e itli inin sa  taraf  k saca;

                (2.63) 

eklinde yaz labilir. Burada buldu umuz ds’yi (2.55) e itli inde yerine yazacak 

olursak;
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Hn(x) = (1+x)-1 (1+qx)-1…(1+qn-1)-1=

oldu u görülür. Bu da (2.54) e itli inin do ru oldu unu gösterir. 

Tan m : 2.3.4 (q-diferansiyel) Herhangi bir f(x) fonksiyonunun q-diferansiyeli 

dqf(x) = f (qx) – f (x)                (2.64) 

eklindedir (Cheung,2002).

Örnek 2.3.2 : Herhangi bir f(x) ve g(x) fonksiyonu için f(x). g(x) ifadesinin 

q-diferansiyel; 

dq(f(x) g(x)) = f(qx) g(qx) – f(x). g(x)  

bu e itli e f(qx) g(x) ifadesini ekleyip ç kar rsak;

dq(f(x)g(x) = f(qx)g(qx) – f(x).g(x) + f(qx)g(x) – f(qx)g(x) 

                   = f(qx)(g(qx) – g(x)) + g(x)(f(qx) – f(x)) 

                   = dq g(x) . f(qx) + dqf(x) . g(x) 

eklindedir.

Tan m 2.3.5(q-türev): Verilen bir q > 0 , q 1 ve herhangi bir f(x) için q-türev; 

                                                                      (2.65) 

olarak tan mlan r (Koç and Cheung, 2002).

 f diferansiyellenebilirse, 

Sabit herhangi bir a ve b de erler için;
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     Dq (a.f(x) + b.g(x)) = a. Dq f(x) + b. Dq g(x) 

    q- türev operatörü lineer bir operatördür.

  Dq (a. f(x) + b. g(x)) = 

Örnek 2.3.3 n , f(x) = xn için Dq f(x);

Dq(xn) = 

Örnek 2.3.4 Herhangi bir f(x) ve g(x) fonksiyonlar  için f(x) . g(x) ifadesinin ve 

ifadesinin q türevini bulal m.

=f(qx). 

=f(qx). Dq(g(x)) + g(x). Dq(f(x)) 

f(x) = g(x). olarak al rsak;

Dqf(x) = g(qx) .Dq  . Dq(g(x)) 

Buradan Dq ifadesini çekersek;
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Dq

q-türev için genel bir zincir kural  yoktur. Ancak x,  sabit olmak üzere;

için f( (x)) fonksiyonu bir istisnad r.

ifadesini ifadesi ile çarp p, bölersek;

Teorem 2.3.5 (q- Taylor Polinomu): a herhangi bir say , D polinomlar uzay nda bir 

lineer operatör ve a a daki ko ullar  sa layan bir polinom dizisi 

olsun.

a) P0(a)      = 1 ise n 1 için Pn(a) = 0 

b) deg (Pn) = n 

c) D Pn(x)  = Pn-1(x)    (n 1 için)   ve D(1) = 0 (Kac and Cheiung, 2002). 

Bu durumda N. dereceden herhangi bir f(x) polinomu için a a daki genelle tirilmi  

Taylor formülü ele edilir.
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Örnek 2.3.5 

olarak seçilirse, teoremin 3 ko ulunu da sa lar ve teorem bir polinomun a civar ndaki 

Taylor aç l m n  verir.

imdi de D Dq ile uyumlu olarak teoremin üç ko ulunu sa layan 

polinom dizisini olu tural m.

E er a = 0 ise;

Seçebiliriz. Çünkü;

 = 1 ise,  n 1 için Pn(a) = Pn(0) =  = 0 

 deg(Pn)   = n. 

E er a  0 ise; 

seçemeyiz.

(c) kk n  sa lamaz.
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Birkaç Pn(x)’i yaz p genel bir formül olu tural m.

P0(x)=1 al rsak;

DqP1(x) = P0(x) = 1  ve P1(a) = 0 olmal d r.

P1(x) = x-a 

Dq P2(x) = P1(x)    ve P2(a) = 0 olmal d r.

Genelle tirirsek;

Teoremin (c) art n n geçerlili ini do rulamak için baz  notasyonlar tan tal m.

Tan m 2.3.6 (q-shifted polinom): 

(x-a)n’nin q-anolo u

(x-a)nq=              (4.29) 

polinomudur (Kac and Cheung, 2002). 

Önerme: n 1 için;

Buradan  Dq Pn(x) = Pn-1(x) sonucuna ula l r.
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

3.1. q-Integers Noktalar nda B-Spline Fonksiyonu 

Herhangi q > 0 noktalar  için ti = [i] ifadesi (3.1) ve (3.2) de yerine yazarsak; 

                                                                                    (3.1) 

ve

bulunur (Phillips, 2003). Burada 

 = 

qi+1[n] 

ifadeleri yukar daki denklemde yerine yaz l rsa;

                                                       (3.2) 

elde edilir (Koçak and Philips, 1994).

Teorem 3.1.1 q-integer noktalar ndaki B-spline bütün n 0 ve i tamsay lar için

                                                                                               (3.3) 

e itli ini sa lar (Koçak and Philips, 1994).



60

spat:

(3.3) de, t = qx + 1 olmak üzere

                                                                                                        (3.4) 

eklinde gösterebiliriz.

Bu e itlik [i]<x [i+1] ve [i+1]<t [i+2] aral klar nda

                                                                                                            (3.5) 

eklinde yazabiliriz.Teoremin ispat n  tamamlamak için n üzerinden 

tümevar m uygulan rsa;

       

n=0 için do rulu u görülür.

n=n için do ru oldu unu kabul edelim.  =

n=n+1 için   = e itli ini gösterelim.

(3.4) ve (3.5) den 

ve (3.2)de 
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olur ki bu da ispat  tamamlar.

Örnek 3.1 (3.1) ve (3.2) den [i], [i+1], [i+2] noktalar nda lineer B-spline bulunur. 

olaca ndan

                                                      (3.6) 

Grafik [i] ile [i+1] aras nda monoton artan , [i+1] ile [i+2] aras nda monoton 

azaland r.x [i] ve x [i+2] aral nda 0 d r.ve x=[i+1] noktas nda 1 de erinin al r.

                         [i]                     [i+1]                    [i+2] 
ekil 3.1: q-inteper noktalar nda lineer B-spline fonksiyonu grafi i

q integer noktalar nda kuadratik B-spline (3.1), (3.2) ve (3.6) den 

olur ve
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ifadelerinden  

olur ve burada 

    dir. 

  [i]           [i+1]            [i+2]    [i+3] 
ekil 3.2. q-integer noktalar nda kuadratik B-spline fonksiyonu grafi i

Burada aç kt r ki ’in ’de maximum de eri ’dir.

Teorem 3.1.2 q-integer noktalar nda B-spline 

               (3.7) 

e itli ini bütün n > 0 tam say lar  ve i, bütün reel q > 0 ve x, n=0 için ve x=[i] ve [i+1] 

d ndaki bütün x ler için sa lar. (Phillips, 2003). 
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Teorem 3.1.3 q-integer noktalar nda B-spline 

              (3.8) 

e itli ini bütün n > 0 tam say lar  ve i, bütün reel q > 0 ve x, n=0 için ve x=[i] ve [i+1] 

d ndaki bütün x ler için sa lar (Phillips, 2003).

Teorem 3.1.4 q-integer noktalar ndaki B-spline bütün n ve m  0 ve  i tamsay lar için

                  (3.9) 

(3.3)’e ilaveten  e itli ini sa lar.

m üzerinden tümevar m ile do rulu u kolayca gösterilir.

m = 0 için

eklinde sa lan r.

m = k için do ru olsun. Yani

var olsun. 

m = k+1 için do ru oldu unu, yani

e itli inin varl n  gösterelim;
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(3.2)’den

elde edilir. Ayr ca

oldu undan 

bulunur ve burada k yerine k-1 al rsak;

olur. Kabulden 
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olur ki ispat tamamlan r.

Ayn  n dereceli ve ayn  q sabit de erlerini alan B-spline q = 1 olmad kça bir di erine 

dönü mez. (3.9)’den

   elde ederiz.            (3.10) 

Teorem 3.1.5: aral nda q-integer noktalar nda 

B-spline 

           (3.11) 

spat: E er 1   j  n için nin de erlerini bilirsek (3.10) den  spline 

de erlendirebiliriz.

e itli inde her bir tj yerine [j] konur. 

f [xj, xj+1,…,xj+k]

e itli inden

                (3.12) 

elde edilir. 

i = 0 ve x = [j] olarak (3.12). de yerine yaz p
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q-difference geni letilirse;

elde edilir. 

tan m ndan ve q-integer özelliklerinden

olur ve j yerine n+1-k yazarsak: 

elde edilir. 

dan

k ile j nin yer de i tirmesi ile (3.11) elde edilir 
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Örnek 3.1.2: 1  j  n ve n  1 için x = [j] olmak üzere  B-spline aral n içinde n 

noktalar na sahiptir. Teorem (3.1.5)’de yani

ifadesinde n = 1,2,3,4 de erlerini uygular z. Ayr ca

[1] =1 

[2] = 1+q 

[3] = 1+q+q2

ifadelerini kullanabiliriz. 
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3.2. q-B-Spline ile Fonksiyonlara Yakla m

Bir f fonksiyonu x0 = [0], xN+1 = [N] noktalar nda ve 

                (3.13) 

noktalar nda verilsin. xi,  B-spline noktas d r ve  B-spline

[[i-2],[i+1]] aral nda a a daki maksimum de eri al r.

                             (3.14) 

kuadratik B-spline’dan

               (3.15) 

bulunur. Burada xi-1 ve xi+1 (3.13)’den ifade edilir.

                          (3.16) 

e itli inden N+2 interpolasyon ko ulu sa lan r. Bu toplamdaki birinci B-spline olan 

, bulundu u aral kta [-2] ve [-1] q-integer noktalar n  içerir. Bu de erler
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eklindedir.

E it aral kl  noktalar  da oldu u gibi ilk olarak (3.16), (3.14) ve (3.15) den  

            (3.17) 

bulunur ki burada ki xi (3.13)den tan mlanm t r. x=0 ve [N] de

S(x) = f(x) 

E itli inden ilave iki denklem olu ur:

                (3.18) 

ve

               (3.19) 

i=1 al narak (3.18) ve (3,17) den a-2 katsay s n  ve i = N al narak (3.19) ve (3.17) den 

aN-1 katsay s  yok edilir. Böylece (3.17) den faydalanarak lineer denklem sistemini elde 

edilir.

              (3.20) 

yaz l r ki burada

                (3.21) 

vard r ve birinci denklem;

d r. Burada  (3.21) de verilmi tir ve
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olur. Son denklem; 

dir ve  (3.21) den verilirken 

eklindedir. 

Ma = b  

Formu bir tridiagonal denklem sistemidir. Burada 

aT= [a-1,a0,…,aN-2]

bT= [b-1,b0,…,bN-2]

dir. bT nin birinci ve sonuncu eleman

olur. Di er elemanlar  ise

bi = f(xi+2)   ,  0  i  N – 3 

tür. Sonuçta M, NxN tridiagonal matris olu ur.
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q > 0 için M’nin bütün elemanlar  pozitiftir. Bu tridiagonal matrisin çözümü ile a-1,

a0,….., aN-2 katsay lar  bulunur ve geriye kalan a-2 ve aN-1 katsay lar  

a-2 = ((1 + q) f(0) – a-1) / q                                                                              (3.22) 

aN-1 = (1 + q) f ([N]) – qaN-2                                                                     

den bulunur (Philips, 2003).
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4. ARA TIRMA BULGULARI 

4.1 Örnek Problemler ve Tablolar ile Kar la t rma 

Örnek 4.1.1 f(x) = ex/[N] fonksiyonunu N=5 ve q = 0.95 olacak ekilde seçelim ve

kuadratik B-spline yakla m n  elde edelim.

N = 5  q = 0,95    f(x) = ex/[N]    1  i  5 

2 4  için; 

denklemi kullan larak

i=2 için;

i=3 için;

i=4 için;

 lineer denklem sistemi elde edilir. 

Burada ’d r.
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Birinci denklem; 

Burada; 

= 0,4171794 + 1,1180332 

= 1,5352126 eklindedir. 

Son denklem; 

 dir. 

Burada; 

= 0,5128205+ 0,1117147 

= 1,6299875 eklindedir.

Ma=b formunun bir tridiagonal denklem sistemidir. 

Burada 
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aT= [a-1, a0, a1, a2, a3 ] 

bT= [b-1, b0, b1, b2, b3 ]’dir.

bT’nin birinci sonuncu eleman ;

  ve                                  (4.1)  

denkleminden faydalanarak; 

= 1,1143041 – 0.2199055 

= 1.8943586 

= 3,709875 + 3.7331638 

= 7.4430388 
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=

1,95+0,9025+0.857375+0,1145082= 4,5381637 

= 3.2157621 

= 6,81620502 – 0,2373438 . 3,2157621 

= 6,81620502 – 0,7632412 = 6,0529638 

eklindedir. Di er elemanlar  ise;

bi = f(xi+2) , 0  i  2 eklindedir.

i = 0 için

b0 = f(x2)

i = 1 için

b1 = f(x3)

= 2,3896794 
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i = 2 için

Bu tridigonal sistemin çözümünden;

a-1=1,1100367, a0=1,3778033, a1=1,6917329

a2= 2,559284 ve a3=2,4742331 katsay lar  ekildeki gibi bulunur.

a-2 ve a4 katsay lar  ise (3.22) denklemi yard m yla;

  ve a4 = (1+q) f([5]) – q.a3

a4 = (1,95).(2,6970858) – 0,95.2,4742331 
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= 5,2593173 – 2,3505214 = 2,9087959 

= (x) + (x) + (x) + (x) + (x) + (x)  

+ (x) 

yukar daki 2 aç l mdan faydalan larak ;

x=[1]   için;

S(x) = (x) + (x) + (x)  

=  .  + (  - ).  + .

= 0.0,8841718 + (0,7501643 – 0,2629848).1,1100367

+      0,5128205.1,3778033 =1,247353 

x=[2]   için;

S(x) = (x) + (x) + (x)  

=  .  + (  - ).  + .
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= 0.1,1100367 + (0,7501643 – 0,2629848).1,3778033

+  0,8675553 =1,538793 

x=[3]   için;

S(x) = (x) + (x) + (x)  

=  .  + (  - ).  + .

  = 0.1,3778033 + (0,7501643 – 0,2629848).1,6917329

+  0,11259018.2,559284=1,878500 

x=[4]   için;

S(x) = (x) + (x) + (x)  

=  .  + (  - ).  + .

= 0.1,6917329 + (0,7501643 – 0,2629848).2,559284

+      0,5128205.2,4742331 =2,270444 

[1] = 1   [2] = 1,95  [3] = 2,8525  [4] = 3,7098749 
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x [1] [2] [3] [4] 

s(x) 1,247353 1,538793 1,878500 2,270444 

ex/[5] 1,247354 1,538793 1,878499 2,270441 

            Tablo 4.1. ex/[5] fonksiyonuna q-B spline fonksiyonu ile yakla m için kar la t rma

Buradan da; 

olarak hesaplan r. O halde hata;

           = 0.00001 

Örnek 4.1.2:

N = 4  q = 0,05  f(x) = ex [4]   1

için

 (3.20) denklemi kullan larak;

i = 2 için;

i = 3 için;

  lineer denklem sistemi elde edilir. 

Burada; ‘d r.

 0,0441918 
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= 2,7210884 

Birinci denklem; 

a-1 +  a0  = f(x1) -  f(0) 

Burada;  =  +

=

                                  = 0,0476190 + 0,0431918  = 0,0908108 

Son denklem; 

a1 + a2 = f(x4) - ‘dir.

Burada;  

 +

=

= 0,952380 + 0,0021595= 0,9545404 eklindedir.

Ma = b formunun bir triagonal denklem sistemidir. 

Burada; 

aT = [a-1, a0, a1, a2]
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bT = [b-1, b0, b1, b2] ‘dir.

bT’nin birinci ve sonuncu elman ;

b-1 = f(x1) -    ve b2 = f(x4) -  f(x5)

(3.13) denkleminden faydalanarak; 

x1 =  = 0,0476190 

f(x1) =  f(0,0476190) = e0,0476190 [4] = e0,0576190 1,052625

        = e0,0452383  = 1,0462771 

f(x0) = f([0]) = f(0) e0 1,052625   =  e0 = 1 

b-1 = 1,0462771 - – 1= 1,0462771 – 0,9070294= 0,1392477 

x4 = 

=     = 1,0525059 

f(x4) = e1,0525059 1,052625

         = e0,9998868 = 2,7179741 

x5 = [4] = 1+0,05 + (0,05)2 +(0,05)3  = 1,0526312 

f(x5) = e1,0526312 1,052625  = e1,0000058 = 2,7182975 

b2 = 2,7179741  -  . 2,718297  = 2,7179741 – 0,0022675 . 2,7182975 
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     = 2,7179741 – 0, 0061410 = 2,7118331 

Di er elemanlar  ise;

bi = f(xi+2)  , eklindedir.

i = 0 için;

b0 = f(x2)

x2 =  1,0023809 

f(x2) = e1,0023809 1,052625  =  e0,9522678 = 2,5915801 

i = 1 için

b1 = f(x3)

x3 =  1,05011905 

f(x3) = e1,05011905 1,052625  =  e0,9976193   = 2,7118181 

Bu tridiagonal sistemin çözümünden;

a-1 = 1,5113231  ,    a0 = 0,927639 ,    a1 = 0,9796492 

a2 = 2,7966551 katsay lar  ekildeki gibi bulunur.

a-2 ve a4 katsay lar  ise (3.22) denklemi yard m yla;
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a-2 =   ve a3 = (1+q) f ([4]) – q a2

a-2 =

f([4]) = f(1,052625) = e1,052625/1,052625 = e1 = 2,7182818 

a3 = (1+0,05). 2,7182818 – 0,05. 2,7966551 

    = 2,8541958 – 0,1398327 = 2,7143631 

(x)  ve S(x) in aç l m ndan ;

= (x) + (x) + (x) + (x) + (x) + (x)  

x=[1]  için;

S(x) = (x) + (x) + (x)  

=  .  + (  - ).  + .

= 0.(-9,226462) + (0,9546485 – 0,9070294).0,9796492

+      0,9070294.0,927639 =2,585725 

x=[2]   için;

S(x) = (x) + (x) + (x)  

=  .  + (  - ).  + .

= 0.1,5113231 + (0,9546485 – 0,9070293).0,927639
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+      0,9523809.0,9796492 =2,7115112 

x=[3]   için;

S(x) = (x) + (x) + (x)  

=  .  + (  - ).  + .

= 0.0,927636 + (0,9546485 – 0,9070294).0,9796492

+      0,9523809.2,7966551 =2,717959 

 [1] = 1                  [2] 1+q = 1,05              [3] = 1+q+q2 = 1,0525 

ex/[4] = e1/1,052625 = e0,9500059 = 2,5857249

e1,05/1,052625 = e0,9975062         = 2,7115114

e1,0525/1,052625 = e0,9975062      = 2,7179589

x [1] [2] [3] 

S(x) 2,585725 2,7115112 2,717959 

ex/[4] 2,5857249 2,7115114 2,7179589 

            Tablo 4.2.  ex/[4] fonksiyonuna q-B spline fonksiyonu ile yakla m için kar la t rma

Buradan da; 

olarak hesaplan r. O halde hata;

                                          = 0.00000
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5. SONUÇLAR VE TARTI MA

Bu çal mada e ri uydurmada e rimizi en iyi temsil edebilme kabiliyeti en yüksek olan 

spline fonksiyonu ,[ti, ti+n+1] aral nda tan ml  B-spline fonksiyonu q-integer 

noktalar nda incelenmi tir ve q-B-spline ile fonksiyonlara en iyi yakla mlar yap larak 

yakla k çözüm ile tam çözümler kar la t r lm t r. Bu kar la t rma da hatan n çok 

küçük olmas  yöntemin uygunlu unu ortaya koymaktad r.

lerideki çal malarda bu yöntem daha karma k fonksiyonlara uygulanarak hata 

paylar  incelenebilir. Bu çal man n birçok fonksiyona uygulanabilmesi spline 

fonksiyonlar n n kullan ld  bütün alanlara katk  sa layaca  dü ünülmektedir.
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