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OZET
Q-B SPLINE iLE FONKSIYONLARA YAKLASIM

Kadriye OZKAN

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman : Prof.Dr.Zeynep Fidan KOCAK
Mayis 2015, 91 sayfa

Bu calismada ilk olarak spline fonksiyonunun temel 6zellikleri ve ¢esitleri incelendi.
B-spline fonksiyonu tanitildi. g-integer noktalar1 ve g-integer noktalarinda B-spline
konular1 agiklandi ve o6rneklendirildi. Son kisimda ise -B spline ile fonksiyonlara
yaklasim agiklanarak o6rnek problemler ¢oziiliip elde edilen yaklasik ¢oziimler ile
gercek ¢oziimler karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler : B-Spline Fonksiyonu, g-integer Noktalar1, g-integer
Noktalarinda B-Spline Fonksiyonu,



ABSTRACT
APPROACH OF FUNCTIONS WITH Q-B SPLINE FUNCTIONS

Kadriye OZKAN

Masfer of Science (M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor : Prof.Dr.Zeynep Fidan KOCAK
May 2015, 91 pages

In this study the basic properties and types of spline functions and B-spline function is
introduced.Also g-integers and B-splines with knots at the g-integers are explanied
and illustrated.In the last part approach of functions with g-B spline functions
explained sample problems have solved and the obtained approximate solutions are

compared with the exact solutions.

Keywords : Spline Funstion, g-integers, B-Spline Function,B-splines with
knots at the g-integers



ONSOZ

Diisinmekten ¢ok ezberlemeye yonelten egitim sistemleri, matematigin bir¢ok insan
tarafindan, anlasilmasi gili¢, gereksiz, karmasik islemler yigin1 olarak goriilmesine
sebep olmakta. insanlar sadece anlayabildikleri seyleri sevebilirler. Bu yiizden biz
matematikciler matematigin ve matematiksel diisiincenin hayatin bir parcasi oldugunu
on plana ¢ikararak insanlarin matematige bakis acisini degistirmeliyiz. Geng bir
matematikg¢i olarak insanlarin matematige bakis agisini kendi imkanlarim 6l¢iisiinde
degistirmeye calistyorum. Bu amag¢ dogrultusunda basladigim ¢alismamda B-spline
fonksiyonlardan yararlanarak hata payini en aza indirgeyerek fonksiyonlara yeni bir
yaklagim teorisini incelemeye ¢aligtim .
Bu calismanin hazirlanmasinda yardimlarimi ve destegini esirgemeyen degerli
danismanim Prof.Dr. Zeynep Fidan KOCAK’a , her zaman her konuda yanimda olan
aileme tesekkiir eder saygilarimi sunarim.
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Mugla, 2015
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

v : Her

3 : Enaz bir

R : Reel Sayilar Kiimesi

BZ(‘x) : [ti, ti+n+1] araliginda tanimli n.dereceden B-spline

S(x) :1=0,1 ... n olmak tizere [xi, Xj+1] araliginda tanimli spline
fonksiyonu

Cla, b] : [a, b] kapali araliginda siirekli fonksiyonlarin uzay1

[r] g >0 ver eN i¢in g-integer noktasi

[r]! :q >0 ver eN icin g-faktoriyel

[:] : g-binom katsayilar1

Dq . g-tiirev operatori



1. GIRIS

Yaklagim yontemleri Matematikte oldugu kadar Temel bilimlerin diger alanlarinda ve

Miihendislikte yaygin olarak kullanilan 6nemli ¢6ziim tekniklerindendir.

Yaklasim yontemleri igerisinde c¢alismasi kolay oldugu icin c¢ogunlukla polinom
yaklagimlar1 tercih edilir. Tablo halinde verilen hassas sayisal degerler veya ayrik
noktalardan olusan grafikler i¢in ara degerlerin bulunmasi islemi interpolasyon olarak,
verilen noktalarin disindaki degerlerin bulunmasi islemi de extrapolasyon olarak
adlandirilir. Ancak nokta sayisinin artmasi birgcok durumda ¢oziimiin iraksamasi
anlamina gelir. Ayrica istenilen fonksiyon [a,b] araliginin degisik kisimlarinda degisik
Ozelliklere sahip ise Ornegin; bolgenin bir kisminda hizli diger kisminda yavas
degisiyorsa fonksiyona tek bir egri ile yaklasmak uygun sonuglara gotiirmez. Bunlar
dikkate alindiginda polinom interpolasyonu yerine bagka tekniklere gerek oldugu

anlasilmaktadir (Anonim a.).

Belirli verilere uyan, bilinmeyen fonksiyonlarin yaklasik ¢6ziimiinde kullanilan
Spline’lar konusunda ilk ¢alisma 1940’11 yillarda Schoenberg tarafindan ortaya
konulmustur. Spline fonksiyonlari, uygun baza sahip sonlu boyutlu lineer uzayda
diizgilin fonksiyonlardir. Numerik analizde ve yaklasim teorisinde spline fonksiyonlar1
kullanilirken olusan matrislerin isaret ve determinant 6zellikleri uygundur. Kiiciik
dereceden spline’lar ¢ok esnektir ve polinomlar ile elde edilen yaklagimlar

sergilemezler (Dag,1987).

Bir¢ok durumda bir diferansiyel denklemin belirli sartlar1 saglayan 6zel ¢oziim egrisi
bilinmiyor ya da analitik yollarla ¢6zmek miimkiin olmayabilir. Bu durumda
bilinmeyen fonksiyon degerlerini, ¢6ziimiin var oldugu aralig1 parcalara bolerek, her
bir parcada ikinci, ii¢iincii ya da daha yiiksek dereceden polinom yaklasimi yapmak
suretiyle yaklasik olarak hesap edilir. Her bir aralikta degisik fonksiyonlara yaklagimin
yapildig1 bu tiir interpolasyona Spline interpolasyonu denir (Ozdemir,1996).



Bu ¢alismada veri noktalarini ¢esitli araliklara bolerek, her bir aralikta daha kiigiik
dereceden polinomlara yaklagim yapma esasina dayanan ve bir¢ok ozellige sahip
spline fonksiyonlar tanitilacaktir. Daha sonra lineer, kuadratik, kiibik B-spline’lar
tanitilip g-integer tanimi ve Ozellikleri verilerek g-integer noktalarinda B-spline
fonksiyonlar1 tanimlanarak 6zellikleri incelenecektir. Son olarak da hata pay1 olduk¢a
diisiik olan bir yaklagim yontemi olan g-B spline ile fonksiyonlara yaklasim yontemi

incelenecektir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Spline Fonksiyonlari

Tanim 2.1

a=Xo<X1<..<Xn=b

noktalar1 lizerinde tanimlanan ve asagidaki iki 6zelligi saglayan n>1 olmak iizere n.

Dereceden S(x) fonksiyonuna spline fonksiyonu denir.

(1) S(x), [xixi+1] de en fazla n. dereceden polinomdur.

(i) S(x) € C™ [a,b]

Bu tanimdan da anlasilacagi gibi spline fonksiyonlari; kendisi ve tiirevlerinin
stirekliligi ile ilgili baz1 6zel kosullar1 saglayan en fazla n. dereceden parcali degerli
polinomlardir (Philips, 2003).

Yukaridaki kosullart daha ayrintili yazacak olursak;

(1) Spline fonksiyonlari, tanimlandiklar1 her bir diigiim noktalarinda fonksiyon ile ayn1

degerleri alirlar;

Six)=f(xi); 1=0,1,...,n

(i1) Spline fonksiyonlari i¢ noktalarda stireklidir.

Si (Xi+1) = Si+1 (Xi+1) ; 1=0,1,...n-2



(iii) Spline fonksiyonunun ardisik tiirevleri ;

S{ (Xiv1) =541 (Xis1)

S (Xi+1) =S54 (i)

SV (1) = STV (Xin) 51=0,1,...0-2

i+1

i¢ noktalarda stireklidir.

Simdi ise Spline fonksiyonlarin genel 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir.

1- Spline fonksiyonlar, uygun tabanlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
2- Spline fonksiyonlar, diizgiin fonksiyonlardir.

3- Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri de spline fonksiyonlardir.

4- Yaklasik teorilerinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi ile dogal matrisler ortaya

¢ikar ve bu matrisler uygun determinant 6zelliklerine sahiptir.

5- Spline fonksiyonlar, elde ya da bilgisayarda yapilan hesaplamalarda kolaylik saglar
(Donmez, 2008).

2.1.1. Lineer (dogrusal) spline fonksiyonu

Veri noktalarin1 ¢esitli araliklara bolerek her bir aralikta dogrusal fonksiyonlar
kullanma esasina dayanan lineer spline interpolasyonu, spline interpolasyon tiirlerinin

en basiti olup kullanim kolaylig1 bakimindan tercih edilir.

Lineer spline interpolasyonunda her bir alt aralik i¢in segilen fonksiyonlar
SixX) =ax +bi, i=0,1,...,(n-1)

seklindedir. Burada n tane fonksiyon olup her bir fonksiyonda da 2 bilinmeyen katsay1

mevcut oldugundan toplam 2n tane bilinmeyen katsay1 vardir. Oyleyse bu katsayilari



hesaplayabilmemiz i¢in 2n tane denkleme ihtiyacimiz olacaktir. Bu denklemleri ise

asagidaki kabuller sonucunda elde edecegiz.
I. Si(x) polinomlart i¢ diigiim noktalarda fonksiyon ile ayni degeri almalidir.

Yani,

Si(xi) =i, i=12,...,(n1)
ii. Si(Xi+1) = Si+1(Xi+1) , i=0,1,...,(n-2)

iii. Bastaki ve sondaki spline polinomlar1 u¢ noktalardan ge¢melidir. Yani,

So(Xo) = Yo, Sn-1(Xn) = Yn

Boylece i. Kosuldan n — 1, ii. Kosuldan n — 1 ve son olarak iii. kosuldan 2 tane olmak

iizere toplamda,
(n-1)+(n-1)+2=2n
tane denklem elde edilmis olur. Bu denklemler kullanilarak katsayilar hesaplanir ve

Si(x) spline polinomlar1 elde edilir.

Yo + mo(x — xp) , X €[Xg,xq]
S(x) = Y1 + my(x — xq) , XE€E [x1:; X2]

Yn-1 + mn—l(x - xn—l) , XE€ [xn—lixn]

Lineer spline fonksiyonunu temsil eden grafik ve bu fonksiyonun parcali degerli

bicimde gosterimi agsagida verilmistir.



/
> X
Xo X1 X2 X3 Xn-2 Xn-1 Xn
Sekil 2.1 Lineer spline fonksiyonu grafigi
Ornek 2.1
X ‘ 1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575

y ‘ 2.0030 1.2230 6.1120 5.6810 8.7015

Tablosu veriliyor. Lineer spline interpolasyonu yontemi ile en uygun yaklagimi

yapalim ve y(5.0) degerini yaklasik olarak hesaplayalim.

SiX)=yi+mi(x-x) , 1=0,1,2,3

seklinde olacaktir. O halde

1.2230 —2.0030

So(X) = Yo + Mo (X —Xo) =2,0030 + 3.3560 —1.0520

(x — 1.0520)

= 2.0030 — 0.338541(x — 1.0520)

=-0.338541x + 2.359145

6.1120 —1.2230

S1(X) =y +ma (X —x1) =1.2230 + 4.5870 —3.3560

(x — 3.3560)



=1.2230 - 3.971567(x — 3.3560)

=-3.971567x + 12.105578

5.6810 —6.1120

Sa(x) = y2 + Mz (X - X2) = 6.1120 + 71250 —4.5870

(x — 4.5870)

=6.1120 — 0.169818(x — 4.5870)

=-0.169818x + 6.890955

8.7015 —5.6810

Ss(x) = ys + Ms (X - X) = 5.6810 + ——————

(x — 7.1250)

= 5.6810 — 1.416412(x — 7.1250)

=1.416412x — 4.410935

olarak hesaplanir.

Buna gore

—0.338541x + 2.358145, xe [1.0520,3.3560]
3.971567x — 12.105578, xe [3.3560,4.5870]
—0.169818x + 6.890955, x € [4.5870,7.1250]
1.416412x — 4.410935  xe [7.1250,9.2575]

S(x) =

seklinde yazilir ve grafigi asagidaki gibidir;



v

1 3 5 7 9 11

Sekil 2.2 Ornek 2.1 icin lineer spline grafigi

O halde

y(5.0) = S5(5.0) = -0.169818(5.0) + 6.890955= 6.0419

olarak hesaplanir. Bu problemi asagidaki Matlab programindaki adimlar1 uygulayarak

cOzersek,

>>x = [1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575] ;

>>y = [2.0030 1.2230 6.6810 5.6810 8.7015] ;

>> lineer spline (X,y,5)

ans =6.0419

oldugu goriiliir.



2.1.2. Kuadratik spline fonksiyonu

Bu spline tiiriinde her bir alt aralik i¢in segilen polinomlar,

Si(x) = aix? + bix+ci, 1=0,1,...,(n-1) seklindedir.

Burada n tane fonksiyon olup her bir fonksiyonda 3 bilinmeyen katsayi

mevcuttur.Bunlar1 hesaplayabilmemiz i¢in 3n tane denklem elde edilmelidir
Bu denklemleri ise asagidaki spline 6zellikleri kullanarak elde edecegiz.

i. Si(x) spline polinomlari i¢ diigiim noktalarda fonksiyon ile ayn1 degeri almalidir.

Yani,

Si(Xi) =i , i=0,1,2,...,(n-1)

ii. Si(x) spline polinomlart i¢ diigiim noktalarinda siirekli olmalidir. Yani,

Si(Xi+1) = Si+1(Xi+1) , i=0,1,...,(n-2)

iii. Si(x) spline polinomlarinin birinci mertebeden tiirevleri i¢ diigiim noktalarinda

siirekli olmalidir. Yani,

Sl’(XH_l) = Sil+1(Xi+1) y 1 - 0,1,. . .,(n'2)

iv. Bastaki ve sondaki spline polinomlar1 u¢ noktalardan gegmelidir. Yani,

So(X0) = Yo : Sn-1(Xn) = Yn

Yukaridaki denklemlerden (n—1)+ (n—1) + (n—1) +2 = 3n — 1 tane denklem elde
edilmis olur. O halde 1 denkleme daha ihtiyacimiz olacaktir. Bu denklemi de ilk
noktada ikinci tiirevin sifir oldugu Sy (x,), yani So(x) polinomunun bir dogru pargasi

oldugu kosulunu koyarak elde ederiz. Bu da

a0 = 0 olmasi ile esdegerdir. Bu sekilde elde edilen kuadratik spline fonksiyonuna

natural (dogal) kuadratik spline fonksiyonu denir.



E Sn-2

> X
Xo X1 X2 X3 Xn-2  Xn-1 Xn
Sekil 2.3 Kuadratik Spline Fonksiyonu Grafigi
Ornek 2.2
X ‘ 1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575

y ‘ 2.0030 1.2230 6.1120 5.6810 8.7015

tablosu veriliyor. Kuadratik spline interpolasyonu yontemi ile en uygun yaklasimi

yapalim ve y(5.0) degerini yaklasik olarak hesaplayalim.

Nokta sayimiz 5 oldugundan aralik sayimiz 5 — 1 = 4 olacaktir. Bu ylizden kuadratik

spline polinomlar1

Si(x) = aix?+ bix+ci, i=0,1,2,3

seklinde olacaktir. O halde, 1. kosuldan,

Si(x1) = ai(x1)® + bixa+ci =y

= 21(3.3560)? + by(3.3560) + ¢; = 1.2230

10



Sa(X2) = a(X2)? + boXotca = Yo

= 8,(4.5870)? + b(4.5870) + ¢z = 6.120

Sa(xs) = as(Xs)® + baxs+Cz = y3

= a3(7.1250)2 + bs(7.1250) + c3 = 5.6810

Bulunur. i1. Kosuldan,

So(X1) = Si(X1) — ao(X1)? + bo(X1) + Co = a1(x1)? + ba(x1) + ¢1
=1.2230

Si(X2) = Sa(X2) — a1(X2)? + bi(x2) + €1 = ax(X2)? + ba(X2) + C2
=6.1120

Sa(Xs) = Sa(X3) — az(X3)? + ba(Xs) + C2 = a3(X3)? + b3(X3) + C3
=5.6810

bulunur. iii. kosuldan

So(X1) = S7(X1) — 2ao(X1) + bo= 2a1(x1) + b1

220(3.3560) + bo = 2a1(3.3560) + by

S1 (X2) =8 (Xx2) — 2a1(x2) + b1=2ax(x2) + b2

2a1(4.5870) + b1 = 2a,(4.5870) + b,

S5 (X3) =835 (X3) — 2az(x2) + bo=2a3(x3) + b3

2a(7.1250) + by = 2ax(7.1250) + bs

11



bulunur. iv. kosuldan

So(Xo) = a0(1.0520)2 + bo(1.0520) + co= 2.0030

Sa(xs) = a3(9.2575) + bs(9.2575) + cs= 8.7015 olarak bulunur.

Son olarak da

a =0 alinmasiyla;

'x;, 1.0 00 00 00 00 00 00 0.0
0.0 0.0 «x? x;, 10 00 00 0.0 0.0
0.0 00 «x? x, 10 00 00 0.0 0.0
00 00 0.0 0.0 00 «x? x, 1.0 0.0
00 00 00 00 0.0 «x? x3 1.0 0.0
A=100 00 00 00 00 00 00 00 x?
xo 1.0 0.0 00 00 00 00 00 0.0
00 00 00 00 00 00 00 00 «x2
1.0 00 —2x;, —1.0 00 0.0 00 0.0 0.0
00 00 2x, 1.0 00 —2x, —1.0 0.0 0.0
00 00 00 00 00 2x;3 1.0 0.0 —2x;
b r1.22307
Co 1.2230
a, 6.1120
by 6.1120
c1 5.6810
1x =|a, B =15.6810
b, 2.0030
c, 8.7015
as 0.0
b, 0.0
Ko 0.0

olmak tzere

Ax=B

Denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢6ziildiiglinde,

12

0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
x3 1.0
0.0 0.0
x, 1.0
0.0 0.0
0.0 0.0
—-1.0 0.0



a0 =0.0 a1 = 3.5013074 a2 = 3.3299826 a3 = 4.7070234

bo =-0.3385416 b1 =-23.8393174 b, =38.8309385 b3z =-75.6963989

Co=2.3591458 c1=41.7934475 c2=-101.9407846 c3=306.0628553
olarak bulunur.

O halde bu katsayilar kullanilarak S(x) kuadratik spline fonksiyonu,

S(x)=

(—0.338541x + 2.358145 , x€ [1.0520, 3.3560]
J 3.5013074x% — 23.8393174x + 41.7934475 , x€[3.3560,4.5870]
| —3.3299826x2 + 38.8309385x — 101.9407876 , xe [4.5870,7.1250]
k4.7070234x2 — 75.6963989x + 306.0628553 , x€[7.1250,9.2575]

seklinde yazilir.

Buradan da,

y(5.0) = S5(5.0) = -3.3299826(5.0)? + 38.8309385(5.0) — 101.9407846
= 8.9643

olarak bulunur. Bu problem i¢in Matlab programi kullanilarak da,

>>x = [1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575] ;
>>y =[2.0030 1.2230 6.6810 5.6810 8.7015] ;
>> kuadratik spline (x,y,5)

ans =8.9643

y(5.0) degeri elde edilir.
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2.1.3. Kiibik spline fonksiyonu

Kiibik spline fonksiyonunda her bir alt aralik i¢in segilen polinomlar,

Si(x) = aix3 + bix?+cix + di, i=0,1,...,(n-1) (2.1)

seklindedir. Burada n tane polinom olup her bir polinomda da 4 bilinmeyen katsay1
mevcut oldugundan toplam 4n tane bilinmeyen katsay1 vardir. Oyleyse bu katsayilar
hesaplayabilmemiz igin 4n tane denkleme ihtiyacimiz olacaktir. Bu denklemleri ise

asagidaki spline 6zellikleri kullanarak elde edecegiz.

I. Si(x) polinomlart i¢ diigiim noktalarda fonksiyon ile ayni degeri almalidir. Yani,
Si(Xi) =i : i=12,...,(n1)

ii. Si(x) polinomlari i¢ diigiim noktalarinda siirekli olmalidir. Yani,
Si(Xi+1) = Si+1(Xi+1) : i=0,1,...,(n-2)

ii1. Si(x) polinomlarmin birinci mertebeden tiirevleri i¢ diigiim noktalarinda stirekli

olmalidir. Yani,

Sl’(XH_l) = Sil+1(Xi+1) y 1 - 0,1,. . .,(l’l-2)

iv. Si(x) polinomlarinin ikinci mertebeden tiirevleri i¢ diigiim noktalarinda stirekli

olmalidir. Yani,

;" (Xis1) =S4 (Xin1) i=0,1,....,(n—-2)

v. Bastaki ve sondaki spline polinomlar1 u¢ noktalardan ge¢melidir. Yani,

So(Xo) = Yo , Sn-1(Xn) = Yn

Boylece i. 6zellikten n — 1, ii. 6zellikten n — 1, iii. 6zellikten n — 1 iv. 6zellikten n — 1

ve son olarak v. 6zellikten 2 tane olmak {izere toplamda,

14



mn-1)+M-)+(n-1)+(n-1)+2=4n-2

tane denklem elde edilmis olur. O halde 2 denkleme daha ihtiyacimiz olacaktir. Bu

denklemi de asagidaki kosuldan elde ederiz.

vi. U¢ noktalarda ikinci mertebeden tiirevler sifir olmalidir. Yani,

So (x0)=0 Sp-1(xn) =0

Bu son kosulu saglayan kiibik spline fonksiyonlara natural (dogal) kiibik spline

fonksiyonlar1 denir.

Simdi kiibik spline fonksiyonlarinin nasil elde edileceklerini iki farkli yolla gorelim;

a=Xo<xX1<...<xpn=bh

noktalar1 verilsin. [Xi, Xi+1] araliginda,

Si(x) = ai(x — Xi)® + bi(x = xi)®> + ci(x = xi) +di ;i=0,1,...,n—1 (2.2)

seklinde tanimlanan Sj(x) fonksiyonlar1 (xi, Vi) ve (Xi+1, Yi+1) noktalarindan

gegeceginden x = xj aliriz. O halde
Si(xi) = di
olur. Diger taraftan Si(x) fonksiyonlar1 i¢ noktalarda siirekli oldugundan

Si+1(Xi+1) = di+1 = Si(Xi+1)
dis1 = di + Ci(Xi+1 — Xi) + bi(Xi+1 — Xi)? + ai(Xir1 — Xi)®

olarak elde edilen denklemde xi+1 — Xi = hj ifadesi yerine yazilirsa

di+1 = di + cihi + bik?+ aih} , 1=0,1,....,n-1 (2.3)

bulunur.
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(2.2) denkleminin birinci mertebeden tiirevi alindiginda
s{(x) = ci + 2bi(x — xi) + 3ai(X — Xi)?

seklinde olusan denklemde x = x; koyarsak
si(x) = ¢

bulunur. s;(x) fonksiyonu i¢ noktalarda siirekli oldugundan
Sip1 (Xir1) = Civr = 57 (Xi+1)
Ci+1 = Ci + 2bi(Xis1 — Xi) + 3ai(Xi+1 — Xi)?

Ci+1 = Ci + 2bihi + 3aih?

bulunur. Diger taraftan (2.2) denkleminin ikinci mertebeden tiirevi alindiginda

s’ (x) = 2bi + 6ai(x- xi)

elde edilir. Burada x = x; koyarsak
si (x;) = 2bi

ve

bi — Si (xq)
2

bulunur. s;'(x;) fonksiyonlari i¢ noktalarda siirekli oldugundan

r r
Siv1(Xiv1) = by = S (Xit+1)
2 2

iy = 220 ;xi“_xi) = bi + 3ai(Xi+1 — Xi)
bi+1 = bi + 3aihi

16
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elde edilir.

bi = bi+1 + 3aih; (2.6)

yazilip (2.3) denkleminde yerine yazilirsa

dis1 = di + cihi + bihf+ hf
= di + cihi + (bis1 - 3aihi)hZ+ aih}
= d; + cihi + bis1h? — 2aih}
= di + cihi — (2aih? — bis1 h?) (2.7)

elde edilir. (2.3) denkleminden elde edilen

aih} = di+1 — di — cihj — bik?

ifadesi (2.7) da yerine konuldugunda

diss  =di + Gihi — (2(dis1 — di — Cihi— bik2) — biss h2)

di+1 = d; + Cihi — 2di+1 +2d; + 2cihi + 2bih? + bis hY

3di:a = 3di + 3cihi + h#(2bi + bis1)

dir = di+ch+ 2 (2 + biar) (2.8)

bulunur. (2.6) ifadesi (2.4) da yerine yazilirsa

Ci+1 = Cj + 2bjs1hi — 6aih? + 3aih?
Ci+1 = ¢i + 2bjs1hi — 3aih?
3aih? = Cis1 + Ci + 2bisshi (2.9)
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bulunur. (2.4) denkleminde son ifadeyi yerine koydugumuzda

Ci+1 = ¢j + 2bji+1hi — 2Ci+1 + Ci + 2bih;

2Ci+1 = 2¢i + 2hi(bi+1+bi)

Ci+1 = ¢j + hi(bi + bi+1) (2.10)
bulunur. (2.8) denkleminde ci’yi ¢ektigimizde

G = (i — i) - 20 + bisy) (2.11)

elde edilir. Bu denklemde i yerine i — 1 alindiginda

1
hi—1

(di — di-1) - %(Zbi-Z + Dis1) (2.12)

Ci-1 =
olacaktir. (2.12) denkleminde i yerine i — 1 yazarsak
Ci =Ci—1+ hi—1(bi-1+ bi)
elde edilir. Son denklemde c; yerine (2.11), ¢i—1 yerine (2.12) denklemi yazildiginda
1 h; _ 1 hi_q
— (dis1 — di) —Z(2bitbi1) = — (di — di- 1) —==(2bi - 1+bi) + hi—1(bi - 1+bi)
L -1

hli (di+1 —di) — hL (di—di-1) = %(2bi+bi+1)+ hi—1(- %bi 1 gbi + bi_1+bi)

o (T = d) = (d = di-1) = 3(@bi+bien)+ hi (- Jbi- 1 2hi)

1
hi—1

— (diva — d) ——— (di — di 1) = > (2bihi + bisshi + hi _1bi 1 + 2bihi 1)
hi_1bi—1 + 2bi(hi + hi_1) + hibj+1) = hi (di+1 — dhi) —% (di—di-1)

ifadesi elde edilir. Bu ifade
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hi = Xi+1 — Xi , hi 1=Xi—Xi_1

bi = Sin(xi) b'+1 - Sir};.l(xi+1) b 1= Sin—1(xi—1)
1 y MI 2 y Ml — 2

di = Si(Xi) , di+1 = Si+1(Xi+1) , di-1 = Si-1(Xi-1)

esitlikleri kullanilarak ikinci mertebeden tiirev cinsinden yazilirsa
1 1 2 1 1 14
S (Xi-1) + ) (i) (Xi+1 — Xi-1) + ) (Xi+1)

3

= oy SO = sG] -

[S(xi —s(xi-1)]

(x—x

bulunur ve buradani=1,...,n— 1 i¢in
S"(Xi—1) (Xi — Xi—1) + 2(Xi+1 — Xi-1)S"" (Xi) + (Xi+1 — Xi)S"(Xi+1)

6

=[5 — @) 5 [5G — 5(xi0)] (2.13)

(Xi+1— x7)

esitligi elde edilir (Dogan, 2008).

Bu denklemi “Lagrange Interpolasyon Formiiliinii” kullanarak da elde edebiliriz.
Herhangi bir [xi, Xi+1] araliginda Si(x) fonksiyonu {igiincii dereceden oldugundan ikinci

tiirevinin dogrusalligindan Lagrange interpolasyon Formiiliine gore;

X Xi+1 XX

S”(X) S”( 1) + S”(-XL+1)

Xiy1—X;
seklindedir.
=S5" (x)
Mi+1 = S"" (Xi+1)

hi = Xi+1 - Xi
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i=0,1,...n-1 i¢in bu ifadeler denklemde yerine yazilirsa;

Si'(x) = %(xi+1 —x) + ’”h— (x — x;) elde edilir.

Xi< x <Xi+1 ve i=0,1,....n-1 olmak {izere iki kez integral alinarak c; ve dj katsayilari
integrasyon sabitleri olmak tizere;
81 (0) = 25 (ipn = )% + 5 (x = x)? + € (Xigq — %)
L

2h;

Si() = g (Riva = 0° + L = %) + (i — ) +dix—x)  (214)

bulunur. S(x) in stirekli yapilmas1 ve interpolasyon kosullarinin saglanmasi igin
yi = Si(xi)
Yit1 = Si(Xi+1)
ifadeleri (2.14) denkleminde yerine yazilirsa;
Si(x;) = %ii(xiﬂ —x)% + (i1 — X))
Yi = thi + cihy (2.15)

bulunur.

(2.15) de i yerine i+1 alindiginda

Sit1(Xiy1) = ":—,:,1 (i1 — %) 4 di (X1 — ;) (2.16)
Vi1 = m;ﬂ hi + d;h; (2.17)
elde edilir.

0<i<n-1 olmak fiizere (2.15) ve (2.16) denkleminde ci ve di ler ¢ekilip (2.14)

denkleminde yerine yazilirsa;
20



m; m;
$i(x) = g (riwa — 20 + = (0 = x)* +

(B Bhy) Gy — ) + (22 - Ty (- xy) 2.18)

olur. Bu denklemi diizenledigimizde;

S" (xp)
6(Xi+1—X;

S" (xi41)

6(xi+1—x)

Si(x) =

(41 — )% + (x —x)* +

S(xi) _ S"(xl-)(xi.,.l—xi) ) _
[(xi+1—xi) 6 ] (Xig = x)

n [ S(xi41) _ S (xi)(ziﬂ—xi)] (x _ xi) (2.19)

(Xi+1—x7)

sonucuna elde edilir.. (2.19) de tamimlandig gibi Si(x), ci ve di olan integrasyon
katsayilarinin diizenlenmesi ile xj Ve Xi+1 ile ayn1 degere sahip olacak sekilde belirlenir.
Bu diizenleme her [xi, Xj+1] araliginda bagimsiz olarak yapildigindan S;’(xi) = S;’(xi) ,
i=1,....,n-1 bagintisim garantilemez. Yani S;'(x) siirekli olmayabilir.(2.18)

denkleminin tiirevi;

m; m;
500 = = 2 Gy — 07 + 2 (x = x)?
Vi _ mihi) (M _ mi+1hi)
(- m) + (B - e (2.20)

olup kiibik spline olma kosullarinin saglanmasi i¢in son kosul [a,b] nin i¢ noktalarinda
S{(x)i stirekli yapmaktir. (2.20) denkleminde S;(xi) =S;(Xi+1) i=1,....,n-1 bagintisini
saglayacak bigimde segilen mj, 1<i<n-1 degerleri ile S;(x) stirekli yapilabilir. Boylece

n+1 bilinmeyenli n-1 denklem sistemi elde edilir.

(2.20) de x yerine X; yazildiginda;

. v,
SHO) = = gy — 2 — o T Y
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mih; + Mmiyq hy _ yi+1—yi
6 6 h;

m;h?
SiCe) = =T+

Si(a) = —Zipy_y — Tl g (2.21)

i
3 6

(2.17) denkleminde i yerine i-1, x yerine X;i konuldugunda;

Si_1(x) = _%hi—l - mi6+1 hi—1 + Pr-1 (2.22)
bulunur ve
Si—1(x) = S5{(x;) (2.23)

esitliginden 1<i<n-1 olmak iizere (2.21) ve (2.22) birbirine esit oldugu goriliir ki

burdan;

mihi  Miyqhy
3 6

_ mihiy  mi_qhj4

+pr = - + Py

-2mihi — Mi«1hi — 2mihi-1 + Mi-1hia = 6(Pk-1-Pk)

hiximi-1 + 2mi(-his1 —h;) +himis1= 6[(3’23_’1‘1—1) _ (yi+1—yi)]

hi
(Xi=Xi-1)S"" (Xi-1)+2(Xi+1-Xi-1) S (Xi)+(Xi+1-Xi) S"' (Xi+1)

=20 [SCriv1) = S(x)] +

(Xi41—%;

6

(xi=xi-1)

[S(xi—1) — S(x)] (2.24)

elde edilir. (Albasiny and Hoskins, 1968; Kocak, 2001).
(2.24) ve (2.13) esitliliklerinin ayn1 oldugu goriilmektedir.

Kiibik spline fonksiyonu temsil eden grafik ve bu fonksiyonun pargali degerli bicimde

gosterimi asagida verilmistir.
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> X
Xo X1 X2 X3 Xn-2 Xn-1 Xn
Sekil 2.4 Kiibik Spline Fonksiyon Grafigi
Ornek 2.1.3
X | 3.0 4.5 7.0 9.0

y ‘ 2.5 1.0 2.5 05

tablosu veriliyor. Buna gore kiibik spline fonksiyonlarmi elde edelim. (2.24)

denkleminde i=1 alalim;
(X1 — Xo) s” (Xo0) + 2(X2 — Xo) s” (x1) + (X2 — 1) s” (x2) =

6

- (x2—x1)

6

(x1—x0)

[SCxz) = S(x)] + [S(xo) — S(x1)]

(4.5-3.0) S” (3) + 2(7-3) S” (4.5) + (7-4.5) S” (7) =

6
T (7-45)

6
(4.5-3)

(25-1) + (2.5 -1)

8S" (4.5) + 2.55" (7) = 9.6

(2.24) denkleminde i = 2 alalim;
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(Xz — X1) s" (Xl) + 2(X3 — X1) s" (Xz) + (X3 — Xz) s" (X3) =

[S(x3) = S(xx)] +

1) [S(xq) — S(x2)]

(xs—x )

(7-4.5) S (4.5) + 2(9-4.5) S” (7) + (9-7) S" (9) =

—25)+

(1-2.5)

(9 7) -4, 5)

255" (4.5) +9S" (7) = 9.6

bulunur. Boylece elde edilen

8S" (4.5) +2.55" (7) = 9.6

255" (4.5) +9S" (7) = 9.6

sistemi ¢oziilerek

S (4.5)=1.6791 S” (7) = 1.5331

bulunur. (2.19) denkleminden

s'"(4.5)
S100) = iy (=3P T (45 )
1 S'"(4.5)(4.5-3)
+ [4.5—3 N 6 ] (x—=3)

elde edilir. Buradan

S1(X) = 0.19(x — 3)% +1.66(4.5 — x) + 0.25(x — 3); 3<x<4.5
Sa(x) = 0.112(7 — x)* — 0.102(x — 4.5)® — 0.30(7 — x) + 1.64(x -4.5); 4.5< x <7
Sa(x) = 0.128(9 — x)® — 1.76(9 — X) + 0.25(x — 7); 7< x <9
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kiibik spline yaklagimi olusur (Bayram, 2002).

y
3

0.5

3 4 45 5 6 7 8 9 “x

Sekil 2.5 Ornek 2.3 icin kiibik spline fonksiyon grafigi

2.2. B-Spline Fonksiyonlar:

Giliniimiliz diinyasinda yasanan biiyiik gelismelerden sonra, bilgisayar ¢izimlerinde
egrileri tamimlayabilmek i¢in ¢ok yonlii yaklagimlar sunan B-spline fonksiyonlar,
geometrik modelleme, bilgisayar ¢izimleri ve daha baska bircok alanda 6nemli bir

konuma gelmistir.

Cok sayidaki veri noktalarina bir tek egri ile yaklagsmak biiylik kolayliklar saglasa da
bazi hallerde bu durum biiyilik hatalara neden olabilir. Ayrica bu amagla kullanilan
Newton ve Lagrange interpolasyon polinomlarinin derecesi nokta sayisi arttikca
artacagindan, bu tiir polinomlarla yapilacak iglemler zorlasir. Bu durumda, digim
olarak adlandirilan noktalarda birbirlerine bagli, polinom egri pargalarindan olusan B-
spline fonksiyonlar1 yardimiyla yapilan yaklasimlar bir alternatif olarak karsimiza

cikar.
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2.2.1. B-spline fonksiyonlarin tiiretilmesi

Tamim 2.2.1 Sifirinct dereceden B-Spline

1;ti<xSti+1

0 —
Bi(x) = { 0; diger (2.25)

ve n >0 olmak flizere n’inci dereceden B-Spline, n-1 inci dereceden B-spline

fonksiyonlart ile

BI(0 = (Z20) BP0 + ((22 ) B (9 (2.26)

ti+n—H Gitn+1—Ci+1

seklinde ifade edilir. Burada —oo < i < oo dur (Kogak and Philips, 1996).

YA

—_— X
ti ti+1

Sekil 2.6. BY (x) B-spline grafigi

Teorem 2.2.1 [tj, tisn+1] araliginda tanimlanan Bj' B-spline fonksiyonu bu aralikta

pozitiftir.
Ispat:
n lizerinden tlimevarim ile ispatlayacak olursak;

n =0 i¢in;

1, (titisq]

0 _ Ui+l

By (x) = {0, diger

tanimda da goriildiigii gibi n=0 i¢in B (x) ifadesi pozitiftir.

n = aigin;
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B () = (2o ) B () + (S22t B (x)

ti+a—t Gi+a+1—ti+1

n=a i¢in pozitif oldugunu kabul edelim.

n =atl igin;

B0 = () BROO + (22222 ) B, ()

i+a+1~ 4 tita+z—ti+1

Burada B (x) kabulden [t;, ti+a+1] araliginda pozitiftir. B, (x) de kabulden [ti, ti+a+1]
araliginda pozitiftir. O halde B2 (x)’de bu aralikta pozitiftir.

(2.26) esitliginde n=1 yazilirsa birinci dereceden (lineer) B-spline fonksiyonu

asagidaki gibi elde edilir.

(2.26) dann =1 igin

BL() = (22 ) BY() + (2225 B, (x)

Gip1—8 Litz—tits

olur ve (2.25) den

1t <x<t;
Bio+1(X) = { O ; 1+1 digle+r2

X—tj

— 140, (tytisq]
1+1 1
Bi(x) =40+ tz® 4 o (v o]

k Gitz—tiss

0 , diger

X—1t
— ; ti <x< ti+1
tir1—4
.1 = ti42—X
Bi () —— ; tiy1 <X Sty
tit2—tit1
0 ; diger

elde edilir..
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tia ti tin e ti+s
Sekil 2.7. B} (x) B-spline grafigi

(2.26) esitliginde n=2 yazilirsa ikinci dereceden (kuadratik) B-spline fonksiyonu
asagidaki gibi elde edilir.

(2.26) den n =2 igin

B2 (0 = (222 BE (0 + ({227 BLy (9 ol

tiv2—t titz—tiy

x—t;j+1
ﬁ ;o livn <X Sty
1+2 1+1
1 _ tiia—
Biy (x) = { tiez=x tivr < X < tiys
ti+z—ti+2
0 ; diger
elde edilir.
( (x=t))  (x=t)

(ti4z—t) ~ (Eig1—tp) +0 ) (i tival
(=t)) _ (tigp=x) (tip3—x) ( X=tizq )

;o (tisns tivz]

Biz (%) = < Giva=tD) " tirz—tive)  Eira=tivs) \tipa—tis
titz3—X tiy3—X . ] )
0+ (ti+3—ti+1) (ti+3—ti+2) ’ (tl+2’ tl+3]
\ 0 ; diger
( (x—t)  (x—ty) . L
(tivz—t) " (Eip1—ts) P (o tial
(x—t))  (tiy2—X) (tiy3—x)  (x—titq1)

Biz(X) =< (ti2=t) (Firz—tiv1)  (Eiez—tize) tiva—lis1 (tivs, tive]

( e )( s X ) ;o (tiszs tiys]

titz3—tit1/ \lit3—tiy2

\ 0 ; diger
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W

ti ti+1 ti+2 ti+3

Sekil 2.8. B?(x) B-spline grafigi

Grafikte kollarin asag1 veya yukar1 dogru olmasinin sebebi x’in isaretidir.

[ti, ti+1] araliginda x’in isareti pozitif oldugu i¢in kollar yukari dogru, [ti+1, ti+2]

araliginda x’in isareti negatif oldugu i¢in kollar asagiya dogru olur.

(2.26) esitliginde n=3 yazilirsa lglincli dereceden (kiibik) B-spline fonksiyonu
asagidaki gibi elde edilir.

(2.26)den n=3 i¢in;

BY () = (£2) BE(O + (255 BA, (9

titz—t

B12+1(X) = (H—IH) Bil+1(X) + (M) Bi1+2(X)

tivs—tit1 tiva—tit2

Biy2(X) = (H—IH) Biy,(X) + (ttH;_X) Biys(¥)

ti+z—tit2 i+a~ti+3

ve

1, tjy, <x <t
0 _ ) +2 —= +3
Bi+2 (X) =] 0 clliger '

1, tiy3<x<
0 _ ) +3 = +4
Bi+3(X) - 0 (}iger '

Bl (9 = (P2 (S22 Bl 00 + (227) BRa )

titz—ti+1 ti+z—ti+a ti+z—ti+2

+ ( tipsa—X ) [( X—tiyp )Bi()+2(x) + ( tips—X )B?+3(X)]

tiva—lis2 tiyz—lisz tiva—livs
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ise,

709 = (20 [ + (e tco] (2

X—tigq X~ titp tip3—X
{(t' —t; ) " [(t —t; 1+2(X) + ti~—t; l+3(X)
i+3lis1 i+3lita i+3~ti+2

tiys—X X—tiyz Liys—X
+ (t~ —t; I\ti.—t: 1+2 (X) + i, —t 1+3 (X)
i+a—tiv2 i+3 " tit2 i+4—tit+3

(E)EIE - xee
tirz—t/ \tit2—t/ \tj41-4 ’ (U l+1]

(X i)
(tira—tD) " B + a(x) ;X € (tivr tivz]

B?(X) = 9 Y(x) + ( 1+4 X) n(x) ;X € (tiya, tivs]
(t’+4_x)( s =X ) ;X € (tiys tival

tiva—ts/ \tiza—tis3

\ 0 ; diger

o) ) ) )
tiyz b tiyz—Tlisq tigz—Tlit1/ \tiy2—liyqg

(X( )_(t1+4 X) ( X—titq )( X—tit1 )

(tiva—ts) \tizz—tit1/ \tira—tisq

Y(X):( X—t )( tipz—X )( tip3—X )
itz =t/ \tit3—Tit1/ \tit3—Tj42

_ tit3—X tiysa—X X—tiio
m(x)= [(t Ton) T Gt s
i+3 - ti+2 i+a~ti+2/ \ligz—tis2

seklinde elde edilir.
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X
ti ti+1 ti+2 ti+3 ti+a
Sekil 2.9. B3(x) B-spline grafigi
Ornek 2.2.1
S(X)=YN f(t)BL, (%) ;t<x <ty (2.27)

burada f, [to, tn] de tanimli herhangi bir fonksiyondur.

S(x) in a¢ilimin1 yazalim.
S(x) = ZiLo f(t)Bi; (X)

S(x) = f(to) BL; )+ f(t) Bo(x)+ f(t2) Bi()+...+f(t}) Bi_; (x)+f(ti+1) Bi (%)
+...+ f(tn) By_1 (%)

[ti, ti+1] alt araliginda S(x) in B, ve B terimleri disindakiler sifir olacagindan

X—t

Si(x) = f(ti)ﬁ + f(tiyq) DG <X <ty (2.28)

Gip1—t

elde edilir ve S(x) ti ve ti+1 noktalarindan gegeceginden x = tj alinir.O zaman;

Si(t) = f(t) {1+ f(tian)

ti—t
tiv1—t

Si(ti) = f(ti)

olur.
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Ayni diistince ile x = ti+1

Si(tirn) = F(t) S+ (b4 (20

olur ve boylece S’nin [t;, ti+1] araliginda lineer (dogrusal) oldugu bulunur.

Teorem 2.2.2

n > 2 ve ti, ti+1, ti+n, ti+n+1 noktalar1 disinda her x i¢in

dix BM(x) = ( - )B?‘l(x) + (t;) i (x)

titn—t; i+n+1~ti+1

dir.
Ispat: n iizerinden tiimevarim uygularsak;

n =1 igin;

—B (x)— B” 1(x) - ———B-}(x)

i+n
tiv1+n—li+1

ifadesi (2.25) ve lineer B-spline fonksiyonu tanimindan dogrulanir.

n =K i¢in;

e = BE00 = () B 00 + () B @)

tivk— Livk+1Liv1

dogru oldugunu kabul edelim.

n = k+1 i¢in dogrulugunu gosterelim. Yani;

%B{”l(x):( k1 )B (x)+(

Livk+1—ti

Rk Bk 1 X
Livi+2—ti +1) l+1( )

oldugunu gostermeliyiz.

B (0 = (=) BE GO + (222 ) B, ()

i+k+1 L+~ tiv1
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d _x=h
SBI ) = T BE W + S BF 0

Livk+1—t; Livk+1—t;

1 t;
- l+1( )_|_ Bl+1( )sz

tivk+2—tit1 titk+2—ti+1

dd—xBlkH(X) = (m)B (x) — (;) B 1 (x)

Litk+2—tiv

+( X4 )[ k .B{""l(x)+—k Bl (x)]

Gk 4/ LEipr—t; Civk+1—lita

He ) [ B ) + o B ()

tivk+2—tis1/ Llipker—tis1 Litk+2—ti+2

k k
A Bm 4k C(x) (2.30)

tivkr1~ti  CLigk+2—tita

k— k—
C(x)=( x—t ) Bt _( X=ti  tigks2—X ) B

titk+1—t/ Citk—t; itk+1—ti  titk+2—tiv1/ litk+1—tit1

Bk+1( ) —

D

k-1
_( Litk+2—X ) By,

titk+2—tier/ Livk+2—tis2

D(x) = X—ti  tigge2—X
tivk+1—ti  litk+2—tit1

Ciltivkgo—biltioas—XlivpqotXbigiHlivpqa-LivksoLilizks2—X-ligvps1tX LG
Civk+1 =D Civk+2—tiv1)

Kesrin pay ve paydasina ti+1.ti+k+1 ifadesini ekleyip cikararak paranteze alirsak;

ti+k+2(ti+k+1—x)+fi+1(X—ti+k+1)—ti+k+1(x—ti+1)+ti(x— tiv1)

Cirr1—tD)Civke2—tiv1)

_ Qivkao—tivn) Ciprra =)+ (i~ tivis ) (X —tive)
Civkr1—t)Cirks2—tiv1)

_ Livktr—X  X—liyq

itk+1—ti  Citk+2—tit1
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k-1 k-1
X—t; B; t; —-X x—t; B;
C(X) = ( i ) i _ ( i+k+1 _ i+1 ) i+1 +

tivk+1—6/ Litr—ti titk+1—ti  tivk+2—tiv1/ litk+1—ti+1

k-1
_( Litk42—X ) Biia

titk+2—ti+1/ Civk+2—lit2

C(x)= 1 (x—ti Bk-1 4 Livk+1—X Bl+1)

i
Citk+1—t \Lit—t; Citk+1—tit1

L J

T
k
B (x)
1 X—tigq k-1 Livky2—X
" tivkez—ti (t- ot Ve R m— Bl
i+k+27ti+1 i+k+17ti+1 i+k+2~ti+2

\ J

k
B (x)
Bk k
B!
C(X)_ _ i+1
t1+k+1 ti livks2—liga
K K k K
B! B! B! B!
_Bk(x) — _ i+1 + k. i — k. i+1
tivk+1—ti  titks2—tita Livk+1— L Uivk+2—tiva
k+1 k+1
=Bl (=) - B ()
Livk+1—ti Livk+2—tit1
Ispat tamamlanr.
Eger ti = i segersek, tiim i tam sayilari igin (2.29) den
< B (x) = ——BI" ' (x) - ———— Bl (%) (2.31)
dx "t i+n-1" ! i+n+1-i-1 B;

—B"(x) = B '(x) — B (x) elde edilir.

Teorem 2.2.3 Herhangi tj noktasi ve herhangi n > 0 tam sayilar1 i¢in

(=0T = T2 (G = tivr) - (G = tin) BR(X) (2.32)
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vardir (Phillips, 2003).

Ispat:

(t=X)"= X2 o (t = tig1) o (t = tiyn) B (X)
Marsden Ozdesliginden

(6 —X)" =XEZ_oo(tj = tir1) - (4 = tisn) BE () (2.33)
elde edilir.

= DI = tian) o (G — ) BROO + S (G — tian) + o+
(t; = tisn) BR(X) + T32,(t) — tisa) + - + (& — tisn) BR(X)

(2.33) da B}*(x), (tj — ti+1) . (tj — tiyn) carpimlar ile garpilir. j — n<i<j — 1 igin
B{*(x) iigeren terimlere (tj — X)" in katkis1 yoktur. Toplamda B;*(x) tanimladig aralik
[ti) tizns1] g0z Oninde tutularak, i>j i¢in B{*(x) in igerdigi (t; — x)} uyarh kuvvet

fonksiyonu katki saglamaz ve (2.32) ispatlanr.

Ornek 2.2.1 ti=i alinirsa tiim i tam sayilar1 igin (2.31) esitligi kullanilarak ve esit

aralikli noktalar tizerinden timevarim alinarak
ak _
@Bi"(x) = Yk (=D (’:)Biﬁrl‘(x); 0<k<n

bulunur.

k=1 i¢in
d _
LB = Tho(-1) (DB

olur ve (2.31) denB] ' (x) — B/\7' (x) = (-1°(()BI ' (x) + (=D (}) BT ()

B (x) = B (x) = BI7'(x) = B (x)  saglanu.
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k = a i¢in asagidaki ifadenin dogru oldugunu kabul edelim;

dxa Bn(x) - ZT 0( 1)r( )Bl+r (x)
k=a+l i¢in
;x (dxaa n(x)> (Bn a(x) - ( )Blrfi-la(x) +
(Czl) BIFH(x) + -+ (=1 ( ) B[;aa(x))
_Bn a-— 1(x) Blrz_la 1(X) Bz1+1a 1(x)+a Blriza 1(X)+---+

(DBl () — (DBl ()

LB = LB — (a+ DB + (V] ) BEATI 00 +

a+1
et (GO (T ) BRI + (CDB ()

— Za+1( 1)r (a+1)Bz1+ra 1(x)

Za+1( l)r (a+1)Bln+ra 1(x)

dxa+1 -

Ispat tamamlanur.

Ornek 2.2.3 ti< t < tin+ icin

tisnt1,, _ _\m _ (litn+1,, _ _Nn _ (t=tp™t?t
fti (t — x)Pdx —fti (t —x)dx = ——"—

Bl'(x) = (tisn+1 — t[ti s tizner 1€ — 0%

[fadelerini kullanarak

¢ 1
[ B (x)dx =—— oldugunu gosterelim.
i+nt+1—ti "t ntl

1 tivn+1
_ - f BT (x)dx =
t; t;

Livny1 — L
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1 t
[  (tianer — t) [ty oes tignar] (€ — )T ]dx

titn+1—ti i

1 £
= —ti+n+1—ti (ti+n+1 - ti)[til ey ti+n+1] ftil+n+1(t _ x)zdx
burada
o (=) t=x
e-on= {7727

uyarli kuvvet fonksiyonundan

_+\n — (t_ti)nitZti
(t tl)"'_{ 0 <t

(t = tipne ) = {(t —tizn+)™ € 2 ivna
e 0 s U< Titn+1

olur. Buradan

1 t; 1
—— [ B (x)dx = [t s bigmer ] = (€ = )"+

tiyns1—ti i
bulunur.
JC)
f = [xO'le "'lxn] = T!E € (xOrxn)

bagintisindan

1 J-ti+n+1 B:l(x)dx :L

tiyn+1—ti 't n+l

elde edilir.
Ornek 2.2.4n> 0, X€ R ve tiim i’ler i¢in;
0 < max B'(x) < 1 oldugunu gosterelim.

0 < max B]'(x) oldugunu Teorem 2.2.1°de gostermistik.
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max B[*(x) < 1 oldugunu gostermeliyiz.
k tizerinden tlimevarim uygularsak;
k =0 igin;
1 t; <x <t
0 — ) L —= i+l

B (x) = {0, diger
Ifadesinden k = 0 i¢in saglanir.
k =n i¢in; max B}*(x) < 1 oldugunu kabul edelim.

k =n+1 i¢in;

Bin+1(x) — ( xX—t; ) Bln(x) + (ti+n+2—x

litn+2—t;

titn+1-t;

) B/} 1(x)

Burada B*(x) ifadesi t; < x <t;,,4, araliginda tanimlidir.Diger araliklarda sifirdir.Bu

nedenle bu aralikta ifade 1°den kiigiik olur. B***(x) ifadesi

tiyq <X=Zti4,4n araliginda tanimlidir. Diger araliklarda sifirdir.Bu nedenle bu aralikta

ifade 1’den kiigiik olur.Kabulden de B{*(x) <1 ve B/%,(x) <l olur.

Bu durumda max B]*"*(x) < 1 saglanmus olur. Ispat tamamlanr.

2.2.2. Esit arahikh noktalar

B-spline esit aralikli tj noktalarinda secildigi zaman oldukca sadelesir. Tiim i tam

sayilari i¢in ti = 1 se¢cimi bunu daha da kolaylastirir.

(2.26) de tj = i alindig1 zaman

BI(¥) = () B0 + (s ) B ()

i+n—i i+n+1-i—-1
BM'(x) = %(x —DBM(x) + % (i+n+1—-x)B %)

bulunur. (2.25) ifadesi

38

(2.34)



1;i<x<i+1
0(¢) — )
Bi(x)—{o; liser

seklini alir ki bunlara tiniform B-spline denir. Ve biitlin ayn1 dereceden
B-splinelar bir digeri cinsinden yazilabilir. Yani biitiin i tam sayilar1 igin;
Bi'(x) =B{};(x+1) ; —o0o<x <oo vardir. (2.35)

(2.35) esitligini timevarim ile gosterebiliriz.

Bi'(x) = Bl (x + 1)

n =0 icin
BO(x) = { }) ;; i<x Sdig—i(;rl BO (x+1) = { 1; io+;1 <x +dlig§ri + 2
=>B{(x) =B, (x+1) ; —0<x<o
saglanir.
n =k i¢in dogru olsun.
BX(x) =BX,(x+1) ; —c0o<x<o
n = k+1 i¢in dogru mu?
Yani
BF'(x) = BN (x+1) ;—wo<x<o

esitligi var midir?

1 . _ 1 . -
B (0 = 57 (= DBITTN00 + (k141 —0BE T ()

BIF (%) = —= (x — DBF(X) + = (i + k + 2 — x)Bl, (x) (kabuliinden)
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1 . 1 .
B0 = g (= DB ek 1) o (o4 ko 2 =Bl G+ )

BF*(x) = BE (x + 1)

olur ve ispat tamamlanir.

Her bir B{ B-spline [i, itn+1] araliginin merkezinde simetriktir. Yani tim i tam

sayilar1 i¢in

B'(x) = B{' (2i+n+1-x) ; —oo <x < oo vardur.
esitligini timevarim ile gosterebiliriz.

Bi(x) =B!2Qi+n+1-x)
n =0 igin

=>B’(x) =1=B)Q2Qi+0+1—x) ;—0<x <o
dogrudur.

n = k i¢in dogru kabul edelim.

B¥(x) = BFRi+k+1—-x) ;-0 <x <o

n =k + 1igin dogru mu?

BK*l(x) = BX*1(2i+k+14+41-x) ;—0o<x <o

esitligi var midir?

BI1(x) = — (x — DB (x) + = (i+k +2 — B, (x) (kabulden)

BE+1(x) =$(x—i)B%‘(2i+k+1—X)+$(i+k+2—x)B%‘+1(Zi+k+3—X)

1

BT 00 =i

(x = DBfQi+k+1-%) +—=(+k+2-%B,Qi+k+2—x+1)
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(2.35) denklemini yerine yazarsak

BI*I(x) = - (x — DBF(2i+k+1—X) + ——(i+k+ 2 - x)Bf Qi+ k+2—x)

BK*1(x) = BE1(2i+ k + 2 — )

olur ve ispat tamamlanir.

t =i alarak B} (x) Lineer B-spline’1 olusturahm.

x—1 ..
1 Tl (i, i+1]
Bi(x) =2 (j41,i+2]
i+2—-i—1

0 , diger

x—1 , (i, i+1]
=<i+2—x , (i+1,i+2]
0 , diger

i i+l | i+2

Sekil 2.10 B} (x)’in esit aralikli noktalar grafigi

Bl(i+1) =i+ 1—i=1 grafigin max noktasidir.

t = i alarak BZ(x) kuadratik B-spline’1 olusturalim.

B - GeW? |
= Bi (X) B (tirz—t)(tigr—t) G <X =ty
t = i alirsak;
2y = x=D* 1. 2 _ _
B (x) = (i+2-D)(+1-i) 2 (x—=1) , iI<x<i+1
(tiz3—x)2

=> B2 X) = ) t. < x S £

A (ti+z—tit2) (titz—ti+1) i+2 i+3
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ti = 1 alirsak;

2 _ (i+3-x)? _ l . N2 . .
Bf (x) = oD 2 i+3—x)¥ , i+2<x<i+3

—> B2(x) = (e—t)(tiv2—%) (tirz—x)(x—ti+1)
! ( ) G2 =) a2 —tiv1)  Civativn) Civativa)

Gy <X =t

=i-(x-(x—D?, i+1<x<i+2

(&= ,  i<x<i+1

3 (x—(i+2))2 : <
BZ(x) = 41(X (1+2)) , i+1<x<i+2

| ;@+3-%% , i+2<x<i+3
\ 0 , diger

(2.36)

i i+1 i+§ i+2 i+3

Sekil 2.11 B?(x)’in esit arahkh noktalar grafigi

2
B? (i + —) = % — (i + % - (i + 3)) = % grafigin max noktasidir.

(x—1) ,  i<x<i+1
BE)) ={-2(x—(i+D) , i+l<x<i+2
(i+3-%) , i+2<x<i+3
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t = i alarak B} (x) kiibik B-spline’1 olusturahm.

i <x <ti+1 iging

X—t; X—t; X—t;
B = (75) (525 (%)
tiy3—ti/ \tiyo—ti/ \tip1—t;

- () () () -

 tivn <x <tj+2 igin;

B3 (x) = ( X—t; )( X—t; )(fi+z—x) _( Liy3—X )( x—tiy1 )
! tivz—ti/ \tigo—ti/ \liyo—t; tivz—tit1/ \Lig2—liyq

+ (ti+4—x) X—titq ( X—tigq )
tiva=ts/ \liyz—titq \Li1o—lipq
2 1 .
=s—sG-DE+2-x)?

0 , x<i

1, .3 . .
B3(x) = 6(x i) , i<x<i+1

S -DE+2-2? , i+1<x<i+2
Bl'(x) =B!Q2i+n+1—-x)
B3(x) = B}(2i + 4 — x) ise x = i+2 noktasina gore
B} (x) simetriktir.
Teorem 2.2.2Tam say1 noktalarinda uniform B-spline gbz 6niine alindiginda

Igj-1,, e (m+1) . v . :
BI(j) = —2i—o(X 1)( - )(] N ; 1<j<n

0 ; diger

(Philips, 2003)
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Ispat: Bu teorem

r(r-1)

. 1 @j— 2 m+17,. .
BI(D = £ X 5x-D'q = "1 G-nr 5 1<j<n
teoreminin 6zel halidir. Burada q = 1 alinirsa;
: 1 @j— +17,. .
BY(/D = n X G- [T o075 1<j<n

elde edilmis olur.

Ornek 2.2.5 N+1 tane esit aralikli noktalarda [0,1] de ¢* in kuadratik spline yaklasimi

hesaplanabilir. Bu [0,N] de &N in yaklasimina denktir.

&N fonksiyonu igin;

S(x)=YN-"1aB%(x) ; 0<x<N (2.37)

seklinde tanimlanan [0,N] deki S kuadratik spline 1 hesaplayacagiz.

1 1
a_, =1 N a1 = 1+ﬁ,
a; = 2e+D/N _ 5 0<i<N-1

seklinde tanimlayalim.

Ornegin; N=5 alindiginda a-, a1, ....., as katsayilar1 0.9, 1.1, 1.3428, 1.6408, 2.0034,
24477 ve 2.9889 olur, son 5 katsay1 da 4 ondalik basamaga yuvarlama yapilmistir.

x in bazi degerleri i¢cin S(x) sonug spline degerlendirilirse (2.37) nin sag tarafindaki

toplamda en fazla ii¢ tane sifir olmayan terim vardir.

(1

5 (x=1)? ,  i<x<i+1

3 .3 . .
B?(X)=<Z_(X_(I+ED , I+1<x<i+2

%(i+3—x)2 ;o tige < x < tiys

\0 , diger
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spline degerleri ve (2.37) esitliginden faydalanilarak
o1 1 3 1
S (1 + E) = gai_z + Zai_l + gai

bagintist bulunur. Bu bagit1 kullanilarak Spline degerleri bulunur.

Asagidaki tabloda sirali noktalarin orta noktalarinda spline ve iistel fonksiyon

degerleri vardir.

S(x) ve & x =0,1,2,3,4,5 noktalarida esit araliklidur.

1 9

ap=l-—b=1-—=1--=2-009
2N 2.5 10 10
ar=1l+—=1++=2-11
2N 10 10

ao = 2e°-1.1 = 1.3428

a1 = 2?5 -1.3428 = 1.6408
a2 = 2e%°-1.6408 = 2.0034
as = 265 -2.0034 = 2.4477

as = 25 -2.4477 = 2.9889

. 1 1 3 1 ..

S (1 +E) = 5ai-2 +5aim1 +§ai 1¢in

i=0=>5(05)=-a_,+>a_, +-a,=-09+>1.1+-1.3428
8 4 8 8 4 8

=0.1125+.08250+0.16785 = 1.1054

ve

e055 = 1,1052
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i=1 =>S(1.5) =-a_, +2ap+-a, ==1.1+>1.3428 + ~1.6408
8 4 8 8 4 8
= 1.3497

ve

et =1.3499

. 1 3 1 1 3 1

i=2 =>5(25) = gao + 21 + gaz = 51.3428 + 21.6408 + 52.0034
=1.6489

ve

%% = 1.6487

. 1 3 1 1 3 1

i=3=>5(35) =_a; +;a, +;a; =;1.6408 +2.0034 + 22.4477
=2.0136

ve

3% =2.0138

. 1 3 1 1 3 1

i=4=>5(45) =sa, + a3 +;a, =52.0034 +2.4477 +-2.9889
= 2.4598

ve

e45/5 = 2 4596
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Buradan asagidaki gibi bir tablo elde edilir;

X 05 15 2.5 35 45
S(x) | 1.1054 1.3497 1.6489 2.0136 2.4598
e¥s | 1.1052 1.3499 1.6487 2.0138 2.4596

Tablo 2.1. e*/N fonksiyonuna yaklasim i¢in karsilastirma

2.3. g-Integer Noktalar:

2.3.1. g-integer noktalarinin 6zellikleri

Tamim 2.3.1: r bir dogal say1 olmak tizere, verilen bir >0 i¢in

1-qF
[ ={ma 1% ! (2.38)

r,q=1

olarak tanimlanir ve [r] g-integer olarak adlandirilir. Bu tanimi r’yi herhangi bir reel
say1 kabul ederek genisletebiliriz. Bu durumda [r]’yi g-reel olarak adlandiririz

(Phillips,1996).

1-q" _ (1-9).(1+q+q"+..+q""h) 2 r-1
r| = = =1+
"l =17 o q+q°+...+q

seklinde yazilabilir.
Ornek 2.3.1: Verilen bir ¢>0 i¢in Ng = {[r]:r bir dogalsay1 } tanimlayalim.
Tanim 2.3.1°den

Ng=1{0,1,14+q,1+q+q?*1+q+qg?+q3 ..} kiimesi elde edilir.

Eger 0 <q <1 ise araliklar giderek kiigiiliir.

Eger q > 1 ise araliklar giderek artar.
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q =1 aldigimizda Nq g-integer kiimesi dogal sayilar kiimesini verir.
Tanim 2.3.2 (-Faktoriyel):

r bir dogal say1 olmak tizere, verilen bir >0 i¢in degeri [r]! g-faktoriyel

[r]! = {[I]' [r=1].. [1?':2201 (2.39)

olarak tanimlanir(Kogak and Phillips, 1994).

Tanmm 2.3.3

Vt € R ve r > 0 tamsayisi i¢in;

[t] _ [ [t-r+1] (2.40)

seklinde tanimlanan [;] ifadesine g-binom katsayilar1 denir.

(Kogak and Phillips,1994).

Teorem 2.3.1: Herhangi bir n ve r tamsayilari i¢in n > r > 0 olmak tizere;

"] ==L (2.41)

esitligi saglanir ve bu ifadeye Gauss polinomlar1 denir (Phillips,2003).

Ispat:

[l _ [nlIn-1]....[n-r+1]. —d.[n-A .......... [/rf _[n
(] - [r]

[rl[n—r]! — [r]! .[n//].[n— L

(2.40) esitliginden ispat tamamlanmus olur.
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Teorem 2.3.2 Gauss polinomlar1 agagidaki Pascal bagintilarini saglar.

. [n] [Z:ﬂ [ ;1] (2.42)
R e N 24

(Kogak, Phillips,1994).
Ispat:

i. Ispat1 Teorem 2.3.1°i kullanarak yapalim.

n—1 n—1 r [n-1]t
[r— 1 [ ] [n—1-r+1]! [r 1]! tq "[n=1-r]L[r]!

_ [n—1]! 1 r 1
T [n-1-r)Llr-1]t" ([n—T] +a '[r])

_ [n—1]! 1 q’
T In—1-r)Lr-1]" (1_qn—r + 1—qr>

1-q 1-q

_ [n—1]! 1-q qrtt
T In-1-rLr-1] (1—qn‘T + 1—qr)

[n—1]! ( 1-q—q™+q"t?! )
~ [n-1-rlLr-1]! " \(1-g"").(1-q")

_ [n—1]! ( (1-q)-q™(1-q) )
T [n—1-rlufr-1t \@-g™7).(1-q")

[n—1]! ( (1-9)(1-q™) )
© [n—1-rlLr-1]!" \(1-g"").(1-q")

_ [n—1]! Tln—r)
T e e

1-q° 1-q

__ [n-1p (1 L )
= i\ 1-q" "
[n=1-rjLr=1]t"\ [r] (1—q).(1+qfq2+...+qn_1)
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r].(1+q+q2+...+q”‘1)

_ [n-1]i[n] _ [n]! _[n
B - - [r]
oldugu gortiliir.

ii. Yine ispat1 Teorem 2.3.1°1 yararlanarak yapalim.

q [r—l] [n_l] [n—1-r+1]! rl] qn_r+%

_ [n—1]! 1 n-r , 1
T [n—1-rL[r-1]t" ([n—r] -4 + [r])

_ [n—1]! 1-q n—r 1-q
_[n—l—r]!.[r—l]!'(l— =4+ )

[n—-1]! ( 1-q-q™*'+q )
~ [n-1-rur=11t \(1-q").(1-q""7)

__ [n-) ( 1-9-9"(1-q) )
[n-1-r]L.[r-1]' " \(1—-g").(1—q™ ")

_ [n—1]! ( (1-q).(1—q™) )
[n-1-r]L[r—1]! " \(1-q").(1—q™ ")

N e [ (Tl_n—r)
T e e

1-q° 1-q

_ [n—1]! ( 1 )
T In—1-rlL[r-1]t" =g "
o=t A hem -@).(1+q+q?+.+q""1)

[n—1]! 1

= . [n]

[n—1-r]L[r—1]! [r].[n—-7]

|| oldugu goriiiir
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(2.42) ve (2.43) esitliklerinde q = 1 alindiginda bilinen Paskal bagintisi elde edilir.

q=11i¢in
(2) - (Z _ i) + (n ; 1) oldugu goriliir.

(2.40) esitligi kullanilarak;

(S ()
[ ] (= q)(1 frq 1) ....... =)

_ (1 qn r+1)(1 qn r+2) ...... (1 qn)
(1-9)(1-g?)....(1-q")

(2.44)

olarak yazilabilir. (2.44) esitliginden [Z]ifadesinin q parametresine bagli rasyonel bir

fonksiyon oldugunu soyleyebiliriz.

Teorem 2.3.3:s,n € N, s <n ve q> 0 i¢in asagidaki esitlik saglanir.
s—1 A1) s
M+ ¢ ) =30oq 2 | ]x (2.45)

(Phillips,2003).

Ispat: Ispat1 icin x’e ve q’ya bagli bir Gn(x) polinomu yazilir.
Gn(x) = (1+x)(1+gx)....... (1+q" %) = Y7, cpx” (2.46)

Bu esitlikte x yerine gx yazildiginda;

Gn(gx) = (1+gx)(1+0%x)....... (1+q"X) = 27— e (qx)™ (2.47)
elde edilir. (2.46) ve (2.47) esitliklerinden;
Gn(X) (1+9"x) = (1+x)Gn(gx) (2.48)

yazilabilir. (2.48) esitliginde (2.46) ve (2.47) esitliklerini yerine yazdigimizda;
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(A+a™X) X7 =0 crx” = (1+X) Xzo ¢ (qx)" (2.49)

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki x> in katsayilarini esitleyecek olursak;

Cs + Q"Cs-1 = G°Cs + 0% LCs1 (2.50)

olur. Burada cs ¢ekilirse;

n—-s+1

1 (1-
Cs = qs ! (—q

_1 [n—s+1]
1-¢° )Cs—l = qs 1LC5—1 (2-51)

[s]
elde edilir. 1 <s <n ve co=1 olmak iizere, cs’yi cs-1’e bagl olarak yazilmistir.
buradan;

_ 5D [n—s+1][n—s+2].n [n] _ S6Vrp
AR [s]ls=1]crrrrrnee m co=4q° [S]

(2.52)

esitligi yazilabilir. Burada buldugumuz cs’yi (2.46) esitliginde yerine yazacak olursak;

Gr(x) = (LHX)(14q0). ... (14q™X) = g g 7 MEY

_ r(r-1) n
AT =B g 2 |«

oldugu goriiliir. Bu da (2.45) esitliginin dogru oldugunu gosterir.

(2.45) esitliginde q = 1 aldigimizda “Binom agilimini” elde ederiz.

(1+x)" =3, (Z) xS (2.53)

Teorem 2.3.4:s,n € N, s <n ve q > 0 i¢in asagidaki esitlik saglanir.
My (1 + g0 = 32, [P0 7 Y -0 (2.54)

Ispat: Ispat1 icin x’e ve q’ya bagli bir Ha(x) polinomu yazalim.

Ha(X) = (1+x) (1+gx) L. (14q ) = T2 d xS (2.55)
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yazabiliriz. Bu esitlikte x yerine qx yazarsak;
Hn(gx) = (1+gx) ™t (1+g?x) .. ... (1+q"X) =¥ 2o ds(gx)s (2.56)

elde edilir. (2.55) ve (2.56) esitliklerinden;

(1+x)Hn(x) = (1+9"X)Hn(gx) (2.57)

yazilabilir. (2.57) esitliginde (2.55) ve (2.56) esitliklerini yerine yazarsak;
() LsZo dsx® = (140"X) XsZo ds (qx)° (2.58)

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki X** in katsayilarini esitleyecek olursak;

ds + ds-1 = g°ds + qn+s-lds-1 (2.59)

olur. Burada ds gekilirse;

_n+s—1 [ _1]
dy =~ () dos = =P s (2:60)

elde edilir. 1 <s ve do=1 olmak iizere, ds’yi ds-1’e bagl olarak yazilmistir.

buradan;

o1 = — (["1+_Sq‘f]) Qo gy ooy dy = —%do ,dy =1 (2.61)
kullanilarak;

d = (—1)° Pt (2.62)
esitligi yazilabilir. (2.62) esitliginin sag tarafi kisaca;

ds = (-1 [" ST ] (2.63)

seklinde yazilabilir. Burada buldugumuz ds’yi (2.55) esitliginde yerine yazacak

olursak;
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Hi0) = (100 ()™ (g =g (-1 [ 5 T s

oldugu goriiliir. Bu da (2.54) esitliginin dogru oldugunu gdosterir.

Tamm: 2.3.4 (g-diferansiyel) Herhangi bir f(x) fonksiyonunun g-diferansiyeli

dof(x) = f (gx) — f (X) (2.64)

seklindedir (Cheung,2002).
Ornek 2.3.2 : Herhangi bir f(x) ve g(x) fonksiyonu i¢in f(x). g(x) ifadesinin

g-diferansiyel;
dqo(f(x) 9(x)) = f(ax) g(ax) — f(x). 9(x)
bu esitlige f(qx) g(x) ifadesini ekleyip ¢ikarirsak;

dq(f(x)g(x) = f(ax)g(ax) — f(x).g(x) + f(ax)g(x) — f(ax)g(x)
= f(@x)(g(ax) — g(x)) + g(x)(f(ax) — f(x))
=dqg g(x) . f(ax) + daf(x) . g(x)

seklindedir.

Tamm 2.3.5(g-tlirev): Verilen bir > 0, q # 1 ve herhangi bir f(x) i¢in g-tiirev;

Dq f(X) — dqf(x) — f(gx)—f(x) (265)

dgx qx—x

olarak tanimlanir (Ko¢ and Cheung, 2002).

f diferansiyellenebilirse,

df(x)

q21 Dq f(x) = ==

Sabit herhangi bir a ve b degerler i¢in;
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Dg (a.f(x) + b.g(x)) = a. D f(x) + b. Dg g(x)

g- tiirev operatdrii lineer bir operatordiir.

dq(a.f(x)+b.g(x)) _ a.f(gx)+b.g(gx)—a.f(x)—b.g(x)
dgx qx—x

Dq (a. f(x) + b. g(x)) =

_ a(f(gx) — f(x)) + b(g(ax) —g(x) _ | (@0 —f6) |\ (g(ax) —g())

gx — X T ogx—X qx — X
e e
Dqf(x) Dqg(x)

Ornek 2.3.3 ne Z*, f(x) = x" i¢in Dq f(x);

m — dg=x" _ (gx)"-x" _ x"(q"-1)
Da(X’) = Siax = “@oox — =@

=x"1[n] > nx"1?

q-1
Ornek 2.3.4 Herhangi bir f(x) ve g(x) fonksiyonlari i¢in f(x) . g(x) ifadesinin ve E ;

ifadesinin q tiirevini bulalim.

dq(f(x).g(x)) _ f(gx).dq(g(x))+g(x).dq(f(x))
Dq(F(x). g(x)) = 2L o)

_ dq(g(x)) dq(f (x))
=H@X)- oox T I 5

=f(ax). Da(g(x)) + g(x). Da(f(x))

f(x) = g(x). % olarak alirsak;
Daf(x) = g(ax) .Dq (222) + L2 Dq(g(x))

gx) gx)

Buradan Dq (f( ;) ifadesini ¢ekersek;
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FEO)\ _ 9(x).Dq(f(x))—f(x).Dq(g(x))
Da (g<x)) N 9(x).9(qx)

g-tiirev igin genel bir zincir kurali yoktur. Ancak x,f sabit olmak {izere;
i = ux) = a.xP icin f(u(x)) fonksiyonu bir istisnadir.

Da(f(n())) = Da (f(a.x#)) = (LBLLAwD

ifadesini (aqPxP — axP) ifadesi ile ¢arpip, bolersek;

(f(.qPxP))—f(axP) aqPxP—axP
(q-1)x " aqBxP—axb

Da (e x®)) =

_ faP)-fw pax-pe
qfpu—p " (g-1x

= Dqg (f(1()))-Da(u(x)

Teorem 2.3.5 (g- Taylor Polinomu): a herhangi bir say1, D polinomlar uzayinda bir
lineer operator ve {Py(x), P;(x), .... } asagidaki kosullar1 saglayan bir polinom dizisi

olsun.

a) Po(a) =1lisen=1iginPny(a)=0
b) deg (Pn) =n
C) D Pn(X) =Pn1(x) (n=11ig¢in) ve D(1) =0 (Kac and Cheiung, 2002).

Bu durumda N. dereceden herhangi bir f(x) polinomu i¢in agsagidaki genellestirilmis

Taylor formiilii ele edilir.

f(x) = Zh=o(D"D@) . Py(x)
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Ornek 2.3.5

_d _ x-a)"
D - dx ) Pn(X) - n!

olarak secilirse, teoremin 3 kosulunu da saglar ve teorem bir polinomun a civarindaki

Taylor agilimini verir.

Simdi de D=Dq ile uyumlu olarak teoremin ti¢ kosulunu saglayan {P,(x), P; (x), .... }

polinom dizisini olugturalim.

Eger a= 0 ise;

P,(x) = [% Secebiliriz. Clinkii;
x0 _ .. . . _ _on _
P(x) = ol 1ise, n>1 icin Pa(a) = Pn(0) = i 0
deg(Pn) =n.
_ ﬁ _ [n].xn—l _ Xn—1 _
Dq Pn(X) - Dq [n]! - [n]! - [n—1]! - n—1(X)

1-1

qx—X

Dq(1) = =0

Eger a # 0 ise;

P,(x) = (X[;?I) secemeyiz.

(c) sikkini saglamaz.

(x-a)? _ (x—a)
Do~ ="

(x-a)® _ 1 ((ax-a)’—(x-a)?
Do~ = [2]!( p— )i P (%)
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Birkag Pn(x)’1 yazip genel bir formiil olusturalim.
Po(x)=1 alirsak;
DgP1(x) = Po(x) =1 ve Pi(a) =0 olmalidir.

P1(x) = x-a

Dq(x — a) _ (gx-a)-(x-a) _ 1 =P, (x)

qx—x
Dq P2(x) = P1(x) ve P2(a) =0 olmalidir.

a2 _ (-a)x-ga)

XZ
R =g-ax—5 2]

p, = (-aE-a)(x-q*a)
3 [2][3]

Genellestirirsek;

(x—a)(x—qa)..(x—q" 'a)
Pn (X) = [1’1]!

Teoremin (c¢) sartinin gegerliligini dogrulamak i¢in bazi notasyonlar tanitalim.
Tamm 2.3.6 (g-shifted polinom):

(x-a)"’nin g-anologu

NN— 1 ’ "
(x-2) q_{(x —a)(x —q)(x —¢*a) c...(x —q" @), n21

polinomudur (Kac and Cheung, 2002).
Onerme: n > 1 igin;

Dq(x—a)§ = [n].(x —a)g™*

Buradan Dq Pn(X) = Pn-1(X) sonucuna ulagtlir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. g-Integers Noktalarinda B-Spline Fonksiyonu

Herhangi q > 0 noktalari i¢in t; = [i] ifadesi (3.1) ve (3.2) de yerine yazarsak;

1 ; [il<x<[i+1]

BP(x) = {0 ; diger (3.1)
ve
BCO = (o) BP0 + (r ) B ()
bulunur (Phillips, 2003). Burada
i+ ] = [i] = 557 - 0 - et G0 i)
tnt1]—[i+1] = 1t gt 1-gntlog_g*l _ qitla-q) _
1-q 1-q 1-q 1-q
q4[n]
ifadeleri yukaridaki denklemde yerine yazilirsa;
BI () = SoP B 00 + () B (0 (32)

elde edilir (Kogak and Philips, 1994).

Teorem 3.1.1 g-integer noktalarindaki B-spline biitiin n > 0 ve i tamsayilar i¢in

B'(x) = Bi};(ax+ 1) 3.3)

esitligini saglar (Kogak and Philips, 1994).
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Ispat:

(3.3) de, t = gx + 1 olmak iizere

Bi'(x) = Bi}4(D) (3.4)
Seklinde gosterebiliriz.
Bu esitlik [1]<x<[i+1] ve [i+]1]<t<[i+2] araliklarinda

x=[i] _ t-[i+1]
ql - qi+1

(3.5)

seklinde yazabiliriz. Teoremin ispatini tamamlamak i¢in n iizerinden

timevarim uygulanirsa;

1 ; [i+1]<t<][i+2]

BiO(X) = {(1) , < x = li+1] Bio+1(t) = {0 . diger

; diger
n=0 i¢in dogrulugu goriliir.
n=n i¢in dogru oldugunu kabul edelim. B{'(x) = B, (t)

n=n+1 icin B**(x) = BRH (1) esitligini gosterelim.

1+1) [i+n+3]
BIY (0 = S w B (O + (S Bl (9

(3.4) ve (3.5) den
BI (0 = S BR() + e Bl (%)
ve (3.2)de

B (D = BM(%)
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olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 3.1 (3.1) ve (3.2) den [i], [i+1], [i+2] noktalarinda lineer B-spline bulunur.

x=[i]) 1) ([i+2]-x)
Bil(X) q 0( )+ q1+1[ BIO+1( )

B&A@={3; [i+1] <x<[i+2]

; diger
olacagindan
{i? D l<x<[i+1]
104) — JJit2]-
BIGO = B2 fi+1l<x<(i+2 (3.6)
L 0 ; diger

Grafik [i] ile [i+1] arasinda monoton artan , [i+1] ile [i+2] arasinda monoton

azalandir.x<[1] ve x>[1+2] araliginda 0 dir.ve x=[i+1] noktasinda 1 degerinin alir.

[i] [i+1] [i+2]

Sekil 3.1: g-inteper noktalarinda lineer B-spline fonksiyonu grafigi

q integer noktalarinda kuadratik B-spline (3.1), (3.2) ve (3.6) den

([i+3]-

B2 () = CP L0 + g Bl ()

olur ve
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x—[i+1]

[i+1] <x<[i+2]

gt
1 _ i —
Bis1(x) = [1-;332x ;o [i+2]<x<[i+3]
0 ; diger
ifadelerinden
—[i2
(B [<xsfi+]
[3] . .
BZ(X)_<W_(ﬁL(x))2 ; [1+1] <x=< [1+2]
1 =
s —_v\2
a5 li+2l<x<[i+3]
\ 0 ; diger
olur ve burada
([i+1]-x)+q([i+2]-x) ;
Bi(x) = l zi+1q[2]l = dir.

[i] [i+1] [i+2] [i+3]
Sekil 3.2. g-integer noktalarinda kuadratik B-spline fonksiyonu grafigi

%‘Z[i”]’de maximum degeri Bl gir.

Burada agiktir ki B (x)’in x = —

Teorem 3.1.2 g-integer noktalarinda B-spline

Bl(x;q) = Bl (g7 ™([2i + n+ 1] — x);1/q) (3.7)

esitligini biitliin n > 0 tam sayilar1 ve 1, biitiin reel g > 0 ve x, n=0 i¢in ve x=[i] ve [i+1]

disindaki biitiin x ler i¢in saglar. (Phillips, 2003).
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Teorem 3.1.3 g-integer noktalarinda B-spline

_n(2itn+1) 2i+n+ 1]—x)

Br)=q  * (1-(1-@x"B! (225 (3.8)

esitligini biitliin n > 0 tam sayilar1 ve 1, biitiin reel g > 0 ve x, n=0 i¢in ve x=[i] ve [i+1]

disindaki biitiin x ler i¢in saglar (Phillips, 2003).

Teorem 3.1.4 g-integer noktalarindaki B-spline biitiin n ve m > 0 ve i tamsayilar i¢in
Bi'(x) = Biym(q™x + [m]) (3.9)

(3.3)’e ilaveten esitligini saglar.

m tizerinden tlimevarim ile dogrulugu kolayca gosterilir.

m = 0 i¢in
B'(x) = B}0(q¢°x + [0]) = B'(x + 0) = B'(x)

seklinde saglanir.

m = k i¢in dogru olsun. Yani

B[ (x) = By, (q*x + [k])

var olsun.

m = k+1 i¢in dogru oldugunu, yani

BMx) = Bl (@ x + [k + 1))

esitliginin varligin1 gosterelim;
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(3.2)’den

k+ly g [k+1]—[i+k+1]
L+k+1(q +[k+1]) = 1 xqi+k+1[ ]l l+k+1(qk+1 + [k + 1])

[i+n+k+2]—qk+1x—[k+1
+ g2 [n] Bl (q*  x + [k + 1)

elde edilir. Ayrica

k+1 1— i+k+1 1— k+1_1+ i+k+1 k+1 i_1
k+1]-[i+k+1] =201 14 a7 4" @-1)
1-q 1-q 1-q 1-q

— qk+1 [l]

1_qi+n+k+2 1_qk+1 _ qk+1_qk+1qi+n+1

[i+n+k+2]-[k+1] =

1-q 1-q 1-q
=g i+n+1]

oldugundan

qk+1x_ k+1[]
Bluera (@1 + [k +11) = T mm = Bl (6 x + Tk +1D)

qk+1x+qk+1[1+n+1]
q“‘k*'z[n] l+2+k(qk+1 [k + 1])

x—[i] [i+n+1]
= i Bl (@2 + [k + 1D + e = Bl (0 o+ [k + 1)

i+1[p] i+k+2

bulunur ve burada k yerine k-1 alirsak;

Bliiern (%1 + [k + 11) = S B3 (qFx + [K])

[i+n+1]-x

+ PEETEY Bl+k+1 q kx + [k])

olur. Kabulden
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—li pn- [i+n+1]-
P (0 2+ [ +1]) = 20 BP0 + = =

ainl B?+_11 (x)

= B ()

olur ki ispat tamamlanur.

Ayni n dereceli ve ayni1 q sabit degerlerini alan B-spline q = 1 olmadikga bir digerine
doniismez. (3.9)’den

Bl*([j]) = B%,,([j + m)] elde ederiz. (3.10)

Teorem 3.1.5: [[i], [i + n + 1]] arahiginda g-integer noktalarinda B]* (x)

B-spline

1 i— _ ] .
mZizé(—l)rqr(r e[ j-r", 1<j<n
0, diger

Bg(UD = { (3.11)

Ispat: Eger 1 < j < n icin BJ([j]) nin degerlerini bilirsek (3.10) den B} spline

degerlendirebiliriz.
Bi'(x) = (tisns1 — [t o) tinea] (€ — )%

esitliginde her bir tj yerine [j] konur.

 [Xj, Xj+t,... . Xj+k] = %
qg 2z [k]
esitliginden
BI(x) = o (3.12)
elde edilir.

i =0 ve x = [j] olarak (3.12). de yerine yazip
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- k
88F () = Zhoo(= 1 @2 ] £ (1)
g-difference genisletilirse;
i -nn+1)/2 _ + 1 .
By (D) = T 2 - g 2 M T (1 =] = DY

elde edilir.

x—t)"; —o<t<x -0 <t <o
I e I RGRLEL I
( ) 0 ;t>x

tanimindan ve g-integer 6zelliklerinden

0 ;r=2n+1—j

([n+1—7‘]—[]'])1={an[n+1_r_j]" ;0<r<n+1-—j

q—n(n+1—2j)/2

BR(D = T S 2 P [ 1 -y

olur ve j yerine n+1-k yazarsak:

q—n(n+1—2k)/2

B (In+1—I) = T——

e (-Drq 2 M e

elde edilir.

Bg([k]) — qn(n+1+2k)/2361([n +1— k])
dan

BR([k]) = oo ZEZH (= 1) q 2 [k — 7]

k ile j nin yer degistirmesi ile (3.11) elde edilir
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Ornek 3.1.2: 1 <j <nven> 1 igin x = [j] olmak iizere BY} B-spline araligin i¢inde n

noktalarina sahiptir. Teorem (3.1.5)’de yani

1

BE(WUD) = i Tmo (=17 2 [P = T

ifadesinde n = 1,2,3,4 degerlerini uygulariz. Ayrica

[n] _ (l_qn—r+1)(1_qn—r+2)._.(1_qn)
r 1-9)(1-q?)..(1-q")

[1] =1
[2] = 1+q
[3] = 1+q+g?

ifadelerini kullanabiliriz.

By([1) =1
B (D) = g ZAod(-=1)7q /2 []11 = 77
— ﬁ(_1)0q0(0—1)/2 [g][l — 0]

_ 1

T2l
B3([12]) = o BRI (-1 q 2 12 ~ 1P

1 _ 3 1 B
= B DOz = 0 + 2 (1) L2 - 1

= (27 =D =gr(a+ 02 - &)
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1
= (1+2q+q*—1-q—q"

_q

[2]!
1 @1— -
BI([1D) = o 2~ q V2 A1 - r]?
— ﬁ(_l)oqom—n/z [g][l —0]3

_ 1

[3]!
B3(12]) = G B (-1ra R [z = P

1 _ 4 1 B .
= ﬁ(_l)OqO(O 1)/2 [0] [2 _ 0]3 + ﬁ(_l)lql(l 1)/2[1] [2 . 1]3

= (P - [ = (a+ 07 - 2)

(1-9)

1 1
=g (1+3q+3¢° +q¢* —1-q—-q° - ¢°) = 720 + 2¢%)
_ 2q(1+q)
E

3 _ 1 N3-1,_q\r r(r-1)/2 [4 _ .13
B3(I3D) = 5 ZiZA(-1)'q M[ERY
1 4 1 4
=—(—-1 0 0(0—1)/2[ ] 3-0 3+_ -1 1 1(1—1)/2[ ] 3-1 3+

1 -
ﬁ(_1)2612(2 1)/2 [‘21'] [3 _ 2]3

= = (B1° = [}]12° + q[3])
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(1—q3)(1—q4))

_ 1 3 _ (1-q%) 3
~ & ((1 ta+a) -y A e

_a

[3]!
BS([1D) = o ZAzs(— 1) q 2 [F][3 — ]

1 —
— ﬁ(_1)0610(0 1)/2 [g][l _ 0]4

_ 1

[4]!
B3(12]) = 77 S22 (-1 q V2 ] [2 — 7]

1 _ 5 1 B ;
= m(—l)oqo(o 1)/2 [0] [2 _ 0]4 + W(_l)lql(l 1)/2[1] [2 B 1]4

= ﬁ((l +q)* - (%f))

B3(13D) = 7SI (-1"q 2 [F][3 — 7]

— ﬁ(_l)oqom—n/z [g][3 —0]* + ﬁ(_1)1q1(1—1)/2 [i] [3—1]*

4o G2V 3 - 2]

= o (31* = [{l121* + 4 [3])

s - () oo ED)

= ﬁ(l + 4q + 10q? + 16q> + 19q* + 16q° + 10q° + 4q7 + q®) —
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(14 5q + 11g% + 15¢® + 16q* + 15¢° + 11q°® + 597 + ¢°) +
@+ q*+2¢°>+2¢*+2¢°+q°+q7)

_ q3(3+5q+34¢?)
a [4]!

B3([4]) = 5 Tz (=17 q V2 [7][4 —r]*

= 25 ((~D°q° V2[4 - 0]* + (~1)'q V2[4~ 1)* +
(_1)2q2(2—1)/2 [g] [4—2]* + (—1)3q3(3_1)/2 [g] [4 — 3]4)

= o (41 = [F131* + a[3]121* - ¢°[3])
=ﬁ((1+q+q2+q3)4—(1+q+q2+q3+q4)(1+q)4)—

(L +g)A+q+q* +q°+q)

= (g +a* +¢)' + (L +q+a>+¢* +gN(L+q+¢)" +
g1+ @)1 +)* - ¢*(1 +¢?))

= (A g+ +¢)" + (L +q+a>+¢* +gN(L+q+¢)" +
@+ +*—q*—q")

= ﬁ(l + 4q + 10q% + 20¢3 + 31qg* + 40q° + 44q° + 40q” +

31q® + 20q° + 10q*° + 4q** + ¢*%) —
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(14 4q + 10g% + 20q® + 31q* + 40g° + 43q°® + 40q” + 31¢® +

20q° + 10q*° + 4 + ¢*?)

3.2. g-B-Spline ile Fonksiyonlara Yaklasim

Bir f fonksiyonu Xxo = [0], Xn+1 = [N] noktalarinda ve

noktalarinda verilsin. xi, B2, B-spline noktasidir ve B?_, B-spline

[[i-2],[i+1]] araliginda asagidaki maksimum degeri alir.

[3]
Biz—z(xi) = 22

kuadratik B-spline’dan

2
Biz—z(xi—1) = [CZI?VE Biz—z (Xi41) = #

bulunur. Burada Xi.1 ve Xi+1 (3.13)’den ifade edilir.

S(x) = ¥N-1 a,B?(x),0 < x < [N]

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

esitliginden N+2 interpolasyon kosulu saglanir. Bu toplamdaki birinci B-spline olan

BZ,(x), bulundugu aralikta [-2] ve [-1] g-integer noktalarini igerir. Bu degerler

1
[L2]= 0 @ a1 _ —0-eare _ -(tq
1-q 1-q  q*(1-q) q?(1-q) q?
1
—]=t o Ta_ a1 1



seklindedir.

Esit aralikli noktalar1 da oldugu gibi ilk olarak (3.16), (3.14) ve (3.15) den

q [3] q?
=503t 5a_5+ P

[2] [2]2 ai_1=f(x) , 1<i<N

bulunur ki burada ki xi (3.13)den tanimlanmistir. x=0 ve [N] de
S(x) =f(x)
Esitliginden ilave iki denklem olusur:

q 1 =
gtz t a1 =1(0)

ve

1
T v-z t oo an-1 = f(IN])

(3.17)

(3.18)

(3.19)

i=1 alinarak (3.18) ve (3,17) den a» katsayisin1 ve i = N alinarak (3.19) ve (3.17) den

an-1 katsayisi yok edilir. Boylece (3.17) den faydalanarak lineer denklem sistemini elde

edilir.

aa;_3+pfa;_,+vyai_1, 2<i<N-1
yazilir ki burada

_ a9 p_ 181 ~_ a®
C=op B =5 Y T

vardir ve birinci denklem;

Sa_y +yag = f(x1) — 55 £(0)

dir. Burada y (3.21) de verilmistir ve

-4, a9
5_[2]+[2]3

72

(3.20)

(3.21)



olur. Son denklem:;
aay_3+€ ay_, = fxy) — [Z?f([N])

dir ve a (3.21) den verilirken

1,49
SRR
seklindedir.
Ma=Db

Formu bir tridiagonal denklem sistemidir. Burada

aT= [a-l,ao,. . .,aN-z]
bT= [b.1,bo,...,bn-2]

dir. b" nin birinci ve sonuncu elemani

boy = f(x) — —— f (%)

(1+q)?

b2 = fOn) = sz f ()

olur. Diger elemanlar ise

bi=f(xi+2) , 0<iI<N-3
tiir. Sonucta M, NxN tridiagonal matris olusur.

_a_l_

L =<
=D <
~




q > 0 i¢in M’nin biitiin elemanlar1 pozitiftir. Bu tridiagonal matrisin ¢oziimi ile a-1,

ao,....., an-2 katsayilar1 bulunur ve geriye kalan a-; ve an-1 katsayilari

a2=((L+q)f(0)—a1)/q (3.22)

an-1 = (1 +q) f([N]) - gan-2

den bulunur (Philips, 2003).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Ornek Problemler ve Tablolar ile Karsilastirma

Ornek 4.1.1 f(x) = e¥INl fonksiyonunu N=5 ve q = 0.95 olacak sekilde segelim ve
kuadratik B-spline yaklagimini elde edelim.

N=5 =095 f(x)=e¢N 1<i<5

2<i <4 icin;

aa;_3 + fa;_, + ya;_, denklemi kullanilarak
1=2 i¢in;

aa, + fayg+ ya,
1=3 i¢in;

aag + fa, + ya,
1=4 i¢in;

aa; + Ba, + yas lineer denklem sistemi elde edilir.

2
Burada a = %,B =B y = A,

[2] [2]2° [2]3

=25 - _9%% _(1181208
(14+0,95)3  7,414875
1+40,95(0,95)2  2,8525

p = = =0,7101643
(140,95)2 3,8025
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2
— (@987 _ 09025 _ 1997947
(1+0,95)3 7,414875

Birinci denklem;

Sa_s + yao = f(x) ~ 55 £ (0)

Burada;
=t ap
- 13'(?,?95 (1(:3955)3 = 0,4171794 + 0,8(;2375
=0,4171794 + 1,1180332
=1,5352126 seklindedir.
Son denklem;
aa,+€ a; = f(xs) = £ ([5]) dir
Burada;
e= — 4+ OB _ (5128205 + 2222
(14+0,95)  (1+0,95)3 ! 7,414875
=0,5128205+ 0,1117147

=1,6299875 seklindedir.

Ma=b formunun bir tridiagonal denklem sistemidir.
Burada

76



a'=[a., ao, a1, az, as |
b'= [b-1, bo, b1, b2, b3 ]’dir.

b nin birinci sonuncu elemant;

by = f () = sz f(x0) Ve by = f(xs) = sz £ (o) (4.1)

denkleminden faydalanarak;

v = [1-1]4+0,95.[1] _ 0+0,95.1
1= q1+095 1,95

= 0,4171794

f(xl) — f(0:4171794) — 60’4171794/[5] — 60’4171794/3'854557

— eO.1082301 — 1,1143041

f(xo) — f([()]) — f(o) — 80/3'854557 — eO =1

1
(140,95)2 "

b_, =1,1143041 —

=1,1143041 - 0.2199055

= 1.8943586

Xg = % = 3,7099875 + 0,95 . 3,824383
= 3,709875 + 3.7331638

= 7.4430388

f(xS) — e7,4430388/3,854—557 — 91.9309712 = 6.81620502
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x¢ = [5] =1+ 0,95 + (0,95)? + (0,95)3 + (0,95)*=
1,95+0,9025+0.857375+0,1145082= 4,5381637

F(xg) = f(4.5381637) = +5381637/3854557 = 11773502

=3.2157621

(0,95)2

b; = 6,81620502 — (L4005

.3,2157621

=6,81620502 — 0,2373438 . 3,2157621

=6,81620502 — 0,7632412 = 6,0529638

seklindedir. Diger elemanlart ise;

bi = f(Xi+2) , 0 <1 <2 seklindedir.

1=01icin
bo = f(x2)
X, = [1]+0,95.[2] _ 1+0,95.(1+0,95) _ 28525 _ 1,4628205

1+0,95 1,95 1,95

£(x,) = l#628205/3854557 — 503795041 — 1 4615596

1=11i¢in
b1 = f(xs)
x, = FOSS13] _ (1+095)+(0.95)(1+0.95+(0.95)%) _ 4659875
140,95 195 o5
=2,3896794
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2,3896794

f(x3) = £(2,3896794) = esssass7 = 06199621 — 1 8588576

1=2i¢in
B _[3]40,95.[4] _ (1+0,95+(0,95)%)+0,95.(1+0,95+(0,95)%(0,95)3)
b, = f(x4) = 195 b
_ 2,8525+3,5243812 _ 3,2701955
1,95

10,1181208 0,7101643 0,1117147

I 0,1181208 0,7101643 0,1117147

[ 0,1181208 0,7101643 0,1117147
0,1181208 1,6299875

[15352126 0,1117147 1
I
I

[4-17  [1,8943586
| aq | [1,4615596]
a; | =|1,8588576
a, J {3,2701955‘
as 1 160529638

Bu tridigonal sistemin ¢dziimiinden;

a-1=1,1100367, ap=1,3778033, a1=1,6917329

ax= 2,559284 ve a3=2,4742331 katsayilar sekildeki gibi bulunur.
a2 Ve a4 katsayilari ise (3.22) denklemi yardimiyla;

a_y = IO e = (14q) F([5]) - g

_ ((1+40,95).1-1.100367) _ 0,8399633
N 0,95 095

a_, = 0,8841718

f([S]) — f(3,824383) — e3,824838/3,854557 — 60’9921718 — 2,6970858

as = (1,95).(2,6970858) — 0,95.2,4742331
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=5,2593173 — 2,3505214 = 2,9087959

( (x—[i —2])? , _
T F 2] ;o [i—2]<x<[i—1]
8] ([i-1-x)+q(i-x), _ _
BZ,(0 = {[2]F ¢ 2] ? 5 li-1<x<[i
(i + 1] — x)? _ _
T F2] ; [i] <x<[i+1]
. 0 ; diger

S(x) =Xt a,BF(x),0 < x < [5]

=a_,B%,(x) +a_;B2;(X) + ayB§(X) + a; B£(X) + a,B5(X) + azB3(X)

+ a,Bf(X)

yukaridaki 2 ac¢ilimdan faydalanilarak ;

x=[1] igin;

S(x) = a_;BZ;(x) +a_1BZ;(X) + aoB§(X)

: ([;]_—1.[[12]])2 L+ ([[23]]2 ] ((—[1]3;1?.1(}2—[11))2)_ a, +([1;;[[201D2' .
=0.0,8841718 + (0,7501643 — 0,2629848).1,1100367
+ 0,5128205.1,3778033 =1,247353
x=[2] icin;
S(x) = a_1B2,(X) +agB§(x) + a;B£(X)
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=0.1,1100367 + (0,7501643 — 0,2629848).1,3778033
+ 0,8675553 =1,538793

x=[3] ig¢in;

S(x) = aoB§(x) +a; Bf(X) + azB3(X)

_ ([8]-[3D?
a*.[2]

.yt BE

q%.[2] q*[2]
=0.1,3778033 + (0,7501643 — 0,2629848).1,6917329
+ 0,11259018.2,559284=1,878500
x=[4] igin;

S(x) = a; Bf(x) +a,B3(x) + azB(x)

_ ([4]-[4])?
T ogqS2] 1+([2]2

q3.[2] q°[2]
= 0.1,6917329 + (0,7501643 — 0,2629848).2,559284

+  0,5128205.2,4742331 =2,270444

[1]=1 [21=1,95 [3]=2,8525 [4]=3,7098749

91/3,854557 = 1,247354 62’8525/3‘854557 = 1,878499

el,95/3,854—557 = 1,537793 e3,7098749/3,854557 = 2,270441

81

3 ([2]-[3D)+q.([3]1-[3]) [3]-[2])2
(2L (@It )2).a, +LEIZ2D°

— — _ 2
3] _ (([3] [4D+q.([4] [4]))2).a2 L {[41-3D
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X [1] [2] [3] [4]
S(x) 1,247353 1,538793 1,878500 2270444
e/l 1,247354 1,538793 1,878499 2270441

Tablo 4.1. e/ fonksiyonuna g-B spline fonksiyonu ile yaklasim i¢in karsilastirma

Buradan da;

f([2]) = S([2]) = 1,538793 olarak hesaplanir. O halde hata;

|f£([3]) —S(3D] = 11,878500 — 1,878499| = [0.000001|

= 0.00001

Ornek 4.1.2:
N=4 q=0,05 f(x) =¥ 1<i<4
2<i<3 igin
aaj_3 + Baj_, + ¥ aj_q (3.20) denklemi kullanilarak;
1= 2 i¢in;
aaj_1 + Pag + da,
1=3 i¢in;

aagy + Ba; + ya, lineer denklem sistemi elde edilir.

.4 _ 3 _ 4 .
Burada; a = oF p = o7 Y S dir.
0,05 0,05
a = = = 0,0441918

[2]3 1,157625
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3 3 3
b= [2]3~ (140,05)2  1,1025 2,7210884

= tosky = Tisress = 00021595
Birinci denklem;
8m+ym:Km%éﬂ@)
Burada; 6 = [CZI—] + #
= (12,3,?)5) (14:)(‘)(,)(?5)3 = 0,0476190 + 1,1(;3225
=0,0476190 + 0,0431918 = 0,0908108
Son denklem;

2
am+em:ﬂmy£FfQM)ﬂm

Burada;
1 q?
= — 4+ —
€= @ Er
=1 OO0 _ 9523809 4 20025
T (140,05) ' (1,053 1,157625

=0,952380 + 0,0021595= 0,9545404 seklindedir.

Ma = b formunun bir triagonal denklem sistemidir.

Burada;

a' = [a., ao, a1, az]
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bT = [b.1, bo, by, bs] “dir.

b™nin birinci ve sonuncu elmant;

2
b = f(xa) - ﬁ F(xo) Ve bz =f(xa) - (qu)z (xs)

(3.13) denkleminden faydalanarak;

o = [1-1]+0,05.[1] _ 0+0,05.1 _ 00476190
140,05 1,05

f(Xl) — f(0,0476190) — e0,0476190/[4] = e0,0576190/1,052625
= 00428 =1 0462771
f(xo) = f([0]) = f(0) €*":0205 = e"=1
b =1,0462771 - —— — 1= 1,0462771 - 0,9070294= 0,1392477

(1,05)2

[3]+q[4] _ 1.0525+(0,05).(1,052625)
140,05 1,05

_ 1,0525+0,0526312 _ 1,1051312
1,05 ~ 1,05

=1,0525059

f(X4) - el,0525059/1 ,052625

= 09998898 = 27179741
xs = [4] = 1+0,05 + (0,05)? +(0,05)% =1,0526312
f(XS) - el,0526312/1,052625 - 61’0000058 = 27182975

(0,05)?
1

b, =2,7179741 - (10597 2,718297 =2,7179741 — 0,0022675 . 2,7182975

84



=2,7179741 -0, 0061410 = 2,7118331

Diger elemanlart ise;

bi=f(Xi+2) , 0<i<1 seklindedir.
1=0 i¢in;

bo = f(x2)

= [1]+q.[2] _ 1+0,05.(1,05) _ 1,0525
2 1+q 1,05 1,05

= 1,0023809

f(Xz) — e1,0023809/1,052625 — eO,9522678 =2,5915801

1=11i¢in

by = f(xa)
2 13 1,05)+0,05.1,0525 1,102625

x = L2Ta L8l _ (05 - = 1,05011905

1+q 1,05 1,05

f(XS) - e1,05011905/1,052625 - 60’9976193 =27118181

0,0908108 0,0021595 0 0 a_q 0,1392477

0,0431918 2,7210884 0,0021595 0 ap [ 12,5915801
0 0,0431918 2,7210884 0,0021595|]| a; | |2,7118181
0 0 0,0431918 0,9545404] ] a2 2,7118331

Bu tridiagonal sistemin ¢ézlimiinden;

a1=1,5113231 , ap=0,927639, ai1=0,9796492

a2 =2,7966551 katsayilari sekildeki gibi bulunur.

a2 ve a4 katsayilari ise (3.22) denklemi yardimiyla;
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ao= WI& Ve az = (1+Q) f ([4]) —qa

o= ((14005).1-1,5113231)
2 - =

—9,226462
0,05

f([4]) = f(1,052625) = g1052625/1.052625 — o1 = 2 7182818
as = (1+0,05). 2,7182818 — 0,05. 2,7966551
=2,8541958 - 0,1398327 = 2,7143631
B? , (x) ve S(x) in agilimindan ;
S(x) = Xr-—2 ;B (x),0 < x < [4]
=a_,B2,(x) +a_,BZ,(X) + agB§(x) + a1 Bf (X) + a,B5(X) + azB3(x)

x=[1] igin;

S(x) = a_;B2;(x) +a_1B2;(x) + aoBG(X)

([1]-[1D? (81  ([o]-[1D+q.([1]-[1D\2 ([1]-[oD?
+ (= - +
g t[2] -2 ([2]2 ( q°.[2] )7)-a- q°[2]

. Qg
=0.(-9,226462) + (0,9546485 — 0,9070294).0,9796492

+ 0,9070294.0,927639 =2,585725

x=[2] igin;

S(x) = a_1B2;(X) +aoBg(x) + a; Bf(x)

[2]-[2])? 3 ([1]-[2D+q.([2]-[2]) [2]-[1])?
( ) ) +(u_([] a )Z)IaOJ_( )

gz T e 2] ST

=0.1,5113231 + (0,9546485 — 0,9070293).0,927639
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+ 0,9523809.0,9796492 =2,7115112

x=[3] i¢in;

S(x) = agBg (x) +a; Bf(x) + a;BF(X)

(31-[3D)? 131 ([21-[3D+4g.([3]-[2] 2 ([3]-[2])?
i O gm - )t %

=0.0,927636 + (0,9546485 — 0,9070294).0,9796492
+ 0,9523809.2,7966551 =2,717959
[1]1=1 [2]=1+q=1,05 [3] = 1+g+g? = 1,0525

eX/[4] = l/1,052625 — 09500059 = 5857249

@1.05/1,052625 — 40,9975062 = 27115114
e1,0525/1,052625 — e0,9975062 — 2,7179589
X [1] [2] [3]
S(x) 2585725 2,7115112 2,717959
ex/l4] 25857249 27115114 2,7179589

Tablo 4.2. e/ fonksiyonuna g-B spline fonksiyonu ile yaklasim icin karsilastirma

Buradan da;

f([2]) = S([2]) = 2,7115113 olarak hesaplanir. O halde hata;

IF([3D) = S(BDI = |2,7115112 — 2,7115114| = |[—0.0000002]

= 0.00000
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada egri uydurmada egrimizi en iyi temsil edebilme kabiliyeti en yliksek olan
spline fonksiyonu ,[ti, ti+n+1] araliginda tanimli B-spline fonksiyonu g-integer
noktalarinda incelenmistir ve g-B-spline ile fonksiyonlara en 1yi yaklasimlar yapilarak
yaklasik ¢6ziim ile tam ¢oziimler karsilastirilmistir. Bu karsilastirma da hatanin ¢ok

kiigiik olmas1 yontemin uygunlugunu ortaya koymaktadir.

Ilerideki calismalarda bu yontem daha karmasik fonksiyonlara uygulanarak hata
paylart incelenebilir. Bu ¢alismanin bircok fonksiyona uygulanabilmesi spline

fonksiyonlariin kullanildig: biitiin alanlara katki saglayacagi diisiiniilmektedir.
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