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NOKTASAL k-DUZLEMSEL NORMAL KESITLERE SAHIP
ALTMANIFOLDLAR

Cihan 0ZGUR

Anahtar Kelimeler: Normal Kesit, Izotropik Altmanifold, Chen Altmanifoldu,
Birinci Normal Uzay,

Ozet: Bu caligmada n-boyutlu bir Mc R™? altmanifoldunun 2-diizlemsel normal
kesitlere sahip olup olmama durumlarn incelenmigtir.

Bu ¢aligma dért boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde daha sonraki bolumlerde
kullamlacak olan temel tanimlar ele alinmigtir. Ikinci béliimde noktasal 2-diizlemsel
normal kesitlere sahip altmanifoldlar ve Chen Yiizey’ leri incelenerek; bunlarla ilgili
ornekler verilmigtir. Uglincii béliim orjinal sonuglar icermektedir. Bu bolimde 2-
diizlemsel sayr m(2) tamtilmug; M nin birinci normal uzayr N, ' (M)ile ©(2) arasinda
bagint1 kurularak, bunlarla ilgili baz1 sonuglar elde edilmigtir.



SUBMANIFOLDS WiTH k-PLANAR NORMAL SECTIONS

Cihan OZGUR

Key Words: Normal Sections, Isotropic Submanifolds, Chen Submanifolds, First
Normal Space

Abstract: The object of this thesis is to study submanifolds with pointwise 2-planar
normal sections in the Euclidean space R". Especially classify the submanifolds
with pointwise 2-planar normal sections.

The thesis has three chapters. In the first chapter, the well-known definitions which
will be used in the other chapters were given. In the second chapter; Submanifolds
which have P2-PNS property was studied. Also some basic examples with P2-PNS
property was given. Finally some examples of Chen Surfaces was given. The final
chapter contains the original work. In this chapter the relation between 2-planar

number 7w (2) with dimension of the first normal space an (M) was established.

Some results related with dimension of the first normal space le (M) and the 2-
planar number 7 (2) was obtained.
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ONSOZ ve TESEKKUR

Bu ¢ahgmada ilerideki doktora c¢aligmalarima temel tegkil etmesini disiindiigim
noktasal k-diizlemsel normal kesitlere sahip altmanifoldlar incelenmistir.

Caligmalanm sirasinda bana her tiirlii destek ve yardimi yapan ve bu tezin herbir
satiinda sonsuz emegi olan sayin hocam Dog. Dr. Kadri ARSLAN’a (Uludag Univ.),
bana herzaman moral veren sayin hocam Prof. Dr. Servettin BILIR’e, ¢ahgmalarrmin
aksamadan yirimesi igin her tirlii destefi veren sayin hocam Prof Dr. Turgut
BASKAN’a (Balikesir Univ. F.EF. Dekani), sayin hocam Prof Dr. S. Ahmet
KILIC’a (Balikesir Univ. F.E.F Mat.Bol.Bsk.), oneri ve gérislerinden faydalandigim
sayin hocam Yrd. Dog. Dr. Ridvan Ezentag’a (Uludag Univ.), sevgili arkadagim Ars.
Gor. Yunus CELIK’e (Dumlupinar Univ.), yazim esnasinda yardimlarimi esirgemeyen
sevgili arkadagim Arg. Gor. Recep SAHIN’e (Balikesir Univ.) ve aileme tesekkiirii bir
borg bilirim.
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BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde daha sonraki boliimlerde kullamlacak olan temel kavramlar tamtilmigtir.

Tamm 1.1: M bir diferansiyellenebilir manifold (C* manifold) olmak tizere M

iizerindeki C* vektor alanlarnmin uzayr1 (M) uzerinde bir i¢ carpim fonksiyonu
tammladifinda, M manifoldu bu i¢ ¢arpim ile birlikte bir Riemann manifold'u
olugturur (Chen 1973).

Tamm 1.2: M bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerindeki C*° vektor
alanlanmn uzay1 (M) olmak {izere;

Vo M)xxM)—=2= 5 x(M)

XY) —> VX Y)=VxY
doniigiimi VEgeC®(M,IR), VX,Y,Zex (M) igin,

)VixigyZ =fVxZ + gVyZ ,

i)VR(EY) = fVxY + X(OY

ozelliklerini saglarsa, V ya M tizerinde bir Afin Koneksiyon ad: verilir (Hacisalihoglu
1980).

Tanmm 1.3: M bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tammlanan bir afin
koneksiyon olsun. O zaman VXY ex(M) olmak iizere; V dénigiimii

i) VxY - VyX=[X)Y]
i) X<Y,Z>=<V,Y,Z>+<Y,V,Z>



sartlarnimi saBhyorsa , V ya M lzerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon adi
verilir (Hacisalihoglu 1980).

Tamm 1.4: M bir diferansiyellenebilir manifold olmak iizere;
VaxMxx (M) —=22—> 3 (M)

XY) — > VX Y)=VxY
bigiminde tanimlanan V operatorii, M nin bir U bolgesi tizerinde tanimh olup herbir

C® X Yex(U) vektor alan ciftine U iizerinde VyY ile ifade edilen iigiincii bir C*
vektor alam karsihk getirir. Boylece agafidaki 6zellikleri sagladifinda V ya Lineer
Koneksiyon (veya kovaryant tiirev) ad1 verilir (Hacisalihoglu 1980).

VX, Yex(M), VEeC®M,IR) olmak iizere;

DVxyZ =VxZ + VyZ ,
i)VexY = VY,
) Vx(Y+2)= VxY + VxZ,

iV)Vx(EY)= fVxY + X(DY.

Tamm 1.5: M ve N birer C* manifold olsun. f M den N ye tanml bir C®
fonksiyon olmak iizere, (fi )p jakobiyen matrisine kargiik gelen doniigim M nin
herbir p noktast igin birebir ise f fonksiyonuna bir immersiyon denir (Chen 1973).

Tamm 1.6: M ve N birer C* manifold ve £M—N bir C™ fonksiyon olsun. f nin

jakobiyen matrisine kargilik gelen doniigiim birebir ve f tek defigkenli ise f ye M
den N ye bir imbedding adi verilir (Chen 1973).

Tamm 1.7: fbir immersiyon olmak tizere VX,YeT,M igin,
<fu(X),fe(Y) >=<X,Y >
ise f ye bir izometrik immersiyon ad: verilir (Chen 1973).



Tamm 1.8: M ve N sirasiyla n ve n+d boyutlu Riemann manifoldlart olmak tizere M,
N nin alt manifoldu ve V da N de kovaryant tiirev olsun. X ve Y, M tizerinde vektor
alanlan olmak iizere (DxY), her p igin tammhdir. Aynca (VxY), ile tanjant bilegen
ve hy(X,Y) ile normal bilesen tammlandigindan (VxY),eT,(M) ve hy(X,Y)eN,(M)
igin;

DxY)~(VxY)y + By (X, Y) (L.1)

bigiminde Gauss Egsitligi elde edilir. Burada h , M nin ikinci temel formu dur.
Eger h=0 ise M ye total geodezik denir (Chen 1973).

Tanmm 1.9: M, N nin alt manifoldu olmak iizere M ye normal bir birim normal
vektor alani & olsun. Vy& nin teget bilegeni -A¢(X) ve normal bilegeni Dxf olmak

lizere;

Ay My M) ———> x(M)

déniigiimii iyi tanimhidir. Boylece;

(VxE)x=-(Ae(X))x HDxE)x (1.2)

bigiminde Weingarten Esitligi elde edilir. Burada A¢ ye sekil operatdrii D ye de
M nin N(M) normal demetindeki (normal) koneksiyon ad: verilir (Chen 1973).

Onerme 1.1: M, N nin bir altmanifoldu olsun. VX, Y e x(M) ve V& ex* (M) i¢in
<AEX,Y> = <h(X,Y).E> 13)

dir. Burada <>, R" de skalar ¢arpimdir (Chen 1973).

ikinci temel form h min kovaryant tiirevi -\7Xh ;

(Vxh)(Y,Z)= Dx(h(Y,Z))- h(VxY,Z)- h(Y,VxZ) (14)




seklinde tammlanir. Eger Vh=0 ise M nin ikinci temel formu parelel dir denir.
Boylece M nin N(M) normal demetinde tanimlanan V normal koneksiyonu,
Vx(b(Y,2))= Vy(h(X.2)=(V h)(X,Y) (1.5)

seklinde Codazzi Esitligi 'ni saglar (Chen 1973).

Tamm 1.10: M bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann koneksiyon
olsun. Boylece;

alclR > M
egrisi igin;
Va'pe'(t)=0 (16)

esitlifi saglanyorsa o ya M de bir geodezik efri ve VXeT,M tanjant vektori igin
a(0)= X ve a'(0)= X, olacak gekilde tamimlanan;

alee > M
geodeziginede (X,X,) nin belirledi3i geodezik ad: verilir (Chen 1973).

Tanmm 1.11: a:I< R >Megrisi, Vseligin a’(s) = 0 sartim sagliyorsa o. ya bir
regiiler egri denir (Neill 1966).

Tanmum 1.12: M bir Riemann manifoldu ve & bir normal vektor alant olsun. Eger M
ye teget herhangi bir X vektorii igin D,& = 0 ise £ ya paralel normal vektor alam
denir (Chen 1973).

Tamm 1.13: M, M mn n boyutlu bir altmanifoldu olsun.



M nin ortalama egrilik vektdrii olarak adlandirilir. Eger H= 0 ise M altmanifolduna
minimal denir (Chen 1973).



BOLUM 2

NOKTASAL 2-DUZLEMSEL NORMAL KESITLERE SAHIP
ALTMANIFOLDLAR

Bu boliimde noktasal 2-diizlemsel normal kesitlere sahip altmanifoldlar ve Chen yii-
zeyleri incelenerek, bunlarla ilgili 6rnekler verilmistir.

R™ (n+d) boyutlu Oklid uzay: olmak iizere, M R™* n-boyutlu diferansiyellene-
bilir bir altmanifold olsun. Aynica p €M ve 0#XeT, M igin p nin bir komguluunda
bir E(p,X)c R™ alt uzaym

E(p,X)=p-+Span{X,N,M} , boyE(p,X)=d+1

seklinde tammlayalim. Béylece M N E(p, X) kesigimi lokal anlamda

v:(-¢,e)>M

s € (—&,€) yay parametresi

Y(0)=p

ve

7'(0)=X

olacak sekilde M nin bir regiiler egrisini olugturur. (Bak $ekil 2.1). Bu egriye M nin p
noktasinda ve X yo6niinde bir normal kesiti adi verilir. Boylece N(s) eNM ve
A(s) €R igin, boyle bir y(s) normal kesiti ,

v(s) = p+A(s)X+N(s) 2.1)
seklinde tanimlanir (Arslan 1993).

E(pX)

Sekil 2.1



Tanim 2.1 : M nin her bir y(s) normal kesit egrisi i¢in s=0 noktasinda y nn yiksek
mertebeden tiirevleri igin

{v'©.7"©@.7"(©)}

sistemi R™9de lineer bafimh ise M manifolduna noktasal 2-diizlemsel normal
kesitlidir (P2-PNS ozelikli) denir (Arslan 1993).

Tamim 2.2 : M nin her bir y(s) normal kesiti aym zamanda M nin bir geodezi§t
(veya denk olarak M nin her geodezigi aym zamanda M nin bir normal kesiti) ise M
ye geodezik normal Kesitlidir denir (Chen - Verhayen 1984).

Onerme 2.1 : McR™¢ n boyutlu bir altmanifold olsun. O zaman M P2-PNS
6zeliklidir ancak ve ancak her y(s) normal kesiti igin

{N"(0),N"(0)} (22)
sistemi lineer bagimhdir (Arslan-West 1996. a).

ispat : =) M nin p noktasinda X yéniinde bir normal kesiti y(s) olsun. Boylece
(2.1) in s ye gore tiirevi alinirsa  s=0 noktasinda

Y'(0) =X,

¥"(0)=A"(0)X+N"(0) (2.3)
bulunur. s yay parametresi olarak segildiginden,

& =<v@.ve)>=1

dir. Buradan s ye gore tiirev alinirsa ,
<y"(s),Y'(s)>=0

bulunur. Boylece (2.3) geregi
<A"(0)X+N"(0),X>=0

olup

A"(0) <X, X>+<N"(0),X>=0
dir. Aynica, X=1v'(0)

oldugundan
<y'(0),7'(0)>=<X,X>=1

dir. Boylece N”(0) eN,M ve X e .M oldugundan
<N"(0),X>=0

dir. Buradan



A"(0) =0 ve y"(0)=N"(0) =h(X,X) 24
bulunur. Ayrica (2.1) in iigiincii tirevinden

y"(0) = A"(0)X+ N"(0)

elde edilir. McR™¢ altmanifoldu P2-PNS 6zelikli oldugundan

{y'(0),y"(0),y"(0)} lineer bagimhdir. Boylece {N”(0),N(0)} de lineer
bagimhdir.

<) Tersine N”(0) ile N"’(O) lineer bagimh ise y'(0),y”(0) ve y”(0) da lineer
bagimli olmak zorundadir.

Onerme 2.2 : Mc_.:.Rner altmanifoldu P1-PNS 6zeliklidir ancak ve ancak M total
geodeziktir (Arslan 1993).

Onerme 2.3 : McR™ altmanifoldu P2-PNS 6zeliklidir ancak ve ancak her bir peM
ve her bir XeTM) igin h(X,X) ve (Vxh)(X,X) vektorleri N,M de lineer bagimlidir
(Arslan-West 1996.b) .

Ispat : peM ve X e TM olmak tizere , M nin y normal kesiti , s bir yay parametresi
olmak lizere y(0)=p, Y’(0)=X baslangi¢ sartlarii ile verilsin. y'(s)=T ile
gosterelim. Boylece (1.1) ve (1.2) yardim ile,

v"(s) = D;T =V T+h(T,T)

y"(8) = Dp(DyT) = V1V T +h(V{T,T) - Ayry T+ D:h(T,T) 2.5
yazabiliriz. Diger taraftan (2.1) denkleminden,
" (0)=A"(0)X+N"(0) @.5*

oldugundan Onerme.2.1 gerei N”(0) =h(X,X) ve N"(0) = Vh(X,X) elde edilir.
Boylece Onerme.2.1 yardimiyla istenilen sonug elde edilir.

Tammm 2.3 : McR™ altmanifoldunun peM noktasinda ve X €T,M ybniinde
normal kesiti y(s) olmak iizere , y(s) nin birinci Frenet Egriligi k(s);

K2s) =y = VoI + D, T=v) (2.6)
seklinde tanimlanir (Chen 1981) .



Onerme 2.4 : McR™ altmanifoldunun peM noktasinda ve X eTM yoniinde
normal kesiti y(s) olmak tizere, y(s) nin birinci Frenet Egrilii k(s) ise

A" (0) = —-k?(0)
dir (Arslan 1993).

Ispat: M nin p noktasmda ve X=y’(0) yoniinde bir normal kesiti y(s) olsun.
Boylece

<Y'(8),7"(s)>=0

oldugundan bu ifadenin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa s=0 noktasinda
<y"(0),y"(0) >+<¥'(0),y"(0)>=0

esitligi elde edilir. Aynica (2.4) ve (2.5)" esitlikleri yardim ile
<h(X,X),h(X,X) >+ < X,(A"(0)X+N"(0))>=0

bulunur. Boylece

<h(X,X),h(X,X)>+A"(0) < X,X>=0

ve

<X,N"(0)>=0

dir. Bununla beraber X= y’(0) ve s yay parametresi oldugundan

<h(X, X),h(X,X) >=-1""(0)

olup (2.6) denklemi yardim ile

A"(0) =—k*(0)

esitligi elde edilir.

Teorem 2.1 : McR™* n boyutlu bir altmanifold olsun. Boylece M altmanifoldu
P2-PNS 6zeliklidir ancak ve ancak VX €T Migin

I, X (VxB)(X, X) =< h(X, X),(Vyh)(X, X) > h(X, X) 27
dir (Arslan-West 1996. b).

Ispat:  (<): Eger (2.7) esitligi saglamyorsa h(X,X) ve (Vixh)(X,X) lineer
bagimhdir. Béylece Onerme.2.3. geregi M altmanifoldu P2-PNS 6zeliklidir.

(=): Tersine h(X,X) #0 ise
IhCX, X (Vxh)(X, X)- < h(X, X), (Vxh)(X, X) > h(X, X)
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h(X,X) vektoriine dik olacaktir. Boylece h(X,X) ve (Vxh)(X, X) lineer bagamh ise ilk
vektor sifira egit olmak zorundadir. Bu da bize (2.7) yi verir. Eger h(X,X)=0 ise (2.7)
nin saglandig agikardir.

Teorem 2.2 : McR™ n boyutlu (n > 2) bir altmanifold olsun. O halde agagidaki
ifadeler birbirine denktir.

) VX eT,Migin (Vxh)(X,X) =0 dir.

if)Vh = 0 dir. Yani ikinci temel form h paraleldir.

iii) M altmanifoldu P2-PNS ozeliklidir ve

2
&3O _,

ds
dir (Chen 1981).

ispat : (i))=>(ii): (Vxh)(X,X) ifadesi X eT,M nin segiminden bagimsz olarak
sifira egit oldugundan Vh = 0 dir. Yani h paraleldir.

(ii) = (iii): McR™* nin ikinci temel formu h igin Vh =0 ise Teorem.2.1 geregi M
altmanifoldu P2-PNS 6zeliklidir. Boylece v egrisi M nin normal kesiti oldugundan
Y(E)=T

y"(s)=D;T=VT+h(T,T)

k%(s) =<v"(5),7"(s) >=< VT,V T > + <h(T,T), (T, T) >

dir. Boylece

&, D (V,T), V4T > +2 < Dy(h(T, T)),h(T, T) > 29

=< V{V;T, VT > + < h(T,V;T),V;T) >+2 < Dp(h(T, T)), (T, T) >
dir. Aynca
AprnI L KT,T)

ve
h(VT,T) L V,T
oldugundan

dk(s)
B2 =2 < VoV, T,V T> +2 < D;h(T, T), h(T, T) > (2.10)

olup s=0 noktasinda
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dir. Sonug olarak

——dk:ﬁo) =2 < Dgh(T,T), h(X, X) >= 2 < (Vxh)(X, X), b(X, X) >= 0 @1)*

elde edilir.

(iii)= (i): M altmanifoldu P2-PNS 6zelikli ise Onerme.2.3. geregi h(X,X) ile
(Vxh)(X,X) vektorleri lireer bagimhidirlar. Boylece (iii) geregi

< Vxh(X,X),h(X, X)>=0

oldupundan Vyxh(X,X)=0 veya h(X,X)=0 dir. M total geodezik degilse
Vih(X,X)=0 dir.

Yardime: Teorem 2.1 : McR™* almanifoldu P2-PNS ozelikli olsun. Eger
i) w M ye normaldir.
i) <h(X,Y),w>=<XY> (X, Y eT(M))

iii) < (Vxh)(Y,Z),w>=0  (X,Y,Z eT(M))
ise Vh =0 dir (Arslan 1993).

Ispat : M altmanifoldu P2-PNS 6zelikli oldugundan Teorem.2.2. geregi her XeT(M)
igin ;

In(X, X (Vxh)(X, X) =< (Vxh)(X, X), h(X, X) > h(X, X)

dir. Her iki tarafin w ile iggarpiminu alirsak (iii) geregi

[ < (Vxh)(X, X), w >=< (Vxh)(X, X),h(X, X) >< h(X, X),w >=0

elde edilir. Boylece

<h(X,X),w> # 0 olduundan

<h(X,X),(Vxh)(X,X) >=0

elde edilir. Ayrica Onerme.2.3. gerefi h(X,X) ile (Vyxh)(X,X) vektorleri lineer
bagimh oldugundan

(Vxh)(X,X) =0 veya h(X,X)=0

dir. M total geodezik olmadigindan h(X,X)# 0 olup boylece (Vxh)(X,X)=0 dir.
Sonug olarak Teorem.2.2 geregi Vh=0 dur.



Yardimcr Teorem 2.2 : McR™Y P2-PNS 6zelikli bir altmanifold olsun. Eger
VX eT(M) igin

i) <h(X,X),v>#0

ii)< (Vxh)(X,X),u>=0

sartlarin1 saglayan N(M) nin bir v normal alt demeti varsa Vh =0 dir (Chen 1982).

Ispat: M altmanifoldu P2-PNS 6zelikli oldugundan (2.7) den ;

(Vah)(%, %) = REXLTDIED >y x )
[h(X, %)
yazilabilir. Boylece v normal alt demeti igin < (Vxh)( X, X),v >= 0 verildiginden

<<BXX), (Vxh)(X,X) >
Incx, 30
olacaktir. I¢ carpimun lineerligi kullanilarak;

h(X,X),v>=0

< h(Xs X)a (_V-Xh)(xa X) >
Inex. 30
elde edilir. Hipotez geregi < h(X,X), v> = 0 oldugundan

<h(X,X),0>=0

< (Vxh)(X,X),h(X,X)>=0

2
olmak zorundadir. Béylece (2.11)* esitliinden ﬁdﬂ= 0 olup Teorem.2.2
s
geregi Vh=0 dir.

Tamm 2.4: McR™? altmanifoldu verilsin. Eger M, R™% nin bir S™*!
hiperkiiresinde yatiyorsa M ye kiiresel altmanifold ad: verilir (Chen 1973).

Teorem 2.3 : McS™*'cR™ altmanifoldu P2-PNS 6zeliklidir ancak ve ancak M
nin ikinci temel formu paraleldir, yani Vh =0 dir (Chen 1982).

fspat : (=)McS**'cR™ altmanifoldu P2-PNS ozelikli olsun. M nin p
noktasinda ve X=y’(0) yoniinde bir normal kesiti y(s) olmak iizere y'(s) = T alahm.
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Aynca ™! in digant dogru birim normal vektoriinii N ile gosterelim. Boylece ANT
vektorii T nin bir kat1 oldugundan (1.3) esitlii yardimyla,
<h(T,T),N>=<A\T,T>=A<T,T> (2.12)
DN =0 (2.13)
oldugundan Yardmc:i Teorem.2.2. geregi M ye teget VT  vektdrii igin
<(V;h)(T,T),N>=0 dir. Boylece (2.12) ve (2.13) geregi Span{N} N(M) nin
Yardime1 Teorem.2.2. yi saglayan bir normal altdemetidir. O halde Vh=0 drr.
(<): Bak Teorem.2.2.

Teorem 2.4 : -McR™ altmanifoldu P2-PNS ozelikli ve Vh#0 ise M, R™" nin
bir hiperyiizeyidir (Arslan-West 1996. b)

Yardma Teorem 2.3 : McR?* yiizeyi P2-PNS ozelikli olsun. peM noktasinda X
yoniinde bir y(s) normal kesiti igin

T| k?
v"(s) = -k*y'(s) +—2[k—217”(8) , Y'(®)=T (2.14)

dir (Chen 1983).

Sonu¢ 2.1: McR™ yiizeyi P2-PNS 6zelikli olsun. Bu taktirde;

_ Ly
T[K?|
h(VxT, T)+ De(T, T) = (T, ) (2.16)
dir.

ispat: (2.5) ve (2.14) den 2.15 ve 2.16 elde edilir.
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Yardimei Teorem 2.4 : McR** yiizeyi P2-PNS 6zelikli olsun. Béylece peM
noktasinda y(s) normal kesiti p nin yeteri kadar kigiik bir komgulugunda M nin bir
geodezik yayr degilse h(X,Y)ileh(X,X) vektorleri lineer bagimhdir. Burada

X =v"(0) ve XLYeUM dir (Chen 1983).

Ispat : M P2-PNS oézelikli olsun. p=y(0) noktasinda y"(0) ve y(0) vektdrleri
(n+d-1) boyutlu E(p,X) altuzaymda yatar. E(p,X); X ve N, M tarafindan gerildii i¢in
VyT=0 X=T(0)

Y"(0)=h(X,X)

ve Onerme. 2.4. geregi

y"(0) = -k’ (0)X +(Vxh)(X, X)

dir. Aynica {y'(0), ¥"(0), y"(0)} lineer bagimh oldugundan (Vxh)(X,X) ve h(X,X)
vektorleri lineer bagimhdirlar. Boylece herhangi bir U e T(M) igin (Vuh)(U,U) ve
h(U,U) vektorleri lineer bagimhidir. Aynca

Sonug.2.1. geredi

T[kz]
h(V1T,T)+Dgh(T,T) = —_2h(T,T)

oldugundan h(T, V;T) ile h(T,T) lineer bagimlidur.

Eger y normal kesiti p=y(0) mn yeteri kadar kiigiik bir komgulugunda geodezik yay
degilse s # 0 igin

Vi I(s) #0

dir. Boylece

<T,T>=1 oldugundan <D;T,T>=0 dir. Aynca (1.1) denkleminden
<V;T+h(T,T),T>=0 elde edilir. Sonu¢ olarak <V;T,T>=0 yani V;T1T
oldugundan Y = VX igin h(X,Y) ile h(X,X) vektorleri lineer bafimhdir.

Yardimcr Teorem 2.5 : McR?* yiizeyi geodezik 2-diizlemsel normal kesitli
(G2-PNS 6zelikli ) ise X e dik bir Y teget vektorii igin

<h(X,X),h(X,Y) >=0
dir (Chen 1983).

ispat : McR*" G2-PNS ozelikli bir yiizey oldugundan M nin y normal kesiti igin
7' (0 =X, v"(0)=h(X,X)
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7"(0) = —Ayx0X+Vih(X,X) dir. Tamm geregi {y'(0),y”(0),y”(0)} sistemi
lineer bagimh oldugundan teget ve normal kisimlarda lineer bagimhdir. O halde X
ile A, xxX vektorleri lineer bagimh olduklanindan,

<X, X> A x 0 X=<Ayx X X>X

dir. Buradan

<A"‘XX’X’X>X=AX; 2= <Ah(X’X)X,X>
<X’X> ' <X,X>

elde edilir. Boylece

Apx X =

<AyxpX, Y >=<AX,Y>=0;X1Y

olup buradan (1.3) esitligi yardimiyla ,

<h(X,X),h(X,Y)>=0

elde edilir.

Ornek 2.1 : X(u,v) = (acosucosv,acosusin v,asinu) ile verilen S>(a) = R? kiire
yiizeyinin P2-PNS 6zelikh oldugunu gosterelim.

Ispat : X(u,v) ifadesinden kismi tirev yardimiyla, $?(a) cR? igin

X, = a(—sin ucosv,—sin usin v,cosu)

X, = a(—cosusin v,cosucosv,0)

teget vektorleri elde edilir. Aynca

n=(cotucosv,cotusinv,1)

vektori X, ve X, ye dik oldugundan

1
IX.]| =2, |X,|=acosu, |n] = —
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olup buradan M nin

X= Xy = (—sin ucos v, —sin usin v,cosu)

Il

X, .
Y= = (—sin v,cosv,0)
Ix.]

= (cosvcosu,sin vcosu,sin u)

||nl|

ortonormal ¢atist elde edilir. Boylece XY ve v nin kovaryant tiirevleri alinarak;

DyX=D X=rt:Dy X
%l

1 ) ) 1
= —~(—c0SuCosV,—cosusin v,—sinu) = ——v ,
a a

DxY=O,
DyX=Dy X=—=Dy X———-—l—(sinusinv,—sinucosv,O)=— sinuY,
“X" "XV" acosu acosu
V
. 1 1
DY = DxVY— =———/(—cosv,-sinv,0) =—tanu X--v,
Ix v" acosu a a
vl
1 1 . L 1
Dyu=Dy v=3—:Dx v=—(-cosvsinu,—sinusinv,cosu) =—X,
Ryl a a
ul
1 1, . 1
Dyv = va =—(-sinv,cosv,0) =—Y
IXV "XV" a a

elde edilir. Boylece (1.1) ve (1.2) den
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VX =0 , h(x,X)-_——-;-u ,
VY =0 . nXY)=0,
V. X=-1Ytnu ,  WY,X)=0,
a
1 1
VY =—Xtanu , h(Y,Y)=~-v,
a a
1 —_
AX=-1x . V=0,
a
AY=-ly . V=0
a
elde edilir.

Aynica Z=AX+uY, A, €R olacak sekilde bir Z genel teget vektor alam segilirse
bu taktirde;

h(Z,Z) = ®h(X, X) +p?h(Y,Y)+2Aph(X,Y)
olup boylece
WZ,Z)= Ly —luzu
a a
bulunur. Diger taraftan

1 1 1
Dy (h(X,X)) = DX(—;u) = —;Dxu = —?X

Dy (h(X,Y))=0
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1 1 1
Dy (h(Y,Y)) = Dy(-—v) =—=Dyu =-—X
a a a

1 1 1
Dy (h(X,X)) =Dy(-=v)=—-=Dyv = -=Y
a a a

Dy(h(X,Y))=0

1 .1 1
Dy (h(Y,Y))=Dy(-—v)=-=Dyo=-=Y
a a a

oldugundan boylece (1.2) den;

1

Ah(x,x)x=;2-x , Vi (h(X,X))=0,
ApyxnyX=0 ) Vx(h(X,Y))=0,
ApxxY = a—le ; Vy(h(X, X)) =0,
ApxnnY =0 > _V_Y(h(XaY)) =0,
Aro¥=3Y Vo (h(Y,Y)) =0

elde edilir. Bununla beraber

(Vxh)(X,Y) = Vx (h(X, Y)) - h(VxX, Y) - h(X, VxY)
oldugundan

(Vxh)(X,X) =0,

(Vxh)(X,Y)=0,
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(Vxh)(Y,Y)=0,

(Vyh)(Y,Y)=0

bulunur. Boylece

(Vzh)(Z,Z) = ¥ (Vxh)(X, X) + 3uK* (Vyh)(X, X) + 30 (Vyh)(X, Y) + 12° (Veh) (Y, Y)
oldugundan

(Vzh)(Z,Z)=0

elde edilir. Boylece S*(a)cR?® nin ikinci temel formu parelel oldugundan

Teorem 2.2. geregi S*(a) c R® P2-PNS ozeliklidir.

Ornek 2.2 : X(0,0) = (acosb, asind, ¢) , acR geklinde tammlanan silindir yiizeyinin
P2-PNS o6zelikli oldugunu gosterelim.

Ispat : X(0,0) ifadesinden kismi tiirev yardimiyla, silindir igin
Xy = (—asin0,acosb,0),

X, =(0,0,1)

teget vektorleri elde edilir. Ayrica

n, = (acos0,asin0,0)

vektorii X, ve X, teget vektorlerine dik oldugundan , M nin

= ";(S.:ﬂ = 'alj(—aSin e,acose, 0) = (— sin e’ COSG,O) i
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X
Y =.-%=(0,0,1),
Pl

=(cosH,sin0,0)

"R

ortonormal catist elde edilir. Boylece X,Y ve v nin kovaryant tiirevleri alinarak;

Dxx D XB DxeX (“' COSe, - Sln 9, O) = —ll)
a

ol llXeH

DxY=0 .
DYX=0 ’
DYY=0 9

Dxl) D xe

1
——=Dy0= (—sine,cos6,0)=-X
o] "Xeu e a

Dyl)=0

elde edilir. Boylece (1.1) ve (1.2) den,

V, X =0 , B(X,X) = -~
a

VY =0 , h(X,Y) =0
V,X=0 h(Y,X)=0
vyY=0 h(Y,Y)=0,

1 _
ADX:_—X N qu=0 s

a

AUY-—-O > Vyl)=0
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elde edilir.
Aynca Z=AX+uY, A,u €R olacak gekilde bir Z genel teget vektor alam segilirse
bu taktirde;

h(Z,Z) = Ph(X, X) +u?h(Y,Y) + 2Aph(X, Y)

olup bdylece

1
a
bulunur. Diger taraftan

hZ,Z)=-—Nv

Dy (h(X, X)) = Dx(—%u) - -liu - -;%x ,

Dx(h(X,Y))=0,
Dyx(h(Y,Y))=0,
Dy(h(X,X))=0,
Dy(h(Y,Y))=0

oldugundan (1.2) den,

1

AreoX=—X Vx(h(X,X))=0
ApxyX=0 , Vi (h(X,Y))=0,
ApyX=0 , Vy(h(Y,Y))=0,
ApxxoY =0 , Vy(h(X,X))=0,
AyxnY=0 , Vy(h(X,Y))=0,
Apy )Y =0 , Vy(h(Y,Y))=0

elde edilir. Bununla beraber



(Vxh)(X,Y) = Vx (h(X,Y)) - h(VyX, Y) - h(X,V4Y)
oldugundan

(Vxh)(X,X) =0,
(Vxh)(X,Y)=0,
(Vxh)(Y,Y)=0,
(Vyh)(Y,Y)=0
bulunur. Boylece

(V2h)(Z,Z) = ¥ (Vxh)(X, X) + 3uA* (VyB)(X, X) + 302 (Ve h)(X, Y) + 1 (Vih) (Y, Y)
oldugundan
(Vzh)(Z,2)=0

elde edilir. Boylece silindir yiizeyinin ikinci temel formu parelel oldugundan
Teorem.2.2. geregi silindir yiizeyi P2-PNS ozeliklidir.

Ormek 2.3: T%:=8!(a)xS'(b) cR*

X(0,9)= (acos—e—,asin-q,bcosg,asin 2) ,aeR
a a b b

seklinde tanimlanan tor yiizeyinin P2-PNS 6zelikli oldugunu gosterelim.
Ispat : X(,¢) ifadesinden tor ylizeyi igin kismi tiirev alinarak;

X =(—sing,cosg,0,0) ,
a a

. 9 ¢
Xy = ana— PR e
e =( sin o cosb)

teget vektorlen: elde edilir.

n, =(cos—6-,sin9-,0,0) .
a a
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¢ .9
n, = (0,0,cos—, sin —
2=( o b)

vektorleri X, ve X, teget vektorlerine dik oldufundan buradan T* nin,

X,
X=0 —
]~
X,
Y=t =X_,
X T
v =ikl =n,
ol

n,
v, =—%=n
]

ortonormal catis1 elde edilir. Boylece XY ,u, ve v, nin kovaryant tirevleri
alinarak;

9 1.0 1

m " " a a a a
DxY:"-O N
DYX=0 9

DyY=Dy, X=H—1—"-DX¢Y= ©,0—rcos® —Lin &=L, |

b b b b b
Feol

1.61 6 1
Dyv, = Dy, ul—" "DX(,L)l sm;,—;cos;—,0,0)=;X

el
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Dxl)2=0,
DYUI =0 9
1 .01 o, 1
Dyv, =Dy, 0, = D, v, =(0,0,~—sin—,—cos—)=—Y
YU2 Xo V2 " I X2 ( 5 5D b) b
e
olup (1.1) ve (1.2) den;
1
VxX=0 , (X, X)=-—v,,
a
VY =0 . h(X,Y)=0,
VyX=0 . h(Y,X)=0,
’ 1
VyY=0 , h(Y,Y)= —EUZ ’
1 —
AD‘X= __X Py qul = O s
a
A,,X=0 , Vv, =0,
A, Y=0 , Vyv, =0,
1 —
A‘)zY:—EY . VY1)2=O
eclde editir.

Aynca Z=AX+uY, A,u €R olacak gekilde bir Z genel teget vektor alam segilirse, bu
takdirde;

h(Z,Z) = Ah(X, X) + u>h(Y, Y) +2Aph(X, Y)

olup boylece



hZ,Z)= —17&), - —-tl;uzoz
a

bulunur. Diger taraftan

1 1 1
DX(h(X: X)) = Dx(""a_ul) = —;DXUI = -—a—zx’

DX(h(X:v Y)) =0 »

Dy (h(Y,Y))=0,

DY(h(X: X)) =0 2
Dy(h(X,Y))=0,
1 1
Dy (h(Y,Y))=——Dyv, =-—Y
b b
oldugundan (1.2) den;
1 _
ApxyX=0 : Vx(h(X,Y)) =0,
ApyX=0 : Vi (h(Y,Y))=0,
ApxxY =0 , Vy(h(X, X)) =0,
ApxnyY =0 ; Vy(h(X,Y))=0,
1 _
AMY’Y)Y=B-2—Y ; V. (h(Y,Y))=0

elde edilir. Bununia beraber,



(Vxh)(X, Y) = Vx (h(X, Y)) - h(V¢X, Y) - h(X, V4 Y)

oldugundan,

(Vxh)(X,X)=0,

(Vxh)(X,Y)=0,

(Vxh)(Y,Y)=0,

(Vyh)(Y,Y)=0

bulunur. Boylece

(V0)(Z,Z) = ¥ (Vxh)(X, X) + 30 (Vyh)(X, X) + 30 (Vyh)(X, Y) + p* (Vyh)(Y, Y)
oldugundan

(V,h)(Z,Z)=0

elde edilir. Boylece T2:S'(a)xS'(b) — R* yiizeyinin ikinci temel formu parelel olup
Teorem 2.2 geregi T2:S'(a)xS'(b) = R* P2-PNS ozeliklidir.

2.4.0rnek: X(u,v)=(u,acosv,asinv,bv), acR

seklinde tammlanan R* de helisel silindir yiizeyinin P2-PNS 6zelikli olmadiim
gosterelim.

Ispat: X(u,v) ifadesinden kismi tiirev yardimuyla helisel silinir igin,

X, =(1,0,0,0),

X, =(0,—asin v,acosv,b),

teget vektorleri elde edilir.  Aynca



n, = (0,cosv,sin v,0),
ve
n, = (O,ESin v,——tlcosv, 1)
a a
vektorleri X, ve X, teget vektorlerine dik oldugundan, M nin

X=—X—“—=(1,O,0,O),

.|

X, 1
Y = =
X Va+p?

(0,—asin v,acosv,b),

= (0,cosv,sin v,0),

IInlll

n va’+b? b
2 _

Uy = = (0,—sin v,—-tlcos v,1)
| a a a

ortonormal ¢atis1 elde edilir. Boylece

D,X =Dy X=r:Dy X=0,
R~ ||Xul|

DY = DXu ||x“|| Y =0,

DX=Dy, X=

ol ||Xv||
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a
a? +b?

a )
———2(0, cosv,sinv,0)=—

P D ¥ [P0

Uy,

1
Dyv, =D Xy V17 " " = Px1=0,
u

Pul

1
DXUZ = D—z(_l02 = H_"'Dxu02 = 0,
[Xul

2

a‘b
Dy, =Dy v,=—Dy. v 0,—sinv,cosv,0) = v
YU = xv 1= “Xv" XyV1 = [——a +b2( ) a +b2 (a2+b2)2 2

Dyv, =D, v,

= b Dy 0, = e (0, 2 cos v, 2sin v, 0) =i D,
ol X ol p? e a Ve vt a

olup (1.1) ve (1.2) egitliklerinden ,

VyX=0 ) h(X,X)=0,

VxY=0 , h(X,Y)=0,

VyX=0 , h(Y,X)=0,

VyY::O 3 h(Y Y)—-_—?Ul s
A, X=0 Vyu, =0,

A, X=0 Vv, =0,

2
a = a‘b
AuY a?+b? Vo= (a®+b?)? 2’
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= b 1
A,Y=0 Vyv, =—

elde edilir.
Aynica Z=AX+pY, A, €R olacak gekilde bir Z genel teget vektor alani segilirse, bu
takdirde;

h(Z,Z) = X*h(X,X)+u*h(Y,Y)+2Auh(X,Y)
olup boylece

a
hZ.2)=-— TR

2
@ Dl = g

bulunur. Diger taraftan
Dy(h(X,X))=0,
Dy (h(X,Y))=0,
Dy (h(Y,Y)) =0,
Dy(h(X,X))=0,
Dy(h(X,Y))=0,
a a? adb

D (Y. Y)=——Dyv, =~ Y+
Y( ( ,Y)) a2+b2 YU (a2+b2)2 (a2+b2)3 L2

olup béylece (1.2) esitliginden,

ApxxX=0 Vx(h(X,X))=0,
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ApxyX=0 > Vx(h(X,Y))=0,
ApyyX=0 , Vx(h(Y,Y))=0,
ApxxY=0 , Vy(h(X,X))=0,
ApxpY =0 . V. (h(X,Y))=0,

a’ = a’b
ApynY = mY ) Vy(h(Y,Y)) = za—z:gz)—g\’z

elde edilir.

(Vxh)(X, Y) = Vg (h(X, Y)) - h(Vy X, Y) - h(X, VxY)
oldugundan

(Vxh)(X,X)=0,

(Vxh)(X,Y)=0,

(Vxh)(Y,Y)=0,

a’b

(W)Y, Y) = s Vs

bulunur. Béylece

(V,h)(Z,Z) = B (Vgh)(X, X) + 30 (Vyh)(X, X) + 3Au (Vyh)(X, Y) + 1* (Vyh)(Y, Y)

oldugundan
a’b

(V,h)(Z,2) = u’muz
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elde edilir. Boylece Teorem.2.1 geregi

<h(Z,Z)>h(Z,Z) = |h(Z, Z)||2(Vzh)(z, 7)

oldugundan R*de helisel silindir yiizeyi P2-PNS 6zelikli degildir.

Teorem 2.5 : McR?* yiizeyi verilsin.O zaman M, P2-PNS o6zeliklidir ancak ve
ancak M asagidaki yiizeylerden birisidir (Chen-Li 1986).

i) R™* nin R? afin 3-uzayinda lokal olarak yatan bir yiizey ,
ii) S'(a)xS'(b) c R* (Tor yiizeyi),
iii) V2Zc R’ (Veronese yiizeyi) .

Teorem 2.6 : f:M —>R" bir izometrik immersiyon olsun. Eger M nin ikinci temel
formu parelel ise f{M) asagidaki yiizeylerden birisidir (Walden 1973).

) R’

i) S <R’ (Kiire yiizeyi),

iii) R'xS'  R® (Silindir yiizeyi),
iv) $'(a)xS'(b) c R* (Tor yiizeyi),
v) V2 R® (Veronese yiizeyi) .

Teorem 2.5 ve Teorem 2.6 dan agagidaki sonug gikartilabilir.

Sonug 2.2: McR”*? P2-PNS ozelikli bir yiizeydir ancak ve ancak M asagidaki
yiizeylerden birisidir.
i) R™ nin R? 3-uzaymda yatan bir yiizey:
a)Vh = 0 (Kuadritikler, vb.),
b)Vh = 0 (Kiire ve silindir.).
if) S'(a)xS'(b) = R* (Tor yiizeyi),
iii) V2Zc R® (Veronese yiizeyi) .



32

Tamm 2.5 : McR™ n-boyutlu bir altmanifold olsun. Her bir peM ve her bir
X €T, M birim teget vektorii igin h(X,X) in uzunlugu [h(X,X)|, X den bagimsiz ve
sadece p ye bagiml ise diger bir deyisle M nin p den gecen her bir geodezigi R de
bir egri olarak g6zoniine alindifinda peM de aym k, sabit egrilifine sahipse M ye
izotropiktir denir. Diger denk bir ifade ile X,Y € TM ve <X,Y>=0 igin
<h(X,X),h(X,Y)>=0 (2.19)
ise M ye izotropiktir denir. Eger |h(X, X)| degeri X e T, M ve peM den bagimsiz ise
bu taktirde M ye sabit izotropiktir denir (Neill 1965).

Teorem 2.7 : .McR™" n- boyutlu P2-PNS 6zelikli bir izotropik altmanifold olsun.
O zaman M nin ikinci temel formu pareleldir, yani Vh =0 dir (Hong 1985).

Yardimer Teorem 2.6 : McR™ n boyutlu P2-PNS o6zelikli izotropik bir
altmanifold olsun. O zaman M nin geodezikleri 2-diizlemseldir (Hong 1985).

ispat : McR®altmanifoldu P2-PNS ozelikli izotropik bir altmanifold ise
Teorem.2.7. gerefi M nin ikinci temel formu pareleldir, yani Vh=0 dir. Boylece
Teorem.2.3. geregi M kiiresel altmanifolddur. Bu durumda M altmanifoldu R™9 nin
$**¢"! kiiresinde yatar. O halde M nin normal kesitleri bir geodeziktir.

Teorem 2.10 : R"™Y deki geodezik normal kesitli her M altmanifoldu sabit
izotropiktir (Chen-Verhayen 1984).

Teorem 2.11 : M R™ de bir altmanifold olsun. M nin tiim normal kesitleri R**¢
nin egrileri olarak digiinildiigiinde bunlann birinci egrilikleri sabit olup birbirine esit
ise M geodezik normal kesitlidir (Chen-Verhayen 1984).

Ispat : M nin tiim normal kesitleri aym birinci egrilie sahip olsun. Bunu A ile
gosterelim. p ve ¢ M nin iki noktas;, X eTM, UeTM iki birim vektor olsun.
y ve ¥ sirasiyla (p,X) ve (q,U) ile belirli normal kesitler olsun. Bu takdirde
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k,(0) = |h(X, X)| oldugundan ve hipotez geregi

[a(X, X)] = b (U, U)]
olup M sabit izotropiktir.
Diger taraftan

32 =k} = |VIf + (T, D = V.1 +22
oldugundan VT =0 dir. Bu ise M nin geodezik normal kesitli olmasi demektir.

Onerme 2.5 : McR"™™ 2-diizlemsel geodezik normal kesitli n boyutlu bir
altmanifold olsun. O zaman VX, Y €T Mortanormal vektorleri igin;

<h(X,X),h(X,Y)>=0
dir, yani M izotropiktir (Hong 1973).

Ispat: Eger h(X X)= 0 ise ispat agikardir.

h(X,X)=0 olsun. M , 2-diizlemsel geodezik normal kesitli oldugundan p € M nin bir
U komsulugu i¢in ,

v:}ee[ > UcM

geodezigini ,

v(0)=p
T(y(0))=X
baglangi¢ sartlart ile tanimlayalim. Burada T, y nin teget vektor alamidir.

Y, 2-diizlemsel oldugundan tanim geregi bir E(p,X) diizlemi i¢inde yatar. Boylece T
ve D,T=V,T+h(T,T)=h(T,T) , E ye pareleldir. Bu takdirde,

¥(s) = p+a(s)X+b(s)h(X, X)
seklinde tanimlanir. Burada a ve b diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Bu ytizden ;

Y'(®)=T
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igin,

Y"(s)=D,T

ve

" (s)=D;D;T = D(W(T, T))

= a™(s)X + b"(s)h(X, X)

dir. Aynca M ye tefet Z wvektori, Z(p)=Y olacak sekilde verildiginde
<h(T,T),Z>|,=0

elde edilir. Bu egitligin tiirevi alinirsa

T <h(T,T),Z>|,=0
<Dy(h(T,T)),Z>|,+ <h(T,T),D;Z >,=0
<h(T,T),DZ>|,=0

<h(T,T),h(T,Z)>|,=0

<h(X,X),h(X,Y)>=0
elde edilir. Béylece Tanim.2.5 geregi M izotropiktir.

Onerme 2.6 : McR™ n-boyutlu bir altmanifold olsun. M nin herbir geodezigi 2-
diizlemsel egri ise M, R™! nin n-diizleminde yatar veya M nin geodeziklerinin hepsi
ayni yangaph gemberlerdir (Little 1976).

Ispat: k(p)= ||h(X, X)|| peM noktasindan gegen herbir geodezigin egrilifi olsun.
Bu durumda k iyi tammhdir. Aynica herbir geodezik sabit egriliklere sahip
oldugundan, bunlarn hepsi ya dogrulardir ya da ayn: yarigaph ¢emberlerdir.

Simdi farzedelimki M R™? nin n-diizleminde yatmasm. Oklid uzayinda tiim
geodezikleri, yangaplan bir birim olan ¢emberler olarak alnabilir. Boylece
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yangaplan bir birim olan gemberlere sahip manifoldlar i¢in herhangi bir X,eT,M

birim teget vektori verildiinde,
<h(X,.X,),h(X,.X))>=1dir.
Boylece,

h(AX,,AX,) = ¥h(X,, X))
oldugundan;

<h(T,T),n(T,T)> = <T,T><T,T>
elde edilir.

Tamm 2.6 : McR™¢ n- boyutlu bir altmanifold olsun. H ortalama egrilik vektorii
olmak iizere eger M iizerinde her X,Y € TM igin

<h(X,Y),H>=r<X Y>

olacak sekilde bir r : M—>R fonksiyonu varsa M ye yan umbilik altmanifold adi
verilir (Hong-Houh-Wang 1984).

Yardimma Teorem 2.7 : Eger Mc R*™ vyiizeyi izotropik ise M yan umbiliktir. Yani
ortalama egrilik vektorii yoniindeki A, Weingarten Donusimii 6zdeglik doniisiimi ile
orantihdir (Chen-Verhayen 1984).

ispat: A , M iizerinde bir fonksiyon olmak iizere , M R*** de A izotropik bir yiizey
olsun.O zaman herhangi X,Y € TM ortonormal vektorleri igin ;
<h(X.X),h(X,Y)>=0 (2.18)
oldugunu biliyoruz. e,e,,&;,...,€,,4 ortonormal gatis: igin e;,e, M ye p noktasinda
teget ve &;,...,€,,4 de normal vektorler olsun. O zaman 1<i<2 ve 3<r<n+d
olmak iizere

h(e;.e;) = Zhirj r

i¢in

H= [h(e.e)+h(es,)]
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dir.

Burada

a=<h(e,,e,),h(e,,e;) > (2.19)
olmak iizere

<h(X,Y),€ >=<AX,Y >

yardimu ile;

<h(e,,¢),2H >=<h(e,,¢,),h(e;,¢,) > + < h(e,,e,),h(e,,e,) >=A* +a,

<h(e;,e,),2H>=0,
< h(e2362)’2H >=< h(elael)a h(elael) >+< h(eZ:eZ)’ h(elael) >= )"2 +a

bulunur. M izotropik oldugu igin (2.18) ve (2.19) dan

_ [ <h(e,e),2H> <h(e;,e,),2H>
7\ <h(e,,€),2H> <h(e,,e;),2H>

elde edihr.

Tanmm 2.7 : n:N(M) — R iistel doniigiimii {izerine ise v € N(M) normaline kritik
tir denir. N,M deki tiim kritik normallerin kiimesi ¥, olarak gosterilen ve derecesi
m olan bir cebirsel degiskendir. v €Y, verilsin.

E, ={Z eTuM:(A,-D)Z=0}

vnin egrilik 6z uzayidir. Eger

det(A,-kI)=0

ise k A, nin bir dzdegeridir. Eger |v|=1 ve¢ A, nin bir 6zdegeri k ise k ya v
yoniinde bir asli egrilik, uygun 6z uzaya da egrilik 6z uzay: denir (West).

Tamm 2.8 (Strubing Sart1): M c R"n-boyutlu bir altmanifold olsun. Eger her C*
v:J — M doniigiimii ve y boyunca v paralel normal alam igin A, sekil operatorii sabit
dzdegerlere sahipse M ye izoparametrik altmanifold adi verilir (Striibing 1986).
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Teorem 2.11 : M c R" n-boyutiu bir kiiresel altmanifold olsun. Eger M nin ikinci
temel formu parelel ise M altmanifoldu Strubing Sartr'n1 saglar (Arslan-Celik 1996).

Ispat : M iizerinde herhangi bir y egrisi alahm. y boyunca bir vparalel birim normali
icin vye uygun asli egriliklerin sabit oldugunu ispatlamak istiyoruz.

Eger s=0 da k bir ash e@rjlik ise aym k sabitinin tiim y(s) noktalarindada bir asli
egrilik oldugunu gosterelim. Yani s=0 da en az bir Y, tegeti i¢in

ise y boyunca ( k sabit ) O noktasinda Y, a esit
AY=kY

olacak sekilde bir Y tefet vektor alani vardir.
Y v boyunca 0 da Y, a esit paralel teget vektor alam ve Z y boyunca keyfi paralel
teget vektor alam olsun. X =1y’ ile gosterelim. O zaman
Dy <A Y-kY,Z>=Dy <v,i(Y,Z)>-kDy <Y,Z>
=< Vyu,h(Y,Z) > + < v, (Vxh)(Y,Z) > + <v,h(VyY,Z) >
+ <0, h(Y,V4Z)> -k <VyY,Z> -k <Y,VyZ)>
dir. Y ve Z, y boyunca paralel olduklanndan sag tarafta
<v,(Vxh)(Y,Z)>
digindaki tiim terimler sifirdir. Eger h paralel ise (Vyh)(Y,Z) =0 olup
<v,(VxhX(Y,Z)>=0
dir. Boylece h paralel ise
Dy <A,Y-kY,Z>=0
olur. O halde
<A Y-kY,Z>
s=0 da sifira egit, tiirevi her yerde sifir olan s nin y boyunca tammianmig bir
fonksiyonudur. Yani her yerde
<A,Y-kY,Z>=0
dir. Boylece k sabiti her noktada v igin bir asli egriliktir. Bundan bagka uygun 6z uzay
vy boyunca paraleldir.

Teorem 2.12 : Eger M Strubing Sarti'n1 sagliyorsa ve her y boyunca paralel egrilik 6z
uzayina sahipse M nin ikinci temel formu pareleldir (Arslan-Celik 1996).
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ispat : Z yboyunca paralel ve Y A, igin bir paralel 6z vektor alan: olsun. Burada v
v boyunca pareleldir ve k sabit asli egriliktir. Béylece y min tiim noktalarinda

A Y-kY=0

dir. Buradan

Dy <A Y-kY,Z>=0

elde edilir. Teorem 2.11 deki gibi

=< V4, h(Y,Z) > + <0, (Vxh)(Y,Z) > + <v,h(V4Y,Z) >

+<u,h(Y,VxZ)> -k <VyY,Z> -k <Y,VyZ)>=0

dir. Boylece

<v,(Vxh)(Y,Z)>=0

dir. Buradan (Vxh)(Y,Z) =0 dir ve y keyfi bir C* egri oldugundan M nin herhangi
noktalarnda XY, Z yi keyfi olarak segebiliriz. Boylece Vh =0 dur.

Tamm 2.9 : Mc R™! n-boyutlu bir altmanifold olsun. M nin ee,,....e,
ortanormal catist igin  h(e,e;)=> h'ye, tammlayahm.. M iizerinde bir normal

vektor alam N olmak iizere N nin miittefik vektér alam

d .
aN)=(N/mx [tz(AA )N,
J=
bigiminde tammlanir. Burada A=A, , {N,=N/|N|N,,...,N,} bir normal demet,

A, N, ye gore sekil operatoriidiir (Hong-Houh-Wang 1984).

H ortalama egrilik vektorii oknak uzere eger a(H)=0 ise M ye Chen Altmanifoldu
ad verilir (Geyhens-Verhayen-Verstralen 1983).

Teorem 2.13 : Mc R*" yizeyi P2-PNS ozelikli bir Chen yiizeyi olsun. Eger M
R™¢ nin R altuzayinda yatmiyorsa Vh=0 dir, yani M nin ikinci temel formu
pareleldir (Hong-Houh-Wang 1984).

Ornek 2.4 : .Omek.2.3 de verilen T2 cR* tor yiizeyinin Chen yiizeyi oldugunu
gosterelim,
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ispat :

1 1
-A, X=-X=-X+0Y , -A,, X=0=0X+0Y,

a a
ve

1 1

—A‘)]Y=0=OX+OY , —A°2Y=—€Y=OX+B—Y
olup buradan

_01—

>
|
| |
O |~
o O
(L= |
|
>
<
™~
]
| g |
[
o |- O
—

bulunur. Boylece

00 .
AL A, = [0 0] olup Iz(A, A, )0 elde edilir. Bu durumda Tamm 2.9 geregi
a(H)=0 olup T* c R* tor yiizeyi Chen yiizeyidir.

Omek 2.5: Omek 2.4 de verilen R* deki helisel silindir yiizeyinin Chen ylizeyi
oldugunu gosterelim.

Ispat:
A, X=0=0X+0Y ~A,, X=0=0X+0Y,

ve



Y =0X+—2 Y

b2

a
-A Y=
RO L a+

oldugundan

0 0
A = a
el a’+b*

bulunur. Boylece

40

-A,,Y=0=0X+0Y

00
-Auz ) [ ]
00

00 . . .
A A, = [0 0] olup Iz(A,, A,,, )=0 elde edilir Bu durumda Tanim.2.9 geregi

a(H)=0 olup R* de ki helisel silindir yiizeyi Chen yiizeyidir.



BOLUM 3

P2-PNS OZELIKLi ALTMANIFOLDLAR VE BIRINCi NORMAL UZAY
N, (M)

Bu bolimde P2-PNS ozelikli bir McR™ altmanifoldunun birinci normal uzay1
NPI(M) ve iki diizlemsel say1 7t(2) tanitilip bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilmigtir.

Tamm 3.1 : McR™¢ n-boyutlu bir altmanifold olsun. Her peM igin p noktasinda

birinci normal uzay NPI(M);

N, (M)=span{h(X,Y) : X,Y e T,M }cN, (M)

olarak tanimlamr (Chen 1982).

Onerme 3.1: Chen Altmanifoldlant smifi tim minimal ve yan umbilik almanifoldlan
bopr1 (M)<1 olacak gekildeki tiim altmanifoldlari ve tiim hiperyiizeyleri kapsar
(Geyhens-Verhayen-Verstralen 1983).

Ornek 3.1 : Onerme.3.1. geregi boprl(M)SI olacak gekildeki tiim yiizeyler birer
Chen Yiizeyi oldugu i¢in ikinci boliimde verilen S? — R? kiire yiizeyi ve S'xR cR?
silindir yiizeyi birer Chen Yiizeyi' dir. Ciinkii bu yiizeyler igin boprl(M)=l dir.

Onerme 3.2 : McR* P2-PNS ozelikli bir yizey ise boy NPI(M)S 3 tir
(Arslan, Celik,Ozgiir )



ispat: McR*¢ bir yiizey oldugundan e;,e, M ye teget , n,,n,,...,n, M ye normal

vektorler olmak iizere {el,ez,n,,nz,...,nd} ortanormal ¢atisii alahm. Tamm 3.1
geregi NPI(M) , h(e,e), h(e,,e,) ve h(e,,e,) tarafindan gerilir. Béylece

boy N,'(M)<3 tiir.

Tamm.3.2: McR™  altmanifoldu  verilsinn Her XY, ZeTM igin

Vy(h(Y,Z)) eN,'(M) ise N,'(M) normal demette pareleldir denir (Chen 1982).

Teorem 3.1 : McR™*® n-boyutlu bir altmanifold olsun. Eger M P2-PNS o6zelikli ise
Np‘(M) normal demette pareleldir (Chen 1982).

Teorem 3.2 : McR?* bir yiizey ve her t tamsayisi igin boy NPI(M)= t olsun. Eger
M P2-PNS ézelikli ise M (n+d+2) boyutlu R™*? afin altuzayda yatar (Chen 1982).

Sonug 3.1 : MCR*¢ bir yizey ve boy N '(M)= 0 olsun. O zaman M total
geodeziktir, yani M, P1-PNS ozeliklidir (Arslan,Celik,Ozgiir ).

Sonu¢ 3.2 : McR?*" bir yiizey ve boy Npl(M)= 1 olsun. Eger M P2-PNS ozelikli
ve Vh=0 ise o zaman M, S’cR® kiire yizeyi veya R'xS' cR? silindir
yiizeyidir (Arslan,Celik,Ozgiir ).

Sonug 3.3 : McR*" bir yiizey ve boy NPI(M)=2 olsun. Eger M P2-PNS o6zelikli
ise 0zaman M, S'(a)xS'(b)c R* tor yiizeyidir (Arslan,Celik,Ozgiir ).

Sonug 3.4 : McR™" bir yiizey ve boy N,'(M)=3 olsun. Eger M P2-PNS ozelikli
ise 0 zaman M, V2 c R’ Veronese yiizeyidir (Arslan,Celik,Ozgiir ).
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Tamm 3.3 : Mc R™ n-boyutlu bir altmanifold olsun. XeT(M) sifirdan farkli
herhangi bir teget vektor olmak tizere

N,(X) = h(X,X) ve

N,(X) = (Vxh)(X,X)

alabm. V*(X)c R? altuzaymn

(v, v,) € VA(X) & v\N,(X)+V,N,(X) = 0

ile tammlayalim. 2-diizlemsel say1 (2) , V*(X) altuzayinin minimum boyutu olarak
tammlianur,

7(2) = min { boy V*(X) : XeT(M) ; X=0 }

dir (Arslan-West 1996 .a).

Teorem 3.3 : McR** P2-PNS ozelikli bir yiizey olsun.

Nll NZI
N(X)= N12 N22

N12+d N22+d
matrisini tanimlayalim. O zaman

boy N,'(M)- rank N(X) = d-1; (d<3) dir.
Burada ; N,(X) = {N,;,Nyzs..., Nppoo } ve N, (X) = {N,,, Ny, . Ny
dir (Arslan,Celik,Ozgiir ) .

Ispat: McR®™ P2-PNS ozelikli bir yizey olsun. O zaman Sonug.2.2. ve
Teorem.3.2. geregi agagidaki ii¢ durum s6z konusudur.

1) d=1 = rank N(X)=1 ve boy Npl M)=1
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2) d=2 = rank N(X)=1 ve boy N,'(M)=2; boylece M=S'(a)xS'(b)c R* tor
ylzeyidir.

3) d=3 = rank N(X)=1 ve boy N '(M)=3; boylece M=V? R’ Veronese
ylizeyidir.

Onerme 3.3: Mc R** P2-PNS ozelikli bir yiizey olsun. O zaman

rankN( X )<1 dir (Arslan, Celik,Ozgiir ).

Ispat: M c R** P2-PNS ozelikli bir yiizey olsun. Eger M total geodezik ise
rank N(X) =0, diger durumlarda rank N(X) =1 dir.

Uyan 3.1: N,(X) ve N,(X) lineer bagimh olduklarindan rankN( X) < 2 dir.
Sonug 3.5: w(2) = 2-rank N(X) dir (Arslan,Celik,Ozgiir ).
Sonug 3.6 : M total geodezik ise 7(2) = 2 dir (Arslan,Celik, Ozgiir ).

Sonug¢ 3.7 : Mc R** P2-PNS 6zelikli bir yiizey olsun. O zaman
m(2) =d-boy N,'(M) dir (Arslan,Celik,Ozgir ).

Teorem 3.4: V, veV,, V? vektor uzaymmn iki altvektor uzay: olsun. O zaman ;

2
> m(2)<boy{V,nV, }+2
=l

dir (Arslan,Celik,Ozgiir ).

Ispat: k=2 ve r=2 durumu igin bak (Arslan-West 1996. a)
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Tamm 3.4 : M, ve M, Riemann manifoldlan
f:M, > R"™ | f:M, - R™"%

birer izometrik imbedding olsun. n = n, +n, ,d = d, +d, olarak tammlayalim.

f:M > R™
bir imbedding tammlar. Buradaki M c R™ altmanifolduna M, ve M, Riemann

manifoldlarinin Riemann ¢arpimi denir  ve M=M,xM, ile gosterilir (Chen 1973).

Teorem 3.5 : M, c R"*l M, c R™?"? altmanifoldlar olmak iizere M=MxM,
garpim manifoldu R™* nin n-boyutlu altmanifoldu olsun. Bu takdirde M=MxM,
P2-PNS ozeliklidir ancak ve ancak

i) M, ve M, nin ikinci temel formu pareleldir

veya
i) M, ve M, den herhangi biri total geodezik dieri P2-PNS ozeliklidir (Deprez-

Verhayen 1986) .

Teorem 3.5 i diizlemsel sayilara uyguladifimizda su sonug elde edilir:

Sonu¢ 3.8 : M=M,xM, carpim manifoldu P2-PNS 6zeliklidir ancak ve ancak

% (1)=0
(D) =0
(2)=1
m,(2) =1

veya
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() =1
7, (1)=0
T, (2)=2
T, (2)=1

(D=0,
() =1
m2)=1
T(2) =2

b)

Ornek 3.2 : i) M=S'(a)xS'(b)c R*
ii) M=R'xS' c R®

Teorem 3.6 : M, M, ve M, altmanifoldlanmn garpim manifoldu ise
2

X7;(2) -2 < n(2) <w;(2)

=

dir (Arslan,Celik,Ozgiir ).
Ispat: k=2 ve r=2 durumu igin bak (Arslan-West 1996. a).

Sonu¢ 3.9 : M, cR™"™ ve M, c R™*2 P2-PNS ozelikli iki yiizey olsun. Eger
M=MxM, ise

(d, +d;) - 3 boyN, (M) < (d + 1)~ boyN, (M)
=1

dir (Arslan,Celik, Ozgiir ).
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