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OZET

ADI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN KARARLILIGI UZERINE BAZI
NUMERIK TESTLER

Gonca ILTER

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Niyazi SAHIN
Aralik 2016, 61 sayfa

Yapilan tez c¢alismasi bes ana bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, g¢alisilan
konunun tarihi gelisimi ve kullandigimiz problemlerin genel denklemleri verildi.
Ikinci boliimde, tezde gecen temel tanim ve teoremlerden bahsedildi. Ucgiincii
bolimde, yontemden bahsedildi. Dordiincii bolimde gecikmeli diferensiyel
denklemlerden olusan bazi testlere MATLAB programi uygulandi. Elde edilen
¢oztimlerin grafikleri ¢izildi. Son boliimde ise elde edilen ¢oziimleri incelenerek genel
bir sonuca varildi.

Anahtar Kelimeler: Adi Diferensiyel Denklemler, Céziimlerin Kararliligi, Gecikmeli
Diferensiyel Denklemler



ABSTRACT

SOME NUMERICAL TESTS ON THE STABILITY OF THE ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Gonca ILTER

Master of Science (M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Niyazi SAHIN
December 2016, 61 pages

The thesis work consists of five main sections. In the first chapter, the historical
development of the subject and the general equations of the problems we use are given.
In the second part, the basic definitions and the theorems in the thesis were mentioned.
In the third chapter, the method was presented. In the fourth, the MATLAB program
was applied to some tests consisting of delayed differential equations. The obtained
numerical results solutions were plotted. In the last part, the solutions obtained were
examined and general conclusions were given.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Stability Of The Solutions, Delay
Differential Equations
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

I, R‘ de Birim Matris

X Banach Uzay1

A Sonsuz Kiiciik Ureteg

Cyq rd-Siirekli Fonksiyonlar Kiimesi
o(.) Spektrum

. R de Sonsuz Norm

ADD Adi Diferensiyel Denklem

GDD Gecikmeli Diferensiyel Denklem
GFDD Gecikmeli Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler
NSV Normallestirilmis Siirli Varyasyon
Lip Lipschitz

L Lebesgue-Stieltjes integrali



1. GIRIS

Diferensiyel denklemler bilindigi iizere uygulamali bilim dallarinin pek ¢ok alanda ele
alinan problemlerin matematiksel modellenmesine karsilik gelir. Diferensiyel
denklem veya diferensiyel denklemlerin ¢éziimleri hakkinda bilgi sahibi olmak s6z
konusu sistemin hareketi hakkinda yorum yapabilmeyi saglar. Adi diferensiyel
denklemlerde, modelleme yapilmasi istenen sistemlerde mevcut gecikmeler daima géz
ard1 edilir, ancak bu sistemin mevcut durumda ¢ok biiyiik degisiklikler goriillmesine
neden olabilir. Bu nedenle karsilasilan problemlerin bir¢ogunun modellemesi
yapilirken, gecikmeli diferensiyel denklemlerin kullanilmasi daha gergekgidir. Adi
veya kismi diferensiyel denklem yardimiyla bir fiziksel olay1 tanimlamak, o olayin
gelecekteki durumunu ge¢mis durumundan bagimsiz kalarak hesaplamak demektir.
Fakat gergek durum boyle degildir. Birgok fiziksel olayda sistemin su anki durumu
ge¢mis durumuna bagl kalinarak ifade edilir. Gecikmeli diferensiyel denklem ile bir
olayin tarihsel gelisimi ile birlikte ele alinarak modellenmesi yapilir. Gecikmeli
diferensiyel denklemlerin fiziksel ve biyolojik sistemlerde bir¢ok uygulama alanina
sahip olmast da bu teoriyi matematigin en hizli gelisen dallarindan biri haline

getirmistir.

1.1. Tarihi Gelisim

Son 10 yi1l boyunca gegmis tarihe dayanan diferensiyel denklem sistemlerine olan ilgi
artmaktadir. Aslinda, modellerin tanitiminda gecikme gercek olaylarin daha iyi bir
tanitimina izin vermis ve hareketleri konusunda daha giivenilir ongorii saglamistir.
Zaman gecikmeli sistemleri matematiksel olarak Gecikmeli Fonksiyonel Diferensiyel
Denklemler (GFDD) olarak tanimlanmistir. Dinamikleri kayda deger olarak gecikmeli
terimler ve titresimler, kararsizlik, karigiklik ve performans disiikliigiinden

etkilenmistir. Bunun disinda gelismis kararlilik da meydana gelebilir.



Daha karmasik dinamik i¢in Adi Diferensiyel Denklemlerin tersine GFDD ler sonsuz
boyutlu dinamik sistemlerdir. Krasovskii (1963) bir fonksiyonel diferensiyel denklem

tanimlanmis bir sistemin 6nemine vurgun yapan kisidir.

GFDD ler hakkinda birgok bilimsel makale yazilmistir ve teori oldukga gelistirilmistir
(Bellman, 1963; Driver, 1977; Hale, 1977; Azbelev ve Simonov, 2002). Son
zamanlarda ayrica farkli uygulama alanlarinda rollerinin 6nemi fark edilmistir.
Uygulamalarda ve sayisal metodlarla ilgili sayisiz kitap ortaya ¢ikmustir (Hale ve
Kogak, 1991; Kuang, 1993; Insperger ve Stepan, 2002; Bellen ve Zennaro, 2003;
Erneux, 2009). Genis olarak kullanilan GDD ler GFDD lerden 6nce matematikte genis
bir sekilde kullaniliyordu.

Dinamik sistemler bakis agisindan esas ilgimiz kararlilik iizerinedir. Lineerlestirilmis
kararliligin prensibini aklimizda tutarak dyle ki dogrusal olmayan bir sistemin 6zel bir
¢Oziimiiniin kararlilik ¢aligmasini lineerlestirilmis versiyonun calismasina indirger.
Lineer Diferensiyel denklemlerin kararlilig1 izerindeki odak ve sayisal metodlar son
giinlerde bu amag¢ i¢in yazarlar tarafindan gelistirilmis ve temel referanslarda

yayinlanmistir (Breda, Maset ve Vermiglio, 2005; Breda, Maset ve Vermiglio, 2010).

Bu tanimda ADD lerden baslayarak konuya girecegiz, dyle ki bunlar sonlu boyutlu
dinamik sistemleri temsil etmektedir. Bu bize temel kavramlar1 ve klasik tanimlari
glinlik konugma dilinde kolayca tanitmaya izin verir, ayn1 zamanda GDD ler
genisletmeye calisirken sayisal ve teorik engellerin iistesinden gelmek igin

vurgulamay1 da saglar.

Aslinda sonlu boyutlu dinamik sistemlerden sonsuz boyutlu dinamik sistemlere tasiriz

ve yeni motivasyon ortaya ¢ikar.

1.2. Lineer Adi Diferensiyel Denklemler

Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz degisken ve bagimli
degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerini igeren bir bagintiya diferensiyel

denklem denir. Diferensiyel denklemde yalniz bir degisken varsa bu tip denklemlere



adi diferensiyel denklemler denir. Genel olarak y bagimli, x bagimsiz degisken olmak
iizere bir adi diferensiyel denklem F(X, y, V..., Y¥™) = 0 seklinde bir fonksiyon olarak
tanimlanir (Apostol,1961).

X'(t) = ax(t) (1.1)

Skaler lineer otonom (6zerk) ADD lerinin u e Rsabiti i¢in verilen anlik zamanda
aeRicin X(t) =e"useklinde tek ¢oziimii vardir.

Bu ¢oziim t —o0i¢in a < Oise sifira yakinsar ya da a > Oise sonsuza gider. a=0

agikar sabit ¢oziimleri verir.

Ac R oldugunda ADD igin lineer otonom sistemlere deginirsek

X (t) = AX(t) (1.2)

cok zor degildir.

Nitekim ueR® olmak iizere x(t)=e"u olacak sekilde iistel ¢oziim araniyor. Buna

karakteristik denklem denir.

l,, R de birim matris olmak {izere

det(Al, — A) =0

esitligini saglayan karakteristik kokler olarak bilinen A e C ¢oziimleri A matrisinin

0zdegerleridir.

Eger A matrisi d sayida lineer bagimsiz 6zvektorlere sahip ise (1.2) nin herhangi
¢oziimili karakteristik kokleri tistel fonksiyonun lineer kombinasyonlar1 oldugunu
gostermek kolaydir. Bu nedenle bir ¢oziimiin uzun zaman davranisi karakterisitik

koklerin reel kisminin isareti ile belirlenir.

Ozel olarak esas bilgi kokiin en biiyiik reel kismindadir. Aksi takdirde ¢dziim sonsuza
biiytir. Eger A matrisi d sayida bagimsiz 6zvektorlere sahip degilse ayni sonuglar A
nin Jordan kanonik formundan da elde edilir. Bu durum i¢in 6rnegin (Meyer, 2000;

Amerikan Matematik Toplumu, 2007).



Boylece lineer otonom ADD ler igin biitlin ¢dziimler asimptotik olarak sifira gider ve
U dan bagimsizdir ancak ve ancak karakteristik kok negatif reel kisma sahiptir. Eger
pozitif reel kisma sahip olursa biitiin ¢ozliimler sinirsiz bir sekilde biiyiir ve

kararsizliktan bahsedilmis olur.

(1.2) nin bir adim ilerisi lineer otonom (6zerk) olmayan

X'(£) = A(t)x(t) (1.3)

sistemidir. Burada A:t — A(t) e R

Burada 6nemli olan periyodik durumda A(t) = A(t + @) olup @ >0 minimal periyot ve
t herhangi bir reel sayidir. @(t) , (1.3) iin esas matris ¢dziimii ise P(t) =P(t+ o)
olacak sekilde bir periyodik matris vardir. Her t igin P(0) =1, ve C matrisi bir sabit

olmak iizere ¢(t) = P(t)e” dir.

1.3. Gecikmeli Basit Lineer Diferensiyel Denklemler

Gecikmeli diferensiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini (en yiiksek

tirev harig) farkli gecikme parametrelere bagli birakan bir diferensiyel denklemdir.

Simdi a,beR igin 7 >0 basit gecikme olacak sekilde skaler GDD diisiinelim.

X'(t) = ax(t) + bx(t — 7) (1.4)

Sifir ¢ézlimiiniin kararlilig1 gibi analitik yaklasimlar veya GDD lerin en basit 6rnekleri
arasinda olan (1.4) denklemi hakkindaki farkli ¢alismalar kararlilik ve yakinsaklik gibi
bir¢ok calisma prototip model olarak genis bir sekilde alinmistir (Hairer, Norsett ve
Wanner, 1993; Bellen ve Zennaro, 2003). Kararlilik ve yakinsama GDD ler igin basit
ornekler ile birlikte yaygin olarak ilk 6érnek modeli alinir. Bununla birlikte a ve b
parametrelerine baglh durum ilk defa Hayes tarafindan 1950 de arastirildi ve ayrica
(1.4) Hayes denklemi olarak anilmaktadir.



Bu gibi durumlar karakteristik denkleme

A—a—be* =0 (1.5)

bakilarak geri kazanilir.

Tam olarak Onceki boliimlerde ADD ler igin yapilan (1.4) i¢in de asikar olan tistel

¢ozim X(t)=e"u, u=0 dir.

Nitekim (1.5) i¢in A € C ¢6ziimleri hala karakteristik kok olarak isimlendirilir. Ayrica
ADD lere uzanan (1,4) {in sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir ancak ve ancak tiim bu
kokler i¢in Re(1) <0 dir. Halbuki koklerin bir tanesi pozitif reel kisma sahip
oldugunda kararsizdir. GDD ler durumunda temel zorluk (ve fark) su ki transandantal
ya da ozellikle bir yari-polinom denklem (Hale, 1977) seklinde verilen karakteristik
denklem ADD ler sonsuz sayida karakteristik koktiir.

(1.4) iin karakteristik koklerin lokasyon ¢alismasi ilk olarak (Hayes, 1950; Bellman,
1963) iistel polinomlarin sifir ¢alismasina adanmis arastirma dallarindan genel olarak
ortaya ¢ikmustir (Polya, 1920; Schwengeler, 1925, Langer, 1929; Wright, 1949; Hayes,
1950). Biiyiik 6l¢iide dikkatini kokleri bulunan konfiglirasyon bolgelerinin geometrik

tanimina ¢eker.

Gergekte Langer tarafindan 1929 da iddia edildigi gibi ilk denemeler a ve b
parametrelerine bagli olarak (1.4) iin sifir ¢éziimiiniin kararlilik analizi biiytik ol¢lide

biliniyor ve Sekil 1.1 in sonucu gosteriyor ki (a—Db) diizlemi bolgeyi kararsiz ve

kararli bolgeye ayirmaktadir.

Bu kararlilik grafigi ¢esitli yaymlarda bulunabilir (Schwengeler, 1925; Bellen ve
Zennaro, 2003; Breda, 2007).

Sekil 1.1 1 olusturmak icin gerekli adimlar1 buradan tekrardan diisiinmeyecegiz.
Kompleks parametrelerin durumunun ele alindigr tam ve ayrmtili bir anlatim
(Diekmann, 1995; Insperge ve Stepan, 2004; Breda,2007) bulunabilir. Gergek ve sanal

kisimlarinin ayrilmis olan gercek denklemler i¢in ayrimi diisiiniirsek

{a —a=he* cos(Br) (L6)

- =be ™ sin(f7)



olarak yazilir.

Sekil 1.1 de ¢izilen tiim egriler tam olarak belirlememizi saglar ve ilk defa 1942 de
Pontryagin ve 1949 da Neimark tarafindan kullanilan Klasik D-altboliim metodunun
giizel bir uygulamasini temsil eder. Ozellikle, kirmiz1 egriler kararlilik bdlgesine (
a <0, yesille gosterilen), kararsizlik bolgesine (a >0, kirmiziyla gosterilen) ayirir.
Mavi egri boyunca bir ¢ift gercek kok vardir: yukaridaki gergek kokler (bir tane b >0
, iki tane b <0ig¢in) ve asagidaki karmasik eslenik ciftler. Siyah egriler sanal ekseni
kesen kompleks eslenik koklerin bir giftini agiklar. Her bir kapali kisimda biitiin bu
egriler ve a+b =0 kesikli ¢izgi yardimiyla pozitif reel kisim ile birlikte kdklerin sabit
bir sayis1 vardir. Bu say1 kolayca gozlenebilir ki (1.5) de parametreler siirekli degisir

(Insperger ve Stepan, 2004; Breda, 2007).

Alternatif olarak kararsiz koklerin sayist (Insperger ve Stepan, 2004) da yapildig: gibi
(Stepan, 1989) de Stepan formiilii kullanilarak bulunabilir. Son olarak a <0 igin

|b| <|a| bolgesinde 7 gecikme degerinden bagimsiz olarak sifir ¢oziimii asimptotik

kararli oldugunu gérmek 6nemlidir.

4
|
t

i s N ™

Sekil 1.1 Kararhlik grafigi ve Hayes denkleminin (1.4)

karakteristik kokleri (Bozzo, Breda ve Vermiglio, 2015)
D-altboliim metodu niifus dinamikleri ya da farkli integral c¢ekirdek cesitlerinde
(Blythe, Nisbet ve Gurney, 1985; Boese, 1989; Baker ve Ford, 1992) ilk olarak
(DeAngelis, 1975; Chicone, 1983) kullanilan Cushin denklemi gibi tek dagilimli

gecikmeli skaler GDD durumundaki gibi D-altboliim metodu uygulanabilir.



Ancak ve ne yazik ki, boyle bir kompleks analizi genel olarak GDD ler i¢in elde
edilemez. R*? deki A,B genel matrisler olmak iizere sifir ¢oziimiin kararlilig

calismasinda onun karakteristik koklerinin C deki kesin pozisyonun analizinde

X'(t) = Ax(t) + Bx(t—7) (1.7

sistemi mevcuttur.

1.4. Niifus Dinamiklerinden Bir Ornek

Lineer GDD lerin sifir ¢éziimiiniin kararliliginin analizi lineerlestirme boyunca lineer
olmayan problemlerin dengesinin lokal kararlilik arastirmasinin temelidir. Teorik
temeli lineerlestirilmis kararlilik prensibi ile tekrar saglanir. ADD ler i¢in bulunan
temel sonug (Hale ve Kogak, 1991; Stuart ve Humphries,1996) gerg¢ekte GDD ler igin
genellestirilmis olabilir (Dieakmann, Gils, Walther ve Lunel, 1995).

Ornek olarak, (dogrusal olmayan) gecikme lojistik denklemi

X'(t) = @@ - x(t - 1) (1.8)

ele alalim.

Biiylime hizt r > 0 ile niifus dinamiklerini ve yarigmanin bir birim zaman daha sonra
devreye girdigi normallestirilmis tasima kapasitesini modeller. Bu model ilk olarak
Hutchinson denkleminin ortak adin1 dogrulayan Hutchinson (1948) tarafindan
gosterilmistir. Lojistik terimini kullanan Verhulst (Verhulst, 1838) veya Malthus’un
basit iistel modeli (Malthus, 1798) ADD ler ile birlikte gibi 6nceki modeller
bakimindan bu gercek hayat problemine yonelik bir bagka adimi temsil eder.r

bagimsiz parametre olmak iizere, (1.8) in asikar denge noktas1 X, =0 ve pozitif denge

X, =1 e sahiptir. Bir X dengesindeki lineer varyasyon denklemi

X'(t) =r(@—X)x(t) —rxx(t-1) (1.9

seklindedir.



Lineerlestirme tekniginin ADD ler i¢in olanlarla ayn1 olduguna dikkat edelim. Yani
0(x(t)) terimini iptal etmek igin yeterince kiiciikk pertiirbasyon X(t) ile birlikte
X + X(t) formunun bir ¢6ziimiine bakalir. (1.9) un bir sonucu olarak, (1.9) x'(t) = rx(t)

oldugu i¢in X =X, her zaman karasizdir ve r >0 dir.

Diger taraftan X =1 i¢in (1.10) denklemi tam bir GDD dir ve ozellikle (1.4) Hayes

denkleminin 6zel bir durumu olan

X'(t) =-rx(t-1) (1.10)

elde ederiz.

Gergekte sadece a=0 ve b=-r<0 i¢in Sekil 1.1 e bakilarak r degisimleri igin

asagiya dogru dikey eksen boyunca pozitif dengenin lokal kararlilik 6zellikleri geri
kazamlir. r*, r igin kararli periyodik ¢dziimiin ortaya ¢ikmasiyla Hopf ¢atallasmasi
(Hale ve Kogak, 1991; Kuznetsov, 1998) ile olusan deger r” =7/ 2 ile birlikte r <r”

icin X; in asimptotik kararli oldugu sonucuna ulagsmak i¢in yeterlidir.

Bunun bir sonucu olarak skaler lineer olmayan ADD sadece iistel (ve sabit) bir
davranig sergileyebilir ve lineer olmayan skaler GDD kompleks eslenik ¢iftin

karakteristik kokleri (lineerlestirilmis sistemin) nedeniyle periyodik ¢6ziime sahiptir.

Ayni sonug farkli yollar kullanilarak cebirsel sonuclar elde edilir. Ayrintili anlatim

(Breda, 2012) bulunabilir. (1.10) ile iliskili karakteristik denklem

A+re* =0 olur.

A=a+i1p, a,f €R olacak sekilde bu ifade gercek iki denkleme ayrilabilir:

{a =—re * cos(f) (1.11)

p=-re“sin(f)

Reel kokler igin (=0 ) ¢oziim aramak kolaydir. Varsa —a=re™ ¢oziimleri
verir.Bu nedenle r >1/e igin gercek kok yoktur. r=1/e i¢in A =-1 seklinde reel

bir ¢ift kath kok vardir ve r<1/e igin 4 <-1 ve 4, €(-1,0)olacak sekilde farkh



gercek iki kok vardir. Ayrica r—0" oldugunda A4, —> - ve A4, >0 oldugunu

dogrulamak gereklidir. Mevcut olup olmadigi zaman reel kokler kararliliga neden

olmaz. Sadece kararli periyodik ¢oziim oldugunda asikar olmayan denge X =X
ornegin bir Hopf ¢atallanmasi gibi kararliligi kaybedebilir.

Yukarida bulunan kompleks-eslenik ¢ift titizlikle kontrol edilir. (r reel oldugunda)
Genelligi kaybetmeden kabul edelim ki £ >0 olsun. (1.11) deki iki denklemin
elemana eleman orani alinarak A= +i1f karakteristik kokiinii ancak ve ancak

(B, ) noktast (f—«) diizleminde

___B _
a(B) = tan(ﬂ),ﬂ;tk;r,k_l,Z,... (1.12)

fonksiyonun grafigine ait oldugunu bulur.

Diger taraftan karesini alarak ve ayni iki denklemi elemani eleman toplayarak benzer

sekilde A=a+if bir karakteristik kokii oldugu ancak ve ancak (f,«) noktasi
(f—a) diizleminde

pla)=\re? —a?, |o|<re™ (1.13)

fonksiyonun grafigine ait oldugu sonucuna ulasir.

20
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Sekil 1.2 Degisen I icin (1.13) ve (1.12) iin Kesisimi olarak (1.10) in karakteristik kokleri (.)
(Bozzo, Breda ve Vermiglio, 2015)
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Simdi (1.12) fonksiyonu global olarak ters degildir fakat k =0,1,2... olacak sekilde
her (kz,(k +1)7) araliginda terstir. Bu nedenle, (1.13) iin benzer (&, ) bolgesini ona
transfer edebiliriz ve iki grafigin kesisimleri i¢in karakteristik koklere bakabiliriz. Tiim
bu kesismeler arasinda, yarim (1.13) de kabul edilen benimsemenin kare alma
prosediiriine dayanarak serbest birakmalidir. Bu sahte kesisimlerin tek k i¢in
e (kz,(k+1) ) bolgesinde olup olmadigini kontrol etmek kolaydir. Ornegin kesikli
cizgiler (1.12) igin, i¢i dolu ¢izgiler (1.13) i¢in sekil 1.2 de gosterilmistir. (1.12) {in
r den bagimsiz oldugu i¢in, sonraki artma (1.12) iin grafigini saga dogru cikarir.
P=rl2 ((1.12) iin birinci sifir1) oldugunda en sagdaki kompleks eslenik ¢ift sanal
eksene ¢aprazlanir ve aslinda r =r" (8 =7/2 igin (1.11) nin ikincisinden) oldugunda
bu olur ve boylece sonuglandirmamizi saglar. Bu nedenle, beklenen Hopf ¢atallanmasi

dogrulanmistir.

Yine, ne yazik ki genisletme olasiligi daha ¢ok GDD ler i¢in sinirlidir. Kompleks
katsayili (1.4) Hayes denkleminin skaler durum (Breda,2012) analizi uygundur.

Aslinda, karakteristik denklemi, ADD lerin sistemleri i¢in oldugu gibi, matrisin
determinant: boyunca verilir, bu yiizden (1.6) ya da (1.11) gibi agik denklemlerini

yazmak i¢in zaten zordur.

1.5. Makine Miihendisliginden Bir Ornek

Gecikmeli diferensiyel denklemler miihendislik uygulamalarinda birgok alanda
bulmak miimkiindiir (Insperger ve Stepan, 2004; Erneux, 2009). Gecikmeli Mathieu
denklemi hem gecikmeli hem periyodik katsayili Newton problemi i¢in iyi bilinen

prototip modeldir. Adi Mathieu denklemi

X"(t) +aX'(t) + (o +ecos(t))x(t) =0

ile verilen eliptik zarin gatallasma modellemesinde ilk olarak kullanilmistir. Baska
ornekler (Stephenson, 1908; Kapitsa, 1951; Levi, 1988) parametrik kuvvetlerin altinda

bir sarka¢ salinimiyla ilgilenmesi ortaya ¢ikmustir.
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Diger taraftan, gecikmeli osilator

X"(t) +a X (t) + ox(t) =bx(t —7)

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin kararlilik egrisinin Hsu ve Bhatttar tarafindan
(1966) yayinlanmasindan sonra giderek artan bir ilgi kazandi. Gecikmeyle birlikte
Newton problemleri bir klasik haline geldi (Cooke ve Grossman, 1982; Kolmanovskii
ve Nosov,1986; Kuang, 1993; Malakhovski ve Mirkin, 2006; Mann ve Patel, 2010).

Iki etkinin kombinasyonu, parametrik zorlama ve gecikme deyisiyle, literatiirde genis

olarak ele alinan gecikmeli Mathieu denklemlerin sinifi ile sonuglanir.

Parametrik uygulamali ¢ubuk-balans mekanik modeli ilk olarak Insperger (2011)

tarafindan ele alinmistir ve Insperger ve Stepan (2011) tarafindan tanimlanmustir.

Kararsiz dinamiklerin kontroliine zorlanan parametrelerin kullaniminin yaygin bir
ornegini temsil eder (Stephenson, 1908; Kapitsa, 1951; Levi, 1988; Champneys ve
Fraser, 2000; Ma ve Butcher, 2005).

Cubuktan olusan model S$ekil 1.3 de periyodik yukari asagi hareket eden yatay bir

kaymaya monte edilmesine baglidir.

Uzunlugunun | ve kiitlesinin m olan bir homojen ¢ubuk oldugu kabul edilir. Cubugun

stirtiinme kiitlesinin ihmal edildigi kabul edelim. Siirtiinme tabani r cos(C2t) ye gore

hareket eder.

Kaymadaki pivot noktasindaki ¢ubugun ve X yatay konumunun ¢ agisal konumu

genel koordinatlar olarak kabul edilir.

Q geri bildirim kuvveti ¢ubugu dengelemek, dikey dik pozisyonda tutmak igin

kaydirmada kullanilir.

Boyle bir giiciin gubugun ¢ agisal pozisyonuna ve ¢’ agisal hizina birlikte bagh oldugu
kabul edilir.

Hareket denklemleri su seklinde tanimlanir:
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% ml%e" (t) + % ml cos(p(t)x"(t) + (—% mgl + % mirQy? cos(Qt)jsin(go(t)) =0

—mlcos(p(t)"(®)+ mX' ()~ ~ml (¢! ()" sin(p(t) = Ao(t - 7)./t )

X yatay degismesi yok edilerek ¢ ye bagl tek bir denkleme doniistiiriilebilir ve bu

denklem

(% ml® — % ml? cos? (go(t))] Q"+ % ml®(¢'(t))? sin(2e(t)) +

(—% mgl + % mlrQ? cos(Qt)jsin((p(t)) = —% 1Q(p(t —17)) cos(p(t))

tek sabit gecikmeli ikinci mertebeden lineer olmayan GDD dir.

7 | m, [

rcos(Li)

|T Q.

7z

Sekil 1.3 Parametrik zorlamayla birlikte ¢cubuk-denge
(Bozzo, Breda ve Vermiglio, 2015)

Simdi ¢ ve ¢’ hiziyla birlikte kuvvet (yerel) lineer oldugu varsayilarak lineerlestirme

@ =0dik pozisyonuna dogru

1 , 1 1 1 ,
Emlzgo (t)s+(—§mgl +§mIrQZ cos(Qt)jgo(t) =-§| (Koot-1)+K,@(t-1))

Parametrelerin yeniden diizenlenmesi gecikmeli Mathieu denklemi
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@"(t) + (0 +ecos(Qat))p(t) =bp(t—7) +b,@'(t —7) (1.14)

elde edilir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimdeki amag veriler lizerindeki siirekli bagimlilik isareti ve ADD ler igin
Cauchy problemleri i¢in ¢6ziilebilir teoremler ile birlikte basit notasyon ve tanimlari
sunmaktir. Son olarak verilen ¢oziimlerin sabitliginin tanimini ve sabit lineerlestirilmis

teoremlerin genellestirilmesini sunacagiz.

2.1. Notasyon Ve Temel ifadeler

Tamm 2.1 (Siireklilik)

A R nin bir altkiimesi, f : A— Rbir fonksiyon ve a e Aolsun. Eger her £ >0
i¢in, A nin [x—a| < & esitsizligini saglayan her X elemaninin | (X)— f (a)|< &
esitsizligini de saglamak zorunda oldugu bir & >0varsa, f fonksiyonuna a da
stireklidir denir. Yani, bir f : A— R fonksiyonu bir a € A noktasinda siirekli olmasi
icin, her £ >0 ve her xe A igin |X— a| <o=> | f(x)—f (a)| < ¢ olacak sekilde bir
6 >0 sayisi vardir.

Tamm 2.2 (Lipschitz siirekliligi)

R" uzayinin bos kiimeden farkli kompakt alt kiimeleri ailesini comp(RR") ile
gosterelim.

F(.):R" — comp(R™) kiime degerli doniisiim olsun. Eger keyfi x,, X, € R" i¢in
h(F(x,), F(X,)) < L|x —x,| olacak bigimde L >0 varsaF(.) kiime degerli
doniistimii L sabiti ile Lipschitz siireklidir denir. (Aubin ve Frankowska, 1990)
Tamm 2.3 (Normlu uzaylar ve banach uzayt)

X bir vektor uzayi, X,y € X keyfi vektorler ve o skaler olmak iizere

1. Ix[=0

5 [X|=0<x=0
14



3. lex|=lallx|

4. Ix+vl<ix+[yl
ozellikleri gergekleyen ||| fonksiyonuna X uzayi iizerinde bir norm ve (X, |.|)
ikilisine normlu uzay denir.

(X,|{) bir normlu uzay olmak iizere X x X iizerinde d(x,y)=|x—y]| ile iiretilen d

fonksiyonu X fizerinde bir metriktir ve bu metrige norm tarafindan iiretilen metrik

adi verilir. Bu metrik ile tam olan bir normlu uzaya Banach uzay1 denir.
Tamm 2.4 ([kili islem)
G kiimesi bostan farkli bir kiime olsun.

GxG—>G
(a,b)>a*b

taniml1 fonksiyona G iizerinde ikili islem denir.
Tamm 2.5 (Grup ve yari-grup)
(G,*) cebirsel yap1 olsun.
1. ab,ceG i¢in (a*b)*c=a*(b*c) ise * islemi birlesme 6zelligine sahiptir

denir.
2. aeG i¢in a*e=e*a olacak bigimde bir tek e e G varsa bu e elemanina

G kiimesinin * iglemine gore birim eleman1 denir.
3. aeG i¢in a*a'=a'*a=e olacak bicimde a*eG varsabu a™*

elemanina a nin * iglemine gore tersi denir.

Bir G kiimesi lizerinde taniml1 * iglemi (1) kosulunu saglarsa (G,*) cebirsel yapiya
yari-grup denir. Bir yari-grup (2) kosulunu saglarsa bu yari-gruba monoid denir. (3)

kosulunu saglayan monoide grup denir.

Tamm 2.6 (Gronwall Esitsizligi)
f(t) ve u(t), | =[a,) araliginda negatif olmayan fonksiyonlar olsun. ¢ negatif

olmayan sabit olmak iizere
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u® <o+ [ f(s)u(s)ds, tel
esitsizliginden
u(t) < ceLf(s)ds, tel

ifadesi elde edilir (Chandra ve Fleishman, 1970).

Tamm 2.7 (Yakinsaklik)

(X,) dizisi verilsin. Eger her & > 0i¢in dyle bir n, dogal sayis1 bulunabiliyor ve n
nin N, dan biiyiik tiim degerleri i¢in |Xn — a| < & esitsizligi saglaniyorsa, a sayisina
(x,) dizisinin limiti denir ve bu durumda (X,) dizisi a ya yakisiyor denir.
Tamm 2.8 (Diizgiin yakinsaklik)

vx e X ve keyfi bir &£ >0 sayisi i¢in, yalnizca ¢ a bagli bir ny(g) sayisi varsa ve
n>n,(&) kosulu saglandiginda |un(x) —u(x)| <& esitsizligi saglantyorsa, {u, (X)}

dizisine, X kiimesinde u(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsayan dizi denir.

te R bagimsiz zaman degiskeni, d >1olmak iizere d € N sistemin boyutu ve X

bagimli degisken olsun.

X:t—x(t) eR?, X =(X,...,X;)" olmak iizere z>0sistemin maksimum gecikmesi

olsun.

||, R de sonsuz norm

||gp||x =MaXyy_, o ||go((9)||w, @ € X maksimum norm ile donatilmig X Banach uzayi
C([-7,0], R") siirekli fonksiyonlar uzayi olarak gosterecegiz.
Farkli bir sekilde belirtilmedikge; operatdrler i¢in bagli normlarda oldugu gibi norma

dayal1 matris |||| seklinde basitce gosterilebilir.

| e R sagdan smursiz bir aralik, F:Ix X — Rsiirekli bir fonksiyon olmak iizere

otonom olmayan lineer gecikmeli diferensiyel denklemler (GDD) i¢in
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X'(t)=F(,x), tel (2.1)

formu ile gosterilir.

Standart Hale-Krasovsky notasyonuna (Krasovskii, 1963) e gore, tanimlanmis t

zamanda X, € X durum olmak iizere

X (@) =x({t+0), 8<[-7,0] (2.2)

GDD ler igin sag tiirev imgesi ' dir (Hale, 1977; Breda, lannelli, Maset ve Mermiglio,
2008).

F, agik¢a zamana bagli olmaksizin, | =R oldugundan

X'({t)=F(x), teR (2.3)

GDD sonucunu 6zerk (otonom) olarak isimlendiririz.

L(t): X =R, tel lineer ve simrlandiriimis fonksiyon oldugu yerde dzerk olmayan

lineer GDD

X't)=L({)x, tel (2.4)

seklinde tammlamir ve L)y :1— R,y € X grafigi siireklidir.

n(t,.),t €l oldugu yerde L Lebesgue-Stieltjes integralini temsil etmesiyle
0
Ly =] d[nt. 00 (), tel, y eX (25)

normallestirilmis sinirlt varyasyon (NSV) dir. Tiim varyasyon normlari ile donatilmis
NSV ([-7,0], R™®) oldugu zaman t—> 7(t,.)siirekliligi kabul edilerek (2.5) in sol
tarafi yani (t,i) — L(t)y fonksiyonu Ix X de siireklidir.

Tim t e R igin L(t+ )= L(t) olacak sekilde @ >0 oldugunda I=R ve

X () =L{t)x, teR (2.6)
17



periyodiktir denir.

(2.4) tin otonom oldugu zaman yani L = L(t) nin t den bagimsiz oldugu zaman | =R

dir ve

X'(t)=Lx,teR (2.7

kolayca yazilabilir.

O0<z <..<7,:==t p farkh gecikmeler olmak iizere (uygunluk igin 7, =0 alinz.),

Al 5>R™ | B :l 5>R™ve k=1,..,p igin C :1x[-7,-7,_,]>R*® oldugu

yerde ilgili uygulamalarda ortaya ¢ikan (2.4) lineer GDD leri
p P,
X'(t) = A(t)x(t) + > B (®)x(t—7,) +Zj C, (t,O)x(t+60)do, tel (2.8)
k=1 k=~

formuna sahiptir.

A ve B, fonksiyonlar siireklidir, tim 6 €[-7,,—7, ;] i¢in C, (.,0) siireklidir ve
herhangi bir 1 daki J kompakt araligi i¢in tim teJ ve 6€[-r,—7,,] i¢in
||Ck (t, 6’)” <7,(0) olacak sekilde 7, € C([-7,,—7, ,],R) oldugu zaman yukaridaki 7 e

bagli varsayimlar yerine getirilmis olur.

A(t)x(t) , giincel zaman terimi ve K =1,..., pigin; B, (t)X(t—7,), k ninc1 ayrik gecikme

terimi ve
| TUC L O)X(t+6)dO
0
k ninc1 dagitimli gecikmeli terimi olarak adlandirilir.

p =1 oldugu zaman basitge 7, =7 olur, B, =B ve C, =C yazabiliriz.

(2.8) otonom (6zerk) oldugu zaman A, B, ,C, nin zaman tizerindeki bagimlilig

bastirilmistir. Bundan sonra (2.8) i prototip GDD olarak isimlendiririz.
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2.2 Cauchy Problemi

Bu boliimde gecikmeli diferensiyel denklemler igin Cauchy problemini iyi tanimligi
ile iliskilendirilecektir.

Tanim 2.9

Verilen tyel i¢in [t,—7,t;)cI aralifi iizerinde (2.1) in bir ¢oziimii
x:[t, —7,t,) — Rsiirekli fonksiyonu [t,,t,) iizerinde (2.1) i saglar.

Bir ¢6ziim vermek i¢in belirli bir t; baslangic zamandaki ¢ < X fonksiyonu
baslangi¢ kosulu olacak sekilde tanimlayacagiz.

Verilen (t,, ) € Ix X da (2.1) i¢in Cauchy problemi

{x’(t) =F(t,x).t>t,, (2.9)

X(t, +0) = 9(0),0 €[-7,0]

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.10 (Cauchy probleminin ¢oziimii)

(t,, @) eIx X de verilen [t,—7,t,) < deki (2.9) un bir x ¢oziimii ¢ baslangic
fonksiyonu ile birlikte [t, —z,t,) de bir ¢dziimdiir. Yani X =¢ dir.

Eger x, [t,—7,+o0) araliginda tanimlanmis ise X e global denir.

t, ve ¢ baglihgi vurgulamak igin bazen (2.9) un t zamanindaki ¢6ziimii i¢in X(t;t,, @)
yazilabilir.

(2.9) un ¢6ziimii teklik ve varligindaki gesitli teoremler literatiirde vardir. Esas igerik

F in duruma gore Lipschitz siirekliligidir. Ornegin lokal olarak yani her (t,,) € Ix X

icin (t,, ) nmn bir 7 komsulugu ve tim (t,y,), (t,y,) € ¥ igin
[Ftv) - Fty)l, <Lip(F)y, -wl,

bir Lip(F) sabiti ya da global olarak yani tim (t,y), (t,w,) €Ix X igin
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[Ftv) - Fty)l, <Lip(F)y, - v,

olacak sekilde bir Lip(F) sabiti vardur.
Teorem 2.1 (Cauchy probleminin lokal ¢éziimii)
F lokal Lipschitz olsun. O zaman her (t,,) €Ix X igin [t,—7,t,) de (2.9) un bir x
tek ¢oziimii ve t, >t, vardir. Ustelik, X siirekli olarak F ,t, ve ¢ iizerinde baghdur.
Genel olarak, siirekli baglilik F ve ¢ de ayni1 anda ¢6ziim hatalariin etkisini ¢alisir.
F ve ¢, F ve @ ile yer degistirirse dyle ki;

e Her bir t e[t t;) ve >0 icin ||(ﬁ—(o||x <o ve

Hlf(t, w)—F(t, l//)Hw <4, tefty,t], [l —x], <& olacak sekilde 5> 0 vardir.

e F ve ¢ Teorem 2.1 in kosullarmi saglar. Bu yiizden degismis Cauchy

probleminin [t, —z,t,) de tek bir X ¢oziimii vardur.

SUPycqt, mingt, & 3) |X(t) = x(t)[|. <& oldugunu ifade eder. (2.1) teoremin kabuliiniin
altinda (2.9) un ¢oziimii C([t, —7,t,),R*) NC'([t,,t,),R?) kesisimine ait oldugunu
belirtir.

Teorem 2.2 (Cauchy probleminin globa/ ¢éziimii)

F global Lipschitz olsun. Her (t,,¢) €IxX igin [t,—7,+0) da (2.9) un tek bir
¢Ozimi vardir.

( X(t:t,, @) =X(t+1,,0,9) oldugu igin) (2.3) otonom GDD i¢in t, =0 kabul etmek
sinirlayici degildir ve X(.;0, @) notasyonu X(.;¢) seklinde rahatca yazilabilir. Boylece
pe X igin (2.9)

{x’(t) =F(x), t>0 (2.10)

X =@
seklinde olur.
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2.3 Coziimlerin Kararhhgi

Kararlilik, Teorem 2.2 nin hipotezi altinda [t, —7,+0) araliginda verilen X(;t,,¢)
¢Oziimiine bagl olarak ¢ nin kiigiik sapmalarmin etkisini ele alir.
y(t) = x(t;t,,w) —X(t;t,,¢) ve GDD Y'(t)=F(,y,+X)—F(t,X) dikkate alinarak

sifir baslangi¢ fonksiyonuna karsilik gelen kararliligin tanimi1 ve X 1n kararlilik analizi

sifir ¢oziimiin kararlili§ina indirgenir.
Tamm 2.11 (Karali/ kararsiz ¢éoziim)
Herhangi bir £>0 igin ”l//—(D”X <0 olacak sekilde herhangi y ve tim t>t;icin
[X(t;te, ) —X(t;ty, )| <& olacak sekilde &=35(t;,&)>0 meveutsa (2.9) un

X(.;ty, @) ¢ozimii kararhdir. &, t, dan bagimsiz oldugu zaman X e diizgiin kararh

denir. Kararli olmadigi zaman kararsiz denir.

Tanim 2.12 (Asimptotik kararli ¢éziim)

X kararli ve buna ek olarak ”l// —qo”x <0 olacak sekilde herhangi bir i igin t — o0
oldugunda ||X(t;t0, w)—X(t;t,, (o)”w — 0 olacak sekilde J=d(t,) >0mevcut ise (2.9)
un X(;t,,9) ¢oziimii asimptotik kararli olarak isimlendirilir. X diizgiin kararh ve
”l// —qo”x <r olacak sekilde  ve herhangi t,eR,t>t.(y) icin

||X(t;t0,t//) —K(t;to,(o)”w <y olacak sekilde t,(y)>t, oldugunda her y >0 i¢in
r >0 mevcutsa X e diizgiin asimptotik kararli denir.

lw =@, <t oldugu zaman v ye gore |X(t;t,, v)—X(t:t,, )|, =0 diizgiin olarak

yakinsar ve genel olarak kararliliktan daha gii¢liidiir. Baz1t GDD ler i¢in bu tanimlar

aynidir. Yani otonom ve periyodik olanlar i¢in Hale’ye (1977) bakilabilir.

Ayni sav ayrica asimptotik kararlilik i¢in gegerlidir.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1 Lineer Otonom Denklemlerin Kararhhg:

Dikkatimizi lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin ve sifir ¢6ziimiin otonom
kararliliginin analizine verelim. Amacimiz yari-grup yaklasimini ve ¢ozim
operatorlerinin ailesiyle iligkili sonsuz kii¢iik iirete¢ tanitimi diistinmektir. Sonsuz
boyutlu durum uzayinin dinamigin, benzer sekilde sinirli boyut durumlarinda sonsuz

kiiciik tireteg spektral 6zellikleri, sifir ¢éziimiin kararlilik kosullarini verir.

Kokleri sonsuz kiiciik iiretecin 6zdegerleri olan bir karakteristik denklem ayrica
tiirevlenir. Kararlilik, ¢6ziim operatdriiniin ayrica analiz spektrumu ile uygulanabilir.
Sonrasi genellikle agik¢a bilinmez. Dolayisiyla onun spektrumunu tahmin etmek i¢in
niimerik yaklagimina ihtiyag¢ duyulur. Bu nedenle teorik bakis noktasindan hareketle
sonsuz kiiciik tiretecin bilinen kararlilik analizi karakteristik denklemlerin varliginin
yani sira lineer otonom GDD de uygulanan yari-grup teorisinin temel avantajlarini
temsil etmektedir. Ayrica problemin karmasikligindan (6zellikle sonsuz boyut) dolay1
gecikmeli durum i¢indeki niimerik metotlar kararlilik analizi i¢in alternatif bir yol

gosterir.

Lineer 6zerk durumun anlagilmasi 6nemli oldugu i¢in lineer olmayan 6zerk GDD lerin
lokal kararlilik degerlerini lineerlestirilmis kararlilik ilkeleri yardimiyla ¢alisacagiz ve
uygun ¢oziim verecegiz. Bu boliim boyunca bazi temel ¢ozlimleri gosterecegiz ve

GDD i¢in baz1 6zel teoremleri ispatlayacagiz.

Boliim boyunca basit sonuglar sunacagiz ve GDD durumlari i¢in (Halei 1977; Hake
ve Lunel, 1993; Diekmann, 1995; Engel ve Nagel, 1999; Batkai ve Piazzera, 2005)
genel semigrup teoreminin detaylarina bakarak GDD lere 06zel bazi teoremler

ispatlayacagiz.
(2.7) deki lineer 6zerk GDD vi diisiiniirsek L: X — R? lineer ve sinirsiz fonksiyon

oldugunda
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X(t)=Lx,teR (3.1)

dir.
X'(t)=Lx, t>0
{ (t) = Lx, (32)
X =@
kabul eder.
Teorem 2.2 yukaridaki (3.2) nin tek global ¢6ziimiinii temin eder.
t
»(0)+ | Lx,ds, t>0
X(t¢) = J (33)

o), te[-7,0]

3.2 Yari-grup Operatér Coziimii Ve Sonsuz Kiiciik Urete¢

(3.2) nin iyi tanimliliginin yapilmasiyla ¢éziimiin nitel 6zelliklerinin ¢aligsmasina
bakabiliriz. Amacimiz, bir parametreli yari-grup teoreminin giiglii bir matematik
aracini temsil etmesidir. X sonsuz boyutlu durum uzayda durumun dinamikligini
aciklayan ADD nin bir 6zetini sunmak i¢in izin verilen sonsuz kiigiik iiretece

odaklanmaktir.

(Y oy ) Banach uzayinda lineer ve smirlandirilmis T(t):Y —Y operatorlerinin
{T (t)} o ailesi igin genel olarak basit ve smirli kavramlar tanimlayacagiz.

Tamm 3.1 (Gii¢lii stirekli yari-grup)

Y Banach uzayinda lineer ve sinirlandirilmis T(t) 1Y — Y operatoriin {T (t)} o ilesi

asagidaki oOzellikleri sagladigi zaman giiglii siirekli yari-grup (veya Co-yari-gurup)

olarak isimlendirilir.
e Yari-gurup 6zellikleri tiim t,5>0 i¢in T(0)=1, ve T(t+s)=T(t)T(s)

e Giiglii siireklilik 6zelligi herhangi@ €Y igin t 4 0 olarak [T (t)p—¢], —0
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Tanim 3.2 (Sonsuz kiiciik iireteg)

{T (t)} o Y de smurlandirtlmis ve lineer operatérde Co-yari-gurup olsun.

D(#) = {go ey: Ihlirg-r(h)% Y de mevcutsa}

s2p=lim L P=0
hl0 h

(3.4)

Seklinde tanimlanan & :D(7%) <Y —Y operatorii {T(t)}tZO nin sonsuz kii¢iik

tirete¢ olarak isimlendirilir.

Sonsuz kii¢iik tirete¢ t =0 da T (t) nin sag tirevini temsil eder. Co-yarigurup tanimiyla

sonsuz kiigiik iirete¢ lineer, kapali, yogun tanimli sinirsiz operatdr, benzersiz

tanimlanmustir.
Teorem 3.1
# sonsuz kiiglik tireteg ile birlikte Y de siirlandirilmis ve lineer operatdrlerin Co-

yarigurubu {T ()}, olsun. Herhangi @eD(5%) igin u:t—>u(t)=T(t)p, t=0

t>0

fonksiyonu Y deki Cauchy probleminin 6zetinin tek (klasik) ¢oziimiidir.

{u'(t) =sA(t), t=0 (3.5)

u@)=¢

Yani, u(t) siirekli diferensiyellenebilir ve tiim t > 0i¢in u(t) € D(5%) ve (3.5) saglanur.

(3.5) in klasik ¢6zimil ¢ € D(7%) y1 gerektirdigini sdyleyebiliriz.
Simdi GDD igin (3.2) gbz oOniine alalim. (X,||||X) Banach uzayina ait olan ¢ ve
baslangi¢c durumu (2.2) de t zaman belirten fonksiyon X, € X alacagiz.

Tanim 3.3 (Coziim operatorii)

(3.2) ile T(t): X — X operatorii t >0zamaninda durumu X, olarak ¢ € X baslangic

fonksiyonuyla iligkilendirilir. Yani

TMe=x(9) (3.6)

24



ve bu ¢0zlim operatorii olarak isimlendirilir.

Onerme 3.1

(3.6) ¢O6zlim operatdriiniin {T (t)} o ailesi X de lineer ve smirlandirilmis operatorlerin

bir Co-yarigrubu olarak isimlendirilir.

ispat:
(3.6) daki T (t) nin dogrusalligi kolaylikla (3.1) in dogrusalligi ile goriilebilir.

Sinirlih@n ispati igin (3.3) de tiim t >0 ve 0 €[—7,0] igin T(t)

p(O)+[ "LT(s)ds egert+6>0

(T)e)(©O) ={ 3.7

p(t+6) egert+0<0

seklinde ifade edelim.

L nin smirliligs ile kastedilen
t
[T ®el, <[l + [T ©el, ds, t>0

Gronwall esitsizligi ile

[T ®l, <lol, e, t=0 (3.8)

elde edilir.

Sonug olarak HT (t)HSeHLHt, t>0 smirt saglanir. 3.1 tanimindan da yar1 grup

ozellikleri (3.6) dan ve (3.2) ¢oziimiiniin tekliginden kolaylikla goriilebilir.

Gigli stireklilik igin (3.2) nin X(t; @) ¢oziimii t>—z igin siireklidir. Bu nedenle
herhangi t, > Oicin [—Z’ ,te] sinirlandirilmig aralikta diizgiin siireklidir. Bu nedenle
herhangi bir &>0igin [t —t,|<Jolacak gekilde t,t, €[-7,t] varsa

||X(t1; @) —X(t,; ¢)”w < ¢ olacak sekilde & > 0 vardir.
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Sonug olarak 0<t < ¢ i¢in tim 6 €[-7,0] i¢in
[X(t+6;0) +x(8;0)|_ =|X(t+6;0)+p(0)|, <& elde ederiz ve bu giiclii siirekliligi
gosterir ve ispat tamamlanir.

Herhangi ¢ € X igin t — X(t) eslemesinin siirekliligi giiglii stireklilik anlamina gelir.

Bundan sonra biz (3.6) ¢6ziim operatoriiniin Co-yarigrubuna SO-yarigrubu gibi basitge
bakariz. Sonrasi ile iliskili sonsuz kii¢iik tlirete¢ nitelendirelim. Bu (3.1) e dayatilan

siirlamada tiirev operatorii konusudur.

Onerme 3.2

{;5(5%’) ={peX 9 eX, ¢(0)=Lgp} (3.9)

Ap=¢'

ile tanimlanan lineer smirsiz &% :D(5#) < X — X operatérii SO-yarigrubunun

sonsuz kiiciik iiretecidir.
Ispat

@ € D(7) olsun ve v = Ape X belirtsin. (3.4) e gore

T(e-9
h

lim
hdo

w(6)| =0 yazabiliriz.

hl0 6e[-7,0]

WH =lim max

%(T (h)e)-9(0)
h

o0

0 e[-r,0) alalim. h{ 0 i¢in @+h <0oldugunda

Te0) =¢0) _ i @@+ =00
h h '

hi0

y(0)=lim
6 =0 i¢in (3.7) den

_h[ LT (s)pds

h

= Lo elde ederiz.

Bu nedenle [-7,0) da y sagtiirevle ve y/(0) = Lo ile birlikte ¢ sagdan tiirevlenebilir.

Bundan dolay1
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+w(s) -y (s+h),

o0

v (0) —y(s)

Hco(e— h)-e@) p(s—h)—g(s)
—h h

<

s=0-h ve y n siirekliliginden dolay1 sag taraftaki toplamlarin her biri diizgiin
yakinsak oldugu yerde ¢ nin diferensiyellenebilir ve ¢'(0)=L¢ oldugu sonucuna

ulagiriz. Tersine ¢ € Xve ¢ =L oldugunu farz edelim. y'=¢" oldugunu

© ‘

h{ 0 iken 0a diizgiin yakinsadigim biliyoruz. Béylece ispat tamamlanr.

tanimlayarak

v (6) nin 6 €[-7,0] i¢in

le(@—h)—p(8)
I -h

= [ w09 -v@)s

00

(3.1) teoremi ile nitel ve (3.1) in ¢6ziimlerinin 6zellikle asimptotik davraniglar1 X

tizerinde lineer soyut ADD olarak, &£ (3.9) un sonsuz kiigiik iireteci olmak tizere

u'(t) = Au(t), t>0 (3.10)

(3.1) in kritik tekrar formiillestirilmesi ile SO-yari-grubunun dinamikleri tanimlanur.

3.3 Spektral Ozellikler Ve Karakteristik Denklem

(3.10) soyut ADD sonsuz boyutludur fakat benzer sekilde sonlu boyutlu haline benzer
olarak (3.1) lineer otonom GDD nin ¢6ziimlerinin asimptotik &zelliklerini ve -Z nin

spektrumlarma dayali sifir ¢6ziimlerinin kararliligini gosterir.

Genel olarak, bir sonsuz boyutlu operatoriin spektrumu matristen daha zengin bir
yaptya sahip oldugunu gosterir. Buradaki amacimiz sirasiyla (3.6) ve (3.9) da
tanimlanan T (t) ve #Z nn her ikisinin spektrumlarini ve birbiri arasindaki iligkilerini
tanimlamaktir. Onceki boliimde oldugu gibi dnce temel tanimlar, lineer operatdrler
icin sonuglar ve genel bir Y Banach uzayi iizerinde Co-yari-gruplarinin tanimlarini

verecegiz.

27



Tanim 3.4 (Cozen ve spektrum)

7 D(Z)Y =Y (kapali veya sinirl) lineer operator olsun. ~Z nin ¢oziici

kiimesi

p(#Z)={AeC: A, — 7 brten}

A nm spektrumu o(s7) = C\ p(##) nin tamamlayici kiimesidir.
p(s7) ¢oziicii kiimesi C de agiktir, bu nedenle o(2Z) spektrumu C de kapalidar.
Tamm 3.5 (Nokta spektrumu)

#Z nm op(+#) nokta spektrumu AeC nin kiimesidir oyle ki Al, —2Z igine
degildir 6yle ki @ #0 i¢in sZ@p= A7 . Burada A Ozdeger ve ¢ Kkarsilik gelen 6z
fonksiyon olarak isimlendirecegiz.

A, 5% mn dzdegeri olsun. ¥ (A1, —sZ) bos uzay1 1 nimn dzuzay1 ve g(A) boyutu

geometrik ¢arpan olarak isimlendirilir.

k>1 i¢in biitin & (Al, —#%)" leri kapsayan en kiigiik kapali altuzay Z(1) nim
genellestirilmis 6z uzayi olarak tanimlanir ve V(A)boyutu cebirsel garpan olarak
adlandirilir. 4, op(#7Z) aynstirilmis noktasi V(A) <+wise A sonlu tip 6zdeger ve
A =1ise basit 6zdeger olarak adlandirilir.

Aynistinlmis bir Aigin E(A) = (A, —7)'? olacak sekilde en kiigiik 1(A)
sayisina yiikselisi (artig1) denir.

Sonlu boyutlu durumda spektrum sadece oOzdegerleri igerirken sonsuz boyutlu
operatorler i¢in bu genelde dogru degildir. Fakat sinirli kiimeleri kapsayan kompakt
kiimeler igine gotliren bir kompakt operatdriin spektrumu basit bir yapiya sahiptir.

Asagidaki tanim bu esas 6zelligi vurgular.
Tamim 3.6 (Sonunda kompakt yari-grup)

T(t) kompakt olacak sekilde T >0 mevcut ise; Y de smirlandirilmis ve lineer

operatorlerin {T (t)},., Co-yarigrubu sonunda kompakt olarak isimlendirilir.
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Sonlu boyutlu durumun tersine olarak (3.5) deki sonsuz boyutlu durumda biitiin
cozlimlerin iistel olarak azaldig1 ve sadece klasik olanlarin yaptig1 durumlar arasindaki

farki ayirmalidir.

Tamim 3.7 (Biiyiime sinirt)

{T(t)}., , Y de lineer ve sinirlandirilmis operatorlerin bir Co-yarigrubu olsun.
W, =inf{w: tim t>Oicin |T(t)|<M,e" olacak sekilde M,, >0 vardir.} gercek
sayisina {T (t)}tZO n bliylime sinir1 olarak isimlendirilir.

Teorem 3.2 (Spektral doniisiim teoremi)

{T(t)}..,, # sonsuz kiigiik tretegli Y de smirli ve lineer Co-yari-grup olsun. Eger

{T (t)}., tamamen kompakt ise
o(T (1) \{0}=e"" >0 (3.11)

dir.
Tanmim 3.8 (Spektral apsis)

. D(F)cY =Y  lineer (smirlh  olamayan) kapali  operatér  olsun.

S(#£) =sup{Re(1) : 1 € o(#)} sabiti % nin spektral apsisi olarak isimlendirilir.
Teorem 3.3

{T(t)}.,, 5% sonsuz kiigiik iirete¢ ile birlikte Y de lineer ve simrlandirilms
operatorlerinin hemen hemen kompakt Co-yarigrubu olsun. Boylece W, = S(+#) dir.
Beklendigi gibi lineer otonom GDD ler i¢in SO-yari-gruplarina dikkatimizi verelim.
[lk olarak kompaktlik dzelliklerini gdsterelim.

Onerme 3.3

SO-yari-grubu hemen hemen kompakt ve ozellikle tim t>zi¢in (3.6) daki T(t)

kompaktir. ilaveten

o(T(t) =7, (T(®) {0}, t=0 (3.12)
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Ispat (Bozzo, Breda ve Vermiglio, 2015)
Teorem 3.4
{T ()}, (3.9) da verildigi gibi & sonsuz kiigiik iireteg ile birlikte SO-yari-grup
olsun.
Asagidaki durumlar denktir.
e (3.1) in sifir ¢oziimii asimptotik artan kararlidir.
. o(Tt) cfueCilu/<
o s(#%)<0

W, biiylime sinir1 ile ifade edilen SO-yari-grubun asimptotik davranis1 S(A) spektral

apsisi tarafindan ifade edilen iireteglerinin spektral 6zelliklerinden sonuglandirilabilir.
Onerme 3.4

S , (3.9) da verilen SO-yari-grubunun sonsuz kiigiik tireteci olsun. Boylece o (%)

sadece Ozdegerleri igerir ve A € o p(+) dir ancak ve ancak

A(A) = Al, —L(e") (3.13)

ve L(e*)u=L(e*u), ueC®
oldugunda

det(A(L)) =0 (3.14)
A karakteristik denklemi saglar.

Ozdegerler reel kismu iisten sinirli olan sonlu tiptedir ve C nin herhangi dikey seridi

onlarin sadece sonlu tanesini igerir.

Ispat (Bozzo, Breda ve Vermiglio, 2015).

Onerme 3.5

(3.9) da verilen 5 min  V(4) carpanli bir dzdegeri olsun ve @=(@,,....,0,;)

genellestirilmis Z(A) ozuzay: ic¢in bir temel olustursun. b ,v(A) boyutlu vektor

olmak {iizere baslangig fonksiyonu @ =¢@b € Z(A) ile birlikte (3.2) nin ¢dziimleri A
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sadece Ozdeger olacak sekildle C nimn bir V(A) boyutlu matris oldugu yerde
X (0;0) =g b, t >0, 6 [-r,0] formundadur.
Ispat (Bozzo, Breda ve Vermiglio, 2015).

Son olarak ilgili uygulamalari ilgilendiren karakteristik denklemi

_ j C.(0)e’d6) =0 (3.19)

-7

det(41, — A—Zp: Be " — p

k=1 k=1

Lineer otonom GDD (2.8) prototip modelini diisiinelim. Koklerin yeri ve kararlilik
grafiklerinin olusturulmasi zor bir gérevdir. Genellikle niimerik sonuglar gerektirir.
Sadece lineer otomon GDD lerin bazi basit siniflart i¢in ¢alisma analitik metodlar
tarafindan gelistirilmistir. (1.4) Hayes denklemi (Breda, 2012) denklemi buna bir

ornekti
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4. BULGULAR VE IRDELEME

Simdi bir gecikmeli lineer otonom denklemler, ¢oklu gecikmeli lineer otonom
denklemler, bir dagitimli gecikmeyle birlikte lineer otonom denklemler ve lineer
otonom sistemler ile ilgili niimerik sonug¢lari MATLAB kodu kullanarak
inceleyecegiz. Bolim sonunda verilen MATLAB kodlar1 gecikmeli diferensiyel

denklemlerin niimerik sonuglarini almak i¢in kullanilacaktir.

4.1. Test 1: Bir Gecikmeli Lineer Otonom Denklemler

X'(t) = ax(t) +bx(t—7) (1.4) Hayes denklemini diisiinelim. 7 =1 gecikmesiyle ve

b= —% ile birlikte denklem
, r T
X'(t) = ax(t) —gx(t 1) (4.1)
seklini alir.
A) a=-1 oldugunda

Boliim sonunda GDD _testl.m MATLAB kodunun ¢alistirilmasiyla elde edilen

lambda degerleri;

-0.5714 + 1.8041i -2.9702 -20.3237i -14.8412 +42.3115i
-0.5714 - 1.8041i -3.2461 +26.6368i -14.8412 -42.3115i
-2.0067 + 7.7244i -3.2461 -26.6368i -17.2074 +70.7015i
-2.0067 - 7.7244i -3.5721 +32.5278i -17.2074 -70.7015i
-2.6011 +14.0235i -3.5721 -32.5278i -47.7771 +40.7019i
-2.6011 -14.0235i -3.7154 +38.8569i -47.7771 -40.7019i
-2.9702 +20.3237i -3.7154 -38.85609i -70.9827 + 0.0000i
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20

Im()\)

-20

-30

20

-3.5

B) & =0 oldugunda

-2.5 -2
Re(\)

-1.5

-0.5

Sekil 4.1.1. & = —1 ahndiinda elde edilen lambda degerleri

GDD_testl.m kodunun c¢aligtirilmasiyla elde edilen lambda degerleri;

-0.2859 + 1.3642i
-0.2859 - 1.3642i
-2.0153 + 7.5946i
-2.0153 - 7.5946i
-2.6067 +13.9525i
-2.6067 -13.9525i
-2.9737 +20.2747i
M=

20

-2.9737 -20.2747i
-3.2489 +26.59809i
-3.2489 -26.59809i
-3.5667 +32.4992i
-3.5667 -32.4992i
-3.7106 +38.8452i

-3.7106 -38.8452i
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-14.7831 +42.2598i

-14.7831 -42.2598i

-17.2049 +70.6990i

-17.2049 -70.6990i

-47.6714 +40.6643i

-47.6714 -40.6643i

-70.8653 + 0.0000i
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20

Im()\)

-20

-30

Sekil 4.1.2. 8 =0 oldugunda elde edilen lambda degerleri

C) a=1 oldugunda

Boliim sonunda GDD _test]l.m kodunun ¢alistirilmasiyla elde edilen lambda degerlert;

0.0308 + 0.3029i

0.0308 - 0.3029i

-2.0411 + 7.4672i

-2.0411 - 7.4672i

-2.6173 +13.8823i

-2.6173 -13.8823i

-2.9797 +20.2260i

M=

20

-2.9797 -20.2260i
-3.2531 +26.5611i
-3.2531 -26.5611i
-3.5623 +32.4707i
-3.5623 -32.4707i
-3.7062 +38.8333i

-3.7062 -38.8333i
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-14.7265 +42.2073i

-14.7265 -42.2073i

-17.2026 +70.6964i

-17.2026 -70.6964i

-47.5672 +40.6260i

-47.5672 -40.6260i

-70.7495 + 0.0000i



D) d=1+ Iog(%) oldugunda

Im(\)

30

20

-20

-30

-2.5 -2 -1.5

Re())

Sekil 4.1.3. @ =1 icin elde edilen lambda degerleri

GDD_testl.m kodunun c¢alistirilmasiyla elde edilen lambda degerleri;

0.0461 + 0.0000i
0.0461 - 0.0000i
-2.0427 + 7.4615i
-2.0427 - 7.4615i
-2.6180 +13.8791i
-2.6180 -13.8791i
-2.9800 +20.2238i
M =

20

-2.9800 -20.2238i
-3.2533 +26.5594i
-3.2533 -26.5594i
-3.5621 +32.4693i
-3.5621 -32.4693i
-3.7060 +38.8328i

-3.7060 -38.8328i
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-14.7239 +42.2049i

-14.7239 -42.2049i

-17.2025 +70.6963i

-17.2025 -70.6963i

-47.5625 +40.6243i

-47.5625 -40.6243i

-70.7442 + 0.0000i



Im(\)

30

20

-20

-30

~ V4
Sekil4.1.4. a=1+ |Og(§) oldugunda elde edilen lambda degerleri

E)a=15 oldugunda

Boliim sonunda GDD _testl.m kodunun ¢alistirilmasiyla elde edilen lambda degerleri;

1.1774 + 0.0000i

-0.7765 + 0.0000i

-2.0601 + 7.4059i

-2.0601 - 7.4059i

-2.6245 +13.8477i

-2.6245 -13.8477i

-2.9836 +20.2019i

M=

20

-2.9836 -20.2019i
-3.2557 +26.5424i
-3.2557 -26.5424i
-3.5604 +32.4564i
-3.5604 -32.4564i
-3.7042 +38.8273i

-3.7042 -38.8273i
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-14.6988 +42.1808i

-14.6988 -42.1808i

-17.2014 +70.6951i

-17.2014 -70.6951i

-47.5157 +40.6067i

-47.5157 -40.6067i

-70.6921 + 0.0000i



Im())

-20 -

-30

30

20 -

Sekil 4.1.5. 8 =1,5 icin elde edilen lambda degerleri

F) a =% oldugunda

GDD_testl.m kodu ile elde edilen lambda degerleri;

0.0930 + 0.0000i

-0.0000 + 0.0000i

-2.0428 + 7.4614i

-2.0428 - 7.4614i

-2.6180 +13.8790i

-2.6180 -13.8790i

-2.9800 +20.2238i

-2.9800 -20.2238i
-3.2533 +26.5594i
-3.2533 -26.5594i
-3.5621 +32.4693i
-3.5621 -32.4693i
-3.7060 +38.8328i

-3.7060 -38.8328i
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-14.7239 +42.2048i

-14.7239 -42.2048i

-17.2025 +70.6963i

-17.2025 -70.6963i

-47.5623 +40.6242i

-47.5623 -40.6242i

-70.7440 + 0.0000i



Im()\)

-10

-30

30

20

*%

-3.5

Re()\)

. T
Sekil 4.1.6. a = 5 alindiginda elde edilen lambda degerleri

G) a=2 oldugunda

GDD testl.m kodunun ¢alistirilmasiyla elde edilen lambda degerleri;

1.8324 + 0.0000i

-1.0782 + 0.0000i

-2.0827 + 7.3468i

-2.0827 - 7.3468i

-2.6328 +13.8136i

-2.6328 -13.8136i

-2.9880 +20.1780i

M=

20

-2.9880 -20.1780i
-3.2586 +26.5237i
-3.2586 -26.5237i
-3.5588 +32.4421i
-3.5588 -32.4421i
-3.7023 +38.8214i

-3.7023 -38.8214i
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-14.6714 +42.1542i

-14.6714 -42.1542i

-17.2003 +70.6938i

-17.2003 -70.6938i

-47.4646 +40.5872i

-47.4646 -40.5872i

-70.6352 + 0.0000i



30

Im())

-20 - *

30 | I

Sekil 4.1.7. & = 2 oldugunda elde edilen lambda degerleri

Cizelge 4.1. M=20 veb = — /3 ile degisen & degerleriicin A, ve A, degerleri

Durum a /11 /12
A -1 -0.5714 + 1.8041i -0.5714 - 1.8041i
B 0 -0.2859 + 1.3642i -0.2859 - 1.3642i
C 1 0.0308 + 0.3029i 0.0308 - 0.3029i
D 1+log(/3) 0.0461 0.0461
E 1,5 1.1774 -0.7765
F 72-/3 0.0930 -0.0000
G 2 1.8324 -1.0782

4.2. Test 2: Coklu Gecikmeli Lineer Otonom Denklemler

Ikinci test denklemi d, ve d, gecikmeler olmak iizere iki ayr1 gecikme terimleri

igeren bir GDD

X'(t) = (1-%) X(t) +%x(t —d,) +%ex(t ~d,)
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(4.2)




A) d, =1,d, =3 igin;

Boliim sonunda verilen GDD _test2.m kodunun galistirilmasiyla elde edilen lambda

degerleri;
0.9182 + 0.0000i
-0.1600 + 1.4348i
-0.1600 - 1.4348i
-0.2988 + 3.6315i
-0.2988 - 3.6315i
-0.4641 + 5.6519i
-0.4641 - 5.6519i
-0.6119 + 7.8035i

M =

20

Im(\)

-0.6119 - 7.8035i

-0.7756 + 9.8538i

-0.7756 - 9.8538i

-1.3145 +12.2807i

-1.3145 -12.2807i

-2.2365 +15.1451i

-2.2365 -15.1451i

-3.3622 +17.0335i

-3.3622 -17.0335i

-10.3621 +16.9919i

-10.3621 -16.9919i

-19.3337 +11.9486i

-19.3337 -11.9486i

-24.9470 + 0.0000i

04 0.6 0.8 1

Sekil 4.2.1. d, =1,d, = 3 oldugunda elde edilen lambda degerleri
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B) d, =1.5,d, =2 icin;

Boliim sonunda GDD _testl.m kodunun galistirilmasiyla elde edilen lambda

degerleri;

0.9536 + 0.0000i
-0.2172 + 2.3102i
-0.2172 - 2.3102i
-0.8309 + 5.4303i
-0.8309 - 5.4303i
-0.9641 +11.6058i

-0.9641 -11.6058i

20

-20

-0.9675 + 8.4374i

-0.9675 - 8.4374i

-1.9012 +15.0026i

-1.9012 -15.0026i

-2.8056 +18.8623i

-2.8056 -18.8623i

-5.4937 +27.1070i

-5.4937 -27.1070i

-7.8947 +23.8615i

-7.8947 -23.8615i

-21.1060 +22.1742i

-21.1060 -22.1742i

-33.0909 + 9.7706i

-33.0909 - 9.7706i

Sekil 4.2.2. d, =1.5,d, =2 alindiginda elde edilen lambda degerleri
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©) d, =v2,d, =+/3 igin;

Elde edilen lambda degerleri;

0.9963 + 0.0000i

-0.2887 + 2.6435i

-0.2887 - 2.6435i

-0.9601 + 6.3626i

-0.9601 - 6.3626i

-1.3049 +13.3643i

-1.3049 -13.3643i

-1.3178 + 9.8638i

M=

20

-1.3178 - 9.8638i

-2.2816 +16.8544i

-2.2816 -16.8544i

-3.5268 +22.4358i

-3.5268 -22.4358i

-8.2689 +43.0521i

-8.2689 -43.0521i

-8.8425 +27.8654i

-8.8425 -27.8654i

-19.4840 +33.0076i

-19.4840 -33.0076i

-37.8176 +23.3228i

-37.8176 -23.3228i

-47.3710 + 0.0000i

Sekil 4.2.3. d, = x/E ,d, = \/§ oldugunda elde edilen lambda degerleri
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D) d, =\/§,d2 =4 icin;

GDD_test2.m ile elde edilen lambda degerleri;

0.8088 + 0.0000i
-0.0558 + 1.1027i
-0.0558 - 1.1027i
-0.1171 + 2.6677i
-0.1171 - 2.6677i
-0.3368 + 4.2526i

-0.3368 - 4.2526i
M=

20

Im(\)

-0.3379 + 5.8685i

-0.3379 - 5.8685i

-0.5154 + 7.3625i

-0.5154 - 7.3625i

-0.7661 + 9.2228i

-0.7661 - 9.2228i

-1.4058 -10.7396i

-4.1809 +11.5992i

-4.1809 -11.5992i

-9.8895 +10.7611i

-9.8895 -10.7611i

-16.0254 + 4.6383i

-16.0254 - 4.6383i

-0.4

-1.4058 +10.7396i
*
*
*
*
-0.2 0 0.2
Re(\)

0.4

0.6

0.8

Sekil 4.2.4. d, = \jg ,d, =4 oldugunda elde edilen lambda degerleri
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Cizelge 4.2. M=20 ve degisen d1 ve dzdegerleri icin hesaplanan /’Ll

, A, ve A, degerleri

Durum d d, A A, A,
A 3
0.9182 -0.1600 + -0.1600 - 1.4348i
1.4348i
B 1.5 2
0.9536 -0.2172 + -0.2172 - 2.3102i
2.3102i
C 2 3 -0.2887 +
J_ f 0.9963 2.6435i -0.2887 - 2.6435i
D \/5 4
0.8088 -0.0558 + -0.0558 - 1.1027i
1.1027i

4.3. Test 3: Bir Dagitimh Gecikmeyle Birlikte Lineer Otonom Denklemler

Bu béliimde bir tek dagitimli gecikmeyle birlikte spektral yakinsamali GDD olsun.

A) X(t)= %(1+eizj x(t) + }egx(t +6)do

(4.3)

GDD _test3a.m kodunun c¢alistirilmasiyla elde edilen lambda degerleri;

1.0000 + 0.0000i
-4.3160 +38.5195i
-4.3160 -38.5195i
-4.7841 + 4.7982i
-4.7841 - 4.7982i
-5.5766 +31.1177i
-5.5766 -31.1177i

M=

-6.1439 +11.6313i
-6.1439 -11.6313i
-6.9279 +18.1431i
-6.9279 -18.1431i
-7.3670 +24.5307i
-7.3670 -24.5307i

-12.6012 +28.8501i
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-12.6012 -28.8501i
-17.3465 +70.4764i
-17.3465 -70.4764i
-27.5883 +26.0480i
-27.5883 -26.0480i
-41.0640 +11.0546i

-41.0640 -11.0546i



20

30

20 -

-20 -

-30

-20 -15 -10 -5 0 5
Sekil 4.3.1. (4.3) icin elde edilen lambda degerleri

B) x’(t):l(l—ljx(th j)‘ e’x(t+6)do (4.4)
2 e e

Bolim sonunda GDD test3b.m kodunun calistirilmasiyla elde edilen lambda

degerleri;
0.65608 + O0i -14.156 + 22.971i -25.405 - 54.303i
-8.6343 + 77.049i -14.156 - 22.971i -34.691 +140.95i

-8.6343 - 77.049i
-11.275 + 62.3009i
-11.275 - 62.309i

-11.683 + 8.9742i

-11.683 - 8.9742i

-15.675 + 36.093i
-15.675 - 36.093i
-16.278 + 49.109i
-16.278 - 49.109i

-25.405 + 54.303i
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-34.691 - 140.95i
-52.827 + 47.738i
-52.827 - 47.738i
-76.546 + 19.947i

-76.546 - 19.947i



20

50 *
40 [
*
30 [
*
20
10 *
= x
g 0
10 F *
-20 [
*
-30 [
*
-40 [
.50 I I * 1 ! L I I
-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5
Re())

Sekil 4.3.2. (4.4) icin elde edilen lambda degerleri

4.4, Test 4: Lineer Otonom Sistemler
Hem ayrik hem dagitimli gecikme sartlariyla birlikte iki GDD sistemi diisiinelim.

X (t) =ex, (t) + X, (t) + x,(t-1) + jl ox, (t+6)do

A) (4.5)

X, (1) = % (t) —ex, (t) + x, (t 1) + .(f ox,(t+0)do

Bolim sonunda GDD _test4a.m kodunun ¢alistirilmasiyla elde edilen lambda

degerleri;
2.8204 + 0.0000i -2.0758 - 7.8385i -2.8811 -17.0026i
-1.0484 + 1.8304i -2.4613 +10.6086i -3.0170 +20.3701i
-1.0484 - 1.8304i -2.4613 -10.6086i -3.0170 -20.3701i
-1.7767 + 4.0431i -2.6508 +14.0900i -3.1801 +23.3433i
-1.7767 - 4.0431i -2.6508 -14.0900i -3.1801 -23.3433i
-2.0758 + 7.8385i -2.8811 +17.0026i -3.2927 +26.6733i
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B)

-3.2927 -26.6733i

-4.5858 -36.4749i

-17.4898 -70.2540i

-3.3030 +29.6620i -6.0991 +39.0963i -28.2692 +45.3443i
-3.3030 -29.6620i -6.0991 -39.0963i -28.2692 -45.3443i
-3.6212 +32.5436i -14.9642 +42.2140i -47.7259 +40.4589i
-3.6212 -32.5436i -14.9642 -42.2140i -47.7259 -40.45809i
-3.7408 +38.8576i -17.2159 +70.6940i -63.6501 +24.1294i
-3.7408 -38.8576i -17.2159 -70.6940i -63.6501 -24.1294i
-4.5858 +36.4749i -17.4898 +70.2540i -70.7228 + 0.0000i
20
0 %
*
*
20 - *
*
*
10 *
*
= *
< *
E X
*
*
-10 *
*
*
20 F *
*
*
.30 I |
-4 3 2 1 0 1 3
Re()\)
Sekil 4.4.1. (4.4) icin elde edilen lambda degerleri
0
X/ (t) = 2%, (t) — X, (t) + 2, (t —1) + j X (t+6)do
v (4.5)

X, (t) =—x (t) +ex, (t)+x (t-1)+ T ox,(t+6)do

-1)2

Bolim sonunda GDD testdb.m kodunun c¢alistirilmasiyla elde edilen lambda

de

gerleri;
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3.4330 + 0.0000i
1.7418 + 0.0000i
-1.2501 + 0.0000i
-1.2847 + 4.1526i
-1.2847 - 4.1526i

-1.8582 + 7.2386i
-1.8582 - 7.2386i

-2.0696 +10.6962i
-2.0696 -10.6962i
-2.3550 +13.7370i
-2.3550 -13.7370i
-2.5181 +17.0597i
-2.5181 -17.0597i

-2.6896 +20.1324i

M=

20

-2.6896 -20.1324i
-2.7781 +23.3496i
-2.7781 -23.3496i
-2.9774 +26.2842i
-2.9774 -26.2842i
-3.4481 +29.3980i
-3.4481 -29.3980i
-4.2109 +32.7783i
-4.2109 -32.7783i
-4.5364 +36.7022i
-4.5364 -36.7022i
-4.9077 +39.6125i
-4.9077 -39.6125i

-6.5130 +41.8106i
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-6.5130 -41.8106i

-9.9016 +42.8900i
-9.9016 -42.8900i

-16.5967 +42.6325i
-16.5967 -42.6325i
-26.1119 +41.2746i
-26.1119 -41.2746i
-37.4658 +37.3398i
-37.4658 -37.3398i
-48.4059 +28.9855i
-48.4059 -28.9855i
-56.9866 +16.0566i
-56.9866 -16.0566i

-59.9736 + 0.0000i



301 %
*
*
20 *
*
*
10 - *
*
0 * *
*
-10 [ %
*
*
-20 [ *
*
*
-30 : . ‘ : . . : )
-4 -3 -2 1 0 1 2 3 4

Sekil 4.4.2. (4.5) icin elde edilen lambda degerleri
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4.5. Matlab Kodlar

e GDD_testl.m

%% NUMERIK PARAMETRELERIN LISTESI
%par(1)=atilde;
%par(2)=Dbtilde;

%% GDD BOYUTU
d=1;

%% SIMDIKI ZAMAN TERIMI
Atilde=@(t,d,par) par(1);

%% AYRIK GECIKME TERIMLERI
dd=1;
Btilde{1}=@(t,d,par) par(2);

%% DAGITILMIS GECIKME TERIMLERI
I=[I;

r=1;

Ctilde{1}=@(t,theta,d,par) [];
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e GDD test2.m

%% MUMKUN PARAMETRELERIN LISTESI
%par(1)=d1;
%par(2)=d2;

%% GDD BOYUTU
d=1;

%% SIMDIKI ZAMAN TERIMI
Atilde=@(t,d,par) 1-exp(-1);

%% AYTIK GECIKME TERIMLERI
dd=[par(1),par(2)];
Btilde{1}=@(t,d,par) .5;
Btilde{2}=@(t,d,par) .5*exp(1);

%% DAGITILMIS GECIKME TERIMLERI
I=[l;

r=I;

Ctilde{1}=@(t,theta,d,par) [];
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e GDD test3a.m

%% MUMKUN PARAMETRELERIN LISTESI

Y%parametre yok

%% GDD BOYUTU
d=1;

%% SIMDIKI ZAMAN TERIMI
Atilde=@(t,d,par) .5*(1+exp(-2));

%% AYRIK GECIKME TERIMLERI
dd=[I;
Btilde{1}=@(t,d,par) [I;

%% DAGITILMIS GECIKME TERIMLERI
1=1;

r=0;

Ctilde{1}=@(t,theta,d,par) exp(theta);
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e GDD_test3b.m

%% MUMKUN PARAMETRELERIN LISTESI

Y%parametre yok

%% GDD BOYUTU
d=1;

%% SIMDIKI ZAMAN TERIMI
Atilde=@(t,d,par) .5*(1-exp(-1));

%% AYRIK GECIKME TERIMLERI
dd=[I;
Btilde{1}=@(t,d,par) [I;

%% DAGITILMIS GECIKME TERIMLERI
1=.5;

r=0;

Ctilde{1}=@(t,theta,d,par) exp(theta);
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e GDD test4a.m

%% MUMKUN PARAMETRELERIN LISTESI

Y%parametre yok

%% GDD BOYUTU
d=2;

%% SIMDIKI ZAMAN TERIMI
Atilde=@(t,d,par) [exp(1),1;1,-exp(1)];

%% AYRIK GECIKME TERIMLERI
dd=1;
Btilde{1}=@(t,d,par) [0,1;1,0];

%% DAGITILMIS GECIKME TERIMLERI
1=1;

r=0;

Ctilde{1}=@(t,theta,d,par) [theta,0;0,theta];
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e GDD_testdb.m

%% MUMKUN PARAMETRELERIN LISTESI

Y%parametre yok

%% GDD BOYUTU
d=2;

%% SIMDIKI GECIKME TERIMI
Atilde=@(t,d,par) [2,-1;-1,exp(1)];

%% AYRIK GECIKME TERIMLERI
dd=1;
Btilde{1}=@(t,d,par) [0,2;1,0];

%% DAGITILMIS GECIKME TERIMLERI
[=.5;

r=0;

Ctilde{1}=@(t,theta,d,par) [1,0;0,theta];
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde bir gecikmeli lineer otonom denklemler, ¢oklu gecikmeli lineer otonom
denklemler, bir dagitimli gecikmeyle birlikte lineer otonom denklemler ve lineer
otonom sistemlerin kararliligi teoride verildigi gibi niimerik sonug¢larda dogrulugu
goriilmistiir. Niimerik sonuglarda goriildiigii gibi elde edilen lambda degerlerinden
bazilar reel kok, bazilart kompleks koktiir. Kompleks koklerin hepsinin reel kismi

negatif oldugu i¢in yakinsama gergeklesir. Bu durumda kararlilik gergeklesmis olur.
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