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Bu cahgmada degisken kahnhkh izotropik elastik dikdortgen plaklann, donme
ataleti ve kesme deformasyonunun etkileri de dikkate almarak serbest titregim
karakteristikleri incelenmistir. Bu amacla sonlu fark teknigi ile varyasyonel prensiplerden
clugan bir metod kullamlhmugtir. Mindlin tarafindan formille edilen gekil degistirme ve
kinetik enerji ifadeleri yer degistirme ve dénme bilegenlerine bagh olarak sonlu fark
denklemleriyle ifade edilmistir. Sekﬂ degistirme ve kinetik enerjilerin farki bu bilesenlere
gore minimize edilmis ve son olarak dogal frekanslarla mod bigimleri cebrik dzdeger
prob]erﬁtnin ¢bziimiinden elde edilmigtir. Yapilan sahgmada plak kenarlar: basit, ankastre,
serbest ve bunlarm farkh konfiglirasyonu geklindeki rﬁesnet sartlarma gore incelenmis ve

sistemin dogal frekanslan ve mod bicimleri elde edilmigtir.
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In this study, the free vibration characteristics of isotropic elastic rectangular plates
with variable thickness is analysed including the effects of transverse shear deformation
and rotary inertia. Then, 2 method is used that is based on the variational principles in
conjunction with the finite difference technique. The strain and kinetic energy formulated by
Mindlin are expressed by the finite difference equations in terms of discrete displacement and
rotational components. The strain and kinetic energy difference is minimized with respect to
this components and finally, natural frequencies and mode shapes are obtained from the
solution of algebraic eigenvalue problem. In the present study the variousboundary conditions
of rectangular plates which are simply supported, clamped, free and combination of these

are analysed and the mode shapes and natural frequencies of the system are obtained.
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1. GIRIS

Plaklarin dinamik davranigi, birgok mithendislik uygulamalarindaki
énemi nedeniyle yillardir yogun bir ¢aligma konusu olmustur. Titresen
plaklarin davranigy; ugak kanatlarmin- tasarimu kopriiler, hidrolik yapilar,
tagiyicilar, flizeler, gemiler, makina pargalan, depreme dayanikli yapilar,
telefon ahcalan, radyo antenleri ve diger titresen yapilar i¢in mithendisler
acisindan ¢ok onemlidir. Titresim analizinde, titresen plagin dogal
frékanslan ve mod bigimleri elde edilmektedir. Bir imalat mithendisi,
titresime maruz kalan bir makina parcasmmn tasarimmi tamamlamadan
once bu titregimin ilk birka¢ moduna ihtiyag duyar.

Burada sbz konusu olan plak, dikdorigen seklindedir ve kalnhg:
Uniform olabildigi gibi her hangi bir fonksiyona bagh olarak degisken de

olabilmektedir. Plaklar igin mevcut kalinhik degisim tipleri sunlardir:

1. Oniform kahnhkﬁ plak.
2. Tek ydnde lineer kalinlik degigimli plak.
3. Iki yonde lineer kalinbk degisimli plak
4. Orta ylzeye gore simetrik lineer kalinhik degisimli plak
5. Bilineer kahnhk degisimli plak.
6. Parabolik kalnhk degisimli plak.
7. Ustel kalinhk degigimli plak.

Bu kahnbk tipleri ve ifade edildikleri matematiksel bagntilar Ek-1.

‘de verilmistir.



Plagin her bir kenar; basit , ankastré veya serbest kenar seklinde
-ahnarak farkli plak konfiglirasyonlar elde edif]ebi]ir. Burada plak sisteminin
serbest titresim durumu incelenmektedir, ya;ni plak Gzerinde herhangi bir
zorlama fonksiyonu yoktur. ‘

Plaklarmn titregim analizi, klasik plak teorisi ve Mindlin plak teorisi
olmak tizere iki gekilde incelenmistir. Her iki teoride baglangigta, incelenen
plak sisteminin egilme durumu igin gekil :degi$tirme ve kinetik enerji
ifadeleri elde edilmektedir. Enerji ifadelerinden, sistemin hareketini temsil
eden hareket denklemi elde edilir. Bu denklem, dordiincit dereceden bir
kismi diferansiyel denklemdir. Bundan sonraki iglem; elde edilen bu kismi
diferansiyel denklem, ¢esitli yontemler (Rayleigh-Ritz yontemi, sonlu
elemanlar yontemi, sonlu farklar yontemi,..) yardmiyla g:ézﬁlérek' sistemin
dogal frekanslart ve mod bigimlerinin elde edilmesidir. Klasik plak
teorisinde plak kalinhig ¢ok ince alinarak plak {izerindeki enine kesme
kuvvetlerinin ve ddnme ataletlerinin etkileri ihmal edilmektedir. Boyle bir
kabiilin yapilmasi, kalin plaklarda dnemli hatalara sebebiyet verir. Mindlin
plak teorisinde, bu hatalardan kurtulabilmek i¢in enine kesme kuvvetleri
ve donme ataletlerinin etkileri de dikkate alimrlar.

Degisken kesitli elastik plaklarin, bir yapi elemam olarak genis bir
kullanim sahasi vardir. Bu tip plaklar izerine yapilan hemen hemen tiim
calismalarda klasik plak teorisinden yararlamilarak dogal frekans ve mad
bigimleri hesaplanmugtir.

Sunulan c¢aligmada, degisken kalinlikh elastik dikdortgen plaklarn
serbest titresim analizi, Mindiin plak teorisi kullanilarak incelenecektir.
Titregimin dogal frekanslarint ve mod bigimlerini elde etmek icin

varyasyon prensibiyle sonlu fark tekniginin beraberce kullaniimasiyla



gelistirilen bir yOntem kullanilacaktir. Bu ydntemle elde edilen denklemler,
kalinligs Gstel olarak degisen dikdortgen ve kare plaklara uygulanacaktir. Bu
plaklardaki her bir kenara; basit, ankastre ve serbest kenar sartlaninin degisik

kombinasyonlart uygulanarak elde edilen durumlar igin titresim

karakteristikleri incelenecektir.



2. KONUYLA ILGILI YAPILAN ARASTIRMALAR

Bu calismada dikkate alinan izotropik, elastik ve degisken kesitli
dikdortgen bir plagin serbest titresim analizini yapabilmek amaciyla genel
bir kaynak arastirmast yapildi. Bu arastrmada, ince Gniform kalnhkh ve
ince degisken kalnlikh plaklarn titregimi {izerine ¢ok sayida ¢aligmanin
mevcut oldugu, fakat kahn plaklarm titregimi {izerine smirh sayida
calismanin oldugu gorildi.

Leissa (1969), plaklarn titregimi konusu i{izerine 1965 yihna kadar
yapilmis olan galismalann bulundugu genis ve kapsaml bir inceleme
yapmustir. Leissa, bu cahgsmasmda, klasik plak teorisinden ve degisken
kalinlikli plaklardan bahsetmigtir. Leissa (1973), aniform kahnlikh
dikdortgen plaklarn serbest titregimleri icin genig bir cahgma yapmustir.
Calismada, ince dikdértgen plaklar icin basit, ankastre ve serbest kenar
sartlarmin miimkiin olabilen kombinasyonlarint kapsayan yirmibir
durumu incelemistir. Incelenen her bir durumda farkh kenar oranlarn igin
elde edilen frekans parametreleri verilmigtir.

Mindlin (1951), donme ataleti ve kesme kuvvetinin etkilerinin de
dikkate alindign tniform izotropik kalin plaklann c¢aligmasm yapan ilk
kigidir. Mindlin, ti¢ boyutlu elastisite denklemlerinden izotropik elastik
plaklarin egilme hareketleri igin iki boyutlu bir teori ortaya koymustur.

Prasad vd. (1972), kalinhg parabolik olarak degisen dar ve uzun bir
parcanin titresimi {izerindeki ddnme ataletinin ve kesme deformasyon-
larmin  etkilerini incelemiglerdir. Sistemin hareketini temsil eden
diferansiyel denklemin ¢dziiminde, klasik plak teorisine dayanan ve bir

seriler ¢6zimi{i olan Frobenius metodu kullaniimigtir. 1ki ayn simr



sartlarinda; farkli incelme orant ve kalinlik parametreleri icin dogal
frekanslar hesaplanmustir. Jain ve Soni ‘de (1973) aym plak icin yine aym
yontemi uygulamigtir. Farkli kenar oranlan ve incelme sabitleri icin farkh
simir gartlarindaki frekans parametrelirim elde etmislerdir. Parabollk
kahnhkli plaklar icin diger bir ¢alisma da Olson ve Hazell, (1979) tarafindan
yapilmigtir. Bu ¢aligmada kare bir plak igin sonlu elemanlar metodu
kullanilarak dogal frekanslar ve mod bicimieri elde edilmigtir. Ayrica bir
deney diizenegi hazirlanarak gercek zamanh laser holograpy ile dlgtimler
yapilarak elde edilen sonuglar , diger metodla elde edilen sonuclarla
karsilastinlmstir.

Soni ve Rao (1974), spline. interpolasyon teknigini kullanarak iistel
kahnlik degisimine sahip dikddrigen plaklarin serbest titregimini analiz
etmiglerdir. Kargihikhh iki kenan basit mesnetli ve diger iki kenarnida
basit,ankastre ve serbest kenar sartlarinin degisik kombinasyonlarindaki
smir gartlart dikkate ahnarak degisik kenar ve incelme oranlan igin dogal
frekanslar ve mod bigimleri elde edilmistir. Aynfplak tipine, aym yGntem
Gupta ve Lal (1978) tarafindan da uygulanmlg ve c¢esitli sinir sartlan igin
dogal frekanslar ve mod bigimleri elde edilmigtir.

Aksu ve Al (1976), ici oyuk dfkdértgén plaklarin  dinamik karakte-
ristiklerinin incelenmesinde, sonlu fark teknigi ile varyasyonel prensip-
lerin birlikte kullanilmasina dayanan bir teknik gelistirmistir. Bu teknikte,
ag seklinde olusturulan bir grid kavrammdan ve sonlu fark denklemle-
rindeki ayniklastirma hatasmin azaltildigindan bahsedilmektedir. Aynca
g:ozum i¢in gerekli olan denklem sayisida azaltilmistir.

Filipich vd. (1977), bilineer kahnlhk degigimine sahip ince plaklarn
titregimi igin Galerkin metodunu kullanarak yaklagik bir ¢dziim elde

etmiglerdir.



Nelson (1978), kalin kiris ve plaklarin yiiksek frekans titresimlerini
incelemigtir. Kirisler i¢in Timoshenko denklemi ve plaklar i¢cin Mindlin
denklemiyle uygun Bolotin ¢dziim teknigi kullarilarak dogal frekansiar ve
mod bigimleri elde edilmigtir. Farkh kenar $artlarmdaki kalinlik oranlan
h/a=0.05 0.1 ve 02 o©lan kare plaklarin normallestirilen frekans
parametreleri (w/wy), diger cahgmalarda bulunmus olan degerlerle
karsilagtinlarak tablolar halinde verilmigtir.

Dawe (1978), Mindlin plaklarimm titresim analizi icin dort ayn “sonlu
strip modeli” geligtirmigtir. Bu metodu kullanarak tniform kalinhkl, basit
mesnetli ince (h/a=001) ve kalin (h/a=0.1) kare plaklar ile h/a=01 ve
kenarlann orani b/a=Vv2/1 olan kahn dikdortgen plak igin frekans
parametrelerini elde etmis ve diger calismalardaki ¢dziimlerle kargilagtirma
yapmistir. Ayrica kesme faktoriinlin, frekans parametreleri Gzerindeki
etkisini de incelemistir.

Dawe ve Roufaeil (1980), genel sinir sartlaninda kare bir plagin
titresimine ait dogal frekanslan, Rayleigh-Ritz metodunu kullanarak elde
etmiglerdir. Bu ¢alismada elde edilen degerler, klasik ¢dziimlerle ve sonlu
strip modeliyle elde edilmis degerlerle kargilagtirmiglardir.

Gutierrez vd. (1981), degisik tipteki bilineer kalinlik degisimli
dikdortgen plaklarn, genel smir sgartlanindaki titregimlerini
incelemiglerdir. Bu ¢alismada, Klasik teori kullaniimigtir. Titresimin dogal
frekanslarint bulabilmek icin temel yerdegistirme, polinom seklinde bir
fonksiyon ile ifade edilmis ve Ritz metodu kullanilarak basit bir-algoritma
turetilmistir.

Kuttler ve Sigillito (1983), degisken kahnlhikli dikdortgen plaklarn
titresim analizinde, titresim frekanslarinin alt ve {ist smirlanim bulabilmek

amacityla, “a posteriori - a prioni” esitsizlikleri metodunu kullanmuglardir.



Bu caligmada, orta ylizeyine gore lineer kahinhk degisimine sahip ankastre
mesnetli bir plak dikkate alinarak, degisik kenar oranlan ve incelme
parametreleri i¢in elde edilen dogal frekanslar verilmigtir.

Mikami ve Yoshimura (1984), Collacation metodunu kullanarak,
dikdortgen Mindlin plaklarimin  titregsim  analizini  incelemiglerdir.
Calhismada, degisik sinir sartlarindaki @iniform kalnbkl kare bir plak igin
frekans parametreleri elde edilerek, “sonlu strip” ve “Rayleigh-Ritz"
metodlanyla elde edilenlerle karsilagtinlmigtir. Ayrica lineer kahnlik
degisimine sahip kare bir plagm farkh kalinhk parametreleri icin frekans
parametreleri ve bazi mod bigimleri de elde edilmigtir.

Aksu ve Al-Kaabi (1987), sonlu farklarla varyasyonel prensiplerin
birlikte kullanilmasma dayanan teknigi kullanarak degisken kalinlikl
Mindlin plaklarmin titregimlerini incelemiglerdir. Bu ¢aligmada, basit ve
ankastre mesnet tiplerinin farkhh kombinasyonlarnindaki simir sartlarinda,
iiniform . ve lineer kahnlikh kare plaklar i¢in frekans parametreleri ve mod
bicimleri elde edilmigtir. Normalize edilmis frekans parametreleri (W/wy),
baska cahgmalarda bagka ydntemlerle elde edilenlerle karsilastinimistir.
Aynica farkh diigim setleri (6x6, 7x7, 8x8, 9x§ ve 10x10) kullanilarak ta elde
edilen frekans parametreleri karsllastlnlm;stlr. Bu karsilastirmalar-dan
kullanilan y&ntem i¢in en uygun ¢dzimlerin, 8x8 diigiim seti kullaniimas:
halinde elde edildigi goriilmigtir.

Al-Kaabi ve Aksu (1989), iki yonde (x ve y) lineer kalnhik degisimine
sahip Mindlin plaklarmn titregimini, yine varyasyonel prensibe dayanan
sonlu fark teknigini kullanarak analiz etmiglerdir. Basit ve ankastre mesnet
tipinin farkli kombinasyonlanndaki kare plaklarin, farkhi incelme orani ve
kalinhk parametreleri i¢in dogal frekanslar ve mod bigimleri elde

edilmigtir. Yine Al-Kaabi ve Aksu (1989}, aym ~yé’mtemle, parabolik kahnlik



degisimli plaklar igin de bir calisma yapmislardir. Farkhi kalinlik
parametreleri igin frekans parametreleri ve mod bigimleri elde edilmistir.
Elde edilen ¢Gzamler, klasik plak teorisinden elde edilmis sonuglarla
karsilastinlmugtir.

Ng ve Araar (1989), orta ylizeyine gore simetrik lineer kahnlik
degisimine sahip plaklann, ankastre mesnet 'durumu igin serbest titresim
analizini incelemiglerdir. Bunun icin plagin, dordinct dereceden kismi
diferansiyel denklemle ifade edilen hareket denklemine Galerkin metodu
uygulanmigtir. Bu islem sonucunda elde edilen 6zdeger problemi, Jacobi
yéntemi kullanilarak c¢oziilmigtar. Farkli incelme  oranlan ve kenar
oranlan i¢in dogal frekanslar ve mod bigimleri elde edilmistir.

Bhat vd. (1990), degisken kalinlikli ince dikddrtgen plaklann
titregimlerinin dogal frekanslarinin bulunmasi {izerine numerik
denemeler adi altinda genig bir ¢ahsma yapmuslardir. Bu cahgsmada,
Rayleigh-Ritz metodunun iki farkh bigimdeki kullanim metodu, Optimize
edilmis Kantorovich metodu ve sonlu elemanlar metodu kullanilarak;
lineer kalnlikh dikdortgen plaklann gesitli sinir sartlari, incelme oranlan
ve kenar oranlan icin dogal frekanslan elde edilmis ve her bir metodla elde
edilen ¢ozimler karsilastirimstir.

Sonzogni vd. (1990), klasik plak teorisini kullanarak, optimize
edilmig Kantorovich metodu ve sonlu elemaniar metoduyla istel kahnlik
degisimine sahip dikdortgen plaklarin serbest titresim analizini
incelemiglerdir. Her iki yOntem kullanilarak; bir kenart serbest, diger
kenarlar1 basit ve ankastre mesnet tiplerinin farkh kombinasyonlanna
sahip plaklar dikkate almarak, farkh kenar oranlan ve kahnlik oranlar icin

dogal frekanslar elde edilmistir.



Tutak (1994), varyasyonel prensibe dayali sonlu fark teknigini, stel
kalhnhk degisimli kare plaklar igin uygulamugtir. Basit mesnetli plak igin
Kalinlik parametresinin ve incelme oranmmn dogal frekanslar {izerindeki
etkilerini incelemigtir. Ayrica B.A.B.S siur gartina sahip plak igin de

frekans parametrelerini ve mod bigimlerini elde etmistir.
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3. MINDLIN PLAK TEORISI

Bilindigi gibi klasik plak teorisinde plaklann serbest titresim analizi
yapxhrken kesme kuvvetinin ve donme ataletinin etkileri ihmal edilir.
Boyle bir kabuliin yapilmas: kahn plaklar igin &nemli hatalara sebebiyet
verir. Kesme kuvvetinin ve dénme ataletinin etkilerinin de dikkate
alindify plaklarin serbest titregim analizi; Mindlin, (1951) tarafindan
incelenmistir. \

Bu bolimde kesme kuvvetinin ve ddnme ataletinin etkileri dikkate
almarak iki boyutlu elastisite teorisinden kahn dikdorigen bir plak igin gekil
degistirme ve Kinetik enerji ifadeleri elde edilmigtir. Daha sonra bu enerji
ifadelerine Hamilton prensibi uygulanarak plaga ait hareket denklemi elde
edilmigtir.

Enerji ifadeleri elde edilirken asagida verilen kabuller dikkate
alinmistir.

1. Plak malzemesi elastik, homojen ve izotropiktir.

2. Baslangicta plak diizdar. Yani gekil bozuklugu yoktur.

3. Deformasyon, baslangicta plak orta ylizeyine normal dogrultudadir.
Fakat kesme etkileri de dikkate alindigindan dolay1 daha sonra orta ylizeye
normal dogrultuda olmayacaktir.

4. 5apmalar plak kahnhg yanmnda Onemsenmeyecek kadar

kiigiiktirler. En bilyiik sapma plak kalnhginin 0.1 ile 025 i arasindadir.
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3.1. Gerilme - Sekil Degistirme Bagintilar :

Sekil 3.1 'de  {niform kalinlhiklhh dikdértgen bir plagin  sekil
degisiminden Onceki ve sonraki kesit elemam gorlilmektedir. Hekilde
karmasikhg azaltmak icin plagin sadece xz diizlemi gosterilmistir. yz
diizlemi xz diizlemine benzemektedir. Plak elemam {izerinde orta yiizeye, z
kadar uzaklikta alman bir AB lifi, egilmeden dolay gekil ve yer degisimine
ugrayarak A'B' halini almaktadir. AB lifinin uzunlugundaki degisimin, z
uzaklig: ile dogru orantih oldugu agiktir.

Plak izerindeki gerilme etkilerinin dikkate almmadigy durumda x, y,

z koordinatlarindaki u, v, w yer degistirmeleri icin gu bagintilar yazilabilir.

u (X:sz’t) = Zq))((x’y’t) = Zd))(

V(X,Y,2,0) = Z0y(X, ¥, 1) = 20y 3.1)
W(X,y,Z,D =WX,v,0

Burada w ; plak elemanmmn z eksenindeki ortalama yer degistirmesi
ve ¢, ile (j)y; plak elemanmnin xz ve yz dizlemlerindeki donme agilandir.

Oy ve (i)y soyle ifade edilirler:

. oW O
ooy =-] 2 g0
L OX
(3.2}

W
¢y(><;y,t) = “a-y— * ?y(X:YJt) }

?x ve ?y kesme etkisi sebebiyle olusan acisal gekil degistirmelerdir.
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\:J
j g
ey
=

£
¥

Oy

=
S
M

ETR

z,(w)
: 2-2 : Bozulmus orta yiizeyin normalleri,
3-3 : Kabul edilen deformasyonlar.

gekil 3.1. Dikdortgen seklindeki bir plak elemaninin egilmeden

Onceki ve sonraki hali
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Dikkate alinan yer degistirmeler icin gekil degistirme bagmtilan
agagidaki gibi yazilmaktadirlar.

_, 9% __2_[3% i‘f’g_] _ [__5?14_.,. 3¢x]
Bz BTy dy o ey dx oy
o8¢ 1 i o, Ow
EW:Z_@T_E— Exz“é‘(‘d’x*"ﬁ;‘} Yoz = Tx“‘t’x*"é‘;{“

1 oW v o
Szz =0 Egz= ’E‘{‘bg + au ) "fgz = fg = ¢g + —a'g‘ (3.3)

Burada Yy, , Yxz ve Yy, birim agsal gekil degistirmelerdir. Plak
malzemesinin elastik, izotropik ve homojen oldugu godz Oninde

bulundurularak iki boyutlu Hook kanunundan gerilme-sekil degistirme
bagintilan agagidaki gibi yazilirlar.

E
Oy = > [Exx +ﬁ€gg ] Ty = 6 Yy
{1-u7}
E
Oyy = —3 [Egg +Uaxx'] Tz =6 Yxz
{(1-u7)
Gy =0 ‘C*JZ =5 Yuz

(3.4)

Yukandaki ifadelerde E elastisite modili, G kayma modila ve v
poisson oranidir.
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(33) ve (34) esitliklerinden yerdegistirme ve dénme bilesenlerine
bagh olarak gerilmeler, agsagidaki gibi yazilabilirler.

Oy = Ezr ad)x +U 84)9 ] TX'J = GZ[%‘P %]
(1,_.03-'} L ax Bg

Ggg=’ EZO a¢@ +4JE%$X}
(‘[_.'u") L ag a'i‘:

T, = G2 [¢x + %"E] (3.5)

3.2. Kesme Kuvveti ve Moment Bagintilan :

Incelenen plak eleman: #izerindeki kesme kuvvetleri ve momentler
gekil 3.2.1. ve Sekil 322. ‘de goOsterilmistir. Plak uzerinde gosterilen

moment- fonksiyonlarn agagida verilen formiilasyon kullanilarak bulu-
nabilir.

h/2 h/2

E
[V]x = J'—h/2 TXX 724z = J,__h/z-i_:;—z. (SXX + UEW ) 2dz (3.6)

(3.3) ifadeleri, yukardaki esitlikte kullamildiginda M,, asagidaki gibi
elde edilir.
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E hz 2 [ 8« 3y
M, = —— J 4 + dz
L gl 2 ax ay

3
E Ney) { 90y +na¢y } (3.7)
12 (1-v%yL 9x oy

a(bx. + 0 ‘aq)y ]
ox oy

fl

= D(x,Y) !'

Burada hy) plak kahnhigmu ifade etmektedir. D{xy) , rijitligi gosterir
ve asagidaki gibi yazilabilir.

Ehd
DOtY) = ——1 (3.8)
12 (1-v2)

Benzer gekilde diger‘mdment fonksiyonlan asagidaki gibi elde edilir.

0 a0y }
My = D(x, L+ . 3.9.1
v/ (X,¥) [ 3y + 3% g (3 )
Ghpy [ 30, 30
Myy = ——t ] =2, Y 3.9.2
XY 12 | ay | ox ¢ )
Burada G kayma modiill, agsagida verildigi gibidir.
- S (3.10)

G:
2(1+71)
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Tdx

PPLLPLPSERPELLELLSPERIIEL I ES P EY P LTS

LIRSESLLSLELS L LS LIS J‘!J‘II*’.’!I!I!IJ’. g
(LR /J"‘//»’/IIJII.’ PSLLSS AAL RS
I::o‘i.’l!l.’f}.’i:’l!/////.’/la’!‘J’;/f /Ia‘l‘/!

{7 ERARAR

w-ﬂf&of ’

i
Coroke

-1 2, ///////////f/x/ixxf/////zzr//
o PRERLELES PP ELE LI RLLELE SV &8 2 A
Ilz/fﬁ//#/: rsEsSE ELTELLEFO LA
Sy CEEEEE SR
E= 3 ez
o
[ ~
- =
LS W

HF'];gz

Sekil 3.2.1. Plak eleman fizerindeki gerilmeler

(L
?l?’i-’f’f?-"f’f’fi‘d’f’( Ol
5?}'!!///"!«"#.’/a‘//‘lfflf/’!ll//li
23

L
SOGOGOCTE .~‘ e, -“.“.’."

LIPS ELSELLGIGLIL LR IS LI LRIy
P sy
2ELIELE

et

h72 h/2

Sekil 3.2.2. Plak elemam {izerindeki kesme kuvvetleri ve momentler
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Kesme kuvveti yogunluk fonksiyonlan dikkate alindiginda Q, ;

h72

olarak ifade edilmektedir. T,, plakanin kahnhg boyunca sabittir. Yani z

‘nin fonksiyonu degildir. Bu yuzden (3.3) denklemlerindeki hatalan
Onlemek icin burada bir k kesme faktori tanimlanmstir.

(3.3) denklemleri de kullanilarik (3.11) esitliginden Q, ;

oW
Qy = khy WG ( : —-—-—) 3.12
x (x.y) Oy + P ( )
benzer olarak Qy ;
oW ~
Qy = kh(x’y)G ( +"g/—') (3 1 3)

seklinde elde edilir.

3.3. Sekil Degistirme Ve Kinetik Enerji Ifadeleri :

Izotropik bir plak igin sekil degistirme enerjisi, gerilme ve sekil
degistirmeler cinsinden asagida verildigi gibi ifade edilmektedir (Shames,

1973).
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i hi2
U= ':2"' JJR thz { TouxBoc T TyyEyy + Trpfyy

+ 2T, €y + 2T €r + 27T, €, ) dzddly (3.14

Burada T,, =0 ahndiginda, bir diizlem gerilme hali elde edilir.
Yukandaki ifade ile birlikte (3.3) ifadeleriyle verilen Hook kanunu
kullanildiginda sekil degistirme enerjisi,: yer degistirme ve donme

bilegenleri cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

- I AT G a2
_ ‘ _ (3.15)
+Gz{ Gl atu) [% ]*Tgé[‘f’u %ﬂdxdgdz

Plak kalinhg {izerinden z 'ye gore integral ahndiginda,

u=~;-ug{ a2

3__”2 12 L 3% 3y dx dy |
) (3.16)
b a¢ W dw
R N

elde edilir. Dikkat edilirse bu ifadedeki son iki terimin katsayilan (3.11)
esitligine benzemektedir. Aynca (Ow/dy + @) ile (9w/0x + @ ) terimleri z
‘nin fonksiyonu degildir. Yukandaki ifadede (33), {(3.8) ve (3.10) ifadeleri
kullaniidiginda gekil degistirme enrjisi agsagidaki gibi elde edilebilir.
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oy
. dy

¢,

Oy ] )

ox

SRt

. 3y

12

+kGhy,

2
\ dg alx )

2w ) g%

- 317
agJ ”dxdg (2. 17)

(035 + o

Bu esitlikte plak kahnlig degisken bir fonksiyon oldugu icgin integral

dy

ifadesinin igerisinde yazilmugtr.
Birim hacminin yogunlugu p ve yerdegistirmesi u; olan plagn

kinetik enerji ’ifadesi asagidaki gibi ifade edilmektedir (Shames, 1973).

LILLE piianay
hf2

L) AR (3 oo w0

Bu ifadenin z ‘ye gore integrali alinirsa plagin t anmdaki kinetik

T

"

enerjisi agagidaki gibi elde edilir.

e [ ] (238

Oy
dt

3
P e )
12

In 2} .
— y B
at“] dxdy {3.19)

] } Ph{x,m[
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3.4. Hareket Denklemi :

Incelenen plak sisteminin hareket dgnklemi, yukanda elde edilen
sekil degistirme ve kinetik enerji ifadelerine Hamilton prensibi
uygulanérak elde edilmistir. Bilindigi gibi dinamik bir sistemin hareket
denkleminin bulunmasint saglayan Hamilton prensibi, mekanigin genel
varyasyonel prensiplerinden biridir. Prensip, t; ve t; gibi iki anda gercek
hareketin bilindigi fakat bu iki an arasmdia kalan zaman arahiginda ise
bilinmedigi bir durum igin mimkin olabilecek hareket yoriingelerinin
kargilagtiniimasina dayanir. Hamilton prensibi su sekilde ifade

edilmektedir.

t, :
5(“L Ldt=0 - (3.20)
]

Bu ifadede I, Lagrange fonksiyonu veya kinetik potansiyel olarak
bilinmektedir ve kinetik enerji ile toplam potansiyel enerjinin farkina
egittir.

L=T-(U+WV) (3.21)

Buradaki V, plak ylizeyine dik dogrultuda etkiyen bir q dig

kuvvetinin meydana getirdigi potansiyel enerjidir ve

V=j ijTquxdy (3.22)

seklinde ifade edilmektedir. Ancak bu galigmada plagin serbest titregim hali

incelendigi icin ileride, q=0 alnacaktr.
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Yukarida elde edilen enerji ifadelerine Hamilton prensibi asagidaki

gibi uygulanabilir.
t 3}( Bd,\ y £ 2 - 2
o 1 2B o)
o[58 +(3) + {32 )

Gh(xg][' Oy a%] [_____ }
t2 L3y o kGh"‘*‘” * &

" [ dw + %J ] +2vq } dxdydt = 0 {3.23)

Yukanidaki ifadeye, & varyasyon igleminin uygulanmasiyla,

t2 phlxux{a% 354&} (34‘9 %%H @____85@]
L f L{ 12 [l 3t 3t ot at +ph"‘-“-”{ 3t Bt

[ ) S0

dy 384),{]] Gh{x af B« 8%){ by Elﬁ%]

dy oy 12 | dy dy o
| 5w 5%
-t (G ) B {2, 5, ]
+qbw }dxdgd& 0 | (3.24)

elde edilir.
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(3.24) ifadesinde, zamana bagh tirevleri kapsayan ilk {i¢ terimin
integrali icin asagidaki formda verilen kismi integrasyon kullanilabilir.

Ik terimin integrali ,

’t2
jtz P‘ht a1 O 98y dt = F‘h{,c,m d?x 56 _J’ 23 {phix,m Iy
ty 12 8t Bt 12 *L ot 12 8t

S

Phgx Pl yy a¢x Ph{x y) aszx
12 4’“ L, 12 42 Bt

Py 4y =
L Yy Z X546, dt (3.25)

seklinde elde edilir. Bu ifadede SG)X 1 ve tp ‘de sifirdir. Zamana 'bagh
tirevleri kapsayan diger iki terimin integrali de benzer gekilde elde edilir.
(3.24) integralindeki diger terimler icin agagidaki formda verilen Green

fonksiyonu kullanilabilir (Shames, 1973).

” G-aa—ﬂdxdy - - j | H%Q-dxdy +<j> GHdy

[ G—gyﬁdxdy =] LH%—%—dxdy 4}5(: GHdx (3.26)

(3.26) ifadesi ile verilen diizlemdeki Green fonksiyonu yardimiyla

integral iglemi kolaylastirihr.
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(3.25) ve (3.26) ile verilen iglemler (3.24) ifadesinde kullanildiginda,

2 5
JtZH’ ~ ph(sx,y) @x&b 0 ¢y5¢ _ oh 3w AW s
it R 12 gz at2 PR

¢
+D(x,y)( axd)xsd)x d ¢YS¢Y d ¢X5¢ ¢Y ¢x}

ay ayax axay

L 324 3% 3% 3%
(x,Y) X5 Xa Y Ya
12 [ a7 O Sy O F axay % T o

2 _ 2

0 - —

+ kGh(x’y)( g ¥ OW + 9 o, + -—¢55W + 0,00, + g w dW
G X X ay2

3"&«/ + 0,80, ) +q8w} dxdydt
t2

by 3 b, 3¢
+L1 4){ {x}g}[ X8, dy ag“ Sd;.gdx-—u-é—f'ﬁ%dx w—é‘{f'ﬁ(@xdg

GRSy [_ Ixa, . Bx _ ¢u Iy }
> 5 B, dx + 54 B¢, dy 5<{>Ad>e+ G%dg

- K6 [ 22 S0y - ¢, 5l - %‘;is;@x-%a@ax}}m.-. o (3.27)

elde edilir.
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(3.25) ve (3.26) ile verilen iglemler (3.24) ifadesinde kullanildiginda,

t 2 2
2 ph(x )| © ¢x 3”0y _ W ¢
L ”R{ T e S, + ; 39, ph(x,y)-——at2 Sw

1 6t
9" 0y 0 ¢y ¢x d ¢y
+D(X’Y){ x> Py + ay? PR 5¢y Axay oy
3 2 2
8 8
12 ay2 a ax 8)(6 8)(2
2~ — 2—
FW o OW Ox FW -
kGh b o o
+ (Xsy)( aX2 W+ ax 5¢X + W+ q)x (DX ay2

+ %%—Y-S\Xi + Q)yﬁ(i)y,) +q8\}3} dxdydt

t2 3y dd Iy, d
+ L1 (i): {—-D{xég,[—gg}lﬁtbxdg ~—§§§ﬁ¢gdx—u—é—$ﬁ¢g dw Wé—g-gﬁtbxdg]

B, g}[ 34y O, 0y- L, 0 2 }
= B+ 5 X8y 0y - 5 UBbon + 5 B0y

- KGhyy g;{%ﬁ—hwdg b, Swdy - %—Swdx cbgﬁwdx}} di=0 (3.27)

elde edilir.
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(3.27) ifadesi, yer degistirme ve donme bilegenlerine gore

duzenlendiginde,

2 2 2
[t2”  Phiy) 370y oo |20 3%y
1 12 ) IXdy

at? %2
2 2
Gh3 .| 3 3
4 —%Y) Oy . ¢ + KGNy, y)( oW ¢x) 56,
12\ gy?  9xdy dX

2 2 2
ph?x,y) 3 0y D 070y 37¢y
172 2 | T e TS
: ot oy yox
Gho | 320, 820, "
+ i(;:Y)( 2\/ - kGh(xy)( +¢y) 3¢y
ax yax ay

2 =

W30k w9 .
+ "Ph(x,y)a z "kah(x,y)(a LA bx + A + ¢y+q} dw |dxdydt
at? ax? 8 ay2  dy

2y [[ bx dby ] Ghge i Odx . . Dby H
+L14%HD""“}(3 TR P i T e | L

E (a(px By H
' ""‘-"{8 ey md] 12 \ 3y 9 ) O

- kbh(x g}[ %X dy + . dy - %g—dx" ¢QUXHS"E’} dt=0 {3.28)

elde edilir.
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Varyasyonlarin sifir olmasi gerektiginden dolayr (3.28) integral
ifadesindeki dw, 80y ve 30y terimlerinin katsayilarimn herbiri sifira esit

olmalidir. 3¢y teriminin katsayisi dikkate alimirsa,

_ P ) %y d [ Iy u a¢u]+5hg<,91§_[ Bcbx_{__ﬁ_-:}ﬂ]

12 gz gl Bx 3y )2 a3y o
+KGBhp [%ii+ %} =0 (3.29)

olmahdir. Burada (3.7) , (3.92) ve (3.12) ile verilen Mx, Mxy ve Qx esitlikleri
kullanildiginda

3 2
_ Phgey 8 ¢x+amx 4 My
12 g2 dx oy

+0=0 (3.30.1)

elde edilir. Benzer olarak, (3.28) ifadesindeki S(DY ve Ow terimlerinin

katsayilan dikkate alindiginda,

3 2 P
_ Pl 37y My Sy

a?w oy d0y
- + -+ +q = 3.30.3
P ) s2 ox |y q=0 (3.30.3)

elde edilir: (3.30.1),(3.30.2) ve (3.30.3) ifadeleri incelenen plak sisteminin

kesme kuvveti, moment ve tork bilesenlerine bagh hareket denklemleridir.



26

Hareket denklemleri, daha ¢ok yer degistirme bilesenlerine bagh
olarak ifade edilirler. Bunun igin (3.29) ifadesi bu bilesenlere gore
diizenlenir ve Gh3(x’y)/ 12 yerine Dyxy(1-V)/2 yazilir, aynca sitemin serbest

titregsim durumu incelendiginden q=0 alinirsa,

9%y 1-09° 32 = 3 a2
D(x,g}[ Px, 1-037x 1408 ¢y +Gh g}{?_‘fi_*.q) }_ph[xma by

g 2 g 2 gxdy 8x 12 gp =0 (3.31.13
0%y 3%y 14000, -

D LR R X1 +kBh [ hal phtx,m

[x,g{g ax ag 2 Bgdx + {x.4) aQ ‘1’} 12 8 = 0 (3.31.29)

Pw P 0 | 3y P
Gh{x,u{ 32 + Bg‘ =™ BU ph{x,g}"é‘;ﬁ“ =0 {(3.31.3)

elde edilir.

(3.28) ifadesindeki c¢izgisel integralin de sifira esit alinmasi
gerekmektedir. Bédylece bu ifadede (3.7), (3.9), (3.12) ve (3.13) esitlikleri de
kullanilirsa agagidaki esitlik yazilabilir.

tz
L} cg [ MBabrcl — M Beb, 0 + My B, du My Beprlx

- Qybwdy +Qydwdx Jdt=0 (3.32)

Burada sekil(?).d) ‘de verilen doniisiim koordinatlan kullanilir. s ve v

koordinatlan i¢in ddnme bilegenleri asagidaki gibi yazihrlar.

Ox = avxv - avyQs. ¢y=avy,¢\ﬂ ayx{s (3.33)
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(3.33) esitliklerinden (v ve @5 asagidaki gibi bulunur.

By = avxx + avyly 0s = -auyOx + 2y (3.34)

C dy = dscose. = ds Ayy

d¥ =-dssine =-dsg Byy -

Sekil 3.4. Déniistim koordinatlan

(3.32) ifadesinde gerekli dontigiimler kullamlirsa asagdaki

esitlik elde edilir.

tp
2z 2
L A { [ Mxax + Myagy + 28yxayyMyy | By +[= Mydyxayy + Mysyxayy
1 .

+Moy(ady ~ 85y ) 154~ [OxBux + Qyayy 16w Jdsdt = 0 (3.35)
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Burada Shames, (1973) tarafindan verilen uygun moment

doniistimleri de kullanihirsa,

ta

L g% [ M8y + MysBb, — 0,5% ] dsdt = 0 (336)
1 |

elde edilir. Bu ifadeden plagm smir gartlan agsagidaki gibi yazilabilir.

My =0 veya Oy belirtilmelidir. 1
Mys =0 veya s belirtilmelidir. )
Qv =0 veya w belirtilmelidir. {3y . {3.37)

_ Bdylece bir simir deger problemi elde edilmis olur. (3.31)
denklemlerinden w , {x ve Qy elde edilebilir. Dogal siur sartlan, kenarlara
tesir eden kuvvet, moment ve tork bilesenleriyle ilgilidir. Bunlar; (114),
(3.7), (39),(3.12) ve (3.13) esitlikleri kullamilarak smurlardaki w, Qx ve ¢y

smir gartlan olarak yazilabilir.

Bu galiymada dikkate alnan plagin basit, ankastre ve serbest kenarh
olmast durumlarnin herbiri igin smir gartlan verilmistir. x ve y
yonlerindeki boyutlan sirasiyla a ve b olan dikddrtgen bir plak dikkate
abndiginda plak icin x=a kenari boyunca uygulanan gesitli simir sartlan

asagidaki gibi yazilabilir.



29

3.4.1. Basit mesnetli kenar:

Bu kenar boyunca yer degistirme sfirdir ve bu kenar etrafinda plak
kolayhkla donebildiginden dolayr egilme ve kesme momentleri de

bulunmamaktadir.

~ d¢, db .
{(Whe=a= 0 (Mx}'ma:{{:‘[ I +’J"§§H =0 (qu}xa =0 (338)

¥=3

3.4.2. Ankastre kenar :

Ankastre mesnetli bir kenar boyunca da yer degistirme sifirdir. Yine
bu kenar boyunca bozulmus orta sattha teget ylizey ile plagin baslangig
pozisyonundaki orta yiizeyi cakigirlar.

(;’-V)x=a =0 ; (Ox)x=a =0 ) @y)x:a =0 {(3.39)
34.3. Serbest kenar:

‘Serbest bir kenar boyunca egilme ve kesme momentleri yoktur ve bu

kenara dik dogrultudaki kesme kuvvetleri de bulunmamaktadir.
3, 9% H | {s h3[a¢,{ a¢gﬂ

Mde=a=ID| —= +1p—2 My t)yes

(oo [[Bx oyl Mhehesa = dy dx

dw )
(D ea= [khg(cp E ”:0 {3.40)

=3
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4 ENERJI DENKLEMLERINE VARYASYONEL PRENSIBIN
UYGULANMASI

Kesme deformasyonlar1 ve donme ataletleri etkilerinin dikkate
alindigs degisken kalmhkh plaklar icin Aksu, (1976) tarafindan sonlu fark
teknigi ile varyasyonel prensiplerin birlikte kullanildigt bir metod
gelistirilmigtir. Geligtirilen bu metodda, incelenen plak elemam {izerinde
ag biciminde gridler olugturularak plak elemam, kiglik alt bolgelere
aymhr. Bu alt bdlgelerde, kiiclik degisimler icin sisternin sekil degistirme
ve kinetik enerjileri ifade edilir. Elde edilen bu enerjilerin toplamx,' Euler
sart1 yardimiyla minimize edilir. Bu iglem sonucunda elde edilen dzdeger
problemi g¢oziilerek plak elemanmin temel frakanslari ve mod bigimleri
bulunur.

Bu bolimde, ti¢clinch bdlumde elde edilen gekil degistirme ve
kinetik enerji ifadelerine (317 ve 3.19), sonlu fark teknigi uygulanarak
enerji ifadeleri, yerdegistirme ve dinme bilegenleri cinsinden elde
edilmiglerdir. Yapﬂén islemlerde zamana bagmlilifi ortadan kaldirmak

igin * harmonik hareket kabulii " yapilmusgtir.

4.1. Boyut Analizi

Bu galigmada dikkate alinan degisken kalinlikhi dikdortgen bir plaga
ait boyutlar sekil 41 ‘de goridlmektedir.
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r
5 3

Sekil 4.1. Degisken kalinlikhi dikdorigen bir plagm boyutlar .

Bu plak {izerinde x ydninde M, y yoniinde N tane dogru yardmuyla
bir digim seti olugturulmustur, (Aksu, Al-Kaabi, {1989). Grid sistemi ve
plak geometrisi sekil 42.1. 'de verilmistir. Sekilde, Ax ve Ay, x ve y
yonlerindeki diigiim araliklarini gostermektedir.

Plak Gizerinde olusturulan bu alt bdlgelerin kiiglik degisimleri
dikkate alinarak sistemin enerjileri ifade edilecektir. Daha sonra sonlu fark
formiilasyonu da kullanularak sistemin toplam enerjisi elde edilecektir.

Bu amagla, yapilan ilk iglem gekil degistirme ve kinetik enerji
denklemlerini boyutsuz olarak ifade etmektir. Bunun icin plaga ait
uzunluklar boyutsuz olarak ifade edilmelidirler. $ekil 4.2.2. 'de plak

uzunluklarmin boyutsuz hali gorilmektedir.
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Sekil 4.2.2. Boyutsuz plak geometrisi ve grid sistemi

k-3
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Enerji denklemlerinde kullamilacak olan boyutsuz parametreler

asagida verilmigtir.

% b * * h(X Y)
= dx=ad = & = N
g 5 ¢ Y a Y
n h
'ﬂ='§' gy =adn Bo=— B=Buxy = .
W'= -g—- oW =2 dw’ 41

Burada hy , x=0 ve y=0 noktasindaki plak kahnhgmi gdstermektedir.
Sonlu fark tekniginde kullanilacak olan Ax ve Ay diigim araliklan
agagidaki gibi ifade edilirler.

AX=‘_a“' A§=__]_..

iy M_1

b Y

A = A I e—

YN = N
_ A _ya-n (42)
=R TN ‘

(317) ile verilen gekil degistirme enerjisi, (3.8) ve (3.10) esitlikleri de
kullanilarak y&kanda verilen boyutsuz parametrelere bagh olarak agagida

verildigi gibi yazilabilir.
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1ol r
s ol (2 = (S5

(3, (120 3, acbs;] }

Loy . 2 o

+ ktl-‘u)ﬁ[ bt + 38‘**; ] (m ] ”df;dq (4.3)

(3.19) ile verilen kinetik enerji ifadesi ise boyutsuz olarak,

e e

seklinde yazilabilir.

42, 'Euler Denklemi

Sistemin toplam enerjisini minimize etmek igin kullanilan Euler

sarti asagidaki Lagrange denklemi ile ifade edilir.

i(_"i) _o% il (4.5)

Buradaki L, Lagrange fonksiyonudur ve kinetik enerji ile sekil

degistirme enerjisi arasindaki farki ifade etmektedir (L=T-U).
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Harmonik hareket ¢éziimi, asagida verilen formda kabul edilebilir

(Aksu, Al-Kaabi, 1989).

O¢ (Ln,t) = (Acoswt+Bsinwt) P, (Ln)
¢n (tn,t) = (Acoswet+Bsinet)®n(gn)

wi(fnt)= (Acoswet+Bsinet)yW ({n) (4.6)

Bunlardan faydalanarak incelenen plak eleman:i {izerindeki diigim

noktalarina ait ivmeler, agagidaki gibi elde edilir.
é)} oty =~ w? D y(AcCOS ot +Bsinwt)
5mj (Ln,t) = - Oy j(AcCos @l +Bsinawt)
Wy (tnt) 7 - © W, (Acoswt+Bsinet) (4.7

(4.5} ifadesi, bir matris dzdeger problemi formunda asagidaki gibi

ifade edilebilmektedir.

[A] {X} =2 {X} (4.8

Bu ifadedeki 1, boyutsuz sekil dégistirme ve kinetik enerji ifadele-

rinden bulunur.

(1 -2 phd 2
E a (4.9)

A=
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5. SONLU FARK FORMUGLASYONLARI

Incelenen plak sisteminin dogal frekanslart ve mod bicimleri, (4.5)
denklemiyle verilen Euler garti yardimiyla sistemin toplam enerjisi
minimize edilerek bulunmaktadir. Bu amacla her bir diigiim noktasinda
yer degistirme (w'} ve donme bilesenleri (§; , 0y) icin sonlu fark
denklemleri elde edilir. Bunun igin dnce gekil degigtirme ve kinetik enerji
ifadeleri, sonlu farklarla ifade edilmelidirler. Sonlu fark formiilasyonu igin
incelenen plak, ag biciminde olusturulan gridler kullanilarak alt bolgelere
aymilir. Bu alt bolgeler igin gekil degistirme enerjisi, sonlu farklar cinsinden
yazilirlar. Plagin toplam sekil degistirme enetjisi, bu alt dagtim bdlgelerinin
sekil degistirme enerjilérinin toplanmasiyla hesaplanir. $ekil degigtirme ve
kinetik enerji ifadelerindeki integrallerin yerine sonlu yaklagim toplamlan
kullanilir. Sistemin toplam enerjisini minimize etmek igin de Euler gart
kullanilir. Sonlu fark denklemleri herbir diglim noktasinda yer degistirme

ve donme bilesenleri icin ayn ayn bulunurlar.

5.1. Grid Sistemi

Bu calismada incelenen plak {izerinde, x ve y yOnlerinde Ax ve Ay
kadar araliklarla ¢izilen dogrularla ag seklinde bir grid sistemi olugturutur.
Boylece plak ¢ok kiiglik alt bolgelere ayrihr. Plagin toplam gekil degistirme
ve kinetik enerjisi, her bir dagimile ilgili cakigmayan alt bolgeler

tizerindeki sekil degistirme ve kinetik enerjilerin toplanmasiyla hesaplanir.
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Bu sekilde grid metodunun uygulanmasi icin (4.3) ile verilen sekil

degistirme enerjisi fonksiyoneli; f, f; ve f3 gibi {i¢c tane alt fonksiyona

balandr.
E 53 V.1
Us —— fi+fp+ ] dtd
20-0%'kL)[ 1+ g+ f5 ] dgdn (5.1)
Burada;
2 | 2
3 4
ﬁ:L(fﬁlﬁ] s f_(_"_v)ﬁ(¢§+9iv__) (5.2.1)
12\ at 2 L,
> [ 49 ’ k(1-v)p aw )
fzzq__(?;ﬂ) +________(¢n+ﬂ___) (5.2.2)
! 2 o1

2
. 2531:.(3%)( 3¢n)~+ B ~—v)( 3 a¢c) (5.2:3)
57 3t /A om 24 ag  am

Burada plak kalinig degisimini gosteren P parametresinin, dikkate
alman gridlere bagh olarak farkh degerler alacag unutulmamalidr. f, f, ve
f3 alt fonksiyonlar igin alt gsekil degistirme enerjilerinin bulunmasinda
kullanilan alt diigim bolgeleri sekil (5.1) , (5.2) ve (53) 'de gosterilmistir.

Alt sekil degigtirme enerjileri cakigmayan alt bdlgeler fizerinde
toplanmg sekil degistirme enerjilerinin toplamu olarak hesaplanir. ki ayn
grid setinin kullanimi, kictilt@ilmis dagim arahiklan ile sonlu fark
formitllasyonunu saglar ve bolmelendirme hatasm kiigiitir.

Plak, x ve y koordinatlant yoniinde M-1 ve N-1 alt-bdlgeye
ayriidiginda Al veAn arabiklan soyle bulunur :

1 v :
A?=———— AN = —— A = (5.3)
v S VI AN
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vekil 5.2. f) fonksiyonu igin clusturulan grid sistemi.
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$ekil 5.3. f3 fonksiyonu igin olusturulan grid sistemi.
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$ekil 5.4. f4 fonksiyonu igin olusturulan grid sistemi.
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Sonlu fark denklemlerinin formiilasyonu yapihirtken esit olmayan

duigiim arahklan kullanilacagindan dolay: ; -

- :r_[
2

M
1
M- =—2*[2(03+qj) (P1+04m)
i=

seklinde yazilabilir.

DSt - (8¢ ty)
i=1

i
]

(5.4)

fy, f, ve f3 alt fonksiyonlanna bagh olarak Uy, U, ve Uz alt sekil

degistirme enerjileri asagidaki gibi yazilabilir.

Ea® ¢!

Uy = fy dgdn (5.5.1)
2(1- ,02) IO Io
Ea’ Ls

Up = fo df d (5.5.2)
2(1= %) JOL’
Ea’ ¥l

Uz = fzdf dn (5.5.3)
2(1- ,02) IOL)

Sekil degistirme enerjisindeki kiigiik degisimler dikkate ahndiginda

yukandaki ifadeler asagidaki gibi yazilabilirler :

£a’
(AU 1) jrr/2 = —
2(1- %)

Fad
(AU jr172 = —
2(1- %)

L

(Si+t

(Fdijarr2 G }ACM (5.6.1)

P+ ay)
(Fodis1r2, b —J-ZT—J—]N;AT} (5.6.2)
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AUz jrir2 = =1 (32, ez G Q1AM (563)

2(1-v%)

Toplam alt sekil degistirme enerjileri, plak {izerinde ¢akigmayan alt-
bolgelerin toplanmasiyla agagidaki gibi hesaplanir.

N M-1
(Si+ti)
2 z Z (Fijs1/2 qu ALAn (5.7.1)
2(‘I~ Yi=t =t
N-1 M
Ea’ (P + Gy
Up = > 2[(f2)1+1/2j b 12 . ]ACA“ (5.7.2)
2(1-07) i=1 =1
£s N-1 M-1
Us= —— Z 2[ (T3is1r2, o172 b QJ 1atAY . (5.7.3)
2(1-0%) jo1 gt

Toplam sgekil degistirme enerjisi ise bu #g¢ alt gsekil degistirme

enerjilerinin toplanmasiyla hesaplamir.
U= Ul + Uz + U3 (58)

Benzer olarak {4.4) ifadesinde, kinetik enerji alt fonksiyonu f;, agsagida

verildigi gibi ifade edilir.

2

_ o 0L ? 3on ot faw Y
fa= = *t - + (5.9)
12 L\ at 3t p2 \ dt :

fy alt fonksiyonu icin grid sistemi ve alt dagim bdlgeleri gekil (5.4) '

de goOsterilmigtir.
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f4 alt fonksiyonuna bagh olarak plagin toplam kinetik enerjisi

asagidaki gibi ifade edilir.

N M
SZ Z [(f4)i,j Gy +Ta)ijer 4 Pj+1
=1 j=1

Loz
8"

e
| SO

(5.10)
+ (T ie1,j Sirt G5+ (Fadie1,je1 Siet1 Gj1] ALAN

5.2. I¢ Dugimlerde Sonltu Fark Formiilasyonu

Sonlu yaklasmm toplamlan olarak verilen sekil degisﬁrme ve kinetik
enerji ifadeleri (5.7.1 - 573 ve 510} jher bir ij diagimi icin asagida yazilan

Euler sartimi saglamalidur.

4[aa-v ] -y
dt adf,j 3Q¥,j
{(5.11)

Burada; ql=w', qZ=0f , g®=¢n ‘'dr

5.2.1. Sekil degistirme enerjisinin sonlu fark formiilasyonu :

Taretilen (5.7.1)-(5.7.3) sekil degistirme enerjisi ifadelerinde, hiz
terimleri bulunmadigindan hiz bilegenlerine gbra threvler sifirdir. Buna

gore (5.12) esitligi yazilabilir.
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d[ ou 5
=l T (5.12)
dt| agf

Bir i¢ dagiimde (Im), sonlu fark denklemlerinin formiilasyonu igin
belirlenen diigime Euler sarti uygulanir. {5.7.1-5.73) ifadelerindeki sonlu
yaklasim toplamlan formundaki sekil degistirme enerjilerinin w', ¢t ve
¢n bilesenlerinin her birine gore kismi turevlerinin alinmasiyla asagdaki

denklemler bulunur.

AU Ead P o Si+ b))
. % 3w Z 2(f1)i,j+1/2 4>
001,m 20107 Wim iy o
e L ) + 4
+ Z z (F2disrr2,5 b "‘i‘é—j’ ALAn
=1 j=1
{5.13.1)
N M-l
U Ead ) Z ) a Si+ b))
— = Digstr2 O —F5—
5q%m 2(1- %) 90him |15 j=1 2
Nel M1

+ (F3s1r2, o172 T Q5 (ALAND (5.132)
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U BREEE (s + Q)
3 2, 30 2 z(fz)mxz,j ti-—i—é—l—
047 m  2(1-1%) Mm | i i
N-1 M-
* 2(f3)i+}/2,j+1/2 t; gj |ALAn
=1 j=1
(5.13.3)

(5.13.1-5.13.3) denklemleri, sadece (I=i , m=j) dugumiyle ilgil
terimleri kapsayacak gekilde tekrar yazilirlarsa agagida verilen denklemler

elde edilir.

i+ 4)
2

ol Ea® 3
W 2. 3w’ {{(f‘)ﬁi—iﬂ Pi+ (Tidijers2 Gy}
Wi 2(1-0%) Wi

(; + ;) .
{2125 SiMinrrz i} —-J-—é——j-] AtAn (5.14.1)

U E2° 3
0Ly 2(1-v? 90%i;

G+ L)
2

[{ g1z Py+ (Fdijatre G5

+{ (Ficis2, j~1r2 Py + (Fadic1/s2, jerr2 Qi } S

+{ (Tis1/2, j-172 Pjt Tivrsz, jerr2 G5 1 G ]ACAH

(5.14.2)
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U Ea’ 3 [
= ; {(Tdiciso Si+ (Fdirszy G}
00Mi;  o(1- p?) 90T, !

(P; + Ty
2

+{ (F2)ii1/2, 172 Pj+ (T2)isi/2, sz G5} S

+ { T is1/2, 172 PjF (FDivrsz, jri2 G5} ]ACAH
(56.14.3)

Burada, fonksiyonellerdeki kismi tiirevlerin yerine esit olmayan
digtm arahklartyla yazilan sonlu fark denklemleri yazilirlar. Ag seklinde
olusturulan gridlerin kullanimi, kiictlmig diiglim arabklan ile sonlu fark
formiilasyonunu ve dolaylélyla bdlmelendirme hata miktarmin azalmasim
saglar.

Sekil degistirme enrjisi fonksiyonellerindeki bazi kismi tirevler igin
esit olmayan ditigim arabklarimin dikkate ahndigr sonlu fark denklemleri

asagidaki gibi yazilabilir.

o9 ) |
( 3 Jijuirz At;( O+ 0t ) (5.15)
ow’ 1 »
ot + at i _2_(¢l;lj1 +¢§}J )+ Q(WU Wij-1) (5.16)
3¢n ) ]
= ——— (-0n; ¢ﬂ+ ) )
( M Jisirz,y HOAL RACRRAE (5.17)
ow’ 1 1 ' ‘
(Q)n + —é-;]—)iq/z,j: —2-((1)711,1' Oy )+ _——Si@AC (W) —Wil1,i) (518)
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3ot )(ad)n H ]
= (0%i_q; + 0L
M 9t J\ O Jliliszj-1/2 4p 50t 015 + 0L

= Q81 0 ) (OMger + 0Ny — 0Ny ot — 0Ny ) (519

Fonksiyonellerdeki diger kismi tlrevlerin sonlu fark denklemleri
benzer sekilde elde edilebilir. Bdylece sekil degistirme enerjisi, sonlu
farklarla ifade edilmis olur.

Yukardaki sonlu fark denklemlerinde hata ¢§2 mertebesindedir ve

digim araliklarmin yariya indirilmesinden dolayr bdlmelendirme hatas:
gercek degerinin dorite birine indirilir.
5.2.2. Kinetik enerjinin sonlu fark formtilasyonu :

Kinetik enerji, yer degisterime (w') ve ddénme bilesenlerini (({)c ,(j)n)

ihtiva etmediginden bu bilesenlere gbre tirevleri sifirdr.

3T
— }= 0 ' (5.20)
9G;

Bu durumda, (5.10) ile verilen kinetik enreji ifadesinde, sadece i}
dagimi igin hiz bilegenlerine goére kismi threvier, sekil degistirme

enrjisinde oldugu gibi asagidaki gibi yazilabilir.

d oT 1 o23d 0
—| —— = paThy — | ———(Tg)i i ( S+t 40 Y ALA
dt{ aw'i;j} g Pe o dt{ 3W'i,j( 4)*:3f i*tli ) (Py+G; )} LAan  (521.1)
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d[ T I 5 3d
R P L T (S ALAT
dt[aib“-l g P90t [adﬂ;z}( g (o )(Dﬁ%] .l

d[ a7 1 <dl o 1
—| —— |= —pa’hy — (Tad,j (Sitl) (Py+a; )| ALA
dt{aqmi,j} 8 " dt {aq) Ny 4% (Pj JJ N (5213)

Bu denklemlerin diferansiyellerinin alinmasi ve harmonik hareket

kabuliiniin uygulanmasiyla asagidaki denklemler elde edilir.

- ——]—Epazhgai’fj ©” (A cos et + B sin wt)

Sle

| ammeanauae |

QJ .

2

]|
i

Wil 4pd
X Wi (Si+ty) (pj+d; )] ALAn (5221)
4 __Z-Jl_ - par"hoozI ©® (A cos ot + B sin wt)
dt{ o6t ; 48
X DL i (Si+ti ) (Py+a; )} AfAn (5222)
.—d— ——al~ = - —l—pthocz, 3 @2 (Acoswt+Bsinwt)
A5.22.3)

X Py 5 (S+L; ) (P05 )] ALAn



48

Son olarak bir ij i¢ diigimil igin sonlu fark denklemi, (5.14.1-5.14.3)
denklemlerinde tamamlanan hesaplamalarla bulunan sonuglarin ve
(5.22.1-522.3) denklemlerinde verilen ifadelerin (5.11) denkleminde yerine
koyulmastyla elde edilir.

Uclnell bélimde plagin; basit, ankastre ve serbest kenarlart icin sinir
sartlanindan bahsedilmisti. Bu sartlarin basit, ankastre ve serbest kenarlar
tizerinde bulunan herhangi bir dégim noktasina uygulanmas: sdyle
aciklanabilir:

1. Basit mesnetli bir kenar Gzerindeki diigimlerde; gerilme sinir
sartlar1 otomatik olarak minimizasyon iglemiyle saglanmaktadur.
Geometrik simir sarti ise sonlu fark denklemlerinde w'=0 yazlarak saglanir.

2. Ankastre bir kenar uzerindeki diugiimlerde; geometrik sinr
sartlar, sonlu fark denklemlerinde w’=(0, Q)Q:O, $n=0 yazilarak saglanir.

3. Serbest bir kenar Gzerindeki dtgumler; serbest kenarlar Gizerinde
sadece gerilme sgartlanmn mevcut oldugundan, bu sartlar minimizasyon

islemiyle saglanirlar.
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6. BILGISAYAR PROGRAMI

Onceki boliimlerde, incelen degisken kalinhklt bir dikdortgen plagin
serbest titresimine ait dogal frekanslarin ve mod bigimlerinin elde
edilebilmesi igin gerekli olan matematik model elde edilmistir. Bu amacgla
ilk olarak incelenen plak sistemine ait sekil degistirme ve kinetik enerji
ifadeleri elde edilmis ve bunlar sonlu fark denklemleriyle ifade edilmigtir.
Sistemin dogal frekanslan ve mod bigimleri, bu ifadelerin yerdégistirme ve
donme bilesenleri icin Euler denklemi kullanilarak elde edilen Gzdeger
probleminin ¢dziilmesiyle bulunabilmektedir. Bu ¢dziimleri yapabilmek
amaciyla FORTRAN programalama dili kullanilarak bir bilgisayar
program hazirlanmugtir. Bu programa ait akig semast Ek2. ‘de verilmigtir.

Bu programin icra ettigi iglemleri agsagidaki gibi ozetleyebiliriz.

1. f1.f2, f3 ve fy alt fonksiyonlanndaki plak kalinhgimn degigim tipine
{ustel kahnhk degisimli, lineer kalinlik degisimli..} bagh olarak degisen
rijitlik katsayilarmmn; RIGID1, RIGID2, RIGID3 ve RIGID4 alt programlariyla
hesaplanmasi.

2. Goz Onine alman smir gartlarmm uygulanmasi.

3. Enerji ifadelerindeki sonlu fark denklemilerinin elde edilmesi ve
her bir fonksiyonun integrasyon iglemlerinin; INTEG1, INTEG2, INTEG3
ve INTEG4 alt programlanyla birlikte DERIV ve STORAG alt
programlariyla icra adilmesi.

4. Son iglem Euler sartmin enerji ifadelerine uygulanmasiyla elde
edilen oOzdeger probleminin ¢Gzimidir. Bu ¢dzim, iki agamada

gerceklestirilmektedir.
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Birinci agamada, incelenen plak tzerinde 5x5 dagim seti
kullanilarak ozdegerler elde edilir. Bu islem, EIGEN, ELMHES ve HQR ait
programiyla icra edilmektedir. Ozdegerler, katsayilar matrisinin bir st
Hessenberg matrise donistirtilerek QR metodunun uygulanmasiyla
bulunmaktadir.

Ikinci agamada, 8x8 digim seti ve birinci asamada bulunan
Ozdegerler; UNSRAY, BANDET ve BANSOL alt programlarinda
kullarlarak daha hassas olan yeni Ozdegerler elde edilir. Ozdegerlerin iki
agamada bulunmasiyla bilgisayarin kullandi§i zamanin ve hafizanin
azaltilmas: saglanmigtir. Son olarak, elde edilen bu 6zdegerler MODE alt

programinda kullanilarak sistemin mod bigimleri elde edilir.
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7.SONUCLAR VE TARTISMA

Bu galismada, degisken kalnhkh dikdodrtgen plaklann titrésim
analizinin yapilabilmesi icin agiklanan varyasyonel prensibe dayali sonlu
fark teknigi, Gniform kalinlikh ve Gstel kahnbk degisimine sahip kare ve
dikdortgen plaklara uygulanmgtir. Yapilan tiim analizler igcin poisson
oranm V=03 ve kesme faktorii k=n2/12 olarak alimmigtir. Jain ve Soni ,
(1973} ve Dovganich ve Korol , (1978), frekans parametresini ifade etmek
icin asagida verilen boyutsuz parametreyi kullanmuglardir.

Q= J 12(1- ‘l)z)azpcoQ/Ehg (7.1)

Bu parametrenin A ile olan iligkisi asagidaki gibidir.

Q=41 2&/{33 ‘ (7.2)

Kahnhg istel olarak degisen dikdortgen bir plagin geometrisi ve
boyutlann Ek-1. ‘de verilmigtir. Bu tip bir plak i¢in kalnhk fonksiyonu ;

h(x,y) = hge™C¥Y (7.3)
olarak ifade edilir. Boyutsuz olarak ifadesi ise asagidaki gibidir.
h(E.n) = hge Can | (7.4)
Burada hy , (€= 0, n = 0) 'daki plak kalink@ ve ¢, plak kalinhigmnm
incelme sabitidir. hy (1 = 1) 'deki plak kalnkg olmak tizere hy , hy ve ¢

arasinda agagidaki gibi bir bagint vardir.

o =~10ge {hy, hg) . {(7.5)
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Aksu ve Al-Kaabi, (1987) kullarulan bu metodun gegerliligini
gostermislerdir. Burada sunulan metodun yaklagim karakteristiklerini
bulmak icin dort kenanindan basit mesnetli (B.B.B.B) kare bir plak analiz
edilmistir. Sonlu fark formilasyonunda, en iyi sonuglann alndig: 8x8
dagiim seti kullamlmigtir. Bu sistem igin 164 denklem [36(i¢ diigiimler)x3 +
28(sinirdaki diiglimler)x2] elde edilmektedir. Klasik yaklagimda bu 15x15
digiim setine karsiik gelmektedir ve bu halde ¢dziim icin 614 denkleme
ihtiyag varken sunulan teknikte, sadece 164 denklemle aym dogrulukta
sonuclar elde edilebilmektedir (Aksu ve Al-Kaabi, 1987).

Bu ¢alismada, Gstel kahnlik degisimine sahip kare bir plagin B.B.B.B
durumu igin farkh By degerlerinde elde edilen frekans parametresinin ik
sekiz modu Tablo 7.1. ‘de verilmistir. Ayrica Dovganich ve Korol tarafindan
parabolik kahinlikli ince plak igin elde edilen sonuglar da bu tabloda

verilmistir.

Tablo 7.1. BB.BB plakicin Q frekans parametreleri (c=05, b/a=1)

Dovganich | Bp=0.01 Bp=0.02 | PBo=0.05 Bg=0.1 Bo=0.2
Mod
(1978)

1 1 16.22 16.002 15723 }15.233 14.861 13.709
1 2 4043 41.776 40410 (38214 36.518 31.735
2 1 40.42 41.776 40410 |38.214 36.518 31.735
2 2 64.81 64.386 62951 |59.389 55.546 45956
3 1 79.37 82246 | 81326 |78895 72.759 56.679
1 3 80.58 82.246 81.326 |78.895 73.045 56.679
2 3 10482 | 105.730 | 102430 |97.396 87.109 66.995
3 2 106.14 | 105730 | 102430 |[97.396 87.520 67.005
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Tabloda, ince plak ¢dzimleriyle yapilan kargilagtirmalarda; aradaki
farkm, yitkksek modlarda ve Ozellikle yiksek Py oranlannda arttig
gorilmektedir. By, kalinhgin artmastyla beraber artan kesme deformasyonu
ve dénme ataletlerinin nemli derecedeki etkisinden kaynaklanmaktadir.

Sekil 7.1. ‘de ise aym tip plagmn, farkhi 1/fg degerlerine karsihk gelen Q
degerleri icin yaklasim egrisi goriilmektedir. fg‘n azalan degerlerine karsilik
frekans parametresinin klasik plak ¢Gziimime yaklastigy gorilmektedir. By
0.01 degerlerinde frekans egrisi klasik plak ¢dziimine daha da
yaklagmaktadir. Kalinhgm azalmasiyla birlikte kesme deformasyonu ve
donme ataletlerinin etkileri azaldigindan dolay1 by, beklenen bir sonuctur.

Bu durum kullanilan yOntemin gecerliligini gostermektedir.

18
Q
16— —=
——— Ince plak gBatimi
141 —— Sunulanmetod
12 -
10 T T Y T T T T T " T
a 20 40 &0 80 100 120
113

Sekil 7.1. Ustel kalinlikli kare bir plagin B.B.B.B durumu igin frekans

parametresinin f ile degisimi.
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B.B.B.B kenar sartlarina sahip kare plak igin f oraninin cesitli
degerlerinde ¢ incelme sabitinin dogal frekanslar Gzerindeki etkisi de
incelenmistir. Burada ¢ = ~0.1,...,—r0.7 degerleri igin plak kahnlig, n yonitinde
artmaktadir. Bu degerler icin elde edilen sonuglar Tablo 7.2. ‘de verilmistir.
Burada beklendigi gibi ¢ nin artmasiyla fark da artmigtir. Bu plagin gittikge
kalinlagmast ve dolayisiyla kesme deformasyonlan ve dénme ataletlerinin

etkilerinin daha da belirginlesmesi sebebiyledir.

Tablo 7.2. BBB.B plak i¢in Q frekans parametreleri ( b/a=1)

¢ | Bg=001 | Bg=005 | Bp=01 | Pg=02
0.1 20659 | 20368 | 19.567 17.331
03 | 22855 | 22455 | 21391 18.593
0.5 | 25314 | 24754 | 23329 | 19.847
0.7 | 28077 | 27279 | 25368 | 21.065

Bu galismada kullamlan varyasyonel prensibe dayah sonlu fark
teknigi, bagka galigmalarda gesitli kalinlik degisimine sahip kare plaklar igin
uygulanmigtir. Fakat bu yontem ile dikdortgen plaklann ¢oziimleri meveut
degildir. Bu bakimdan sunulan c¢ahsmada sonlu farklar yéntemle
dikdortgen plaklarin analizi yapilmistir. Kenarlan arasindaki- oran, b/a=04,
1 ve 25 olan {stel kahnhlik degisimli plaklanin, bir kenan serbest ve diger
kenarlar basit ve ankastre mesnet: sartlannin iki farkh konfigiirasyonu olan
B.AB.S ve AAAS {Basit-Ankastre-Basit-Serbest ve Ankastre-Ankastre-

Ankastre-Serbest) simir gartlan igin titresim analizleri yapilmistir. Bu plak
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tiplerinin hy/hg=1 , 08 ve 05 degerleﬁ icin dogal frekanélarm ilk sekiz
modu elde edilmigtir. Elde edilen bu dogal frekanslar ile Sonzogni vd,
(1990) tarafindan sonlu elemanlar yontemiyle elde edilmis sonuglar Tablo
73, 74. ve 75 ‘de verilmistir. Burada hy/hg=1 orani, tGniform kahnlikh
plaga karsihk gelmektedir. Tablolardaki karsilastirmalarda, elde edilen
sonuglann oldukga iyl yaklagimlarda oldugu gorilmektedir.

Ustel kalinlik degisimine sahip plagin mod bigimleri de elde
edilmistir. b/a=1 olan kare plak ve b/a=04 olan dikdortgen plak igin
h1/hp=0.5 almarak B.AB.S ve AAAAS Smn' sartlari ig:iﬁ elde edilen mod
bicimlerinin birkag1 Sekil 7.2,..,74. ‘de verilmigtir.

Bu cahsmada, varyasyonel prensiple birlikte kullamilan sonlu fark
tekniginin dikdortgen plakiarm titregim analizinde de kullamlabilecegi
goralmigtir. Kullanilan teknikle denklem sayisimun azaltilmas: biytk
kolayhklar saglar. Dikddrtgen plaklarin analizi yapilirken plak @izerindeki
duglim aralklan egit olarak alnmamigtir. Bu durum sistemin ¢dziimtnd
kolaylagtirmasina ragmen sonlu farklardaki hatanin artmasmna sebep
olabilmektedir. Fakat elde edilen sonuglar, diger ¢aligmalardaki sonuglarla
kargilagtinildiginda aradaki farkin kiigik olmast hatta bazi modlarda
birbirlerine esit olmas), esit olmayan diigim araliklarinin etkisinin bu

galismada dnemsenmeyecek kadar kiigcik oldugunu gdstermektedir.
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Tablo 73. b/a=04 i¢in Q frakans parametreleri (A AAS)

h, /b, 08 0.5
Sonzogni | Sunulan So'nzogni Sunulan | Sonzogni| Sunulan
Mod (1990) Metod (1990) Metod (1990) Metod
1 37.58 37.586 34.68 34.696 3041 | 30.409
2 7617 | 76.168 66.63 66.629 51.45 51.451
3 13480 | 134.800 11590 | 115903 85.07 85.073
4 152.40 | 152401 14040 | 140400 117.90 117.900
5 19310 | 193.102 17400 | 174.003 130.00 130.003
6 213.00 | 213.000 182.00 | 182.000 142.00 142.006
7 25500 | 255.000 228.00 | 228.000 180.00 180.005
8 31400 | 314.000 267.00 | 267.000 188.00 188.000
Tablo 74. b/a=1 icin Q frakans parametreleri (ALA.AS)
h, /hy 08 05
Sonzogni | Sunulan | Sonzogni| Sunulan | Sonzogni| Sunulan
Mod (1990) Metod (1990) Metaod (1990) Metod
1 2393 23.936 2040 20411 14.67 14.678
2 4001 | 40.022 35.76 35.768 28.38 28.373
3 63.26 63.268 5352 53.518 3713 37131
4 76.70 76.706 68.90 68.905 5490 54.908
5 8060 | 8059 7150 | 71.502 5530 | 55.299
6 11680 | 116.799 103.00 | 103.001 7610 70.106
7 122.00 | 122.002 104.00 | 104.168 81.70 | 81.699
8 13400 | 314.004 120.00 | 120.005 9500 | 95.008
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Tablo 75. bfa=25igin () frakans parametreleri (A A AS)

hy/hy 1 0.8 0.5
Sonzogni | Sunulan | Sonzogni| Sunulan | Sonzogni| Sunulan
Mod (1990) | Metod (1990) Metod (1990) Metod
1 22.53 22.532 18.80 18.818 12.60 12.605
2 2460 24.621 21.80 21.801 16.50 16.511
3 29.20 29.193 26.00 26.014 20.50 20.509
4 37.10° 37.105 33.10 33117 26.10 26.104
5 48.00 48.002 43.00 43.010 34.00 34.012
6 61.00 61.001 51.00 51.006 34.00 34.012
7 64.00 64.015 57.00 57.000 42.00 42.018
8 64.00 64.015 57.00 57.000 45.00 45.004
Tablo 7.6. b/a=04 i¢in O frakans parametreleri (B A.B.S)
hy/hy 1 0.8 0.5
Sonzogni | Sunulan | Sonzogni| Sunulan | Sonzogni| Sunulan
Mod (1990) Metod (1990) Metod (1990) Metod
1 - 30.62 30632 29.35 29.354 27.42 27.421
2 5800 | 58.088 51.97 51.968 4224 42.236
3 105.60 | 105.607 91.83 91.835 69.27 69.279
1 149.40 | 149.427 13790 | 137.900 108.50 108.500
5 173.00 | 173.355 149.00 149535 116.20 114.440
6 182.00 | 182.015 165.00 165.031 135.00 135.001
7 235.00 | 235.011 211.00 211.000 159.00 | 159.000
8 | 262.00 | 262.026 22400 224002 | 168.00 168.001




Tablo 7.7. b/a=1icin Qfrakans parametreleri (B.AB.S)
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h, fhy 1 0.5
Sonzogni | Sunulan | Sonzogni | Sunulan | Sonzogni| Sunulan

Mod | (1990) Metod (1990) Metod {1990) Metod
1 12.68 12.677 11.15 11.150 8.67 9.144 *
2 33.06 33.058 29.80 30.019 24.03 24.026
3 41.71 41.711 35.58 35.573 2534 25342
4 63.04 63.041 56.00 56.007 43.65 39.220
5 7240 72.403 65.10 65.100 52.10 52.115
6 90.70 90.704 76.70 76.702 53.00 53.018
7 103.00 | 103.369 92.10 92.101 7230 72.334
8 11200 | 112.007 99.40 99.401 76.00 75.939

Tablo 7.8. b/a=25 i¢in O frakans parametreleri (B.AB.S)
h,/hy 1 08 0.5
Sonzogni | Sunulan | Sonzogni | Sunulan | Sonzogni | Sunulan

Mod | (1990) Metod (1990) Metod (1990) Metod
1 1019 10.191 8.65 8.708 6.05 6.060
2 13.61 13.612 | 1207 12.024 9.36 9.364
3 2012 20.144 17.91 18.681 14.03 14.041
4 29.70 29.695 26.50 26.508 20.80 20.962
5 39.70 39.707 33.20 32.259 2230 22.301
6 42.00 41.239 38.00 38.005 28.90 28905
7 43.00 45.631 - 3800 38.005 29.00 29.003
8 49.00 49.003 44.00 44.009 34.00 34.000
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Sekil 7.2.1. Birinci mod bigimleri (bfa=1, hy/hg=05 BABS}) -
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Sekil 7.2.2. Ikinci mod bigimleri (b/a=1, hy/hg=05 B.ABS)
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Sekil 7.2.3. Dordiincii mod bigimleri (b/a=1, hy/hy=05 ,BABS) -
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Sekil 7.2.4. Besinci mod bigimleri (b/a=1, hy/hg=05 B.ABS)
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Sekil 7.3.1. Birinci mod bicgimleri (b/a



64

W

3

8

&

8

W 3 =
Q& ¢
L A

N

%

7
én

2B ol AL

Sekil 7.3.2. Ikinci mod bigimleri (b/a=04 , hy/hy=05 B.ABS)
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Sekil 7.33. Dordinchi mod bigimleri (b/a=04 , hy/hp=05 B ABS)



66

e

4

n
A ]
8
&
Q’
3 @
£
1

Sekil 7.3.4. Beginci mod bigimleri (b/a=04, hy/hy=05 B.ABS-)



Jekil 7.4.1. Birinci mod bigimleri (b/a=1, hy/hy=05 AAAS)



vekil 7.4.2. Ikinci mod bigimleri (b/a=1, hq/hg=05 JAAAS)
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Sekil 7.4.3. Dordinct mod bigimleri (b/a=1, hy/hg=05 AAAS)
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Sekil 7.4.4. Besinci mod bicimleri {(b/a=1, hy/hg=05 L AAAS)
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Sekil 7.5.1. Birinci mod bigimleri (b/a=04 , hy/hp=05 AAAS)
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- Sekil 7.5.2. Ikinci mod bicimleri (b /é=0.4 , h/hg=05 AAAS)



05 AAAS)

Sekil 7.5.3. Dordiincii mod bigimleri (b/a=04, hy/hy
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Sekil 7.5.4. Besinci mod bigimleri (b/a=04 , hy/hg=05 AAAS)



EK-1.1. PLAK KALINLIGI DEGISIM TIPLERI

1. Uniform kalinlikh plak 2. Tek yonde lineer kahinlik
degisimli plak

/ g
/ lhe { My
F i

hixy)=h hixy)=hp(1-cx)
3. Ixi ydnde lineer kalinhk degisimli 4. Orta ylizeye gore lineer kalinhk
plak degisimli plak

hixy)=hp(1-c1x){1-coy) hix,y)>=hg{1-c4x)



EK-1. 2. PLAK KALINLIGI DEGISIM TIPLERI

5. Bilineer kalnhk degisimli plaklar

hm /

hixy=hp(l+eixfa) Oty hixy=hg(1-cix/a) O<x<xm
hixyy=hp(1-coxfa) Xm<X<a hixy=hp(1+cx/ a) Xm<X<a
6. Parabolik kahnhk degisimli plak 7. Ustel kalmhik degisimli plak

-~ / e
/ ey

hixyr=hg(1-cx?) hixy)=hge ™
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