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MODULUS FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANMIS
BAZI YENI DiZI UZAYLARI VE {STATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Ayhan ES!
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Bu galisma dirt bolim halinde dizenlenmistir. 11k bGlim daha sonraki bolimlerde
kullanilan ve bilinen temel tarim ve teoremlere ayriimistir.

. tkinci,tcUnel ve dirdiincl balamler calismamizin orijinal kismim olugturmaktadir
lkinct bglimde modilus fonksiyonu yardimi ile tanimlanmis bazi dizi uzaylart verilip,
A=(ap ) pozitif terim1i bir matris ve bir f modilis fonksiyonu yardimyla yeni

[wo(Ap,1,80] , [w(A,p.1,9)] ve [w.(A,p,f,e)] dizi uzaylar: tammlanmis ve §zel halde elde

edilen L{p,f,s] dizi uzay1 ile birlikte ¢esitli 6zellikleri incelenmistir. Daha sonrav e N
olmak Uzere [w(A,p,f¥ s)] dizi uzay1 tanimianip, v,u e N 'nin durumiarina gire elde edilen
[w(A,p,s)], [w(A,p,fus)] ile [w(A,p,f¥,8)] dizi uzaylar: arasinda bazi kapsam bafintilar
incelenmigtir.

Ugtincii bitiimde A=(apk )=(C,1) Cesaro matrisi, s=0 ve her k i¢in px=1 ahinarak
[wolAp. B8], [wlAp.fs) velw,(ADp,fs] dizi uzaylart [wg,f], [w,f] velw,fl, dizi
uzaylarina indirgenmis ve ikinci bolimdeki baz1 teoremler bu dizi uzaylarinda sonuglar
seklinde verilmigtir,

Diirdiincli boliimde S-fstatistiksel yakineak dizi kavrami verilip, bu tanimdan hareketle
[w,f]-yakinsak diziler uzay1 ve [wp]-yakinsak diziler uzay: arasindeki bagintitar

incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Dizi uzay1, paranorm, modiliis forksiyonu, istatistiksel
yakinsak hk



SUMMARY
PhD Thesis

SOME NEW SEQUENCE SPACES DEFINED BY A MODULUS
FUNCTION AND STATISTICAL CONVERGENCE
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This thests consists of four chapters. In the first chapter, some fundamental
definitions and theorems which will be used in the sequel of the thesis are given.

Second. third and fourth chapters are the original parts of this study. In the
second chapler, we present some well-known sequence spaces which are defined by &
modulus function and define some new sequence spaces which will be denoted by
[woA,p. 1,801, [w(A,p,1,8)] and [w(A,p,f,5)], where A=(ang ) is @ matrix having
positive entries and f is a modulus function. The various properties of these spaces and
space L{p,f,e] obtained in a special case, are investigated. Furthermore, defining the
sequence space [w(A,p,f¥ s3], where veN, some inclusion relations are given between
the sequence spaces [w(A,p,T¥,s)] and [w(A,p,fU,s)], where u,veN.

In the third chapter, we reduce the sequence spaces defined in the second chapter
to [w.flo, [w,fland[w,fl, by leking a Cesaro matrix A=(any)=(C,1), $=0 and py=1

for each k and also some resulls are expressed .

in the fourth chapter, S-1statistical convergence concept is given, using these
aspects, the relations between [w,f]-convergent and [wp]~convergent Sequence spaces

are given.

KEY WORDS: Sequence space, pararnorm,modulus function, statistical convergence
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BIRINCI BOLUM

1.1. GIRIS

Kompleks sayilarin tum sonsuz dizilerinin s uzayi Uzerinde {, fp, {(p)
ve Kp,s) dizi uzaylar1 tanmimlanmis ve bu uzaylar Gzerinde birgok ¢alismalar
yapiimistir. Son Zamanlarda modilds fonksiyonu kullanilarak bu uzaylar
uzerinde yeni ¢alismalar yapiimaktadir. Soyleki; Moddlls fonksiyonunun
tanimi Nakano (1953) tarafindan verildi ve Ruckle (1973), A. Wilansky'nin
"{ey, €9, ..} birim vektorierinin simirl kimesini bulunduran en kUguk FK
uzay) var midir?" sorusuna cevap ararken L(f) dizi uzayin1 f modilis
fonksiyonu yardimiyla tanimladi Maddox (1986) kuvvetli Cesaro
toplanabilme taniminin genellegtirmesi olan, moduluse gore kuvvetli
Cesaro toplanabilen dizilerin simfinl w(f) olarak tanimiadi.Connor (1989),
Maddox un (1986) tamimin1 Cesaro matrisi yerine herhangi negatif olmayan
bir regller matris toplanabiime metodu olarak w(A,f) toplanabilme
metoduna genellestirdt. '

Biz bu galismamizda A=(ayg) pozitif terimli bir matris, p=(py)
pozitif sayitarin synmirh bir dizisi, sz0, seR ve f bir modUlds fonksiyonu
olmak Uzere [wq(A,p,f.9)], [w(AD,f.9)]. [WeolAp,f,9)] ve Llp,f,s] yeni dizi
uzaylari ile, bu uzaylarin bazi ozelliklerini inceledikten sonra veN olmak
Uzere [wolA,p,f¥,)] dizi uzayr tanimlanip bu uzay Uzerinde bazi bagintilar
verdik. Daha sonra A matrisini Cesaro matrisi, s=0 ve her kK i¢in p=1 alarak
[wa.fl, [w,f] ve [w.fle diziuzaylar: elde edilip, bu uzaylarin sadladiklar
bazi ozellikleri sonuglar seklinde verdik Daha sonra S-1statistiksel
yakinsak dizi kavramini tanimlayarak, buradan hareketie [w,fl-yakinsak
diziler uzay1 ve [wpl-yakinsak diziler uzay1 arasindaki bazi kapsam
pagintilarin verdik.
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1.2. Temel Kavramlar

Bu kisimda, ¢alismamiz boyunca kullanacagimiz, bitinen temel tanim
ve teoremileri verecegiz

Tanim 1.2.1. X bos olmayan bir cimle ve K kompleks yada reel
saytlarin bir cismi olsun,

+ XXX = X
. KXX = X

fonksiyonlart agagidaki ozellikleri saghyorsa X cimiesine K cismi
Uzerinde bir vektor uzay: (Tineer uzay) denir.

VALEK vexyZ€X igin

L1) x+y=y+x

L2) (x+y)+z=x+(y+2)

L3) x+B=x olacak sekilde bire e X vardir.

L4) vx € X igin x+(-x)=8 olacak sekilde hir (-x) € X vardir.
LS) 1.x=x

LE) A(X+y)=Rx+Ay

L7) (A+p)x=AxX+pX

L8) Alpx)=(Ap)x

Tanim 1.2.2. X, K cismi (zerinde bir lineer uzay ve Y, X 'in bos
olmayan bir altcimlesi oisun. Eger vA,p € K ve x,y €X i¢in, Ax+py€X
oluyorsa, Y ye X' in lineer aituzay denir.

Tanim 1.2.3. Bir T topolojisine sahip X lineer uzayinda toplama,
+ XXX — X ve skaler ile ¢arpma, . :KxX — X iglemleri surekli ise bu
X uzayina lineer topolojik uzay adir verilir.

Tanim 1.2.4. X, K cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun. E§er gX - R
fonksiyonu asagidaki sartiari saghyorsa, g ye bir paranorm,



(93]

(X,0Y ye de paranormiu uzay denir
vieK vexye€X igin
(1) g®8)=0
(i) glx=g=x)
(111) glx+y)< gx)+qgly)
(V) A—dq Ve glx-Xg) = 0 iken gAx-Axg—0

(Buradad, € K ve Y €X dir)

Tanim 1.2.5. Bir (X,g) paranormlu uzayinda alinan her Cauchy dizisi
bu uzayn bir noktasina yakinsiyorsa (X,g) uzayina tam paranormiu uzay
denir.

Tanim 1.2.6. Kompleks terimli tim x=(xy), (k=1,2,3,...) dizilerinin
cimlesini s ile gosterecediz. s, x=(xy), y=(y,J€s ve a€C herhangi bir
sabit olmak Uzere

x+y=(X+yK) ve ax=(a.xy)
seklinde tanimlanan istemler altinda bir lineer uzaydir.

Tanim 1.2.7. X, K cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun. X' denK' ya
olan bir f donusumi vapf €K vexy € X 15in

flax+py)=af()+Bf(y)
ozelligini sadliyorsa ' ye X Uzerinde bir lineer fonksiyonel denir.Eger,

fx+y)ef(x)+f(y)
ve
Tlox)=af(x)

birlikte safjlaniyorsa f’ ye alt lineer fonksiyonel adi verilir.



Teorem 1.2.1. (Hanh-Banach Teoremi): g, X lineer uzayinda her
x € X i¢in tamimh bir alt lineer fonksiyonel 1se her x € X igin f{x} < a(x)
olacak sekilde X'de tammh pir f Iineer fonksiyonel vardir. Ayrica X' deki
her x 1¢1n g(-%) = :q(x) 1se T fonkeiyonelt, x, €X olmak ve a, 0< a < glxg),
q(x,) * 0 kogulunu gercekleyen bir say1 olmak zere f(x,)=a olacak
sekilde segilebilir.

Hanh-Banach Teoreminin reel degerli bGtln sinirh dizilerin /.
lineer uzayina uygulanmasi, Banach limiti kavraminin dogmasina yol
agcmistir ve Banach limitleri ilk olarak Banach (1932) tarafindan
verilmistir

Tamim 1.2.8. Bir L: /o= R lineer fonksiyoneli agafidaki 6zellik-
leri saghyorsa, L' ye bir Banach limiti denir:

(B1) n=0,1,2,... 1¢1n X20 ise L{x)0,
(B2) L{x)=L(Dx), burada Dx=D({ X, )={ Xp+1},
(B3) L(e)=1, e=(1,1,1,..).

Tanim 1.2.9. Simirly bir (x,,) dizisi verildiginde eger her L Banach
1imiti i¢in L(xy)=s oluyorsa (x,) dizisine hemen hemen yakinsak dizi de-
nir ve s=limx, sayisina bu dizinin f-limiti ady verilir,

Hemen hemen yakinsak bir diziyi karakterize edecek bir 6zellik
C.CLorentz (1948) tarafindan asafidaki teoremle ifade edilmistir.

Teorem 1.2.2. Bir (x,) dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart, m' ye gore duzgun olarak

_ ]
Hmk_,., t;.;;m (x) =“mk__)c,:, koo Xt Pl T ¥me 2 T k- =S

olmasidir,
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Daha sonralari bu 1imit kavramt kuvvetli hemen hemen yakméakhk
kavramina genellestirildi ve Maddox, [ f ] ile gosterilen bu yakinsak g
soyle tanimladr

Tanim 1.2.10. Bir (x,) dizisinin bir s say1sina kuvvetli hemen
hemen yakinsak olmast 1¢tn gerek ve yeter sart, m' ye gore duzgun
olarak

-1 k
iMoo tkm (x-S D=MG ok 2 [ Xjem = 8] =0
i=1
olmasidir.

BUtdn bunlardan sonra [ butun simirh x=(x,) dizilerinin uzay:
olmak Gzere [flef€ . igermesini yazabiliriz.

Tanim 1.2.11. s kompleks (ya da reel) terimli dizilerin uzayi ve E,
s’ nin herhangi bir lineer altuzay! olsun. Bu takdirde E' nin ¢arpim uzay1

MIE] = { 2es : a.x€E, her xeE i¢in}
plarak tanimlanir. (Maddox, 1986).

Tanim 1.2.12. s kompleks ya da reel terimli dizilerin uzay1
ve E' de s’ nin bir lineer altuzay: olsun. Bu takdirde E' nin « ve B dualleri

sirasiyla

(-4
£ =<aes: > | agxi| <o, her x € E icin}

k



En={aes: > apXg yakinsak, her x € E 1cm}
¥

olarak tanimlanir. (Maddox 1970).

s kompleks teriml]i bUtln dizilerin uzayiny gostermek Uzere, X ve Y
s’ nin iki gergek altuzayi ve A=(ap) (nk=1,2,..) sonsuz bir matris olsun.

Ax=(Ap(x))eY ise A=(ap,) matrisine X' den Y' ye bir matris donusimu
tanimliyor denir ve bu A€(X,Y) ile gosteritir.

Tanmim 1.2.13. Yakinsak bir diziyi limiti koruyarak yakméak bir
diziye donUstlren bir A matrisine regller matris denir.

Tanim 1.2.14. Bir A=(an) matrisinin reguler olmasi 1¢in gerek ve
yeter kosullar:

(1) Herkicinlim p_an=0

k

(i) supy X | ank| <o
K
olmasidir.

Tanmim 1.2.15. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Za, serisi
verilmis olsun Za, serisinin veya (s,) dizisinin



olmak Uzere A=(apy) matrisi yardimiyla elde edilen (t,) donisum dizisi,

1
Ny

.
AN

Sk

1

th=

nM>

olarak tanimlansin, Bu sekilde tanimianan ortalamaya Cesaro ortalamas
veya kisaca (C,1) ortalamas denir. Bu ortalama reguterdir.

Asaidaki esitsizlikler, ¢calismamizda sik sik kullanilacaktir.

Esitsizlik 1. Her k i¢in px > O ve H=supypk, 2,0k € C olsun. Bu
taktirde

o by ]pkﬁc[lak ]Dk+] by ]ka

dir.

Egitsizlik 2. a;, by 2 0,k =12,.,holmak Uzere

a) O0< pg <1ise

pk I
ag t X
1 k=

M=

Il
> (a0 <
=1 K

k



b) pr 21 ise

Lemma 1.2.1. Herhangi iki f ve g modulus fonksiyonu igin

a) fog, fv, v=1,2,3,.. (Burada fv=fofofo..of (f'ninv defabileskesi)
seklindedir),a 2 0 igin af, f/1+f, f+g fonskiyonlar: birer modills
fonksiyonudur.

b) f-1,f.g, f/g ve f-g fonksiyonlar: birer moduliis fonksiyonu
olmak zorunda degildir. Bunu gormek igin f(x)=x!/2 ve g(x)=x modilis
fonksiyonlarinm aimak yeterlidir.

Lemma 1.2.2. f bir modulus fonksiyonu ve 0<&<1 olsun. Bu taktirde
ve Nvet e[ igin

1 ) -1
s ise fv(t)ﬁ"f;”[fv ()

olur. Burada fO=| §zdeslik dondsumidir.

Lemma 1.2.3. H(n) n" ye bagh bir énerme olsun. Eger H(n) onermes:
n=1 i¢in dogru ise ve gnermenin n igin dogrulugu kabul edildiginde n + 1
icin de dogrulufu ispatianabiliyorsa, H(n) dnermesi her n dogal sayisi
i¢cin dogrudur,



IKINCI BOLUM

2.1.f Modilus Fonksiyonu Yardimiyla Tanimlanmis
Dizi Uzaylar.

ModU1Us fonksiyonu tanimt 11k kez Nakano (1953) tarafindan
verilmistir. Ruckle (1973), f modulus fonksiyonu yardimiyla

{16 3ol =)

dizi uzayini

L(f)={x=(xk): %f(‘xk])um}

dizi uzayina genellestirerek bu dizi uzayinin ¢esitli 6zelliklerini
incelemistir. Daha sonralart, f modilis fonksiyonunu kullanarak
sirasiyla, Maddox (1886), kuvvetli toplanabilen dizilerin

W= (xK):—lek( - 0,(n=oe)

N k=1

={X=(xk) - g Ixy L] -0,(N>ew) ),

n
= (%) SUpp~ 3 | % | <+ oo
M k=1
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uzaylarim

Wo(f)= (XK)—Z f(lxkl)—)O,(h—»oo) ,
N k=1

n
Woo () = x=(x): supnnlkz] P xg | ) <+ o

uzaylarina; Connor (1989) , A matrisini non-negatif reel regller bir
matris alarak kuvvetli A-toplanabilen dizilerin

WO(A)={x'=<xk>:nmngankqu;yo } ,

w ()= <x= (x):Enaz birL icin x - Le ewq(A) } ,

Zaylarmm

WO(A,f)={><=(xk): 1imn S ane f (| xk])=0 } ,
k

w (A f)= {x =(xy): EnazbirLicin x-Le e wo(Af) }

uzaylarina ve son olarak Pehlivan (1990}, kuvvetli hemen hemen
yakinsak dizilerin



11

n

[Flo=¢ x=0x} ) — Z |Xram |- 0, (n—e), m'ye gore dizqin

k-l

n
[F]= ><=(><k):ri zlka,—l_]—a 0,(n-e), myegore dizgin » ,
V=1

n .
[F]oo = {X=(Xk ) ISUDn‘m r—]} z ! Xk+m| { +oo
k=1 .

uzaylarin

OIS {x (Xy): — 2 f(|xk+m |) =0, (n—e), m' ye gore dizgin },
[F()] = {X (i) = Z f(]Xk+m L) = 0, (n>e), m ye gore dizgin

(F(Nes { (XK ):SUppm —) Z f (lxk+m’)< too
uzaylarina genellestirdiler ve bu uzaylarin ¢esitli dzelliklerini
incelediler.

Biz ise bu bdlimde A=(apy) pozitif terimii bir matris, p=(py) pozitif
sayviarin simirh bir dizisi, 520, s€R ve f bir modulus fonksiyonu olmak



uzere [wo(A,p,f,8)], [w(A,p,f,9)] ve [wWe(A,p,f,8)] yeni dizi uzaylarini elde
edip, bu uzaylarin bazi oOzelliklerini inceleyeceyiz. Ozel olarak
[woo(A,p,f,8)] diz1 uzayinda her n,k i¢in an =1 alarak Llp,f,s] dizi uzayim
elde edip, bu uzayin baz1 ozelliklerini inceledikten sonra veN olmak
Uzere [Wo(Ap,Tv,8)] dizi uzayim ve u,veN olmak Gzere [wo(A,p,fu8)],
[wo(A,p,fv,8)] dizi uzaylari arasindaki bagintilari inceleyecegiz.

2.2. Bazi Yeni Dizi Uzaylari

f moddlls fonksiyonu yardimiyla yeni dizi uzaylarinm tanimlamadan
once modulls fonksiyonu tanmimini verelim.

Tanim 2.2.1. (Ruckle, 1973). f:[0, ) -» [0, «) olsun. Eger
agsa@idaki o0zellikieri sagliyorsa f' ye bir modulls fonksiyonu denir:

(i) f(x)=0 olmasi igin gerek ve yeter sart x=0 olmasidir,
(1) Her x,y 2 0 {¢in fix+y)<f(x)+f(y),

(111) f artanadir,

(1v) f, 0" da sagdan sUreklidir.

(1) den JfO)-fy)i<f(x-y) ve (1v) den f' nin [0, «) Uzerinde her yerde
surek 11 oldugu ¢ikar. Modulls fonksiyonu simirh veya sinirsiz olabilir,

Calisma boyunca p=(py) dizisini ¥ k i¢in 0< py < Sup pg = H < oo
olarak alaca§iz.

Simdi yeni dizi uzaylarini tanimlayabiliriz.

Tanim 2.2.2. f bir modilUs fonksiyonu ve A=(ank) pozitif terimli
bir matris olsun.



[ o(A,DI‘%)] 1m,H Sag k. [f((tm(x)|)] =0 520, m'ye gore diizgiin \,
K

[wia pf8)]=d X im0 3 8nkk [ (Itkm(x-te)l[]pk=0 $20, m'ye gare diizgin \,
k

[w,,(A,p,f,s)] ={ x suppm z ak [f (| tem 0] )] szo}

seklinde tanmmlayalim.Eger x-Le € [wy (Ap,f,9)] ise x dizisi L ye
[w(A,p,f,5)] toplanabilirdir diyecediz ve x — L [w(Ap.f,s)] ile
gosterecediz. Burada e=(1,1,1,..) dir. [w(Ap,f.8)] dizi uzayinda ozel
olarak f(x)=x modulis fonksiyonunu segersek

[W(A,p,8)]=¢ % 1iMp 0T ankk—S“ tkm(x—Le)l]pk=0 520, mye gore dizgln
k

dizi uzayini elde ederiz.

Teorem 2.2.1. f herhangi bir modllls fonksiyonu ve A=(apk)
regiler bir matris olsun. Bu takdirde

[wolAp. T olclw(Ap,fs)lclw, (Apfs)]

dir.
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Ispat: [wo(Ap,f,9)lc[w(A,p,f,s)] kapsamas) agiktir. Burada sadece
[w(Ap.f,s)] € [ w, (Apf,s)] oldugunu gosterecegiz. x € [w(Ap,f,s)]
olsun f' nin alttoplamsalligy ve Egitsiziik 1.7 den

% ank K -s[f (l tem (X0 D]pk

- %'ank k's[r(gtm () - L + L|)]lok

yazilabilir. ILl ¢ M olacak sekilde bir M tamsayis1 bulunabilir. Buradan

T 2k k-s[f (| tim 0 {)]p"g C S an K—S[f ([ tim (X - Le) D]pk
k k

H -
ceMt] Sayk
k
elde edilir. A" min regllertigi ve x € [w(A,p,f,8)] clmasindan
-$ Pr
Supm,nzankk [f({tkm()() ()] <o
k

olur. Boylece istenen elde edilir.

Teorem 2.2.2. [wy(Ap,f,9)], [w(Ap(f,9)] ve [w.(ApD(T,s)] dizi
uzaylari C Gzerinde birer lineer uzaydir.



Ispat: Sadece [wg(A,p,f,5)] dizi uzayimin C Uzerinde bir lineer uzay
oldugunu qdsterecegiz. Diger iki uzayin C Uzerinde lineer uzay
olauklar benzer gekilde gosterilebinr,

vV nK igin ank pbzitif terimli oldugundan &, p skalerleri ve ¥ n,k,m
ve X,y € [wg(Ap,f,8)] igin

ankk S{f (| tim W*w)l)}pk

tkm Wl)}pk
F1(Jten @)}
=ankk’s{f(|zntkm Co | Yt (] te (y)l)}pk

+

< ank k‘s{f(]tkm (Ax)

s’ankk-s{f(,tkm (ax)

sankk's{rf(ltkm 00] Y Kt (| ten (y)D}pk (22.2)

olur. Burada T, K; | A | < T ve | p| ¢ K olacak gekilde pozitif
tamsayilardir.Ayrica Egitsiziik 1.'den

anck” {1 ([t 0] Y 1 (1 00
Camk S C {[T.f([tkm 00] I ' [5 (] ten <y>l)]°k}

olacaktir. Bu ve (2.2.2) egitsizliginden



16

ank Kk S{f (’ tkm (kxmy)])}pk

Pk

{ [t 001)] " [((]ti Wﬂm}

olur. C.THve CKH ifadeleri sabit ve x,y € [wo(A,p,f,5)] bulundugundan,
bu son egitsizlikte k=1 den e’ a kadar toplam alinir ve daha sonra
n— oo icin limite gecilirse, Ax+py € [wo(A,p,f,5)] oldugu gérilur.

Teorem 2.2.3. [wo(A,p,f,5)] ve [w(Ap,f,9)] dizi uzaylari, A=(ank)
regUler bir matris ve M=max (1,H) olmak Uzere

W

Gx) =supymd Z ank k- s[f (I tkm(x')l):}pk
kK

ile bir paranormlu uzaydir.

Ispat. [w(A,p,f,s)] dizi uzay1 i¢in ispat yapacadiz. [wo(A,p,f,8)] dizi
uzay! igin de benzer sekiide yapilabilir.

G: [w(Ap,f,8)] -» R nin asafidaki sartlar sagladigini gostermek
yeterlidir. Teorem 2.2.1. den her x € [w(Ap,f,s)] icin G(x) € R dir.
Simdi f modulus fonksiyonunun 0zelhiklerini dikkate alarak sartlara

bakahm.

e

6(8) =supnmd Z ank k- S[f (' tkm(e)l)]pk
K
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-5 Pk ]/M
=supn,m{2k anck [1(]0])] }

:O,

o
G(~x) = SUPnm 2 ankk [f(ltkm(-X)D]
k
s Pk #
= 5Upp.m {zk: ank k [f G-l | tk.m(x)])] }

s Pk 4
=9upn’m{§kj an K [f([tkm(x)l):’ }

=G(x),

Simdi Egitsiziik 2. (a) ve (b) den her n,m € N igin

Y
s P
{zk an k [f(ltkm(x*y)l)} }

g{% aing k S[f(ltkm(x)[)} } + {2.; ankk |7 (| ten)])] }
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ifadesi gerekli islemler neticesinde elde edilir. Burada n,m Uzerinden
supremum alinirsa G(x+y) < G(x) + G{y) oldugu gorallr,

Simdi Skalarla‘carplmm sureklitigine bakalhm.
X = @, A sabit hali i¢in G(AX) » O ve x » 8, A~ Ohali icin G(AxX) = 0
oldugunu gormek kotaydir. A-» 0, x sabit hali i¢in G(Ax) - 0 oldugunu
gosterelim.

x € [W(A,p,f,s)] olsun. Bu durumda n—ec igin m'ye gore dizgin
olarak

Smn= 3 ankk S[f (| timx - Le)[)]pk -0
k

olur. Al < 1igin

Y

Sanck [ 1] tkmh) mpk’
k

%

. Pk
- zk ank k S[f (l tkm(lx-lL"lL)’)j]

s

< zankk's[f(ltkm(xx—m|)+f(]tkmo.u[)Tk
K

olur. Buradan Egitsizlik 2. (a) ve (b) den ifade
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s Pk 4
) {zk ok [f([tkm(xx—m[)] }

| 2
+ {% ank K S[f(!tkm(lul):’pk}

i &N anik | 1{ | tnx-a0) | )]pk

kENankk [f(,tkm(lX‘lL)l)] }

_ Pk 1/M
+ {zkankk Tt (tkmaL]) ] }
. Pk %1
§<ng ankk”[f(ltkm(xx-u)m }

B ’ nr) M
+ kszNank k [f(l tkmU.X‘/»L)D]

] B g
; {zk an k S[f(!tkmm-)’)] }



-5 Pk %1
k>N .
Cole Pk %1
+{ S ankk “[f(}tkm(xx—ml)] }

k<N

: o
; {zk anck [ (| tin@0)]) ] }

olur. €> O ve N-yi Gyle secelim ki k>N olmasi Sy, n< €/2 olmasini gerek-
tirsin. Her N i¢in f nin strekliliginden

e )
{ zankk”[f((tkm(xx-ml)] }

k<N

-8 Pk %1
+{2ankk [f(}tkmm)])]} >0 (A0)
k

olmasi nedeniyle 8 < 1'i dyle segelimki |&l < & 0lmasi

N7
{ 5 ankk's[f(|tkm(xx-m])] k}

k<N
-5 Pk %’1
k



olmasini gerektirsin. BEdylece

-sr ° =Pk ]/;1
S an k Q[f("tkm(}»x)})_‘ (e/2+€/2=¢
k

elde edilir. Yam A— Ohaliigin G(Ax) — O olur. O halde G bir paranorm

olup, [W(Ap,f,s)] G ile paranormlu bir uzaydir,

Teorem 2.2.4. [w(Ap,f,s)] dizi uzay: Teorem 223. deki G
paranormuna gére tamdir.

, i i i i ) i) ; o
ispat: x = (Xp)m = (X1,%2,...,.Xmp,..) 0lmak Uzere (x [w(A,p,f,s)] dizi
uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde

G( xi- xJ =0 i,jo e
olur. Yani i,] - =
1/
/M

Pk
O e o
6x - x ) = SUPnm \ 2 ank K [f ( { tkm (x % )i )} -0 (224)
k

olur. Buradan her nk,mve 1,§ - « i¢in

-s i { P
K {f(ttkm(x—x})i)] =0

ve f modUlls oldugundan

-S i P -S i P
1My 0K [f({ tkm (X -X} )’)] = K [f(h’mi‘j —>°°l tem (X ‘XJ )')]



esithigi

. U

“mj)]' _,,o,;l t*m (X -X )“: 0
olmasini, bu da herbir sabit m i¢in

i T
hmy _,,OO’ tom (X 'X] )l= 11my ; —>°°l Xm"X}n'=O

olmasini gerektirir. Bu ise (X:n)f()(,;, x,i, ..y dizisinin her bir m i¢in C
de bir Cauchy dizisi oldugunu verir. C tam oldujundan bu dizi
yakinsaktir, i — co i¢in Xy = Xm, M=1,2,3,... divelim. (22.4)den €>0
icin bir N tamsaytsx vardir oyleki i,j > N ve tdm n,m'ler i¢in

1
o)

-5 }
T an k [r (J tym (X =X )H X (2.25))
k

yazilabilir. Buradan herhangi bir T tamsayist i¢in

1
. i Pk /M
T ayk "[f(l tym (X =X )M g (2.2.6.)
kT

elde edilir. j = oo igin Xy} = %y oldugundan, j — « iken (2.2.6) dan tim
nmve i>Nigin

Y

. Pk
> ankk_a[f(’ e (X =X )M <€
keT



o
R

olur. Bu herhangi bir T dogal sayis1 igin saglandigindan i > N ve tumn,
me ler igin
1 /
Pk /i

Zam«k—s[f (' trm (X]—X )l) <€ (227)
K

elde edilir. Yani i—eo iken G( xi- X ) » 0 ve boylece i— o iken xi — x
olur,

Ayrica x'e [w(A,p,f,8)] oldufundan her 1 i¢in bir L vardir, Gyleki m'
ye gbre duzgln olarak

Pk
- i
T ap k S[HI e (% —L'e),)] 50 (hoe) (2.2.8)
k

dir. A" nin requlerligi, f' nin alttoplamsalligr ve (2.2.8) kullanilarak
1,] = o iken f( |Lle - Llel ) = O elde edilir Buradan ( L1) C de bir
Cauchy dizisidir. C tam oldugundan { — = fken L'— L diyelim.

Netice olarak n—ee ikenm' ye gore dizqin olarak

-< Pt
E ank k [:f ( , tkm (Y"Le)' ):} -0
k
elde edilir. Yani x =(x,) € [w(A,p,f.s)] olur ve boylece [w(Ap.f.s)] dizi
uzay1 G paranormuna gore tamair

Teorem 2.2.5. A=(ay) regiler bir matris olsun ve inf py > O
bulunsun. Bu takdirde
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(i)  x— L iken xg—= L ([w(ADpf,8)]),
(i) xg—= L({W(AD,S)])iken x,— L ({w(Apfs)])
dir.

Ispat: (i) inf py =h> 0 ve xg— L olsun. Bu taktirde m' ye gore
diizgun olarak tgm(x) = L olur. Yan! limy eI %k = LI=0 Tken m' ye gore
dizgUn olarak 1my_,eoltkm(X-Le)=0 dir.f modllis fonksiyonu oldugundan

iMoo T (] tm (-Le) )] = 1 [Hmk_ml tkm(x—Le)U =0
ve h > 0 oldugundan m'ye gore dlizgin olarak
h
iMoo T (| thm (x-Led D] =0
olur.O halde 0 <e<1igin 3k 3 VK>Kky vevmigin
h
[f(] tkm(x—Le)f)] <g<|
ve ¥ k igin p 2 h olacagindan,
Pk h
[f([ tem (-Led D] ¢ [f (| tem x-Le)])] <e
elde edilir ki bu da, m'ye gore dizqun olarak
. Pk
iMoo F (] tkm(x—Le)])] =0

demektir. Ayrica (k=) simirl1 oldugundan, m’ ye gore duzgun olarak
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1Mk e kns[f (| tkm(x—Le)] )]pk=0

olur. Boylece A regbler oldudundan, m' ye gore dizgun olarak
. -5 Pk
1iMp heod S Ak K [f(]tkm(x-Le)l):, =0
k

olur ki buda x, — L ([w(Ap,f,s)]) demektir.
(ii) inf pg =h > O ve xg = L ( [w(A,p,5)] ) olsun. f sifirda sagdan

surekli oldugundan, O0<g< 1igin 0 <8<l olacak sekilde38>0 3
0<tg<é iken f(t) <e dur. Simdi

l1={keN: |tim(x-Le)| <8, hermicin],
2= lkeN: |tynx-Le) [>8, hermicin]

dersek, Lemma 1.2.2. denv nmve 0<€< 1 igin

EL dnk K S[f (' tem(® - Le),)]pk

-5 ankk_s[f(!tkm(x-Le),)]pk" > ankk_s[f(ltkm(x"Le)l)]pk
Kely Kel2

Dk
(Samk [eT5 S ank S[(g—;—“—))l tkm(X - Le) IJ
k k



yazilabilir. Burada inf p, =h ve sup py=H oldugundan

" h H
21D) ¢, ve (2000 o,
5 . 5

denirse

zl( anc k- s[f (| timtx - Le)])]pk

-5 - p
s‘[e]Hz ap k  +max(Cq,00) T apk S[ltkm(x - Le)]] '
k K

elde ederiz. Bu esitsiziikte n— oo i¢in limit alinirsa, m' ye gore dizgin
olarak x — L{w(Ap,9)] ikenx — L[w(A,p,f,8)] oldugu gorilir.

Teorem 2.2.6. A=(ap) regller bir matris ve Inf py > 0 olsun, Bu
takdirde f modQils fonksiyonu igin

B=Hn‘nt_.'mf(tt) >0 ise [w(Ap.f.9)]=[wlAp.s)]

dair.

Ispat: Herhangi bir f modUlus fonksiyonu i¢in B ile verilen pozitif
limitin varh@ Maddox (1687) Onerme 1" de verilmistir.

Teoremin ilk kismi Teorem 2.2.5. den aciktir. ispatin bu kisminda
B> O koguluna gerek duyulmadi. Simdi ispatin diger kismi i¢in B> O ve
x € [w(Ap,f,8)] olsun. B > O oldudundan v t 20 igin f(t) > Bt dir.
Dolayisiyla v nk,m igin

2 KTt ([ tmte - Le)|)]pk

2B i ek [([ Lem(X - Le)l):!pk
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dir. Tamimdan n ~ « iken m' ye gére dizgin olarak birinci taraf sifira
gittiginden, n = e igin

% ank k_s[.(ltkm(x - Le)mpk -0

elde edilir. Bu ise x € [w(A,p,s)] oldugunu gosterir. Bu ispat1 tamamiar.

Teorem 2.2.7. A=(ay) regller bir matris olsun ve f herhangi bir
modUlUs fonksiyonu olsun. Bu takdirde

loo © M([Weo(A,D,T,5)D) C [Woo(A,D,f,5)]
dir.
ispat: a=(a;) € I, olsun. Bu taktirde v k igin | a; | < K olacak

sekilde bir K pozitif tamsayis) bulunabilir. Boylece v k,m ve
X € [Woo{A,p,f,8)] icin

F(] tim @0]) ¢ K|ty 60])

KT tem 00])

olur. Dolayisiylta v n,m ve x € [we(A,p,f,9)] igin

zk 2k s[r (] tkm(a.x)])]pk
¢ %ankk’s[xr(;tkmm)})]pk

K S anek”[r (| timoo )
K
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olur. Buradan v x € [wo(A,p,f,8)] icin
SUp nE apy ke [ ([tkm(a x)l)]

elde edilir ki, bu da a=(ay) € M([we.(A,p,f,5)]) demektir. Bu ise ilk
kapsamdir. MIweo(A,p,f,S)NC [Weo(A,D,T,S)] oldugunu gostermek igin
b=(brJEM([Weo{A,D,f,5)]) ve e=(1,1,1,..)€ [We(A,p,f,5)] dizisini almak
yeterlidir.

Teorem 2.2.8. A=(ay) regller bir matris olsun. Eger f sinirli ise

[WeolA,p,f,8)] =
dir.

Ispat: [We(A,p,f,9)] nin tanimindan dolay1 [WeAp,f,8)]C S oldugu
agiktir. f sinirh oldugundan v n,m ve x € s igin

Ek:ankk [f(ltkm(X)D} ﬁZankk [K]pk

¢ [K]Hz ank
K

esitsizligi elde edilir. KH sapbittir, dolayisiyla m ve n (zerinden
supremum alinirsa, A reguler oldugundan

S zk anck [ (] ten®) ])]Dk ¢

olacaktir. Bu da x € [Wq(A,p,f,8)] demektir. Buna gore s [Wo(A,p,f,s)]
olur. Boylece s = [We(A,p,f,S)] elde edilir.



® ile sadece sonlu ¢oklukta terimleri sifirdan farkl olan kompleks
ya da reel terimli batln dizilerin uzayim gosterelim.

Teorem 2.2.9. A=(a,) regiler bir matric, f sinirhl bir modills
fonkstyonu ve s> 0 olsun. Bu takdirde xe [wqo(A,p,f,S)] 01dugunda

S apxg yakinsaktire (a) € @
K
dir.

ispat: xe [wq(A,p,f,5)] olsun. (ax) € @ iken

z Ak Xk
K

sonlu toplama dontsecedinden yakinsaktir.

Simdi kabul edelim ki x€ [wo(A,p,f,8)] igin

z Ap-Xk
k
yakinsak, fakat (ay) € @ dir. Bu durumda pozitif tamsayitamn artan oyle

bir (ky) alt dizist bulabiliriz ki

>0, i=1,2,3,.

|2,
dir. $imdi y=(yy) dizisini

a -,
yk= kl
0,  diger
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olarak tanimlayalim. f simirh oldugundan f(tym(y)) < K olacak sekilde
K> 1 pozitif sabiti vardir. O halde

zanck [1 ([t ]
k
(Sagk [k
4

H -5
3

olur ki, n— e igin 1imit alinirsa KH sabit s> 0 ve A=(apy) reguler
oldugundan sol taraf m’ ye gére duzgln olarak

”m”""’{ Ak k's[f(l tkm(y)])]pk =0

elde edilir. Bu da ye [wo(A,p,f,s)] oldugunu verir. Fakat

]
2 2kYk= 2 ak—
k i %

= Z I =
i
olacagindan,
2 3kYk
K

iraksak olur ki, kabulimuzle ¢eligir. O halde (ay) € ® olmak zorundadir,

Sonug 2.2.1.  A=(ay) regller bir matris, f simirht bir modilis
fonksiyonu ve s> 0 olsun. Bu takdirde



(Iwg(AD,1,SIR = @
dir.
ispat: ispat Tebrem 2.2.9. dan kolayca elde edilir.

Teorem 2.2.10. Herhangi f ve g modulus fonksiyonlar: ile
§,51,5220 151N

(i) Iwgo(Apf,8)] niw(Ap,g,9)]CIwolAp,f+g,s)]

(ii) sy <spise [wo(Ap,f,51)]C [wolA,p,f,s0)]
dir.

Ispat: (i) vk,m igin| tym(x) |2 0 oldugundan Esitsizlik 1. den
,\7Pk Pk
[ (| tm0)] = [ ([ tem0]) 9 (| tem & )]

<c[t(Jun @]+ [ ol tim )"

ve vk igin ag k=S » 0 oldugundan

an” [+ tin O] )

<Cand [r(|tn @]+ can Ta(frun @)

elde edilir. Burada k=1 den «' a toplam alinirsa x=(xi) € [wo(A,p,f,8)]1 N
[(wo(A,p,g.5)] iken x=(x) € [wp(A,p,f+g,5)] oldudu gorailr.



(ii) sy < sy olsun. vk igin O < k=1 < 1 oldugundan v k igin k™ S, <k™3; ve
v,k igin apg k™ S <Cap k™ Sy olur. Boylece

- ’ p - p
a1 ([en @] s ande [t (Jn O]
elde edilir. Burada da k=1 den " a toplam alinirsa sonug hemen goéraidr.

Teorem 2.2.11. Herhangi f ve g modUlis fonksiyonlary igin

f(t .
limsup "“5% <o ise  [wg(Ap,g,8)Ciwq(Ap,T,S)]
dir.
ispat: hmsupt_mf(t) <o 0lsun. Bu takdirde vt € [O )1<;m—(—tls K
a(t) g(t)

olacak gekilde K>1 sabiti bulabiliriz. v km igin |tynOl €[0,e0)
oldugundan, v k,m ig¢in

f(| tkm(x)])
g(!tkm(k)])

ve dolayisiyla

[f(l tem G kPt
[g(ltkm(X)D:

veya



[(] tin (x)])]pk ¢ KH[g([ tkm (x)l)]m

olur ki, buradan da ap, k™ $> 0 oldugundan

onit 1 tem @) ¢ K" [l tem GO

olur. Burada k=1 den «' a toplam alinirsa x=(x,) € [wq(A,p,0,5)] iken
x=(xy) € [wo(A,p,f,8)] oldugu gorulir.

Teorem 2.2.12. f ve g herhangi iki modilus fonksiyonu, A=(2p)
reguler bir matris ve s > 0 olsun. Bu takdirde

[wo(A,p,g,s)]1 € {wq(A,p,fog,s)]
dir.

ispat: f sifirda sagdan surekli oldugundan , £ > 0 igin 0 < § <!
olacak gekilde 38>0 3 0<¢t <8 iken f(t) <€ dur. Simdi

l1=tkeN: g(|tynt)-L]) <8, nermigin],
lo=(keN: g([tkm(x)—Ll)>8, her m i¢in )

dersek Lemma 1.2.2. den g ( Ity ) > & iken

(o (| timx] )¢ 2‘;“) (| temt®])

elde edilir. Boylece
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| % agk °[f (g (] tem®0) I)):lpk
-5 ankk-s[f(gﬂtkm(x)[)ﬂpk

KE]1

- ankkns[f(g(ltkm“)l))]m

k612

8

3 B P
T ank [S:ka*‘ 2 ank K V{(w)(g(ltkm(x”))}
k k

yazilabilir. Burada inf py =h ve sup py=H oldugundan

h H
2100) ¢, ye [2ID) -,
§ 8

denirse

X an K S[f (a(] tkm(x)[))]pk

T S anck S+ max (cq,00) T anck s[(g (] timx) D)}pk
k k

- 0 (n—oo, m'ye gore dizgun olarak.)

elde edilir. Buradan x=(x,) € [wg(A,p,0,5)] tken x=(x) € [wp(A,p,fog,s)]
oldugu géraldr.



Teorem 2.2.13. p=(py) ve g=(qx) stirh diziler ve v keN i¢in
0< pi € gk olsun. Bu takdirde herhangi bir f moddlds fonksiyonu igin

[wo(AD,T,9)] C [wg(Aa,f,S)]
dir. '

Ispat: x=(x;) € [wo(A,p,f,5)] olsun. Bu taktirde v 0< € <1 igin3ny 3
N> Ny vevmigin

{ankk"s[(r(]tkm(x)]))]pk Ce<

dir. Buradan n> ng ve v migin

2k k's[(f(]tkm(x)l))]pk <g¢

yazabiliriz. O halde, v k i¢in px < g oldugundann> ng ve ¥ m igin

k[ (0] )] ¢ amck” (1 ([ tno0 )]

olur, Bu ise x=(x;) € [wo(A,q.f,5)] olmasini verir.
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2.3. LIp,1,s]1 Dizi Uzay

Bu bolimde [we.(A,p,f,9)] dizi uzayinda her n,k igin ap =1 ahirsak

X SUpm 3 L:-S[f([tkm(x)[)]pk Coo, 20

dizi uzaymn elde ederiz. Biz bu dizi uzaymni Llp,f,s] ile gdsterelim.
AGikca girllebilecedi gibi @ € Lip,f,s] ve Teorem 2.2.Z. nin ispatindan
yararianarak Llp,f,s] dizi uzayimin C {zerinde bir lineer uzay oldugu
kolayca gosterilebilir.

Teorem 2.3.1. L{p,f,s] dizi uzay1, M=max (1,H) olmak Uzere

]I
4 AR
g(x) = supp ¢ Z k [f(ltkm(X)D]
k

ile bir paranormiu uzaydir.

fspat. ¢ Llp,f,s] —= R nin asaqidaki sartlart saglandigini
gostermek yeterlidir. Her x € [w(A,p,f,8)] igin g(x) € R dir. g(€)=0,
a(=x)=q(x) oldudu agiktir $imdi M21 ve ¥ Kk i¢in py/M < 1 oldugundan,
Esitsitiik 2 (a) ve (b) esitsarzliklerinden v meN icin

a

zk k_s:[f(]tkm(xw)l)]pk
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s Pk %
g{zk:k [f(ltkm(X)l)*f(ltkm(y)l)] }

{z S }

N
S {}E (,;S/m[f(;tkm<x>|)]%+[f(ttkmw)l)]%) }

=<zk (k'%[f(ltkm(x)[) ]Wm k-%[f(ltkrﬁ(y)l) ]‘%) }
Ny
g {% (K'S/”[f(ltkmml)]p%“) }
N W
+ {"E (A ermon] ) }



elde edilir. Burada m Uzerinden supremum alimirsa g{x+y) < g(x) + gly)
oldugu goralur.

S skalarla ¢arprrmn surekihigine bakahim
X — 6, 2 sabit hali 1¢in gAx) — O ve x —» @, A= Ohali i¢in gAx)—= 0

oldugunu gormek kolaydir. 2» O, x sabit hali igin g(Ax) —» 0 oldugunu
aosterelim.

x € L[p,f,s] sabit bir eleman olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir
£> 0igin

-8 Pk £
s ok [t tkmo )] <X (2.3.1)
o [ (’ km D] 2

olacak gekilde bir M > O pozitif tamsayisi vardir. 1Al < 1 i¢in (2.3.1) den

5 K [r([teno] )]

Kz

> k's[f([tkm(x)l)fk 3 (23.2)
k2M

elde edilir. Ayrica bu M pozitif tamsayisive A - O i¢in f({t,Ax)N) - 0
oldugundan verilen €> 0 igin [Al <8 olduk¢a

k_s[f({tkm(“)l)}pk ‘ 2(M€—1)

yazabiliriz. Boylece




fm k- s[f(l tkm(xx)}ﬂpL <-2°. (2.33)

olur. Dolayisiyla Il < § igin (2.3.2) ve (2.3.3) denA— 0 i¢in g(Ax) = O

olur. O halde g bir paranorm fonksiyonu olup, L{p,f,s] dizi uzay1 g ile
paranormlu bir uzaydir.

Teorem 2.3.2 Llp,(f,s] dizi uzay! Teorem 23.1. deki ¢
paranormuna gore tamdir.

. i (I N § ( 1) Y
ispat: x = (Xp)m = (X1,X2,...,.Xm,...) 0lmak Uzere \x J, Lp,f,s] dizi uza-
yinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde

g x=xI)=0, (,j=e)

olur. Buradan her m ve herbir sabit k i¢in

<k~s[f (| tim =) )Tk}%}

e

Pk
-1 T
<y 2K [f(!tkm(x-x )!)]
k

£g(x1-x1')—>0 i,j—o oo

ve f modilUs oldugundan
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l/
X Pk /‘M
: -5 L.
1My e | K [f(l tkm (X =X )')J

-

1
ok
-$ . 1]

= Yk [f(hmm- _m’ tem (X =X )l)}

esitiig
. U
1im; ; —*ooi tim (X =X )’=O

olmasini, bu da herbir sabit m igin
]

i
Xm-Xm =O

O
tom (X —xl )'=Hm,-,j i

Hmu —00

olmasim gerektirir. Bu ise (X:n)]:()(:n, xi, ..y dizisinin her bir m igin C

de bir Cauchy dizisi oldugunu verir. € tam oldugundan bu dizi
yakinsaktir, 1= eo i¢in Xl = X, diyelim. [Tk olarak gbsterelim ki
xeL[p,f,s] dir. (xi), , LIp,f,s] dizi uzayinda bir Cauchy dizisi oldugundan
vieN ic¢in g(x!) < K olacak sekilde K > O tamsayisy vardir. Simdi
herhangi bir n dogal sayisi igin

1
. ) 4 .
-5 . i

yazabiliriz. Buradan i - « ve sonra da n— o yapilirsa
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1/
-5 \ /M
{Zk S[fgl tkm(x)f)]m} <K
k

olur, bu da xeLlp,f,s] olmasi demektir. Simdi gésterelim ki i— o
icin g(xi - x) -0 dir. € > 0 verilsin. Simdi herhangi bir pozitif N
tamsayis1 igin 1, > N oldukga g(x' - xI) <€ yazabiliriz. Buradan herhangi
bir n dogal sayis1 ve 1,j > N igin

n -5 i ‘ |
2 Kk f(ltkm(x-m,) sg(x—x)u:

k=1

yazabiliriz. Boylece 1> N ve j— e igin

Yo

Pk
) <€

k—s[f (’ tkm (x - x), ]
[

(L o =

k

olur. Buradan n keyfi oldufundan n — « ve i > N igin gixi-x) <g elde
ederiz. Bu ise ispat1 tamamlar.
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2.4. [wg(A,p,fv,s)1 Dizi Uzayr Uzerinde Bagdintilar

Burada f moddlus fonksiyonu yerine veN i¢in fv  modulus
fonksiyonunu alarak [wo(A,p,f,9)] dizi uzayni

v =SV Pk
[WO(A,D,f ,S)}z{XESf hmn__)mz}\ankk l:f (!tkm()‘()l)} =0 y
m'ye gore duzgun, s20, veN} :

ile tammiayahim. Boylece efer x-Le € {wo(Ap,fV,8)] ise x dizisi L' ye
[w(A,p,f,9)] toplanabilirdir diyecegiz ve x » L{w(A,p,fV,s)] yazacadiz.

Amacimiz veN olmak Uzere v' nin durumiarina gére [wq(A,p,TV¥,s)]
toplanabilmeyi incelemektir.

Teorem 2.4.1. inf py > 0, A=(ay) reguler ve u <v, u,veN olsun. Bu
takdirde

X = LIw(A,p,fus)]
ise

x — LIW(A,p,fY,8)]
dir.

Ispat: Ispat) tUmevarim metoduyla yapacagiz. v - u =r dersek, reN
ver: 1olur. Simdir =1 i¢in dodrulugunu gdsterelim. Bunun igin

x = L[w(Ap,fus)] ikenx — L{w(Ap,futl s)]

oldugunu gostermeliyiz.



f s1firda sadan sirekli oldudundan v €> 0 igin O <& <1 olacak sekilde
38>0 3 0<tgd iken f(1)<e dur.

l1={keN:0fu (]tkm(x)—Ll)ss, her m i¢in},

2= tkeN: £ (JtgmG0-L|)> 8, herm igin)

dersek Lemma 1.2.1.den v O<g<1ve vnmigin

Pk

%ankk—s{(fuﬂ(ltkm(x)—LI))] =zka”"k-s[f(fu(ltkm(x>—L|))Tk

- ankk-s[f (f“(] tem00- L]))]Dk

kE]1

d Pk
s T agk S[f(f”(]tkm(x)—q)ﬂ

kE]Q

Pk
< zk anck [€ ]pk* Zk anck S[(%m)(fu(l tim(x)- L D)}

Burada inf py =h ve sup py=H oldugundan

h H
(2.1’(1)) 1 ve (2m)) -,
5 5

denirse




Pi

-sif u+l
T ankk [(f (| temt- L [))]
k

) Pk
H -s -s u

fe] Samk +max(cy,C) 3 ank [(f ([tkm(x)— L]))]

k k
elde ederiz. Bu egitsizlikte n = o igin limit alinirsa, m’ ye gore duzgun

olarak x—L[w(A,p,fu,s)] tken x—L{w(A,p,fu*1,s)] oldugu goruldr.

Simdi r igin dogrulugunu kabul edip r+1 i¢in dogrulugunu
gosterelim. Yani

X — L[w(A,;;,fU,s)] ikenx = L[w(A,p,fu+r s)] (2.4.1.)
oldugunu kabul edip,

X — LIw(A,p,fus)) ikenx — LIw(Ap,futr+l )]
oldugunu gostermeliyiz. (2.4.1.) den dolayi

X — LIw(Ap,fu*rs)] tken x - L{w(Ap,furr+1 s)]

oldugunu gdstermemiz yeterti olacaktir. Bu da r =1 igin yapilan ispatta
u yerine u + r  almakla kolayca g0sterilebilir. Boylece ispat
tamamianir.

Biz agagidaki teoremle [w(A,p,s)], [w(A,p,fu,s)] ve [w(A,p,fv,9)] dizi
uzaylari arasindaki badintiyy verdik.

Teorem 2.4.2. u<v, u,veN olsun. Bu takdirde v t20 i¢in f(t) 2t ise

Iw(A,p,fv,8)] € lw(A,p,TY8)] €lw(A,p,s)]
dir.
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ispat: f(t) >t ise f modilis fonksiyonu artan oldugundan

) 22t () 22t (0)2f @)t

dir. Her k,m igin Ity (x - Le) | 2 0 oldugundan

(| timx - Le)|) 2.2 ([temtx - Led|) 2.

2 ([ timtx - Le)] ) 2] timlx - Le)
ve VK iginpg> 0 oldugundan
Pk
2.

[fv(]tkm(x - Le)l)] .z[f”(] (X - Le)])rkz

z[f(ltkm(x = Le)[)}pkz[tkm(x -Le)| ¥

olur. v k,m i¢in ap, ve k™% pozitif oldugundan

-s| v , Pk -s[ u P
ang K f(‘tkm(x—Le)l) r2anck | (|tkm(x—Le)l)] 2.

- Dk

> an K "[f(!tkmm-Le)])- 2anck [ temtx - Le)| 6

elde edilir. Once k=1' den n' ye kadar toplam alinir ve sonra n — e igin
limite gecilirse x € [w(A,p,f¥,5)] olmast halinde x €lw(Ap,f¥-1,s)},.,
xe|w(A,p,fus)] . xelw(Ap,f2s)), xelw(Apfs)] ve xe[w(Ap,s)]
olmasini gerektirir. Buradan



46

(w(A,D,fv,9)]C [W(Ap,f4,9)]C [W(Ap,s)]

elde edilir.
Sonu¢ 2.4.1. Infp, > 0, A=(ay) regller bir matrisvev € N ice
(i) x — L{w(Apf.e)] ikenx = L{w(Ap,fv.s)],
(11) x = Liw(ap,s)] fkeny = LIw(A,p,fY,s)]

dir.
ispat: (i) Teorem 2.4.1. de u =1 2himrsa kolayca elde edilir.
(i) Bu (i) ve Teorem 2.2.5. (ii) den ¢ikar

Sonug 2.4.2. Inf py > 0, A=(apk) regiler bir matris, f(t) 2 tveveN
olsun. Bu takdirde

[w(A,p,e)] =[w(Ap,fYs)]

ispat: Bu, Teorem 242 ve Sonuc 241 (1) den kolayca elde edilir



UGUNCU BOLUM

3.1. [w,flg, [w,f] ve [w,fl, Dizi Uzaylar:.
Bu bolimde [wolA,p,f,9)], [W(A,p,f,8)] ve [wo(A,p,f,8)] dizy
uzaylarinda =0, her k i¢in py =1 ve A=(a,)=(C,1) Cesarc matrisini

alarak sirasiyla asagidaki dizi uzaylarini elde ettik ve Balum 2' deki
teoremlerin bazi 6zel sonuclarin verdik.

n
w, = { %= = T f(tym (%) |) =0, (n—ee), m' ye gbre duizgin »,
k=1

ala
n

n
[w,fl=d x=(x}) % 2 f(} t;_/m(X‘Le)D—eO, (n—e0) , m' ye qbre alzgin
k=1

‘ 1D
{W,f]c{," X=(Xk I3 Supn,m —n— z f(lt)\m (x) l ) (+ oo
k=1
Eger x € {w,f] ise x, L' ye f modllUs fonksiyonuna gore kuvvetli
hemen hemen toptanabilirdir denir.

Simdi yukarida tammladigimiz uzaylar ile i1gili bazi sonuglar
verelim:

Sonug¢ 3.1.1. Herhangi bir f modulls fonksiyonu i¢in
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[w.r]ec [wi]e [wf].
dir.

- Sonug 3.1.2. [w,fly, [w.f] ve [w,fl, uzaylar1 C Uzerinde lineer
uzaylardir.

Sonug 3.1.3. [w,fly ve[w,f] uzaylan

- n
a(x)=sup n,ml ([t x)])
M g=1

ile tam paranormlu lineer uzaylardir.
Sonug 3.1.4. Herhangi bir f modulls fonksiyonu i¢in

loo &M ([W,fl )] € [w,f],
dir.

Not: Bu teoremdeki icerme f modilis fonksiyonu sinirlt ise
kesindir. Bunu gosterebilmek igin bir a=(ay) e [, dizisini alalim. Bu
taktirde herhangl bir x € [w,fl, dizisi i¢in, f sinirli oldugundan

N
T(] tym (@0]) ¢ ':T S K=K <o
k=1

" M=

1
N =1

olacak sekilde K 2 1 pozitif tamsay1si bulunabilir. Dolayisiyla a=(a) €
MI{[w,flo)] elde edilir.

Sonug¢ 3.1.5. f simirh bir moddlUs fonksiyonu olsun. Bu takdirde
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w,fle=8
gir

3.2.[w,fv]l Dizi Uzayr Uzerinde Bagintilar

Simdi B6lum 3.1 de verdigimiz [w,f] uzay! tamminda Lemma 1.2.1.
a) dan dolay1 v € N i¢in f¥Y modulus fonksiyonunu alirsak

v 1 0oy : ) — .
[w,f J=d %=X = > f (thm (x—Le)l)—»O, (n—o0) , M ye gore dizgln
k=1

olur. [w,f] de gecerli olan bltun ifadeler f yerine fV alinirsa [w,fV] de
de gecerli olacaktir. Ornegin [w,fV] de tam, paranormlu bir uzaydir.
Buradaki paranorm

] v
gy (x) =sup n,m% T f (g OO])
k=1

seklinde tamimlanan g, paranormudur,

Bizim bu kisimdaki amacimiz v € N’ nin durumuna gore [w,fV] dizi
uzayini incelemektir.

- Sonug 3.2.1.f herhangi bir modilus fonksiyonu, u < v, u,v€ N
olsun Bu takdirde

(1) x— LUwD iken xy— L{w,fD
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(i) x,— LUw,fu]) iken xg— L{w,f¥D)
aw

Sonu¢ 3.2.2. f herhangi bir rnodulus fonksiyonu, v € N olsun. Bu
takdirde

(i) » — L(qw,fD iken x—= L (w,fvD
(i) x.— LUWD iken x— L{(w,f¥D

dir,
Ispat: (i) Sonug 3.2.1 (i1) de u=1 alinirsa kolayca elde edilir.

(ii) Sonug 3.2 1. (i) ve (i) den gikar
Sonu¢ 3.2.3. u<v, uve€N olsun Butakdirde vt 2 0igin
f(thtise [w, Y] ¢ [w,fulcw]

dir.
Sonug 3.2.4. vt 20igin f(t) 2t ise bu takdirde vve N icin

[w,fv] = [w]
olur.

ispat: Bu Sonuc 3.2.2.(i1) ve Sonu¢c 3.2.3. birlikte dusinllirse
derhal ¢ikar.



DORDUNCO BOLUM

4.1. S-lstatistiksel Yakinsakhk

l{k<n: k € KJI, K ninn’ den blylk olmayan elemaniarinin sayisini
géstermek (zere

8K)y=1imp 1/nl{k<n: k € Kl

say1sina pozitif tamsaytlardan olugan K cimlesinin dogal yogdunlugu
denir. (Fridy, 1985).

Eger &(K)= 0 ise K climlesine s1fir yogunluklu cmle denir. Eger bir
x=(xy) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir cimle hari¢ diger bitin k'
lar i¢in bir P 6zelligini sagliyorsa bu taktirde x=(xy) dizisi hemen
hemen her k 1gin P 6zelligini sagliyor denir

Sifir yogunluklu cimle tanimindan esinlenerek istatistiksel
yakinsak dizi tanimi asadidaki sekilde verilmistir.

Tanim 4.1.1. x=(xg) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her
£ > 0icin

limp 1/nllken: I = Ll2ell=0
ise x=(x;) dizisil sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu

durumda S-limx=L veya x, = L(5) yazihir istatistiksel yakinsak diziler
uzayi S tle, zel olarak L=0 olmasi halinde 5¢q ile gosterilecektir.



AgkGa gorilebilecedi gibi yakinsak her dizi istatistiksel
yakinsaktir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Gergekten

-

2
1, k=n n=12,3, .
=(xg)=
0, diger hallerde

seklinde tanimlanan (x) dizisi istatistiksel yakinsak oldugu halde,
yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsaklik tammint itk olarak Fast (1951) verdl.
Schonberg (1959) istatistiksel yakinsakli§i bir toplanabilme metodu
olarak inceledi ve istatistiksel yakinsakligin bazi 6zelliklerini verdi,
Daha sonralary Salat (1980), Fridy (1985), Maddox (1886) ve Connor
(1988 ve 1989) istatistiksel yakinsaklikla ilgili galigmalar yaptilar.

Connor (1988), istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli p-Cesaro
toplanabilirlik |

_ 4 1N p
weslx: limp — 3 |(L)| =
N =1

arasindaki iliskiyi inceledi.

Biz bu boiUmde dlzgln sifir yoguniuklu cimle tanimindan hareketle
S-istatistiksel yakinsak dizi tammini verip, S-istatistiksel
yakinsaklik ile [wpl-yakinsaklik ve [w,fl-yakinsaklik arasindaki kapsam
bagintilarin inceleyecegiz

Tanmim 4.1.2.x=(xy) kompleks sayilarin bir dizisi ve 0 <p < e 0lsun.
m' ye gore dizgin olarak

hmn ltkm(x) L]
A k=1
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olacak sekilde bir L sayisi varsa x=(xg) dizisi L' ye kuvvetli hemen
hemen p-yakinsaktir denir. Kuvvetli hemen hemen p-yakinsak dizilerin
uzayim [wpl ile gosterecegiz.

Tanim 4.1.3. Pozitif tamsayilardan olusan bir E cimlesinin
[m,m+n-1] araliginda bulunan elemanlarinin say1sinin n' ye bdlima
n— e iken m' ye gore dlzgun olarak sifira gidiyorsa E' ye dizgun sifir
yogunluklu cumle diyecegiz. (Maddox,1978).

Tanim 4.1.4. x=(xy) kompleks sayilarin bir dizisi olsunEger ve>0
icin m’ ye gore dizgun olarak

limp 1/nl{ken: ftgm (X)-LI2€} =0
ise x=(x,) dizisine L sayisina S-istatistiksel yakinsaktir denir ve

S-limx=L veya xx — L(5) yazilir. S-istatistiksel yakinsak diziler
uzay1S ile, 6zel olarak L=0 olmasi halinde Sg ite gosterilecektir,

S={x=(x):  S-limx=L },
So={x=(x): T-limx=0}.

$imai 5 ile [wpl ve [w,f] dizi uzaylar1 arasindaki iligkiyi veren
teoremleri ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.1.1. (i) Kuvvetli hemen hemen p-yakinsak her dizi
S-istatistiksel yakinsaktir.

(ii) Simrlt ve S-istatistiksel yakinsak her dizi kuvvetli hemen
hemen p-yakinsaktir.

ispat : (i) x=(x) € [wp] (0<p «) vee>0  verilmis olsun.
[ tm (X) - LI 2 € olacak sekilde me N ve k<n
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Uzerinden alinan toplami 21 ve ltym (x) - Ll <€ Gzerinden ahinan
toplam: da 22 ile gosterelim. Buna gore,

n
2

|tkm(x)-L]p= 2 | tem0-L
k=1 1

P P
+ I |00 -L|
2
yazilabilir. Buradan,

n p

S [ten00 L] 2 [ Tken: [tm00 L] 280, ¢
k=1
ve buradan da x € 5 oldugu gorular.

(1) Simirh x=(xy) dizisi L' ye S-istatistiksel yakinsak olsun.
vYm2tigin

Itkm OO0 - Ll <t GO+ L =K

ve verilen €> 0 i¢in Ng ' u byle secelim ki vn > Ng igin

| 7
€ €
— [kgn:}tkm(x)—L[z(E) ] P

p
2K
olsun. Simdi ny Ne ve ¥ m igin
1 1

A 7
|t -L!z(—g—) e | tkm(0) —L[<(%) g

Uzerinden alinan toplamlar sirasiyla 21 ve 22 ile gosterelim. O
halde v m i¢in



% ’tkm(x)-l_|p= S Itkm(x)—{_lp+ » [tkm<x)-L|p
k=1 : 1 2

yazilabilir. Simdin> Ng ve v igin

1 n P (e £
& )

elde edilir. O halde x dizisi L' ye kuvvet!i hemen hemen p-yakinsaktir.

Teorem 4.1.2. (i) f herhangi bir modilUs fonksiyonu olmak Uzere
bir x=(x) dizisi L' ye [w,fl-yakinsak ise L' ye S-istatistiksel
yakinsaktir.

(i1) f siirh bir modUlUs fonksiyonu olmak Uzere bir x=(xy) dizisi
L' ye S-istatistiksel yakinsak ise L' ye [w,fl-yakinsaktir.

(iii) [w,fl1 =S olmas i¢in yeter sart f modilis fonksiyonunun
sinirlt olmasidir.

ispat: (i) x=(x) dizisi L ye [w,fl-yakinsak olsun ve £> 0 verilsin.
Itim (x) - LI 2 € olacak sekildeki herm e N ve k <n (zerinden alinan
toplami Za1 ile ve [ty (x) - LI <€ Gzerinden alinan toplami da 22 ile
gdsterelim. Buna gore,

n M=o

231 (Jtno0-t]) =0 3 1 fftkn00 L) 5 (] ten0 L)
k=1 ! 2

yazilabilir. Buradan,
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n
%kaf (ltkm(x?-l_l) Z-H{ksn: | tent) L[ 2€1] 1(€)

yazilabilir. Tanimdan n — e iken m' ye gore dizgin olarak birinci taraf
sifira gittiginden

-r]]-l{ksn: ]tkm(x)—sze],e 0

elde edilir. B8ylece x dizisi L' ye S-istatistiksel yakinsaktir.

(ii) f simrhve x dizisi L' ye S-istatistiksel yakinsak olsun. Bu
durumda v m € N Igin

tkm(X) -L= Ykm

esitligi ile tanimlanan ( yym) dizisi sifira S-istatistiksel yakinsaktir,
Yani €> 0 iginn— e jkenm' ye gore dizgln olarak

:_1 {ken: [ykmlzc]l-a 0

olur. | yym | 2 € olacak sekildeki vm € N ve k < n Uzerinden alinan

topltami 21 ile ve lygm | < € Uzerinden alinan toplami da 22 ite
gosterelim. O halde

,,.
it o

{vin])= Z t({vim)* 2 F(|vim])
1 1 2
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yazilabilir. Ayrice,
f (' Ykm l) $ SUDG¢t ¢es T

oldugundan
n
> 1 (Jykm|) ¢ [(ken: Jygm|2€]|sup ft) + nf (g)
k=1

olur. Buradan v m € N icin

nMM>

% f (|yim|) s%t[ksn: ]ykml‘zc)]sup f(t)+ 1 (g)

k=1
yazabiliriz. f simrh ve xeS oldugundan sag taraftaki ifade €
keyfi olmas) nedeniyle istenildi§i kadar klgUk Dirakilabilir,
Dolayisiyla n— e iken m'ye gore dizgin olarak

t M=

%k 1f (Jtkm0-L]) » ©

elde edilir. Dolayisiyla x dizisi L' ye [w,f]-yakinsak olur. Bu ise
istenendir.

(iii) Bu (i) ve (i1) nin bir sonucudur.
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