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ELiPTiK TiP SINIR DEGER PROBLEMLERI iCIN SONLU ELEMANLAR VE
SONLU FARKLAR YONTEMLERININ KARSILIKLI ANALIZi

Metin BAYRAK

Anahtar Kelimeler: Sonlu eleman yoéntemi, Sonlu fark denklemi, Sertlik matrisi, Baz

fonksiyonu, Varyasyonel problem.

Ozet: Sonlu eleman ve klasik sonlu fark ySntemleri, miihendisligin ve fizigin birgok
uygulamah problemlerinde sayisal modellemeye temel olustururlar. Birinci yontem bir sinir
deger probleminin varyasyonel formiilasyonuna dayanir. ikinci yontem ise problemin klasik

¢Oziimiinii temel alir.

Ancak uygulamali problemlerin birgogu zayif ¢6ziim gerektirirler. Bu nedenle de sonlu
elemanlar y6nteminin baz1 avantajlari vardir. Diger taraftan sonlu fark semalan niimerik

uygulamalar da daha basittir. Bu ¢aligmada,
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karmagik problemi igin her iki y6ntem de analiz edilmigtir.

Ilk olarak karmagik problemin varyasyonel ifadesi verilmistir. Elde edilen varyasyonel

problem i¢in sonlu eleman gemasi uygulanmistir.

Lagrange tipi dortgen ve liggen elemanlar i¢in sertlik matrisleri elde edilmigtir. Bu matrisler
kullamlarak, yeni bir sonlu fark semasi elde etmek igin algoritma gikarilmigtir. Daha sonra

sonlu fark semalari, ele alinan problem i¢in klasik sonlu fark semas ile karsilagtinlmigtir.

Verilen yaklasim, eliptik problemler igin yeni bir tiir sonlu fark semalarinin elde edilmesine

olanak saglar.



A COMPARATIVE ANALYSIS OF FINITE ELEMENTS AND FINITE
DIFFERENCE METHODS FOR ELLIPTIC TYPE BOUNDARY VALUE
PROBLEMS

Metin BAYRAK

Keywords: Finite Element Method, Finite Difference Equation, Stiffness Matrix, Basis

Function, Variational Problem.

Abstract: Finite Element and classical finite difference methods are fundamental to the
numerical modeling of many applied problems of engineering and physics. The first method
is based on a variational formulation of a boundary value problem, when the second method
is based on a classical solution one. However, many applied problems require only a weak
solution and therefore finite element method has some advantages. On the other hand, finite

difference schemes are simpler in numerical applications.

In this study for mixed problem,
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the both methods are analysed.

First the variational statement of the mixed problem is given. Then for the obtained
variational problem finite element scheme is applied. For the Lagrange type rectangular and
triangular element the stiffness matrixes are obtained. Then using these matrixes the
algorithm to obtain new finite difference schemes is compared with the classical finite

difference scheme for the considered problem.

The presented approach permits to obtain new class of finite difference schemes for elliptic

problems.
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ONSOZ ve TESEKKUR

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dziimlerini igeren problemlerle uygulamali matematikte
ve miihendisligin bir cok alaminda kargilagilmaktadir. Bu konu ile ilgili olarak, literatiirde
klasik Sonlu Farklar (SF) ve Sonlu Elemanlar (SE) ad: ile iki yontem gelistirilmistir.
Geligtirilen her iki sayisal yaklagim; differansiyel problemi, cebirsel denklemler sistemine

doniigtiirmektedir. Bu yontemlerde, yaklagim hatasi, 5nemli bir sorun olusturur.

Sonlu Elemanlar Yonteminin (SEY) yaklagim hatasi, cebirsel denklemler sisteminin ig
yapist ile baglantihidir. I¢ yap: ise, SEY’nde segilen baz fonksiyonlart ile ilgilidir.

Boylelikle, hangi baz fonksiyonunun, hangi SF denklemine karsilik geldiginin arastiriimasi,

yaklasim hatas1 agisindan dnemlidir.

SEY’nin iki ve ii¢ boyutlu problemlere uygulanmasi, Sonlu Fark Yonteminin (SFY) aynt
problemlere uygulanmasi ile karsilastirilirsa daha zordur. Eger SEY ’nin sonucu olan SF elde
edebilirsek; o zaman SEY’nin tiim agamalarim degil, sadece elde edilen SF yazarak SEY’ni

uygulayabiliriz. Bu ise, hesaplamalar1 kolaylastirir.

Yapilan ¢aligmalarda, ilk kez SEY’nin iki boyutlu problemlere uygulanmasi sonucu ortaya
¢ikan sonlu fark denklemleri elde edilmistir. Bu ele alinan diferansiyel problem igin daha

kullamsly, daha pratik olan SF denklemlerinin elde edilmesi anlamina gelir.
Yapilan ¢aligmanin sayisal ySntemlerle ilgili galismalara katkisinin olmasim dilerim.

Bana bu konuda galisma olanagi veren ve yardimlanini esirgemeyen damismamm, Sayin
Prof. Dr. Alemdar HASANOGLU’na, (KOU UMBAM), yardimlarim gérdiigiim Sayimn Dog.
Dr. Zahir SEYIDMEHMEDOV’a (KOU UMBAM), tezin yaziminda ve sekillerin ¢iziminde
emegi gecen, Miige TEKIN’e ve arkadaslarim Elektronik ve Hab. Miih. Siileyman TUNC’a
ve Berna ARPACIOGLU’na ayrica sabirlarindan dolayr degerli esim Aylin BAYRAK’a

tesekkiirlerimi sunarim
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SiIMGELER DiZiNi VE KISALTMALAR LiSTESI

:Simetrik, pozitif tanimli ve lineer operatér

:Bilineer form

:Lineer form

:QQ’da k’inci mertebeye kadar siirekli tiirevienebilen fonksiyonlar kiimesi
:Q’de k’inci mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar kiimesi
:A operatOriiniin tanim bolgesi

:Sonlu eleman

:Pilot (baslangic) sonlu eleman

:n boyutlu 6klid uzay:

:Coziim fonksiyonunun P; diigtim noktalarindaki degeri

:em sonlu elemanina kargilik gelen lokal sertlik matrisi
:Reel Hilbert uzay1

:Skaler ¢arptmin tammh oldugu Hilbert uzayi
:Sobolev uzay1

:P; diigiim noktalan ile komsulugu olan sonlu elemanlarin sayilarinin

olusturdugu kiime

:P; noktasi ile komgulugu olan sonlu elemanlarin sayis1
:€; (x) fonksiyonlarinin olusturdugu sonlu boyutlu uzay

:em sonlu elemaninda daralmalari sifirdan farkli olan baz fonksiyonlarinin

olugturdugu kiime

:G bolgesinin sonlu elemanlara ayrilmasi
:Sonlu farklarda kafes
:en, sonlu elemanlarinin tepe noktalari (i, diigtim noktalarinin numaralarr)

:Iki boyutlu durumda baz fonksiyonu
:form fonksiyonlar

:Lokal sertlik matrisi
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e,y sonlu elemaninin alam

:Kroneacker sembolii

:e’de (0,0) noktasinda yazilmig baz fonksiyonu

:x ve y’ye gore adimlar

U, ;,Ug;,U,;u(x,y) fonksiyonunun x’e gore birinci mertebeden tiirevlerinin sonlu
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farklarla ifadeleri

u, ;:u(x,y) fonksiyonunun y’ye gore birinci mertebeden tiirevlerinin soniu

farklarla ifadeleri

:u(x,y) fonksiyonunun x’e gore ikinci mertebeden tiirevlerinin sonlu

farklarla ifadeleri

:u(x,y) fonksiyonunun y’e gore ikinci mertebeden tiirevlerinin sonlu

farklarla ifadeleri

:Karesi Q’da integrallenebilen fonksiyonlar uzay: (Hilbert)
:Laplace operatérii

:Q bolgesinin sinirt

:e;m sonlu elemanina karsilik gelen global sag yan vektorii

:em sonlu elemanina karsilik gelen global sertlik matrisi -

:Global numaralar1, lokal numaralara doniistiiren doniisiim

: em sonlu elemanna kargilik gelen lokal sertlik matrisi
:M,, kiimesinin 6l¢iisii

:Baz fonksiyonu

:Baz fonksiyonu

:£i(x) baz fonksiyonunun e,, soniu elemantna daralmast
:Yaklagik ¢6ziim fonksiyonu

:Support

:D(A)’ nin iki elemani

:D(A)’da norm

:u ve v arasindaki uzaklik

:GuUOG G kiimesinin kapanmasi
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int :interior

G :Sinir deger probleminin tantmladig bolge (G < R?)
”Uo“ 0 :L; (Q) uzayinda norm
||U||1 :Sobolev uzaymnda norm

Wz(k) (Q2) :Elemanlar1 Q’dan olan ve Q da k’inct mertebeye kadar genellesmis

tiirevi olan fonksiyonlar uzay:

SE :Sonlu elemanlar

SEY :Sonlu elemanlar yéntemi
SF :Sonlu farklar

SFY :Sonlu farklar yontemi

KU.UMBAM:Kocaeli Universitesi, Uygulamali Matematik Bilimleri Arastirma
Merkezi
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BOLUM 1. GiRiS$

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimleri i¢in bilimsel literatiirlerde birbirlerine
paralel iki yaklagim uygulamasi geligtirilmektedir. Bunlardan birisi klasik sonlu
farklar yontemidir (Richtmyer and Morton 1967, Ames 1977, Burdan and Faires 1989,
Ceschino and Kuntzmann 1966). Sonlu farklar y6ntemini kullanarak diferansiyel
denklemle ilgili sir deger probleminin ¢6ziimiiniin aranmasi agagidaki agamalardan

olugur.

Once problemin verildigi geometrik alan kafes (sebeke) sekline getirilir.
Denklemlerde verilen tiirevler yerine, kafesin (x;y;) noktalarinda bu tiirevlere kars:
gelen sonlu fark ifadeleri yazilir. Aym iglemler smir kogullari igin de yapilir. Bunun
sonucunda kafesin her diigiim noktasi igin lineer cebirsel denklemler elde edilir. Bu
denklemler sistemin ¢6ziimii olan uj, fonksiyonuna ise diferansiyel denklemin yaklasik

¢Oziimii denir (Rosenberg 1969, Smith 1965, Aziz 1969).

Bu yaklagimdaki temel varsayimlardan birincisi diferansiyel denklemin klasik
¢oziimiiniin olmasidir (Collatz 1966). Bir baska deyigle denklem ikinci dereceden
eliptik operator ise bu kosulda problemin u = u(x,y) ¢6ziimiiniin C(Q2)’ dan alinmas1
gerekmektedir (Tuncer 1992). Fakat bir ¢ok problem igin bu kosul saglanmayabilir.
ikinci varsayim ise problemin varildigi alanla ilgilidir. Ozellikle iki veya iig boyutlu
problemler igin problemin verildigi alanin geometrisi bilesik (veya komplike) ise bu
alanin dikdértgenlerle kafes (sebeke) sekline getirilmesi miimkiin degildir. Bu kosulda

klasik sonlu farklar yénteminin uygulanmasi olanaksiz hale gelir.

Bu ve diger nedenlerle baglantili olarak 1960. yillarin ortalarinda sonlu elemanlar
yontemi denilen bir yontem gelistirilmeye baglanmigtir (Strany and Fix 1973). Bu
yontem diferansiyel problemin klasik ¢oziimiine degil varyasyonel (veya genellesmis,
zayif) ¢6ziimiine dayalidir (Mikhlin 1965) ve temel iki agamadan olusur. Birinci
asamada problemin verildigi G alani belli kogullar1 saglayan sonlu elemanlara bdliiniir

ve bu elemanlara uygun baz fonksiyonlar segilir (Ciarlet 1976). Ikinci agamada ise



HycH uzaymnda J(u) fonksiyonelinin minimum degerinin aranmasi sonucu lineer

cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Klasik ¢oziim ile varyasyonel ¢6ziim

0
arasindaki fark birincisinin CZ(Q)K\CI(Q) sintfindan, ikincisinin ise HI(Q)

0
uzayindan olusmasidir. HI(Q) uzayi CZ(Q)mCI(Q) sinifindan daha genis oldugu

i¢in, genellesmis ¢oziim daha genig ve pratik ¢6ziimleri de kapsamaktadir. Bu
anlamda genellesmis ¢ozlim pratik problemlere daha yakin ve kullams agisindan daha

avantajhidir.

Sonlu elemanlar yontemi, genellesmis ¢oziimii baz alan veryasyonel bir yaklagima
dayanmaktadir. Bu yaklagimlardan birisi de Rits yontemidir (Mikhlin 1971, Mikhlin
1965). Fakat Rits yonteminde kullanilan baz fonksiyonlart sonucu elde edilen matrisin
tiim elemanlari sifirdan farklidir. Bunun sonucu olarak kafesteki (sebeke) nokta sayisi
fazla oldugunda elde edilen lineer cebirsel denklemler sisteminin ¢Oziimii bazen
olanaksiz olur. Bu nedenle 1960. yillarda Rits yénteminde baz fonksiyonlarmi 6zel
secerek daha basit yapili (6rnegin bant geklinde) bir matrisin elde edilmesi problemi
ortaya atilmistir. Bu SEY’nin ortaya gikmasina neden olmustur (Zienkiewicz and
Taylor 1987). iki boyutlu (QeR?) problemlerde cok kullanilan tiggen ve dortgen
elemanlar i¢in SEY ile elde edilen sonlu farklar (SF) semalarinin yapisi ise bu giine

kadar arastirilmamstir.
Bu yapmnin arastirilmasi agagidaki nedenler agisindan gok énemlidir.

Bunlardan birincisi, her iki sayisal yaklagim (sonlu farklar ve sonlu elemanlar) sonug
olarak diferansiyel denklemleri cebirsel denklemler sistemine doniistiiriirler. Sayisal
yontemlerin baslica zorluklarindan birincisi olan yaklagim hatasinin degerlendirilmesi
problemi bu cebirsel denklemler sisteminin ig yapisi ile baglantilidir. Bu i¢ yap: ise

baz fonksiyonlari ile ilgilidir.

Bdylelikle hangi baz fonksiyonunun hangi sonlu fark denklemine karsihik geldiginin

arastirtlmasi yaklagim agisindan dnemlidir.
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Ikincisi SEY’nin iki ve {i¢ boyutlu problemlere uygulanmas sonlu farklar yénteminin
ayn1 problemlere uygulanmas: ile kargilagtinlldiginda daha zordur. Eger SEY’nin
sonucu olan sonlu farklari yazabilirsek o zaman SEY’nin tiim agamalarimi degil,
sadece onun verdigi SF’1 yazarsak SEY’ni uygulayabiliriz. Bu ise hesaplamalart

kolaylastirir.

Bolim 2’de, karmagik problemin varyasyonel ¢oziimii bagligi altinda Laplace
operatériine varyasyonel yaklagim verilmis, Lineer simetrik ve pozitif taniml
operatorlerle bagli bilineer fonksiyonelin minimumu problemi incelenmigtir. Ayrica
sonlu elemanlar ynteminin temel kavramlar1 ve yapisi ile sonlu farklar yénteminin

genel tanimlart verilmigtir.

3. Boliimde, karmagik probleme sonlu elemanlarla yaklagim ele alinmigtir. Bunun igin
Once dortgen ve iiggen lagrange sonlu elemanlar uzayinda lineer baz fonksiyonlar
tanimlannus lokal ve global sertlik matrisleri olugturulmustur. Yine bu béliimde bir
boyutlu halde dogal koordinatlar tanimlanmus, iiggen ve dortgen sonlu elemanlarda
dogal koordinatlar alimarak karmagik probleme sonlu elemanlar ydntemi

uvygulanmistir.

4. Boliimde, SEY’den elde edilen sonlu farklarin, klasik sonlu farklarla
karsilagtirilmasi incelenmigtir. Bunun igin dortgen ve iiggen elemanlardan elde edilen
sonlu fark denklemleri ¢ikarilmis ve bu denklemlerin klasik sonlu fark denklemleriyle
kargilagtiriimast yaptlmugtir. Bu Kkarsilagtirma sonucu, ele ahinan diferansiyel

denklemin ¢6ziimii i¢in daha az islem gerektiren sonlu fark denklemleri ¢ikarilmastir.



BOLUM 2. KARMASIK PROBLEMIiN VARYASYONEL COZUMU

2.1. Laplace Operatirii Icin Karmasik Simir Deger Problemine Varyasyonel
Yaklasim

Q c R”alaninda Laplace operatorii igin asagidaki sinir deger problemini ele alalim.

o*u  d%u

—Au=-—-—5=Fxy),xy)eQ Q:{(x,y):0<x<a, 0<y<b} (2.1)
ox~ 0Oy

ux,y)=0 , (x,y)eI} , measl, #0, (2.2)

ou(x,y)

— = ox,y) , (xy)eTl, (2.3)

burada I'=0Q , [UIL, =T ve I} N[, =&

Tamm 2.1. (2.1)-(2.3) problemine, Laplace operatorii i¢in formiile edilmis karmagik

problem denir.

(2.1) denkleminden u=u(x,y) fonksiyonunun Cz(Q)’dan, (2.3) kosulundan ise aym
fonksiyonun C'((_z)’dan olmasmin istendigi agikga goriilmektedir. Bu nedenle

ue CHOYN C'(?)) olmas1 gerekmektedir.

Fakat pratik problemler incelenirken ¢ogu kez u=u(x,y) fonksiyonunun
C? (Q)mC'(S_Z) sinifindan  olmadi ortaya ¢ikar. Bundan dolay: diferansiyel

denklemler teorisinde klasik ¢6ziim ve genellesmis ¢oziim gibi iki kavram vardir.



Tamm 2.2. (2.1)-(2.3) denklemlerini saglayan ve c? (Q)mC'(ﬁ) sinifindan olan

u=u(x.y) fonksiyonuna karmagik problemin klasik ¢oziimii denir.
Klasik ¢6ziim tammm genisleterek, genellesmis ¢6ziimii tammlayalim. Bunun igin

(2.1) denkleminin her iki yanmi gimdilik keyfi v=v(x,y) fonksiyonu ile carpip

integralleyelim.

[ A2 2
ﬂ[—iﬂ— 6_121 vdxdy = | F(x, y)vdxdy
oy Q

sol yanina,

“‘[8 uv+ l;vjldx dy = —”[Z: ZZ auav xdy+_[—vds 2.4)

Green formiiliinii (Tuncer 1992) uygularsak yukaridaki integral esitlikten,

”I:%Z: gug‘y/ xdy = ”F(x y)vdxdy + I——vds )
o L¢

elde edilir.

Keyfi olan v(x,y) fonksiyonunun da (2.2) Dirichlet kosulunu sagladigini varsayalim.
Buna gore sag yandaki I tizerindeki integral yerine sadece I'; iizerinde integral alimir

ve (2.3) kosulunu da gz 6niine alirsak yukardaki integral esitliginden,

I [g‘lgx—v ‘;; g; ﬂ F(x, y)vdxdy + I:[(p(s)vds (2.5)

elde edilir. Bu esitligin sol yanmina dikkat edilirse u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarindan

sadece kismi tiirevlerinin integrallenebilmesi (Lebesque anlaminda) istenir.



Bu nedenle fonksiyonel analizden bilinen L, () ve W21 ()= H!(Q) uzaylarinin

tanimlarint hatirlamakta yarar vardir, (Renardy and Rogers 1992, Kolmogorov and

Formin 1977).

Tamm 2.3. Karesi Q ’da integrallenebilen fonksiyonlar siifina L, (€2) uzay: denir:

LZ(Q):{ Ju: _” u?(x, y)dxdy <+ }
o

(Kolmogrov and Formin 1977). Bu uzayda norm,

12
"“"o = {H u?(x, y)dxdy}
Q

gibi tanimlanr.

Tammm 2.4. Kendisinin ve birincimertebedenkismi tiirevlerinin (genellesmis tiirev
anlaminda) karesi (2’da integrallenebilen fonksiyonlar kiimesine HY(Q) = Wzl Q)
Sobolev uzayi denir (Adams 1975). -

2 2
H'(Q) = {au e L,(Q): ”{uz(x, y)+(%) +[%;1J ]ﬂxdy<+oo}
Q

Bu uzayda norm,

et TH

gibi tanimlanir.



Tamm 2.5. Eger u € H'(Q) ise ve u(x,y) fonksiyonu (2.2) kosulunu sagliyorsa, buna

gore bu fonksiyonlar sinifi,

H (@) ={ue H'(@:uxy) =0, (x,y) € T}}

gibi tanimlanar.

[¢)

1
Buradan H (Q) uzayinin H'(Q)uzayinm alt uzayi oldugu agikga goriiliir.
H](Q) 'dan olan fonksiyon siirekli olmayabilir. Bu nedenle burada u e H'(Q)'dan

olan fonksiyonlar igin u(x,y)=0, u(x,y)eI'| degeri izdiisiim anlamindadir.

(2.1)-(2.3) problemini ele alalim. u(x,y) fonksiyonu C? (Q)ﬁC1 (5) kiimesinin
disinda ise, yani u(x,y) daha az siireklilik kogulunu gerektiriyor ise, bu kosulda klasik

¢oziimiin tanim genisletilebilir. Yukaridaki (2.1)-(2.3) problemi, (2.5) integral

o
esitligine doniigtit. Bu egitlikten goriildiigii gibi u,v e HI(Q) ise (2.5)’in anlami

vardir. (2.5)’te (2.2) ve (2.3) sinir kosullart goz dntine alinmsgtir.

Boylece asagidaki teoremi kamtlamis oluruz.

Teorem 2.1. Eger, u=u(x,y) e C2(Q)n C‘(§_2) fonksiyonu (2.1)-(2.3) probleminin
0

¢oziimii ise bu kosulda keyfi v € H'(Q) fonksiyonu igin aynm zamanda (2.6) integral

esitligini de saglar.

Bu teoremin tersini de kamitlamak miimkiindiir. Calismamin smrli boyutunu goz

Oniine alarak bununla ilgili olarak Rektorys (1977) monografisini 6neririm.

Teorem 2.1’e dayanarak (2.1)-(2.3) probleminin ¢6ziimii daha genis sinifta

tanimlanabilir (Bramble 1970, Bramble and Hilbert 1970, Rektorys 1977).

0 0
Tamm 2.6. (2.6) integral esitligini Vv eH'(Q) icin saglayan ueH'(Q)

fonksiyonuna (2.1)-(2.3) probleminin genellesmis (veya zayif) ¢coziimii denir.



Klasik ¢6ziim ile genellesmis ¢oziimii karsilagtiralim. Eger u=u(x,y) fonksiyonu
C2(Q)HC1(§—2) stifindan ise ve bu fonksiyon (2.1)-(2.3) karmagik probleminin de
¢Oziimii ise Teorem 2.1’den goriildiigii gibi hem de (2.6) integral esitligini saglar.
Fakat u € H'(Q) fonksiyonu sadece (2.6) integral esitliginin ¢oziimii ise (2.1)-(2.3)
probleminin ¢oziimii olmayabilir. Genel ¢6ziimiin hemde klasik ¢oziim olmasi igin,

klasik ¢Oziimiin tanimlandigi CZ(Q)OCI(S_Z) kiimesini genigleterek, genellesmis

¢Oziimiin tamimlandigi HI(Q) uzayini elde etmis oluruz.

2.2. Lineer, Simetrik ve Pozitif Tanimh Operatorlerle Bagh Bilineer

Fonksiyonelin Minimumu Problemi

f, g H reel Hilbert uzaymin keyfi iki elemani olsunlar. (f.g)=r olacak sekilde bir reR'

skaler ¢arpim tanimlayalim. Bu skaler ¢arpim asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1. VaeR! (af,g y=a( f,g)
2.VheH (f+h,g )=(f,g )*+(h,g)
3. VfeH (££)>0; (£f)=0=1=0

H uzaymnda normu, |[f]| = \/f,f seklinde tanimlayalim.

A:H—H operatorii;

Simetrik,

Vu,ve H (Au,v)=(u,Av) 2.7
Pozitif tanimli,

VvueH (Auuw)zyuf, y>0 yeR (2.8)



ve
Yu,ve H, Vo, eR A(au+pv)=ocAu+BAv (2.9)
lineer operator olsun.

Au=F, ueH, FeH (2.10)
operatér denklemini géz Oniine alalim, A operatoriiniin tamm bdlgesi D(A) ile

gosterelim, D(A)’nin H uzayinda yogun oldugunu varsayalim ve asagidaki gibi yeni

bir skaler ¢arpim tanimlayalim.

V9, € D(A)  (91,92)4 = (A@y,95) (2.11)

Bu skaler ¢arpimla,

"(p”]_) = '\'/ ((PS(P)A » Q€ D(A)

normu tanimlanir.

D(A) kiimesi linealdir, yani Vo;,¢, € D(A) i¢in, o;¢; + 0,0, € D(A) ,a; € R!.

Bu linealde,
p(u,v) =lu- V”D, u,v e D(A) (2.12)

metrigini katarak D(A)’da normu tanimlamak miimkiindiir. D(A) linealinin (2.12)
metrigi ile olugturdugu yeni uzayi Hp ile gosterelim. D(A)cH oldugundan HacH ve

(2.8)’den,

1
b )

o2 - <—
||U||D Ot”l'" veya ”U" o "U”D



elde edilir. Buradaki ”” normu H uzayindaki normdur. Buna gore, {un} c H dizisi

Ha metrik uzayinda yakinsak ise H metrik uzayinda da yakinsaktir.

Genel olarak Ha uzayr H-Hilbert uzayinda tam degildir (Kolmogorov and Formin
1977). Fakat Ha tam degilse bile “6zel” elemanlar ekleyerek onu tam yapmak
miimkiindiir (Rektorys 1977). Bu nedenle Ha’nmin H uzaymda (2.12) metrigi
anlamimda tam oldugunu varsayacagiz. Ayrica D(A) lineali Hx’da yogundur Yani,

ueHy ise onu keyfi D(A)’dan olan elemaniarla yaklastirmak miimkiindiir.

Ve>0 3ve DA) fu-v|, <e

A=A Laplace operatoriiniin tamm alams C2(Q)NC! (.(._2) genigletilerek H'(Q)
sobolev uzay: elde edilmisti. Burada da A pozitif operatériiniin tanim alani olan D(A)
linealini genisleterek HacH tam uzayma gegilmesi (2.10) probleminin klasik ¢6ziimii
olan ue D(A) ¢6ziimiiniin daha genis bir uzayda tanimlanmas: olanagin saglar. (2.10)
denkleminin her iki yaniuu skaler olarak veH, ile ¢arpalim. Buna gore Hp uzayinda

asagidaki problem elde edilir.
Jue H, (Au,v)=(F,v) VveH, (2.13)

(2.13) probleminin ueH, ¢oziimiine (2.10) probleminin genellesmis veya zayif

¢Ozilimii denir.
Genellesmis ¢oziimiin bir fonksiyonelin minimumu oldugunu kanitlayalim.
Teorem 2.2. Eger (2.10) denkleminin ¢6ziimil varsa bu ¢dziim,

J(u) = 05(Au,u)—(F,u),ue D(A),Fe H (2.14)

10



fonksiyoneline minimum deger verir veya tersine olarak, eger D(A)'min bir u,
elemant J(u) fonksiyoneline minimum deger veriyorsa, bu kosulda u, (2.10)

denkleminin de ¢oziimiidiir, (Rektorys 1977).

Kamt: u,e D(A) (2.10) denkleminin ¢6ziimii olsun, YueD(A) ve VreR alalim. D(A)
kiimesi lineer oldugundan uw=u,trveD(A) olur. Buradan (Au,,v)-(F,v)=0

olacagindan,

J(u;) = 05(Au,,u, ) - (F,u )= 05(A(u, +1v),u, +rv)—(F,u, +rv)
= 05(Au,,u,)+05r*(Av,v) + r(Au,, v) - (F,u, )~ r(F,v)
=0.5(Au,,u,) - (F,u, )+ 051> (Av,v)
=J(u, )+ 0.5r2(Av, V)

esitligini elde ederiz. A operatorii pozitif tanimli oldugu igin,

J(u )=z J(u,), VreR (2.15)

olur. Bu ise, u,eD(A) elemamnin (2.14) fonksiyoneline minimum deger vermesi

anlamma gelir.

weD(A) elemanimn, (2.14) fonksiyoneline D(A) linealinde minimum deger
verdigini varsayalim ve u, elemaninin, (2.10) denklemini de sagladigim kanitlayalim.
(2.15) esitligine gore, VreR igin,

J(u) = J(u, +1v) 2 J(u,)

ve

J(u,)~J(u,) = 051> (Av,v) +r(Au, —F,v)

11



oldugundan,

0.5r*(Av.v)+r(Au, —F,v) 20

olur. A operatorii pozitif tammls, reR ise keyfi oldugu igin son esitsizlikten,
Au,-F=0

esitligini elde ederiz. Bu sonug u,eD(A) elemamnin (2.10) denkleminin de ¢oziimii

oldugunu gosterir. Béylece teorem kanitlanmis olur.
(2.11) skaler ¢arpimu ile tanimlanan fonksiyoneli,
a(u,v) =(Au,v) (2.16)

ile gosterelim. A operatériiniin (2.7)-(2.9) ozelliklerine gore a(u,v) fonksiyoneli de

pozitif tanimlannug, simetrik ve lineerdir Yani,

a(u,v)=a(v,u); a(u,u)>ylul’,y >0

a(ow, + Pu, , yu, +8u, ) = aya(uy, uy) + (ad + By)a(u, u,) + Pda(u,, u,)

A operatériinden farkh olarak, a(u,v) fonksiyoneli tiim H uzaymda tammhidir.

Ha’da (2.13) problemini ele alalim.

JueH, a(uw,v)=b(v), VveH, N VAY))
Burada b(v)=(F,v), FeH seklindedir.

Ha tam uzayinda J(u) fonksiyonelinin minimizasyon problemini,

12



J(uw)=minlJ(v), veH,, J(u)=05a(u,u)- b(u) (2.18)
ele alalim.

Teorem 2.3. a(u,v) simetrik, pozitif tanimli, bilineer, b(v) ise lineer formlar olsun.
Bu kogulda (2.14) ve (2.18) problemlerinin herbirinin Ha’da birden fazla ¢6ziimii
olamaz ve bu problemlerden birinin ¢6ziimii digerinin de ¢6ziimii olur, (Rektorys

1977).

Kamt: (2.17) probleminin tek ¢oziimii oldugunu kanitlayalim. Bunun i¢in tersini

varsayalim. Problemin u; ve u, gibi iki farkli ¢oziimii olsun. Bu durumda,

VveH a(u,v)=b(v), a(u,,v)=Db(v)

=a(u,-u,,v)=0 VveH=u =u,

olur. ueH, (2.18) minimizasyon probleminin ¢6ziimii olsun, VreR, VveH igin,

J(u+rv)=05a(u+rv,u+rv)—b(u+rv)
= 0.5a(u,u) + 05r%a(v, v) + ra(u, v) — b(u) — r(bv)
> J(u) = 0.5a(u,u) — b(u)

veya

0.5r’a(v, v)+r(a(u, v)— b(v))>0

elde edilir.

Bu esitsizlik VreR igin dogru oldugundan,

a(u,v)=b(v)

13



olur.
Son olarak, (2.17) probleminin ¢6ziimii olan ueH, fonksiyonunun J(u)

fonksiyoneline en kiigiik deger verdigini kanitlayalim.,

Vre R J(u+rv)=05a(u,u)+0.5r2a(v,v) - b(u)
=J(u)+05r%a(v,v), ue H

esitligindeki a(u,v) formu pozitif tanimli oldugu igin,

VreR Ju+rv)2J(u), veH

esitsizligi elde edilir. Béylece teorem kamitlanmus olur.

Boylece (2.10) probleminin genellegsmis ¢oziimii, yani (2.17) probleminin
¢oziimiiniin  aranmasi, (2.18) minimizasyon (veya varyasyonel) probleminin

¢oziimiiniin aranmasi problemine getirildi.

(2.17) probleminin ¢dziimiiniin varligs Lax-Milgram Lemmasimndan (Rektorys, 1977)

dogrudan elde edilir.

2.3. SEY’nin Temel Kavramlar: ve Genel Yapis:

2.3.1. SEY’nin temel kavramlari

SEY ’nin herhangi bir varyasyonel probleme uygulanmasi temel iki asamadan olusur.
Birinci asamada, problemin verildigi G bolgesi belli kosullart saglayan sonlu

elemanlara béliiniir ve bu elemanlara uygun baz fonksiyonlari segilir (Ciarlet 1976).

Ikinci agamada ise Hy, < H uzaymnda J(u) fonksiyonelinin minimum degerinin

aranmasi sonucu lineer cebirsel denklemler sistemi elde edilir.

14



G c E, n boyutlu E, Oklid uzayinda, smir1 6G olan bélge olsun. G =GuUdG kapali
alanin1 asagidaki kogullar1 saglayan sonlu sayida e ,,m= l,—M kapali alanlarmna

aymralim:

b) Vm, #m, inte, Ninte, =

c) Eger e, Ne,, #D ise, bu kosulda e, ve e, kiimelerinin ortak sinilan

my

vardir.
em kiimelerine SE denir, G bolgesinin sonlu elemanlara béliinmesine, G bolgesinin
Ty bolgiisii (triangulasyonu) denir. G bolgesinin Ty, bolgiisii, SFY’de Wy, kafesinin

tanimlanmasina benzerdir (burada h, bélgenin béliinme parametresidir).

em sonlu elemaninm tepe noktasini, yani kafesin diigiim noktalarmi P; ile (i diigiim
noktasinin numarasidir), bu nokta ile iligkisi olan sonlu elemanlarin sayisim n; ve bu
sayilar kiimesini kendisi ise N; ile gosterelim,

n; =measN,;,, N, = {m:Pi € em}

Herbir P; noktasinda agagidaki gibi bir & (x) x € G fonksiyonu tanimlayalim.

0 i#j,
E;(P)=3;;, O;= . (2.19)
.._..J,
[20 xeq, G N 2.20
&i’j(x) IEO xgG,, i =ue,,me N; (2.20)

Birinci kosul, herbir &; (x) fonksiyonunun yalmz x; diigiim noktasinda sifirdan farkh
oldugunu, (2.20) kosulu ise &;(x) fonksiyonunun G bolgesinin sadece G; kismimda

sifirdan  farkli oldugunu belirtir. &;(x) fonksiyonlarina, sonlu dayaniklr (support)

15



fonksiyonlar denir ve G, =suppé;(x) seklinde gosterilir (Rektorys 1977). (2.19)

kosuluna gore &; (x) fonksiyonlar sistemi lineer bagimsizdir. Yani,

VC;, i=LN,

=

CiEJi =O<:>Ci :O, VI

-
il
—

Burada N, kafesin diigiim noktalarmin sayisidir. Eger &;(x) fonksiyonlarmin

olusturdugu sonlu boyutlu uzay1 Hy, ile gosterirsek, herhangi u, eH,, fonksiyonu igin,
N
u,(x) = J;Cjéj(x) (2.21)

olur.

Tamm 2.7. (2.19)-(2.20) ozelliklerine sahip &;(x) fonksiyonlar sisteminin

olusturdugu H;, uzayina Lagrange sonlu elemanlar uzay denir.

Lagrange SE’min tammina gore (2.21) ifadesinin C; katsayilari up(x) fonksiyonunun

diigtim noktalarindaki degerleridir. -

u,(P)=C,, i=L,N (2.22)
Buradan goriilebilecegi gibi Lagrange SE uzay: siirekli fonksiyonlardan olusur.

Herbir P;ie W) noktasinda asagidaki o6zelliklere sahip olan siirekli tiirevlenebilen

ngk) (x), x e G cE, fonksiyonlarini tanimlarsak;

n{’(1)=0, VP eW,, k=Ln, ij=LN 223)
o' (p, _
_T_]Jax._): Sur kl=Tn (2.24)

1
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esitliklerini elde ederiz.

Bunlara ek olarak &; (x) fonksiyonlarmin siirekli tiirevlenebilir oldugunu ve

— —=0. 1=LN, k=1Ln (2.25)

kogulunu sagladigim varsayalum.

Tanmm 2.8. Siirekli tiirevlenebilir, & (x), ngl)(x), ngz)(x),...,ngn) (x) fonksiyonlar
sistemi  (2.19)-(2.20), (2.23)-(2.25) kosullarim1 sagliyorsa ve sonlu dayanikli

fonksiyonlar ise, bu durumda &;(x), ngk)(x) fonksiyonlarmimn belirledigi H;, uzayina

Hermit SE uzayi denir.

Herhangi u,(x)eHy, fonksiyonu,

N
0, (x) = 2 [CON® (1) + COnO (x)+..C"n" (x)] < H,
€2:26)
n®(x) =& (x)

seklinde yazilabilir. Burada Ci(O) katsayilart uy(x) fonksiyonunun kendisinin,

Ci( ), k=1n ise uy(x) fonksiyonunun x, argiimanina gore birinci mertebeden

tiirevinin P; noktasindaki degeridir.
il e k=1n, i=L (2.27)

Wi, kafesinin esas diigiim noktalar1 (sonlu elemanlarm tepe noktalar1) konularak elde

edilen sonlu elemanlara birinci tip SE denir. Baz1 durumlarda H uzay: sonlu boyutlu
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Hy wzay: ile yaklagtinldiginda esas diigiim noktalar1 ve onlara bagli olan baz
fonksiyonlart yeterli olmaz ve bu nedenle, ek diigiim noktalarinin alinmas: gerekir.

Ty bolgiisiinde elemanlarin kenarlarinin orta noktalar olan Py=(Pi+P;)/2 noktalarmi
ek nokta olarak tanumlarsak, ek noktalar alinarak tanimlanan sonlu elemanlara ikinci

tip SE denir.

Benzer yontemle iiggen ve piramit sekilli SE de Pyj=(ai+aj+ac)/3 i<j<k ve izk igin
Piix=(2aj+ay)/3 ek noktalarini alabiliriz. Bu tip elemanlara {igiincii tip SE denir,

Sekil 2.1.

k.. ,/‘

’/.’// \ s \
— . \

. L P 1
- (AT - Y

ok
lkk B 4 .7 ’ \\
/,\ fij

Sekil 2.1. Uggen sekilli sonlu eleman igin ek noktalarin alinmas

Birgok durumlarda sonlu boyutlu H; uzayinda minimize edilen fonksiyonelin
degerini hesaplamak igin iglemlerin tiimiinii segilen herhangi bir sonlu elemanda
yapmak ve daha sonra, uygun doniisiimlerin yardinu ile, elde edilen sonuglarn diger
sonlu elemanlara genellemek miimkiindiir. Bu nedenle SEY teorisinde afin sonlu

elemanlar ailesinin 6nemli bir yeri vardir.

Tanmm 2.9. E,, 6klid uzaymda dogrusal ug noktay: bagka bir dogrusal ug noktaya bire

bir esleyen doniigiime afin doniigtimii denir.

Afin doniisiimiiniin analitik ifadesi,

X=Ax+b

18



formiilii ile verilir. Burada A, nxn boyutlu kare matris, x,Xve b ise E, uzayinda n

boyutlu vektorleri gosterir (det A=0).
Tamm 2.10. Eger T}, bolgiisiiniin tiim sonlu elemanlar1 afin déniigiimii ile yalniz
secilen bir sonlu elemandan elde edilirse, bu sonlu elemanlar ailesine afin sonlu

elemanlar ailesi denir.

Tanimda sézii edilen, sonlu elemanin basit segilmesi, sistem matrisinin ve sag taraf

vektdriiniin, elemanlarinin kolayca hesaplanmasini saglar.
2.3.2. SEY’nin genel yapisi
FJueH a(uv)=b(v), VveH (2.28)

seklinde verilen H gergel Hilbert uzayinda varyasyonel problemi géz 6niine alalim.

Burada a(u,v) ve b(v) sirasiyla bilineer ve lineer formlardir. Galerkin yéntemine gore

(2.28) probleminin,
N -
up(x) = FZlCiéi (2.29)

seklinde yaklagik ¢oziimii arandiginda,

Ya,5)C, =bE), i=IN (2.30)
2

cebirsel denklem sistemine varilir (Zienkiewicz and Taylor, 1987). Lagrange ve
Hermit sonlu elemanlarint kullanarak (2.30) denklem sisteminin elde edilmesini

aragtiralim, (Ciarlet and Raviart 1972)

u(x) fonksiyonunun tanimlandigi G bolgesinin sonlu elemanlara ayrildigint ve Ty

bolgiisiiniin birinci tip sonlu elemanlardan olugtugunu varsayalim. u(x) yaklagik
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¢oziimiinii Hy, birinci tip Lagrange sonlu elemanlar uzaymda arayahm. a(u,v) ve b(v)

formlarmin G bdlgesinde toplamsal oldugunu gézoniine alisak,
M M
a(u,v)= 2 a,(u,v), b(v)=2Zb,(v) (231
m=| m=|{

esitliklerini elde ederiz. Burada a,,(u,v) ve by (v) bilineer ve lineer formlann e;, soniu

elemanina daralmasidir.

a,(u,v)=a(y, V), by(V)=bv)| (2.32)

Tanmm 2.11. E_,i(x),i=m baz fonksiyonlarinin verilmis e, sonlu elemanina

daralmasi olan,
i (0 =50,

fonksiyonuna ey, sonlu elemaninn form fonksiyonu denir.

em Sonlu elemaninda daralmalari sifirdan farkli olan baz fonksiyonlarimn indislerinin

olusturdugu My, kiimesini tanimlayalim:
M, = {i:(pm‘i(x) # O}

im=measMy, olsun (2.31) toplamsallik 6zelligini (2.30)’da gbz Oniine alirsak,

N M M
2 2 2,(5,8)C; =2 by(&), i=1N (2.33)
J= m=

Im=

sistemini elde ederiz. Form fonksiyonunun tanunina gére a,, (§;,;) = a,, (¢, Py, j)

olur. Sadece ke My, igin, @y ,, (x) # 0 oldugundan dolay1 herbir i = LN igin,
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20 jeM
am((pnniﬂpm,j) = {: 0 je Mm (2.34)
m

olur. Boylece (2.34) 6zelligini (2.33) sisteminde goz 6niine alirsak,

> 5 (@i O )C; = z by (@) i= 1N (235)
je m=1
sistemini elde ederiz.
K, = {kr)} = {@p @m0 };
= {00 ={b, @n )] Li=LN; (2.36)
M M
K:ZK:"’ b:me
m=| m=1

ifadelerini tanimlayalim.

Burada K, ve K matrislerinin NxN boyutlu oldugu bellidir. K, matrisine e, sonlu

elemaninin, K matrisine ise (2.28) sisteminin sertlik (stiffness) matrisi denir.

(2.34) ifadesine gore K matrisinin iginde ¢ok sayida sifir vardir. K matrisinin bu
ozelligi SEY’ne ozgiidiir ve bu & (x) baz fonksiyonlarinin sonlu dayanikl
fonksiyonlar olmasinin sonucudur. K’nin bant matrisi olmasi1 hesaplamalar1 basite
indirger ve bilgisayarin bellegine yazilma iglemini kolaylagtirir.

Elemanlarmin sayisi i, olan My, kiimesinin elemanlarmi Z,,={1,2,...,)\,y } kiimesine
esleyen I, birebir doniigiimiinii tanimlayalim. e, sonlu elemamnin diigiim

noktalarinin numaralanmasini Z;, kiimesine gére yapalun.

4]

K = {(k:}‘)}i‘jezm, b={(b® }iezm (2.37)
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0 (¢}
ile gosterirsek, buna gore K, matrisi p, X, , by sag taraf vektorii ise p,, boyutlu

olmalidir.

MmL>Zm doniigiimiinii  soyle agiklayabiliriz. G alaminin T, bolgiisii
yapildiginda Wj, kafesinin diigiim noktalar1 belli sekilde numaralanir. Bu
numaralamaya diigiim noktalarinin global numaralanmasi denir. My, kiimesi K,
matrisinin  sifirdan farkli elemanlarimin  hangi satir ve siitunda oldugunu
gostermektedir. I, doniigiimii ile e,, sonlu elemaninin diigiim noktalarimin global
numaralart uygun sekilde “asagidan yukariya, soldan saga” numaralama kuralr ile bir

den uy’a kadar lokal numaralara geger, (Sekil 2.2).

o
Kn matrisinin sadece sifir olmayan elemanlarim kullanmakla p xp,, boyutlu K,

0
matrisi kurulur. Bu gekilde tamimlanan K, matrisine e, sonlu elemanimin lokal

sertlik matrisi denir.

Boylece, I, doniisiimiinden sonra e, sonlu elemani i¢in denklemler sistemi,
Ek;j‘c ;=bY, iez, (2.38)
j=1

olur.

Sonlu elemanlar uzaymin birinci tip Hermit sonlu elemanlar uzay1, bilinmeyenlerin
ise yaklasik ¢oziimiin ve birinci dereceden tiirevinin diigiim noktalarindaki degerleri

oldugunu varsayahim. (2.36) ifadesi (2.30) da g6z oniine alinirsa,

N  — —
jég)a(ngk)’nge))cg@ =b(n®), i=1N, k=1Ln (2.39)

sistemi elde edilir. Burada N, diigiim noktalarinin, n ise bagimsiz degigkenlerin

sayisidir.
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Sekil 2.2. 1, déniistimii ile e, sonlu elemammn diigiim noktalarmun asagidan yukariya, soldan saga
numaralandiriimasi

em sonlu elemanlarimin form fonksiyonlari,

k k —
(pfn}(x)=n§ )(x)e , k=0,n

seklinde yazilirsa, buna gére m=1,M, i=1,N igin,

: n

® o) _j#0 jeM
am((Pm,i’(Pm,j) = {: 0 je M?;)
m

elde edilir. Burada,
Mf,? = {i:(p(k) #£0, k= 0,1,2,...,n}

m,i

dir. Boylelikle (2.39) sistemi,

M n M
> 2 Ya (o%), el c§“= X b)) i=1,LN, k=0,n (2.40)
i2Pm;] = ,

. 1) vt o J
jeM{D) m=1¢=0
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sekline doniisiir. (2.40)’dan bu sistemin matrisinin (N+n+1)x(N+n+1) boyutlu oldugu

goriiliir. Benzer gekilde sonlu elemanin sertlik matrisi de tanimlanabilir.

Lagrange sonlu elemanlarindan farkli olarak, Hermit sonlu elemanlarinn
kullaniimas1 durumunda problem aym kafeste ¢éziildiigiinde sertlik matrisinin boyutu
daha da biiyiir. Ornegin Sekil 2.3°de Lagrange sonlu elemanlar1 kullanildigi zaman
global matris 42x42, lokal matris 4x4 boyutlu, Hermit sonlu elemanlar1 kullanildig:

zaman global ve lokal matrisler sirasiyla, 126x126 ve 12x12 boyutlu olurlar.

17 12 3536 3354 7172 28990 107108 125126

16 34 52 70 28 104 124

14l15 3233 sols1 eelse  2dls7  1odins 124123

13 3 49 a7 25 105 171

112 2930 47|48 eslé6 23m4 104102 1190120 58 1112

10 78 46 6| 87 o0 118 4 10
Em em

elo 26027  adl4s 62063 2081 oglon  116]117 23 819

7 23 a3 61 79 97 113 1 ) 7

60 J778 956 1131114
76 o4 112

— bl
et

20[21 38[39 36(57 7475 92193 110111
19 37 53 73 91 109

Sekil 2.3. Hermit sonlu elemanlan kullamldiginda, a) Noktalarin global numaralandirilmas: b) Lokal
numaralandiriimasi

Eger sonlu elemanlar ailesi afin sonlu elemanlari ise, lokal sertlik matrisi sadece pilot

(secilen herhangi bir sonlu eleman) sonlu eleman igin hesaplanur.
2.4. SFY’nin Genel Tanimlar

SFY genellikle matematiksel fizikte ortaya gtkan kismi tiirevli denklemlerin sayisal
¢oziimiinde kullamlir. Kismi tiirevli denklemin tanimli oldugu bir Q bélgesinde
herhangi bir (x;,y;) noktasindaki sayisal ¢6ziimiin bulunmas: istendiginde, genelde

bolge 0x ve Oy dogrultusunda h ve t kenarli dikdortgenlere ayrilir. Yani, kafes
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konumuna getirilir. Diger egik veya kutupsal koordinatlar sisteminde bolge kenarlar

egrisel olan pargalara ya da alanlara ayrilabilir.

Hangi durumda olursa olsun, (x;,y;) noktas1 bélgenin bir diigiim noktasidir.
Kismi tiirevli denklemleri sonlu fark denklemleri ile ifade etmek igin, diferansiyel
operatorler yerine fark operatorlerinin yazilmasi gerekir (Babuska and Aziz 1972,

Oden and Reddy 1976).

u(x,y) fonksiyonunun tanim alani olarak,
Q={(x,y) 0<x<a, 0<y<b

dikdortgenini ele alalim (Sekil 2.4).

b/
b
XypYiet)
% { Xet0 Y1) ) {Xta¥1)
(%1,Y3-1)
0 X a > X

Sekil 2.4. SFY’de, Q dikdortgensel béigesinin kafes konumuna getirilmesi

0 < x < aaraliginda,

sz{xi,i=0,1,2,...,N, X, =0, xNza}

0 <y < b araliginda ise,
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Wy ={y;, j=012,..M, y,=0, yy =b]

kafesini tammlayalim.

lll '—'Xi'-Xi_,, 1=1,

N
T;=Yj= Y, j=LM

olsun. Burada x; ve y; noktalarina sirastyla V_Vx ve Wy "nin diigiim noktalar1 denir.

W=

(v xi € Wy, y; € Wy, i= 1IN, j= 1 M

diigiim noktalart kiimesine Q dikdortgeninde tanimlanmis kafes denir.

Eger h;=h = sabit > 0, 1j=1=sabit >0 olursa W kafesine dikdortgen kafes denir.

h = 1 olmas durumunda ise kafese kare kafes denir. W diizenli kafesinde herhangi
bir (x;,y;) noktasini ele alalim (Sekil 2.5).

T(vajﬂ)

(xj_VYj) o ‘r‘Lxl.'yj) © (xiﬁ'yj‘

J’(x;,yj_‘)
Sekil 2.5. W diizenli kafesinde herhangibir (x;,y;) noktasi

Sayisal diferansiyelleme formiillerini elde etmek igin Q bolgesinde tammli u(x,y)

fonksiyonunu u(x;,y;) noktasinda Taylor serisine agalim.



2 3

h h
U(X;y,y) = u(xi,yj)+hu'(xi,yJ)+—§Tu”(x,,yJ)+?u”'(x,,y )+0(h ) (2.41)

h? h3
u(xXi_y,y;) = u(x;,y;)—hu'(x;,y; )+‘—u"(xny )— —"U”’(X.,y )+0(h*) (2.42)

2 3
u(xnyJ+l)_u(x1’Y_|)+Tu (xny )+—u"(x,,y )+'_"U'"(Xl,y})+0(’t ) (243)

2 3
T T
(X, i) = u(Xi, ¥ 3) — UK,y )+ S wXL Y )——U”’(X,,yj)w“()(T ) (2.44)

(2.41) ve (2.42) ifadelerinde u(x;,y;)’ler esitligin sol tarafina gegirelim, elde edilen

ifadeleri Ii’a bélelim.

d u(Xiy,¥j) —w(X;p Y5
d_z N i+l YJ)h ( i J)lex,i (245)
(x.y¥=(xi.yj)
d u(x;,y;)—u(X;_,Y;)
d_“ _uG;) 1 L =u;, - (2.46)
X (x,y)=(x;.y;5) 1

ifadelerini elde ederiz.

Eger (2.41)’den (2.42)’yi gikarrsak,

U(Xju,¥5) = W(Xi,¥ ) = 200 (%;, ) +O(h*)

olur. Her iki tarafi 2h’a bolersek birinci dereceden tiirev igin,

d U XY )~ WXL, Y,
d_u - ( +1 y_]) ( lyJ):u (247)

o

2h X,i

Xlxy=(x.55)
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@l

elde ederiz.

d
(2.43) ve (2.44)’den benzer sekilde d_u icin de,
Xl xy)=(x.y;)

u(xiaY’ )'—u Xi» )
uy = o 0., (2.48)
Uy'j'—' ( y_;) - ( i YJ I) (249)

u(X;, Y1) — (X5 Y o)
u, = (2.50)

;)/,j 2h

elde edilir.

(2.41) ve (2.42) esitliklerini toplayip h*’ye bolersek ikinci dereceden tiirevler igin
agagidaki yaklagik ifadeleri buluruz.

ﬁlzi _ ll(xi+]’yj)_2u(xi2’yj)+ll(xi-]’Yj) . @2.51)
h XX, i
(%.¥)=(x;.y;)
Benzer sekilde (2.43) ve (2.44)’den
_dz_;l _ “(Xi,}’}n)—zu(xiz,}’j)fU(Xj,yj'_l):u_ . (2.52)
dy T )
(xy)=(x;.y;)

ifadesini elde ederiz.

Eger Wx ve Wy kafesleri esit adimli degillerse, (2.45)-(2.52) ifadeleri agagidaki gibi

olurlar.
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_ u(xi+|ayj)~u(xian)

! by,

u(x,y;)—u(xi_,y;)
U;’i: hi

u(x‘+1’Y')_u(xi—]’yj) 1

1 1] u(Xiy,Y;) —u(x,y;) u(X;,y;)—u(xi_y,Y;)
U= Z u(xy;—uz;)= 5 h - h
u _u(xi’YjH)'—u(xian)
i Tin

B u(x;,y;)—u(x;,y)

Ui~ v,

u(Xp,y)-uX,yi) 1
o = — 0 . =—(T.+7T;
uy,j 21:_]' ‘tj 2( j _|+l)

1 1] w(X;5 ¥ i) —u(Xp,y;) (XY ) —u(X;, ¥ie)
u- ==(u,j-u; )= .
i Ti .
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BOLUM 3. KARMASIK PROBLEME SE’LA YAKLASIM

iki boyutlu problemlerin goziimiinde sonlu elemanm yapisinin belirlenmesi gerekir.
iki boyutlu durumda bélgenin béliintiilenmesi sonucu eger smir dogrusal ise, sonugta
ticgen ve dortgen sonlu elemanlar elde edilir. Eger bolgenin smtr1 egrisel olursa, sonlu
elemanlar da egrisel liggen veya egrisel dortgenler olurlar. Bu nedenlerle baz

fonksiyonlarinin segimi de farkliliklar gésterir, (Becker, Carey and Oden 1981).

3.1. Dértgen Lagrange SE Uzayinda Lineer Baz Fonksiyonlar:

Dortgen sonlu elemanlar iki boyutlu halde en basit sonlu eleman gekillerinden
birisidir. Tki boyutlu sonlu elemanmn topolojik ¢arptmi olmakla bir boyutlu halin
genellesmis halidir. Dortgen sekilli G bolgesinde Poisson denklemi i¢in karmagik sir

problemini inceleyelim.

d*u  d%u -
|2+t |7F u=uxy), (xy)eG (3.1)
X y
u(x,y)=0, (x,y)eS§;, S;<oG 3.2)
du
=8 (Xy)eS;, S,cdG (3.3)
on
Burada,

G={(x,y)|0<x<l,0<y<1}
S, ={(x,y) y=0 0<x<1; x=0 0<y<i|

S, {(x,y)' x=1, O<y<l;y=l,0<x$1}

(3.2) kosulu tiirdes olmadig1 zaman, yani,



u(x’y):u(), (X,Y)Esl, SlcaG

(3.2)

olursa, v=u-uy yazarak, (3.1) - (3.3) problemini elde etmenin miimkiin oldugunu géz

Oniine alarak bu probleme sonlu elemanlar yontemini uygulayalim.

0 0
JueH' e (G) Vve H! a(u,v) =b(v)

Burada,

-

B HF Oudv  Oudv
a(u,v) = Laxﬁx + oyDy

G

}6?(5)'

b(v) = TF(x)v(x)dx + [ g(s)v(s)ds
G S,

HO‘(G)={u e 1'(G)|u=0, S,'de]

3.1.1. Dikdirtgen sonlu elemanlarda lineer baz fonksiyonlarinin tanim

G bolgesini koordinat eksenlerine paralel dogrular ile,

e ={(x,y) € G=Gué’GI X SXSXp, ¥ < YSYj+1}

iZO)N_la j:'O,M—l, (x09YO)=(070)

sonlu elemanlarina bolelim.

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Baz fonksiyonu olarak, siirekli sonlu dayanikli &;(x,y) fonksiyonlarint ele alalim ve

yaklagik ¢6ziimdl,
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M N
) up (xa Y) = JE]E]C UE_,U (x’ Y) (38)

Cl_] =uh(xi’Yj):- i=1,N, j=1, (39)

gibi tanimlayalim. ij diiglim noktasina bagh olan sonlu dayanmiklt &;(x,y) baz

fonksiyonu, bdlgenin Gj; kisminda sifirdan farkli olmalidir.

@M _(N,1D)
0] 17 18 I
ALl 12 113 1415
S S ;/ '/;"'/
Y ; i
s P ‘ ‘
¥ s :?,!/% 8 9 10jHD
’ (1)
s 1 2 :j' 7 = .
o i
9l v/
I 1 7Y ,x
“1

Sekil 3.1. G bilgesinin koordinat eksenine paralel dogrular ile sonlu elemanlara béliinmesi

Gjj = eiorj-1) Yeijo1) Yej) Ve (3.10)
Eger,

0, (i,))=(k0)

éij(xk,)’(f)=5ij.kﬂ :{1, 4, = (k,0) 3.11)

kosulunu  saglayan siirekli &;(x,y) fonksiyonunu Py(x,y)=aota|x+azy birinci

dereceden polinomlar smifindan alirsak, herbir sonlu elemanda bu polinomlar
tanimlamak igin (3.11) seklinde dort kosul oldugu halde bilinmeyenler sayisi iige
egittir. (ao,a;,a;) birinci -dereceden polinomlar simifindan bdyle bir fonksiyonun

bulunmasi imkansizdir. Bu nedenle polinomdaki parametrelerin sayisinin arttirtlmasi
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gerekir. §;(x,y) fonksiyonunu P(1,1)=(ag+a;x)}(betbyy) bilineer polinomlar simfinda
ararsak isteneni elde edebilirizz. Bu kosulda herbir sonlu elemanda {:,ij(x,y)

fonksiyonunu tek degerli tammlamig oluruz. Bu polinom herbir degiskene gore

lineerdir.

Baz fonksiyonunu once,
e={(st)]0<s<1,0<t<1]

dogal sonlu elemant igin yazalim (Sekil 3.2). Bunun igin (s,t)=(0,0) noktasinda bire,

(0,1), (1,0), (1,1) noktalarinda sifira esit olan iki degiskenli bilineer bir fonksiyonu

tammlamaliyiz.
‘"
1
©) ®
@ i @ ~
0 1 ”s
Sekil 3.2. e= {(s, t)l 0<s<L0<t< I} dogal sonlu eleman:

Bayle bir fonksiyon,
Y(s,t) = (1-s)(1-t) (3.12)

seklindedir. Bu kosulda (0,0) noktasi ile bagl olan Lagrange baz fonksiyonu (Sekil
3.3),
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(1-s)(1-1); 0<s<1, 0<t<lI
(1-s)(1+t); 0<s<l, —-1<5t<0
(I+s)(1-t); —1<s<0, 0<t<]
(1+s)(1+t); —1<s<0, —-1<t<0

&s,t) = (3.13)

seklinde olur. &(s,t) fonksiyonunu kullanmakla, koordinatlar1 (x;,yi) olan Py noktast

ile bagli &;;(x,y) baz fonksiyonunu yazabiliriz. Bunun igin,

v

S

Sekil 3.3. (s, t) = (1 - s)(1 — t) olmak {izere (0,0) noktast ile bagh olan Lagrange baz fonksiyonu

hiy =Xy =Xi, T =Yu—Yy, 1=LN-1 j=LN-|

hy =% -Xo, T;=Y1—-Yo (X0,¥0)=(0,0)

almakla,
X —X; y—J;
8= h. t= o (x,y) € e (3.14)
i+ Tin

afin déniigiimiinii kullanarak, 1 <i < N, 1 < j < M i¢ diigiim noktas: igin baz

fonksiyonunu asagidaki sekilde yazabiliriz.
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X —X; Y—Yi|
|- by, (1_ T ) oy & ey,
[ X—X; 14 Yy-Yj (
- s \XY) €€
J hi+l Tj y) (i,j-1)
é"(xy}I):
’ x=x; ., y-¥;) (3.15)
1+ h, 1- Tin ; (x,y) € €(i-1,j)°
X~—X; Yy—Y;
1+ b, 1+ T, s (x,y) € €(i-1,j-1)>

Baz fonksiyonlarini tanimlamak igin 6nce bilinmeyenler sayisini belirleyelim. (3.7)’ye
gore kafeste (N+1)(M+1) sayida diigiim noktasi vardir. Bu noktalardan
(X0, ¥0)=(0,¥;), j= L,M; (X, ¥9)=(x;,0), j= 1, N noktalart smmrin S; kismina aittir.
Si kismina ait olan noktalarin sayist N+M+1’e esittir. Bu noktalarda (3.2) sinir kogulu
verildigi i¢in ¢6ziim fonksiyonunun bu noktalardaki degerleri bellidir. Buna gore
problemin bilinmeyen sayisi (N+1)(M+1)-N-M-1=NM olmalidir. Buna gore Hj, birinci

tip Lagrange sonlu elemanlar uzayr NM boyutludur. Buna goére sinir noktalarindan

(i,M),i=LN-L(N,J),j=1,LM—-1 ve N,M) i¢in baz fonksiyonlarinin

tamumlanmasi gerekir. Baz fonksiyonlarini asagidaki gibi yazabiliriz.

(1 + i )(l"' Y Ym ), (X,Y) € €(i-1,M-1)

Eim(X%y) =1 - yy (3.16)
—Xj 4y
[(1_ b, J(l_ Ty )’ (%) € €G-
[ X—Xy Y=Y
1+ l 1+ , (X,Y) € ety
) N T+
Eny(x,y) = (3.17)
X—XN y'“y_'
1 - .
k + Iy {1 T J, (X,y) € ey,
X—X y—y
&N,M(x,y):[n " NJ(H N], (%:Y) € ety (3.18)
N TN
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SEY’nin genel yapisma uymakla herbir e;j sonlu elemant i¢in Mj kiimesini

tanimlayalim.

Mg, =10, G+1L3), (j+ D), ((+Lj+D}, 1<isN-LI<j<M-1
M ={(Li (Lj+D}, j=1,M-1

Mg ={@D, G+1D}, i=1LN-1

Mg, =1(LD)}

(3.19)

Simdi e;; sonlu elemant ile bagli olan fonksiyon formlar: tanimlayalim.

D, ex (x,y)= <‘ée,k (X,y) .

.
Dogal sonlu eleman igin bdyle bir fonksiyon Sekil 3.4’de verilmigtir. Bu fonksiyon
(0,0) noktasi ile baghidir. Yani, (0,0) noktasinda bire, 6teki noktalarda sifira esittir.

Herhangi e j) i¢ sonlu eleman: igin fonksiyon formlari,

X - X y—y;
945(%.) :(1 - ‘)[1— J
) o hy,, Tis

(Pi+lj,ij(x’y) = (1 * hi+l l][l B s
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(
X —X; Y=Yijn
(pij+l,ﬁ(X,Y)=(l“ I ]'][l+ . :+ ]
i+ j+

( y-y.
X~ X; Y=Y
Pisajorj (oY) = [l "h - JLI ——
L i+l Tis

gibi tanimlayabiliriz.

(3.20)

(3.20) formiillerini, (3.14) doniigiimlerini kullanmakla (3.12) fonksiyon formlarindan

da elde edebiliriz.
3.1.2. Lokal ve global sertlik matrislerinin olusturulmas:

Herhangi e j, sonlu elemanlar igin cebirsel denklemler sistemini,

Y ag (@ g,0i o )Cm o =bSY (4, k) e My,
(M .5 (@0 Pijpg )Cpg) = > (6,K) (X))

seklinde yazalim.
(i.)) -
I<(i,j) = {(ka.pq)} - {a(i,j)((Pij,é"k ’(pij,pq )}’ (’eak)y(p’q) € M(ij)
lokal sertlik matrisinin elemanlar ve,
ai"
bip = {(bfk )} » (LK) e Mg

sag taraf vektoriiniin bilesenleri (3.5) formiiliine gore,

ﬂ[a(pl”k a(PUPq+a(PUf'k 6(Pupq dxdy
0x ox oy Oy

aij) ((Pij,ék ’(pij‘pq

€(ij)

(I J)— ] F()ji. 0 (X)dxdy(1 -8y o) + ] q(8) P e (X5 Y)l ds

€(i.j) €. p 2
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(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



gibi hesaplanir. Burada N , S, smirna ait noktalarin numaralart, (pIS ise @
2

fonksiyonunun S, smurindaki izi, & ise Kronecker semboliidiir. Buradaki sonlu
elemanlar afin sonlu elemanlart oldugu i¢in, lokal sertlik matrisinin elemanlarini, Ost
diizleminde e dogal sonlu elemanlar igin hesaplayalim ($ekil 3.2). Bunun igin Tj;

doniigiimiinii kullanarak M j) indeksler kiimesinden Z; ) kiimesine gegelim.

e e . o e s . . T
M(ly_]) = {(l~‘|)a(‘+ I,J)a(la.]+1)’(1+1’J+1)}——(L_)Z(i’j) = {1a2’3~4}9

i=ILN-1,j=,M—1

v e e T(0.j . T,
Mg = {(, ), (L j+ D} —"2>Z o = {12}, j=1,M -1, (326)

Miig) = (D, G+ L)} —2 5 7 = (1,2),i=1,N-1,

T,

(3.14) doniisiimiinii gdz 6niine alarak (3.20) fonksiyon formlarindan dogal sonlu

eleman igin asagidaki fonksiyon formlar: elde ederiz.

W(s,t)=(1-s)(1-1), H(st)=t(1-9) :

(3.27)
Py(s,t) = (1-t)s, Fy(s,t) = st
Burada,
X—-X. Y-Y; X—X, YY
W(s )= L (s t) = 0wy i
I(S ) Py [hiﬂ Ti J 2(5 ) Pinijij hi-l-l Tju
(3.28)
X—X; Y~Y; X=X YU,
(50 = gl T | WD) = g b
3(S ) (pml.u( hi+] Tj+l ] 4(S ) (Pl+lj+l,l.l hi+l T}l—l

(3.28) esitliklerini (3.24)’de yazarsak,
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11
T, O¥, W, h., OV, OV, —
(W, W, ) = LI Tk W 2 2k Hedt kA=1, 3.29
4G, (¥ ) ('!.f,[[hm 0s 0Os 71y O O ° (3.29)

ifadesini elde ederiz. (3.27)’deki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplarsak,

o om o o%
os O os oBs 0 o6s
o M O %
P =s—1, ot =1-s, e =-—s, t =8

esitlikleri bulunur. Bunlarn (3.29)’da yerlerine yazarsak, lokal sertlik matrisinin

elemanlarint bulmak igin kolayca hesaplanabilen integraller elde ederiz.

€i,j)> i=ILN-1, j=1,M-1 i¢ sonlu elemam igin cebirsel denklemler sistemi
agagrdaki gibi olur.

Tin | hiyy T By Tia N hiyy T hyy
9 2 2
3hyyy 3ty 6hyy 3ty 3hy, 6ty 6hy, 6Ty,

T By Ty N hiy T hiy o T h hiy |-
2 2 2
6hy, 3ty 3hy o 3ty 6hy, 6Ty, by, 6Ty

e -
’ S M T By T B T By
3h;,, 6Tj+1', 6h,,, 6Tj+1 ,3hi+l 3Tj+| > 6h,,, 3Tj+|

Ctm by e N by T by Tiw N h;,,
2 3 2
6hy,, 615, 3hy, 61y, 6hy, 3ty by, 3ty |

- n - . ]
(i)
Cij bij
(if)
Ci+l,j i+l,j
= (3.30)
(ij
Ci.j+1 bi.j+1
(ij)
_Ci+l,j+| J4 0 LY
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€(0,j)» = 1,M -1 sonlu elemanlari igin denklemler sistemini (3.30)’daki lokal sertlik

matrisinin birinci ve iigiincii satir ve siitun elemanlarim, bilinmeyenler ve sag taraf

vektoriiniin ise birinci ve iigiincii bilegenlerini yok etmekle elde edebiliriz. Bunun

nedeni ise epj sonlu elemanmmnin birinci ve tiglincli diigim noktalarinda esas sinir

kosullarinmn verilmesidir.

—

T, M T ey |G
3hi+l 31:j+l ’ 3hi+l 6Tj+| _
_ hiyy Tin hiyy B
3hiy 6ty 3hyy 3ty [ Coj i

b

b

©.j) |
1j

(0.))

1Lj+1

(3.31)

(3.30)’dan lokal sertlik matrisinde birinci ve ikinci satir ve siitun elemanlarini,

bilinmeyenler ve sag taraf vektoériiniin ise birinci ve ikinci bilesenlerini yok etmekle,

(eip), i =1,N —1 sonlu elemani igin agagidaki denklemler sistemini elde ederiz.

T B T g G
by, 3ty 6hy, 3ty _
Tl _ hi+l Tt y hi+l 4
6hiyy 3t 3hyy 3t i+ Ci

| b

bgi,O)

(i,0)

J

i,2 |

(3.23)

€(0,0) sonlu elemanimn {i¢ noktasinda esas sinir kosulu verildigi i¢in benzer denklemler

sistemi yalniz bir denklemden olugur.

Boylelikle (keyfi) herhangi sonlu eleman

olusturulmus olur.

icin cebirsel

(3.33)

denklemler sistemi

Simdi global sertlik matrisini ve sag taraf vektoriinii olusturabiliriz. Bir boyutlu

halden farkh olarak iki boyutlu halde diigiim noktalarnun numaralandiriimas: keyfi

olabilir. Bu numaralamay1 “soldan saga, asagidan yukariya” alalim (Sekil 3.1). Bu
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halde, drnegin Py noktasmnmn (i,j) numarast kabul edilmis numaralamada, k=(j-1)N+i
olur. Herhangi egj sonlu elemaminin diigiim noktalariin global numaralar,

ki=(-1)N+i, k2=(i-1)N+i+l k3=jN+i, ky=jN+i+1 olmalidr.
kip= {(k(' D )} £,k e M;;, (3.3) lokal sertlik matrisinin elemanlart global matriste

ki, ks, k3, ve k4 nolu satir ve siitunlarin kesisiminde yer alirlar.

i 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
kl N 0 0 k(U) k(l.l) 0 0 k(‘J) k('.l) 0 0 0
(i) 4 (i) (i) 4, (i)
0 0 Okyky 0 OkZJky 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
k(i,j) = (334)
0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
k3 -—> 0 0 0 k('}) k(ij) 0 O k(l.l) k(ll) 0 0 0
00 0kPk® o okPk 0 o0 o
00 0 0 0 0 O 0 0 0 ©0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0] -

ke sonlu elemanmin (NM)x(NM) boyutlu global sertlik matrisidir. (3.31) ve
(3.32) sistemlerini benzer sekilde global numaralarla yazabiliriz. Bu matrisleri
toplamakla (3.8)’in Cj; katsayilarin1 bulmak igin cebirsel denklemler sisteminin global
matrislerini elde ederiz. Laplace operatorii pozitif tanimli oldugu igin bu matris
simetrik, baz fonksiyonlar ise Gj’de sifirdan farkli sonlu dayanikli fonksiyon

olduklart igin bant sekillidir.

Benzer sekilde sag taraf vektoriinii global numaralarla yazabiliriz. Omegin, (3.30)
sisteminin sag taraf vektoriinde k;, ky, k3, ks numarali bilegsenler sifirdan farkl

digerleri sifira esit olmalidir.

b =(0,....0,6" 6P 0,...,0,6% 6P 0,...,0) (3.35)

i 2 Mitljo~
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3.2. Ucgen Lagrange SE Uzayinda Lineer Baz Fonksiyonlar

Bir onceki konuda verilen problemi ele alalim. G bolgesi dikdortgen olsun. Bu

bolgeyi once dortgen sonlu elemanlara bolelim ve bu elemanlarin (i-1,j-1) ve (ij)

numarali tepe noktalarindan gegen kosegenleri ¢izelim. Boylece, G bolgesini {iggen

sonlu elemanlara bolmiis oluruz, (Sekil 3.5).

y
|

yN

&,
a
€0,

Y)

N

Yo X
XO % Xy

Sekil 3.5. G bolgesinin iicgen sonlu elemanlara bsliinmesi

Bélgenin bu sekilde tiggen elemanlara boliinmesine soldan tiggenlestirme denir. Eger
iicgen sonlu elemanlar (i-1,j) ve (i,j-1) tepe noktalarmi birlestiren kosegenler
¢izmekle elde edilirse, alanin bu gekilde boliinmesine de sagdan iiggenlestirme denir.
Buradan da anlagilacag: gibi dikdortgen sonlu elemanlarda bolge, bu sekilde
dortgenlere ayrilirken, {iggen sonlu elemanlara boliindiigiinde iki farkh sekilde dik

ticgenler elde edilir.

ei’JT—_-{(x,y)ef}-Ixisxsxm,ijySijrl ny} (336)
ejj :{(x,y)e—G_lxi SXSXyp Y SYSYiu xSy}

i=0,1,...,N; j=0,1,...M;  (X0,¥0)=(0,0)

un(x,y) yaklasik ¢oziimiinii birinci dereceden polinomlar uzayinda arayalim. Sonlu
eleman i¢in tanmimlayacagimz P(x,y)=ax+by+c polinomu ii¢ parametre igerir. Elde
edilen kafeste 2NM sayida tiggen eleman oldugu igin toplam 6NM parametrenin

belirlenmesi gerekir.
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Uggen elemanlarm kenarlarinda lineerlik 6zelliginden ve &G sminmn S; kisminda

esas stir kogullarini kullanmakla bu bilinmeyenlerin bir kismi yok edilebilir.

Her bir ei)j,eg,izl,N—l,j:l,M—l i¢ sonlu elemanlar i¢in 2+2+1=5 kosul

oldugundan i¢ sonlu elemanlar igin toplam S5(N-1)(M-1), dig eg,eg i=,LN-1,

j=M-1,i=N-1,j=1,M~1 smr sonlu elemanlart igin, 2(N-1)+2(M-1), (N,M)
noktas: igin ise bir tane kogul vardir. Esas sinir kogullarinda ise (i,1), i = 0,M ve (1)
j= 0,M noktalar igin strasiyla 3(N-1)+2+1 ve 3(M-1)+1 sayida kosul oldugunu

gozoniine alirsak toplam,

S(N-1)(M-1)+ 2(N-1)+ 2(M-1)+14+3(N-1)+3+3(M-1)+1=5NM
kosul oldugunu buluruz. Béylece bilinmeyenlerin sayisi;
6NM-5NM=NM

olur. Yani yaklasik ¢6ziimiin arandig1 sonlu boyutlu Hy uzay1 NM boyutludur.

Bilinmeyenler olarak, yaklagik ¢oziimiin diigiim noktalarindaki degerlerini ele alalim.

O halde (0,)), (i,O); i=0,N, j=0,M noktalarinda esas simir kosullarim verildigi i¢in

yaklagik ¢6ziimii;

M
uy(x,y)= Zicgéij(x, y) (3.37)

=l =l
seklinde yazabiliriz. Burada;

&ii (XY ) =8 o (3.38)
dur.
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3.2.1. U¢gen SE’da lineer baz fonksiyonlarimm tanim
&;j(x,y) baz fonksiyonu olarak, yalmz bélgenin,

- + - + - +
iy = €intjoy Y €170 Y EGi ity Y Einty Y B0y Y iy

kisminda sifirdan farkl, analitik sekli ise, asagidaki gibi olan sonlu dayanakli

fonksiyonu alalim.

1+(x-x;)/h,, (X, ¥) € €t j1ys
I+(y-y /7 (x,y) € e:i-l,j—l);
I=(x=x;)/ hyy +(y-y)/ 1) (X, ¥) € € j1)5
Ei(x,y) =11+ (x—x;)/h; +Hy-y) /14,  (X¥)e€ ez.i—l,j); (3.39)
I=(y-y)/tm; (x,Y) € €
1—-(x=x%;)/ hyy, (x,¥) € ey
\0, (x,¥) & G-

inceledigimiz bu iiggen sonlu elemanlar ailesi afin ailesidir ve burada dértgen sonlu

sonlu elemanlardan farkli olarak, iki baslangic elemani vardir. ¢ ve e' (Sekil 3.6).

Diger elemanlar (3.14) doniistimii ile sirasiyla e, ve e;’ij) sonlu elemanlarindan

elde edilir.

Dogal sonlu elemanlar igin baz fonksiyonu,
tA

0 1 > s

Sekil 3.6. Uggen sonlu elemanlar ailesinin, € ve e' baslangi¢ elemanlan
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rl+s, (s,t) € ¢,
1+t, (s,t)ee,
(s t)=<1+t_s’ (s,t) € e; (3.40)
’ 1+s~t, (s.t) e e, ’
1-t, (s,t) e es
(15, (s,t) € e

seklindedir, (Sekil 3.7). (3.40)’dan e¢" ve ¢ dogal sonlu elemanlar igin fonksiyon

formlarmn tanumlayalim.

yist)=1-s,  yi(s,t)=s-t, wyi(s,t)=t, (s,;t)ee’;
Y (s, t)=1-t, Y, (s,t) =t—s, Y3 (s,t) =s, (s,t)ee”

(3.41)

Sekil 3.7. Uggen dogal sonlu elemanlar icin &(s.t) baz fonksiyonu

3.2.2. Lokal ve global sertlik matrislerinin olusturulmasi

Dértgen sonlu elemanlarda oldugu gibi burada da e* baslangig sonlu elemam igin

bilineer formu hesaplarsak;

R 0 + O oy, O
+ T OV OWpe  hy,y OV OWys
(o ) = dt k=123 3.42
a(We ) H h,, 08 85 T, ot ot | (342)
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formiiliinii elde edetiz. y; fonksiyonlarinun tiirevlerini hesaplayalim:

oy L o
oS~ 7 8S 7
oS~ B8S ’

oy;

oys

oS

oS

=0,

=1,

o _,
6t — T
0y;

—2 =0,
ot

ifadelerini elde ederiz. Bunlar1 (3.42) da kullanarak, herhangi eﬁj) sonlu elemani igin

lokal sertlik matrisini elde ederiz.

Tj+l Tj+l 0
hi+l hi+|
K I T T by hi,,
(i) — - -
2l hyy hy ot j+l T in
0 by, hiy
| T+ Tirr
I hiyy _ hj,, 0
Tl T
K- U by T 4 hiyy,  Tim
® 2l ¢, h. T, h.
j+l i+] j+ i+1
0 Titl T+
L hi, by |

hi=h=sabit, tj=t=sabit oldugu zaman (3.43 ve 3.44) matrisleri;

(i,j#1)
R &
¢, e+6
"‘11 } T
(1) (i,])
& €5
e,
(i, 10 i,

i+, j+1)

i+,j)

(3.43)

©(3.44)

Sekil 3.8. Uggen sonlu elemanlarda (i,j) noktasimin komsulugundaki g, i=1,6 noktalari

46



-2 2+h® -n?| K = e ~h? ?+h? —? (3.45)

seklini ahr. Dortgen sonlu elemanlardan farkh olarak, {iggen sonlu elemanlar
kullandigimiz zaman baglangigta iki lokal sertlik matrisi elde ederiz. Bu matrislerden

biri digerinin satir ve siitunlarinin yerini degistirmekle de elde edilebilir.

Global matrisin K;=(i-1)M+j nolu satirimi olusturmak igin (i,j) noktasinn
komgulugundaki Sekil 3.8, e;, i = 1.6 sonlu elemanlarina karsilik gelen lokal sertlik

matrisini yazalim;

(3.46)

3 3 3 ' 4 4 4
k3 k3 ki3 Ci+l,j L k3 k3 kys Ci.j+l

5 5 5 6 6 6

kll klZ kl3 Ci,j kll klZ k13 Ci,j
5 5 5 . 6 6 6

k21 k22 k23 ) Ci,j+1 d k2| k22 k23 ) Ci+],j

5 5 5 6 6 6
k3 k3, k3 Cirjer k3 ki ki Cirjn

(3.46) matrislerinde iist indisler sonlu elemanmn numarasin gésterir. €; ve e; sonlu
elemanlarina karsilik gelen lokal matrislerin {igiincii, e; ve e4’de karsilik gelenlerin
ikinci, es ve €4 ya karsilik gelenlerin ise birinci satirlarini bilinmeyenler vektorii ile
carpip toplayalim:

k3iCiopjr + k;zci—l,j"" k;.’,ci,j +k3Ciy oy + k%zci,j--l + kgBCi,j
+k3,Ci oy + k3:Cij + kg3ci+l,j + kglci—l.j + kgzci,j +k23Ci ju

5 5 5 6 6 6 _
+ky Gy + k12Ci i +ki3Ci 50 HENCy +klzci+l,j +k3C 50 = by

i-1,j-
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Bu ifadeyi diizenlersek;

(k3 +k3)Ci oy + (kY +k3)Ciy; + (k3 +k3))C
ki +k3; + k3, + k5, + k3 +k$)C;  + (k33 +k3,)C (3.47)
+(kg3 + k|62 )Cisij+ (kf3 + k163 )Cisjm =bij

i1, ij-1

olur. Bu global sertlik matrisinin genel ifadesidir. i ve j indisleri degistirilerek global

matris olugturulur.

3.3. Dogal Koordinatlarda Lineer Baz Fonksiyonlari

3.3.1. Bir boyutlu halde dogal koordinatlar

Sonlu elemanlarin yalmz kendilerine bagli olan koordinat sistemlerinin segilmesi ile

(6rmegin sonlu elemanin alanina bagli) ortaya ¢ikan koordinat sistemlerine dogal

koordinatlar sistemi denir.

¥
q70 El_l )
2.=1 ¥ =y
=3 g 570 .

0 2 n X

Sekil 3.9. xoy koordinat sisteminde bir €; = [ X5 Xig1 ] sonlu elemani

xoy koordinat sisteminde bir boyutlu e, :[xi,xm] sonlu elemanim inceleyelim,

(Sekil 3.9). Baglangici x; noktasinda olan ve Ox ekseni boyunca yonelen O,
koordinat sistemini tamimlayalim. Buna gore, baglangictaki sistem ile yeni

tanimlanan sistem arasindaki baginti,

g =x-x; (3.48)

seklinde olur. (3.48) formiiliine yeni bir degisken ekleyelim,
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hi+l = Xjy X (3.49)

Benzer sekilde, baslangict xi+; noktasinda olan ve ox ekseninin zit yoniine yonelen

0&, koordinat sistemleri arasindaki bagntiyr yazalim:

& = Xy —X (3.50)

Buradan yeni bir &, degiskeni tanimlayalim:

(3.51)

Tanmladigimiz &, i = 1,2 koordinatlarina bir boyutiu halde dogal koordinatlar denir.

Buradan;

E(x)=0, x=x;; §(x)=1 x=x

3.52
BO=1, x=x5 E)=0, x=x, )
oldugunu gosterebiliriz. (2.3.2) ve (2.3.4) formiillerine gore;
§+& =1 (3.53)

Bu son formiil &; ve &, degiskenlerinden yalmz birinin bagimsiz olmas: anlamna

gelir.

Bu koordinatlar1 bir boyutlu halde birinci tip Lagrange sonlu elemanlan ile

karsilastirirsak;

& =0ii(x), & = ;i1 (%) (3.54)
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esitliklerini elde ederiz.

Boylelikle bir boyutlu halde dogal koordinatlarin birinci tip Lagrange sonlu

elemanlari igin tanimlanmig olan fonksiyon formlariyla ayni1 oldugu gériiliir.

3.3.2. Ucgen SE’da dogal koordinatlar

Iki boyutlu sonlu elemanlari gézoniine alalim. Birinci tip Lagrange sonlu elemaninda
(Sekil 3.10) diigtim noktalarim Pi=(x;,y;), i=1,2,3 alalim.

0

S

X
Sekil 3.10. Iki boyutlu halde iicgen Lagrange sonlu elemant igin P=(x;,y;), i=1,2,3 diigiim noktalar

Bu sonlu elemanmn iginde herhangi bir P(x,y) noktasim ele alahm ve asagidaki
oranlari tanimlayalim.

5,08 U8
E.’l - Sm ° §2 - Sm H 53 - Sm (3‘55)

Burada S, S;, S; ve S; sirast ile PyP,P;, PP,P;, PPP; ve PP,P, iiggenlerinin
alanlaridir. Bu alanlar;
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1
Sm:“z‘ Yi Y2 Y3 S]'—‘EY Y2 Y3

1 1 | 1 1 1
X, X X, X X, X
] 1
Sy :"2“ Yi'yY ¥Ysi, S3=5 Y Y2 ¥
1 1 1 1 1 1

seklinde hesaplanir.

(3.55) formiilleri ile tammlanan &;, i=1,2,3 degiskenlerine iki boyutlu halde dogal

koordinatlar denir. (3.55)’e gore &, &, ve &3 kordinatlarmin toplami1 1’e esit olur.

Ei+& +8 =1 (3.56)

Sekil 3.10’dan goriilecegi gibi P noktasi Py, P,ve P3 ile aym oldugunda sirasiyla &,
&, &3 kordinatlar1 bire esit olurlar. Yine P noktasi P,P; iizerinde oldugu zaman &,
koordinati sifira, P\P; iizerinde oldugunda &, koordinati sifira ve PP, iizerinde

oldugunda &3 koordinati sifira esit olur.

&; dogal koordinatlarin;

_a;+bx+cy

== , i=1,2,3 (3.57)

m

Xi,Yi, i=1,2,3 degerlerinden yararlanarak a;, b; ve ci’nin degerlerini bulalim.

Yy ¥
I 1

Y ¥
1 1

Y, ¥
1 1

X3 X3

X X5 X3
: 1 1
=— =—3X
! y y2 y3 Sm
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a; +b;x+c;y
iz_‘s‘__

m

esitliklerinden,

a) = X¥3-X3¥3, C;=X3-X;, by =y,-y;
esitliklerinden elde edilir. Aym yéntemle &; ve &3 *den

a; =X3¥; —X1¥3, C;=X3-X;, by =Yy3-Yp;

a3 =X1¥, —X,¥1, C3=X;—X;, by=y; -y,
oldugu goriiliir. aj, by, ¢;’yi genel olarak

A = X Yisa] ~ Xis2] Y1is]

bi = Yiv) — Vil (3.58)

Ci = X{is2) ~ X{in]
seklinde yazanz. [N], N’in mod 3’e gore degerini gostermektedir. iki boyutlu halde

dogal koordinatlar tepe noktalari (x;yi), i=1,2,3 olan iiggen sonlu eleman igin

yazilmis olan fonksiyon formlaridur.

S =vi(%y), & =y(xy), & =w3(X,y) (3.59)

esitliklerine goére lokal sertlik matrisinin elemanlarim1 hesaplamak igin dogal

koordinatlart da kullanabiliriz.

3.3.3. Uggen SE’da dogal koordinatlardan yararlanarak karmasik probleme

SEY’nin uygulanmasi

ov ou 0O
am(u,v)=ﬂ[9“;-—~+l-—v xdy (3.60)
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bilineer formuna kars:1 gelen lokal sertlik matrisinin elemanlarin1 dogal koordinatlari

kullanarak belirleyelim.

K" =K"+KJ +K7 = {a:n(gi’gj)} + {arzn(gi’{;j)} + {ai(éi’gj)}

ile gosterilir. Burada;

- ->\7

e ey g 81128

ap, (&8 = C{{‘ o || 5 | dxdy (3.61)
- - \T

2 _ o8y es

a8 = 115015 | andy (3.62)
-y -

anGg)=allEE dxdy, =@ 58)" (3.63)

(3.57)’den dogal kordinatlarin x ve y degiskenlerine gore tiirevleri igin,

0. b, OE. .

% _ i % _ o (3.64)
ax Slll a}I Sl]'l

formiillerini elde ederiz. Bu formiilleri (3.61) de g6z Oniine alirsak,

| b; b,b, b,b, | ci c(Cy CiCq
Ky =S—[b2b, b3 bybyl  K3'= g | 2% ¢ b,b;
m m
b;b, b;b, b3 C1C; C1Cy c

olur. (3.63)’den Kf' elemanlarinin hesaplanmasi igin,

] &i&;dxdy
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seklindeki integrallerin hesaplanmasi gerekir. Genelde boyle integraller,

Jeie e dxdy
Gm

seklinde yazilabilir.

Bu integrali hesaplamak igin dogal koordinatlarda

kullanabiliriz.

n,!n,!n,!
(n, +n, +n4+2)!

C{Ia{" 2Edxdy =S, -

Boylece K3' matrisini hesaplarsak,

(2 1 1]
41 41 41
m_ | 2 1
K3 =S,- E 5 ;ﬁ
r 1r 2
FTRrTET]
olur.

m _ m m m
K™ =K+ K3 +Kj

integralleme formiiliinii

(3.65)

oldugunu goz 6niine alirsak Gy, sonlu elemant igin lokal sertlik matrisi asagidaki gibi

elde edilir.
r 2 1 l
b12+c|2+zszm b,b, +°1°2+Z—|S§‘ b1b3+c,c3+zsrzn
m 1 1 2 2 2 2 2 l 2
K =S—m" b,b; +¢,¢, +4_!Sm b2+02+4—!sm b2b3+0203+?4-!sm
1 2 4 LI S S
_b3b| +C4C +Zism b3b2 +C40 +Z—!Sm b3 +3 +Zsm
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(3.60) ifadesinde a=0 alinirsa Poisson denklemine kargilik gelen bilineer form elde

edilir.

ou av au ov
a,(u,v)= H{ax 6x 6y 6 ]dxdy

Buna gore (3.66) matrisi agagidaki gibi olur.

| by +ci b,b, +c,c, b,b; +cc;
K™ =— b,b, +c,c, b2 +¢2 b,by+c,c (3.67)
S 2™ 2¥1 2 2 2Y3 2v3

m

bsb, +c5¢;  byb,+cie, bl +cl

(3.65) formiiliinii kanitlayalim.

x=AX+BY, y=CX+DY (3.68)
lineer tiirdes doniisiim olsun. Bu déniisiim,

] f(x,y)dxdy
Gm

integraline uygulanirsa (X,Y) degiskenlerine gore,

X,¥)

D(X.Y) dXdY

Hﬂxww@ HﬂXYﬂ

integrali elde edilir. Burada;

D(x,y)

D(X.Y) =AD-BC

(3.68) doniistimiiniin Jakobienidir ve yine bu déniigiime gore,
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dx=Adx+Bdy, dy=Cdx+Ddy

olur. Bunlarin dis garpimlart ise;

dxdy=ACdXdX+ADdXdY+ BCdYdX+ BDdYdY=(AD-BC)dXdY
elde edilir, (dxdy=-dydx, dxdx=dydy=0).

(3.55)’den dogal koordinatlar igin

x=x&; + X585 + %385

Yy=Y§ +Y,8 +¥3&;

yazilabilir. & +&, +&; =1 oldugu gézoniine alinirsa,

X=(X; = X3)-§ +(X; —X3)- & +X3
Y=(1-Y3) &+ (Y2 -Y3) & +y;

elde edilir. Buna gore;

dxdy =[(x; ~x3)(y2 = ¥3) — (X2 = x3)(y; — ¥3)]d&yd&,
olur. Bu kosulda Jakobienin iiggen elemanin alanina egit oldugu gériiliir.
dxdy = Sd¢,d&,

Buna gore,

1 (]
[Jemereraxdy=s. [ae, [ememena,
G 0 0

1 1=§;

=S. jdfg .[{3;1' 2 (1-& —&))mdE,
0o 0

olur.
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1
52 dt =

1-¢,° &,

dg,

degisken doniistiirmesi yapilirsa,

[lepemeraxdy=s. [ag, - [era—gymima-g, -a-gmma-g)dt
G, 0 0

= S{ .[5?' (1-E )" dg, 'Itnz (1-t)™ dt}
0 0

elde edilir. Buradan;

n,!(n, +n,y +1)! n,!n,!
(ny +n, +ny;+2)! (ny +ny+1)!

GH £'6 €y dxdy = S

n,!n,!n,!
- (n, +n, +n; +2)!

bulunur.
3.3.4. Dirtgen SE’da dogal koordinatlar

Iki boyutlu halde dogal koordinatlari dortgen sonlu elemanlar igin de

tanimlayabiliriz. Ornegin, tepe noktalar1 (x;yi), i=1,2,3,4 olan dikdértgen sonlu
eleman i¢in dogal koordinatlar bir boyutlu §§x) ,§§” dogal koordinatlarin garpim gibi

tamimlanabilir, (Sekil 3.11).

Buna gore;
(y) 3 ) ) _ )
§1 = E:(IX) '51 ’ ‘E.~2 = g‘) = ) &3 =§§x) 'éz s & —E,éx) 'gz

ve ayrica,
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(3.69)

dir.

S=(x, —x; )y, —y,) dikdortgen sonlu elemanmnmn, S;=(X,-x)(y;-Y),
Sy =(X=X)(¥2=¥)» S3=(X,=X)(¥-¥1)» S4=(x-x)(y-y,) ler ise swasiyla
&(x,y), i=1,2,3,4 dogal koordinatlara kars1 gelen dikdértgenlerin alanlaridir.

Y/\
(x .\9/ (X, )
0 X

Sekil 3.11.iki boyutlu halde tepe noktalari (x;,y;), i=1,2,3.4 olan dikd6rtgen sonlu eleman

Diizlemde bagimsiz dort koordinatin olamayacagy agiktir. Bu nedenle &(x,y),
i=1,2,3,4 dogal koordinatlari arasinda iki bagnt1 formiilii olmalidir. Bu formiillerden

bir tanesi (3.69)’dan elde edilebilir.

E +E& +E;+E, =1 (3.70)

Ikinci formiil ise alanlar arasindaki,

Si(x=x,)=8;(x; =x%), S,(x—x%x;)=85,(x5 —x)

bagintismdan (3.69)’u gbzo6niine alarak elde edebiliriz.
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_I:ﬂzxz_xzfn(x)_
& S; x-x F,z(x)’
S _Si_x-x_ & 3.71)

& B S, - X=X —F:Z(X)
Buradan;

£i&s =885 (3.72)

elde edilir. (3.70) ve (3.71) formiillerinden dikd6rtgen sonlu elemanlarda dogal

koordinatlar igin bazi 6zellikleri elde edebiliriz. Bunun igin dnce (3.70)’i sifirdan

farkli olan &, ile garpalim. (3.71)’i gbzoniine alirsak;

(& +&)E; +&3) =¢; (3.73)

olur. Benzer sekilde,

& +E)E +E4) =6, i
(&3 +&)(E; +E4) =& (3.74)
(Es +E )& +E5) =8,

esitliklerini elde ederiz. (3.73)-(3.74) Ozelliklerine gore herhangi bir dogal

koordinatin iki komsusu ile (dikdortgen elemanin kenarmma goére) toplamlarinin

¢arptmi bu dogal koordinatin kendisini verir.
(3.69) dogal koordinatlarini,

a.+bx+c.y+d.x
g o= S'y Y =1234 (3.75)
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seklinde yazalim. Buna gore a;, b;, ci, d; katsayilarimin dikdétgenin tepe noktalarinin

koordinatlari cinsinden ifadeleri agagidaki gibi olur.

2 =X3Y2s by==yy, ¢ =X, dy=]
a; =Xy, by=-y, Cy =Xy, d, =- (3.76)
a; =-X{¥,, b, C; =X, d3=—l;
A4 =X1Y1s b4=—YI> cp=—%, dy=1

3.3.5. Dirtgen SE’da dogal koordinatlardan yararlanarak karmasik probleme

SEY’nin uygulanmas

a,(u,v)= ] [—g—:— %+%yll —gvy—]dxdy 3.77)

bilineer formuna kargi gelen sertlik matrisini dogal koordinatlar1 kullanarak

olusturalim.

¢
€ =kp s, Kl
olsun. Burada;

J—Gﬂaiaxdxdy, kZ—Haa? 3y —L dxdy (3.78)

m

olur. Once dogal koordinatlarin x ve y degiskenlerine gore tiirevlerini bulalim. (3.76)

formiillerini géz6niine alirsak, (3.75) den;

% _bit+y

= , 1=14; —= » 1=233
ox sy ox sy
3.79
0&, ci+x 4 05, c¢;—x 53 (379)
= o =4 == , 1=233.
oy S oy Sy
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elde ederiz. G, = {(x, y)] X; SXSXiy3 Y S Y LY ( dikdbrigen sonlu eleman: igin

(3.76) daki tepe noktalarinin koordinatlar: cinsinden ifadeleri,

a1 = XinYjeis by ==Y €1 = —Xisl» d; =1

Ay =~XimYj» b, =-yj, €y = Xiss d, =-1; (3.80)
a3 = =XiY j1 b3 = Yju, C3 =X, d; =-J; .

a4 = XY b4=—-y)-, C4 =X, d,=1

olur.

hiy =X — Xy, Tt =Yju Y olsun.
Bu durumda sonlu elemanin alan1 Sy = hy, 7, "e esit olur.

Bu esitlikleri g6zoniine alarak K|' matrisinin elemanlarini hesaplayalim. (3.75) ve

(3.79) formiillerinden,

Xigt Yi+l
1 1 v 1 Tig
k!, =— b, + v dxdy = —5 (X, =X, )=V = y)| " ==
i} Sizj ! }{( 1 +Y) y 3Si2j( i X )=V —Y) y 3 3y,
1 it YiH
=gz | 1o+ 320, - ypaxey
i x M
l Sipl YiHl 1 1
i+1
=5 [ - 92 40, +b,)00, + y)axdy ==
Si « Vi 6 h;,
i Xy
1 Tt | Tl 1 j+1 1 T
ky=—gm—,  kjy=-— kyy =77 Ky ==
P 3 hyy H 6 hiy’ 273 by = 6 hi’
I T I T I T I Ty
ko= s. vt LI v L i
& 3 h|+l ’ k33 3 hx+l’ # 6 hi+l’ k44 3 hi+l,
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|
k‘_l—-k,l‘

1 SigYigt 1 Xju1 1 h‘+1
K2, =— | | (¢, +x)2dxdy =—(¥ 1 =¥ )Xo — %) " =5 2L,
Il l2J - 1 383 jHt j i+t X; 3 Tj+1
1 Xigr Yis
k122 =<2 f -r(cl +X)2 ‘(CZ—X)dXdy
ij X Y
1 Xiw Yirt 1 h.
Q2 ] [_(cl"‘x)z+(°|"‘°2)(°|+X)]dXdy:—§'—l+l"
i %Y Tint
1 h; h, 1 h. 1 h.
k|23_—6—‘1_l+1’ k|24___.1_ﬂ’ k§2=§.T_‘tL, k§3:_g,rn+l
i it i+l j
k2 :_1_ _1]_1:1 2 =lh_l+1_ K2 ___1__hi+| 2 ____1_!1_1_1_4_
%76 i ’ 373 T 34 3 T ’ 4“4 =3 T

bulunurlar. K™ = {(kilj +ki2j)} olur.

62



BOLUM 4. SEY’DEN ELDE EDILEN SONLU FARKLARIN KLASiK
SONLU FARKLARLA KARSILASTIRILMASI

4.1. Dértgen Elemanlardan Elde Edilen SF Denklemi

Herhangi (i,j), 1<i<N, 1<j<M i¢ diigiim noktas: igin cebirsel denklemi bir bagka
deyisle, SEY’den elde edilen SE semasini elde edelim. Bunun igin global sertlik
matrisinin K;=(j-1)N+i numaral1 satirimi bilinmeyenler vektorii ile ¢arpmak ve sag
taraf vektoriiniin K,’inci bilesenine esitlemek gerekiyor. Bu satir €1 1), €ij-1)» €G-1,j)
eij sonlu elemanlarinin lokal sertlik matrislerinin elemanlarindan olugur. Global
sertlik matrisinin K;’inci satirina bu matrislerin sirasiyla dordiincii, {igiincii, ikinci ve
birinci satirlart katkida bulunur. Katsayilart siitun numaralari e j) sonlu elemanlarinin
M. kiimelerinin elemanlart ile belirlenir. Boylelikle cebirsel denklemler sisteminin
K; nolu denklemi agagidaki sekilde olur.

(i-Lj-D) (i-Lj- 1) (IJ 1 (i,i-1) (i-1,j- 1) (l L
k Cl|_||+(k )C 1+k Cl+lj|+(k )Cl]_]

i.j—

(i-1.j-n ('J 1) (i- |J) (l i) 3.j- 1) (l 0 (i-1.3)
+(kygq +k3 +kyp )C, i+ (ks )Cinj ka3 TCi

-1y (lJ) (i.)) ij
+(k )CI gl + k C|+l N bk,
(i) (i-1.j-1) (i.3-1 (i-1,3) (i.k) : :
Bu gdsterimdeki iist indis egj) sonlu elemaninm numarasin gostermektedir.

Kolaylik agisindan h;=h=sabit, t;=t=sabit oldugunu varsayalin ve (4.1) ifadesinde

k(J) elemanimin degerini ((3.30) sisteminden) yerine yazalim. O halde esit adiml

kafeste (4.1) denkleminin ifadesini agagidaki gibi elde ederiz.



1 T h T _h T h t h
t _h T _h T h t _h

T h
N Cittjr

1)t
g{a(_ci—l,j—l —4C; ;= Cipy ju +2C, j4+8C; ; +2C, ;= Ciy —~4C; 1 — Ci+l,j+l)

1 +2C Cijor —4C;y j+8C; ;—4C, 1 ;= Ciyju +2C; "Ci+1,j+1)}

i1 7 i j-

+%(—Ci_,_j_

Bu son denklemi sonlu farklar teorisi terimleri ile,

l 3 3 1 1
_—I—C_ _I——C_ ——1’hC, —h*C,

_ _b(i,j)
X hL Y 6 XxyY 6 XXyy —

k

seklinde yazilir. Eger sonlu elemanlar kare olursa, yani h=t olursa bu denklem daha

basite indirgenir.

1 .
—hz[cfx +Cyy _§h4ciny = b%,J)
veya
C C —l-h2C = _l_b(i»j) 42
TR ?)’_3 ix‘y—hz K, ()

(4.2) dokuz noktal: fark semasidir ve dikdortgen kafeste yakinsaklik hatasi 0(h%)’dir.
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4.2. U¢gen Elemanlardan Elde Edilen SF Denklemi

Sekil (3.9)’da gosterilen herhangi (i,j) noktasimi gozoniine alalun. Bu noktanin alts
tane iicgen sonlu eleman ile komgulugu vardir. Buna gore “agagidan-yukariya”,
“soldan-saga” numaralama yapildigi zaman K;=(i-1)M+j nolu denklemin sifirdan
farkli katsayilari, e;, i=16 sonlu elemanlarmin lokal sertlik matrislerinin

elemanlarinin toplami seklinde bulunur.

(3.47) de global sertlik matrisinin k) numaralt satirindan elde edilen denklemi alalim:

(K3 +k3)Cyy oy + (K3 +K3,)Ciyj + (k3 +k3)C;i g

+(k‘33 + k§3 + kgz + k + k151 +k§ 11)Ci +(k§3 + k?z)ci,jﬂ

+(k35 +k} 2)Ci +(ki5 + k163)ci+l,j+l =b;;

(3.43) ve (3.44) de hi=h=sabit, 1;=t=sabit oldugunu varsayalim ve yukarida esitlikte

ki lerin degerlerini yerlerine yazalim.

|
:‘]-—1
e
;_/
i
+
—
o
+
=
p
_O
_V__J
It
_G‘

bu ifadeyi diizenlersek

i’j

1 T h t.h h v
5{—2}1—(: -2— C;j 1 +4(H+_)Ci,j “Z;Ci,jﬂ NZECHIJ} =b
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olur. Bu son ifadeyi asagidaki gibi yazip diizenlersek,

T T T . h h h
“”};Ci—l,j +2];Ci,j—'£ci+l,j _;Ci,j—l +2;Ci,j__;ci,j+l =b

i

T h
_K(Ci—l,j —=2C;;+Cip) —’T‘(Ci,jq —2C;;+Ci ) =by;

olur. Elde edilen bu ifadeyi ht garpimina bdlelim;

(C

i+h,j

h? B 12 The M

esitligi elde edilir. Bu ifadeyi SF terimleri ile yazarsak;
Cy = L b (4.3)
% = 1or Di .

elde edilir. Ozel olarak h=r olursa, bu kosulda asagidaki SF denklemi elde edilir.

1
—C., -C. =—b: 44
" 4.4)

4.3. SE’dan Elde Edilen SF Denklemlerinin Klasik SF Denklemleri ile

Karsilastirtimasi

(4.2) ve (4.4) sonlu fark denklemleri incelendiginde bu denklemlerden herbirinin
(2.1) denklemine sonlu elemanlarla yaklagimdan elde edilen sonlu fark

denklemleri oldugu goriiliir. Her iki denklemde de ilk terimler (-Cg, — Cy, ) aymidir.

C

1
(4.2) denklemindeki ——h®C..., terimlerinin ise |Ci.|’nm smurh oldugu
3 XXyy XXyy

varsayilirsa, O(h?) diizeyinde oldugu agikga gdriiliir. Toplam hata O(h?) oldugundan

bu terim toplam hatay1 degistirmez.
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4.4 Yaklasik Coziim Ile Kesin Céziimiin Karsilastirilmasi, Uygulamali Problem

Q={(x,y)0<x<3140<y<314}

62u+62u F( ) ( ye O

—5 5 = F(X, X,y) €

ox2 By” Yy Yy

u(0,y)=0(y) 4.5)
u(314,y)=o9,(y)

u(x,0) = p3(x)

u(x,3.14) = @,(x)

sinir deger problemini ele alalim.

Eger,

u(x,y)= Sin2x+Sinzy (4.6)
fonksiyonunu (4.5)'de yerine yazarsak hesaplamalar sonucu;

F(x,y)=2(Cos2x + Cos2y) ,

¢ (y)=Sin’y .

P2(y)=Sin’y | (4.7)
Q;(x) = Sin’x

P4(x)=Sin’x >

elde edilir.
(4.6) esitligi ile verilmis U(x,y) fonksiyonu (4.7) verileri ile verilen (4.5) problemin
analitik ¢6ziimii olacaktir. Uggen sonlu elemanlardan elde ettigimiz sonlu fark

semasint kullanarak diigtim noktalarinda bulacagimiz sonuglar ile analitik ¢6ziimiin

bu noktalara kars1 gelen degerlerini kargilagtirarak yaklagim hatasin1 degerlendirelim.
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Problemin sayisal ¢6ziimii igin N=21, M=21 alarak,

wm=Xith y=y;+1 x,=0, y0=0} i=LN; j=1,

Q, = {(xian)x

kafesini tanimlayalim.

Poisson denklemi igin sinir deger problemine karsilik gelen bilineer formun,

Oudv Oudv
a(u,v)= ”[&Ex— a—a—]dxd

Lineer formun ise;

b(v)= JJ F(x, y)v(x, y) dxdy
Q

oldugu agiktir.

h =1 olarak (3.25) ve (3.42) formiillerini kullanarak, lokal sertlik matrisinin ve sag

yan vektoriiniin bilegenlerini bulabiliriz. Buna gore;

I -1 0 1 -1 0
Kf=—-1 2 ~-1}; K ==-1 2 -l
0 -1 1 0 -1 1

olur.

(4.5) probleminin sayisal ¢oziimiiniin bulunmas: igin elde edilen lineer cebirsel

denklemler sisteminin global matrisi (3.47) deki gibi olugturulur.
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Kesin ve yaklasik ¢oziimlerin diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 1'de verilmistir.

Bu tablodan goriilebilecegi gibi,
max|U - U,| = 0.01085
dir.

Coziim fonksiyonunun kendisinin ve kesitinin grafikleri Sekil 4.1 ve Sekil 4.2' de

verilmistir.

Problem [41]'de verilmis yontem bazinda hazirlanan DRIV _SOL03 programi ile

coOziilmiigtiir.

\
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Sekil 4.1. Problem (4.5)Yin yaklagik ¢6ziimiiniin grafigi
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Sekil 4.2, Problem (4.5)'in yaklasik ¢6ziimiiniin kesit goriintimi

Tablo 1. Kesin ve yaklagik ¢ozitimiin kargilastiriimass

al=3.14 a2=3.14

nl=21 n2=21

h1=0.16 -h2=0.16
x(i) y(i) Kesin Coziim | Yaklagik Coziim Hata Mutlak Hata
.000 .000 .0000000 .0000000 .0000000 .00000
.000 157 .0244471 .0244471 .0000000 .00000
.000 314 .0953979 0953979 0000000 .00000
.000 471 2059142 - .2059142 .0000000 .00000
.000 .628 .3451886 3451886 .0000000 .00000
.000 .785 4996019 4996019 .0000000 .00000
.000 .942 6540540 .6540540 .0000000 .00000
.000 1.099 | - .7934415 7934415 .0000000 .00000
.000 1.256 | .9041337 9041337 .0000000 .00000
.000 1.413 9753063 9753063 .0000000 .00000
.000 1.570 .9999993 .9999993 .0000000 .00000
.000 1.727 9757982 9757982 .0000000 .00000
.000 1.884 - .9050694 .9050694 .0000000 .00000
.000 2.041 7947294 7947294 .0000000 .00000
.000 2.198 6555684 .6555684 .0000000 .00000
.000 2.355 .5011945 5011945 .0000000 .00000
000 2.512 3467037 .3467037 0000000 .00000
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.000 2.669 2072035 .2072035 .0000000 .00000
.000 2.826 0963356 .0963356 .0000000 00000
.000 2.983 .0249415 .0249415 .0000000 .00000
.000 3.140 .0000025 .0000025 .0000000 .00000
157 .000 .0244471 .0244471 .0000000 .00000
157 157 .0488943 .0484037 .0004906 100.345
157 314 1198451 .1192478 .0005973 49837

157 471 .2303613 .2298753 .0004860 21097

157 .628 .3696358 .3693898 .0002460 .06654
157 785 .5240490 .5241106 .0000616 01175

157 .942 .6785012 .6788883 .0003871 .05706
157 1.099 8178886 .8185771 .0006884 .08417

157 1.256 .9285809 9295115 .0009307 .10022
157 1.413 .9997535 10.008.410 .0010875 .10878
157 1.570 10.244.460 10.255.890 .0011421 11149
157 1.727 10.002.450 10.013.340 .0010885 .10882
157 1.884 9295166 .9304494 .0009328 .10035
157 2.041 .8191766 .8198681 .0006916 .08443

157 2.198 .6800156 .6804062 .0003906 05745
157 2.355 .5256416 .5257069 0000653 .01243

157 2.512 3711508 .3709084 0002424 .06531

157 2.669 2316507 2311677 .0004830 20849
157 2.826 .1207827 .1201877 .0005950 49265
157 2.983 .0493886 .0488991 .0004895 99112
157 3.140 .0244497 .0244497 .0000000 .00000
314 .000 .0953979 .0953979 .0000000 .00000
314 157 .1198451 1192477 .0005973 49840
314 314 1907958 .1900941 .0007017 36779
314 471 .3013121 .3008326 0004794 15911

314 .628 4405865 4405361 .0000504 01145
314 785 .5949998 .5954894 0004896 .08228
314 942 7494519 7505099 .0010580 14117
314 1.099 .8888394 .8904223 .0015829 .17809
314 1.256 .9995316 10.015.360 .0020047 20057
314 1.413 10.707.040 10.729.810 .0022773 21269
314 1.570 10.953.970 10.977.690 .0023723 21657
314 1.727 10.711.960 10.734.750 .0022793 21278
314 1.884 10.004.670 10.024.760 .0020084 .20075
314 2.041 8901273 .8917156 .0015883 .17844
314 2.198 7509664 .7520305 .0010641 14170
314 2.355 .5965924 .5970886 .0004963 .08318
314 2.512 4421016 4420575 .0000441 .00997

314 2.669 .3026015 .3021274 .0004741 15667
314 2.826 1917335 1910356 0006979 .36397

314 2.983 1203394 1197441 .0005953 49470
314 3.140 .0954005 .0954005 .0000000 .00000
471 .000 2059142 2059142 .0000000 .00000
471 157 .2303613 .2298752 .0004861 21101

471 314 .3013121 .3008326 .0004794 15911

471 471 4118283 4117129 .0001154 .02802
471 .628 .5511028 .5515890 .0004862 .08822

471 785 7055160 7067323 .0012164 17241

AT .942 .8599682 .8619429 .0019747 22962
471 1.099 .9993556 10.020.260 .0026708 26725
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471 1.256 11.100.480 11.132.760 0032283 .29083
471 1.413 11.812.210 11.848.090 .0035883 .30378
471 1.570 12.059.140 12.096.270 .0037136 .30795
471 1.727 11.817.120 11.853.040 .0035912 30390
471 1.884 11.109.840 11.142.170 .0032334 29104
471 2.041 10.006.440 10.033.220 .0026782 .26764
471 2.198 .8614826 .8634655 .0019829 .23017
471 2.355 7071086 7083337 .0012251 17326
471 2.512 .5526178 .5531124 .0004946 .08950
471 2.669 4131177 4130094 .0001082 .02620
471 2.826 .3022497 3017754 .0004743 .15693
A71 2.983 .2308556 .2303721 .0004835 20944
471 3.140 2059167 .2059167 .0000000 .00000
.628 .000 .3451886 .3451886 .0000000 .00000
.628 .157 .3696358 .3693898 .0002459 .06653
.628 314 4405865 4405361 .0000504 .01145
.628 471 5511028 .5515890 .0004862 .08822
.628 .628 .6903772. .6916341 .0012569 .18206
.628 785 .8447905 .8469431 .0021526 .25481
.628 942 9992427 10.023.090 .0030664 30687
.628 1.099 11.386.300 11.425.280 .0038981 34235
.628 1.256 12.493.220 12.538.830 0045609 36507
.628 1.413 13.204.950 13.254.830 .0049883 37776
.628 1.570 13.451.880 13.503.250 .0051368 .38187
.628 1.727 13.209.870 13.259.780 0049914 37785
.628 1.884 12.502.580 12.548.250 .0045673 .36531
.628 2.041 11.399.180 11.438.250 .0039066 34271
.628 2.198 10.007.570 10.038.330 .0030758 .30735
.628 2.355 .8463831 .8485458 .0021628 25553
.628 2.512 .6918923 .6931589 .0012666 .18306
.628 2.669 .5523921 .5528865 0004944 .08951
.628 2.826 4415242 4414797 .0000445 .01007
.628 2.983 .3701301 .3698871 .0002430 .06565
.628 3.140 3451912 3451912 .0000000 .00000
785 .000 4996019 4996019 .0000000 .00000
785 .157 .5240490 .5241105 .0000615 .01174
.785 314 .5949998 .5954893 .0004895 .08226
.785 471 7055160 7067322 .0012162 .17238
785 .628 .8447905 .8469430 .0021526 .25480
785 785 .9992037 10.024.000 .0031964 .31990
.785 .942 11.536.560 11.578.970 .0042409 .36760
785 1.099 12.930.430 12.982.260 0051821 40077
785 1.256 14.037.360 14.096.640 0059282 | 42231
785 1.413 14.749.080 14.813.160 .0064080 43447
785 1.570 14.996.010 15.061.760 .0065747 43843
785 1.727 14.754.000 14.818.110 .0064113 43455
785 1.884 14.046.710 14.106.060 .0059348 42251
.785 2.041 12.943.310 12.995.220 .0051908 40104
785 2.198 11.551.700 11.594.220 .0042514 .36803
785 2.355 10.007.960 10.040.040 .0032078 .32053
785 2.512 .8463055 .8484689 0021634 25562
785 2.669 7068054 .7080306 .0012252 17335
.785 2.826 .5959374 .5964335 .0004961 .08325
785 2.983 .5245433 .5246082 .0000648 .01236
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785 3.140 4996044 4996044 .0000000 .00000
.942 .000 .6540540 .6540540 .0000000 .00000
.942 157 .6785012 .6788880 .0003868 .05701
942 314 7494519 7505096 .0010576 14112
942 471 .8599682 .8619424 0019742 .22957
.942 .628 9992427 10.023.090 0030661 .30684
.942 785 11.536.560 11.578.970 .0042408 36759
.942 .942 13.081.080 13.135.030 0053951 41243
942 1.099 14.474.950 14.539.200 .0064250 44387
.942 1.256 15.581.880 15.654.250 .0072368 46444
942 1.413 16.293.600 16.371.170 .0077571 47608
942 1.570 16.540.530 16.619.910 .0079374 47988
942 1.727 16.298.520 16.376.140 .0077614 47620
942 1.884 15.591.230 15.663.680 .0072441 .46463
.942 2.041 14.487.830 14.552.170 .0064341 44410
942 2.198 13.096.230 13.150.280 0054057 41277
.942 2.355 11.552.490 11.595.010 .0042526 36811
942 2.512 10.007.580 10.038.350 .0030777 30754
.942 2.669 .8612576 .8632419 .0019843 .23040
.942 2.826 7503896 7514547 .0010651 14194
.942 2.983 .6789955 .6793861 .0003906 .05752
.942 3.140 .6540566 .6540566 .0000000 .00000
1.099 .000 7934415 .7934415 .0000000 .00000
1.099 157 .8178886 .8185767 .0006881 .08413
1.099 314 .8888394 .8904222 .0015829 .17808
1.099 471 .9993556 10.020.260 .0026707 26724
1.099 .628 11.386.300 11.425.280 .0038978 .34232
1.099 .785 12.930.430 12.982.260 .0051823 .40078
1.099 942 14.474.950 14.539.210 .0064255 .44390
1.099 1.099 15.868.830 15.944.080 .0075250 47420
1.099 1.256 16.975.750 17.059.620 .0083872 .49407
1.099 1.413 17.687.480 17.776.860 .0089383 .50535
1.099 1.570 17.934.410 18.025.700 .0091289 .50902
1.099 1.727 17.692.400 17.781.820 .0089425 .50544
1.099 1.884 16.985.110 17.069.050 .0083944 .49422
1.099 | 2.041 15.881.710 15.957.050 .0075345 47441
1.099 | 2.198 14.490.100 14.554.460 .0064366 44421
1.099 | 2.355 12.946.360 12.998.300 .0051945 40124
1.099 | 2.512 11.401.450 11.440.550 .0039098 .34292
1.099 | 2.669 10.006.450 10.033.260 .0026810 26793
1.099 | 2.826 .8897770 .8913676 .0015906 17876
1.099 | 2.983 .8183829 .8190753 .0006924 .08460
1.099 | 3.140 7934440 .7934440 .0000000 .00000
1.256 .000 .9041337 .9041337 . .0000000 .00000
1.256 .157 9285809 .9295114 .0009305 .10021
1.256 314 .9995316 10.015.360 .0020049 .20058
1.256 471 11.100.480 11.132.760 .0032282 .29082
1.256 .628 12.493.220 12.538.830 .0045608 .36506
1.256 785 14.037.360 14.096.640 .0059284 42233
1.256 942 15.581.880 15.654.250 .0072374 46448
1.256 1.099 16.975.750 17.059.630 .0083877 49410
1.256 1.256 18.082.670 18.175.540 .0092862 51354
1.256 1.413 18.794.400 18.893.000 .0098594 .52459
1.256 1.570 19.041.330 19.141.910 .0100577 .52820

73




1.256 1.727 18.799.320 18.897.950 .0098634 .52467
1.256 1.884 18.092.030 18.184.970 .0092938 51370
1.256 | 2.041 16.988.630 17.072.600 .0083973 .49429
1.256 [ 2.198 15.597.020 15.669.510 .0072484 46473
1.256 | 2.355 14.053.280 14.112.690 .0059407 42273
1.256 | 2.512 12.508.370 12.554.100 .0045727 .36558
1.256 [ 2.669 11.113.370 11.145.760 .0032389 29144
1.256 | 2.826 10.004.690 10.024.820 0020125 20115
1.256 | 2.983 .9290752 .9300099 .0009347 10061
1.256 | 3.140 9041363 9041363 .0000000 00000
1.413 .000 .9753063 9753063 .0000000 .00000
1.413 157 9997535 10.008.410 .0010873 .10876
1.413 314 10.707.040 10.729.820 .0022779 21274
1.413 471 11.812.210 11.848.090 .0035884 .30379
1.413 .628 13.204.950 13.254.830 .0049880 37773
1.413 .785 14.749.080 14.813.160 .0064079 43446
1.413 .942 16.293.600 16.371.180 .0077572 47609
1.413 1.099 17.687.480 17.776.860 .0089384 50535
1.413 1.256 18.794.400 18.893.000 0098596 .52460
1.413 1.413 19.506.130 19.610.580 .0104457 53551
1.413 1.570 19.753.060 19.859.540 .0106483 .53907
1.413 1.727 19.511.050 19.615.540 .0104498 .53558
1.413 1.884 18.803.760 18.902.420 .0098666 .52471
1.413 | 2.041 17.700.360 17.789.840 .0089481 .50553
1.413 | 2.198 16.308.750 16.386.430 .0077682 47632
1413 | 2.355 14.765.010 14.829.210 .0064198 .43480
1.413 [ 2.512 13.220.100 13.270.100 .0049999 .37820
1.413 | 2.669 11.825.100 11.861.090 .0035989 .30435
1.413 | 2.826 10.716.420 10.739.270 .0022851 21324
1.413 | 2.983 10.002.480 10.013.390 .0010914 10911
1.413 3.140 9753089 9753089 .0000000 .00000
1.570 .000 .9999993 9999993 .0000000 .00000
1.570 157 10.244.460 10.255.890 .0011420 .11148
1.570 314 10.953.970 10.977.700 .0023724 21658
1.570 471 12.059.140 12.096.270 .0037134 .30793
1.570 .628 13.451.880 13.503.240 .0051363 38182
1.570 785 14.996.010 15.061.750 .0065739 43838
1.570 942 16.540.530 16.619.910 .0079376 47988
1.570 1.099 17.934.410 18.025.700 .0091292 .50903
1.570 1.256 19.041.330 19.141.910 .0100580 .52822
1.570 1.413 19.753.060 19.859.540 .0106484 .53907
1.570 1.570 19.999.990 20.108.510 .0108525 .54262
1.570 1.727 19.757.980 19.864.500 .0106523 53914
1.570 1.884 19.050.690 19.151.340 .0100652 .52834
1.570 | 2.041 17.947.290 18.038.680 .0091392 .50922
1.570 | 2.198 16.555.680 16.635.160 0079486 48012
1.570 | 2.355 15.011.940 15.077.800 0065863 43874
1.570 | 2.512 13.467.030 13.518.510 .0051484 .38230
1.570 | 2.669 12.072.030 12.109.270 .0037243 .30851
1.570 | 2.826 10.963.350 10.987.150 .0023804 21712
1.570 | 2.983 10.249.410 10.260.870 0011460 11181
1.570 | 3.140 10.000.020 10.000.020 .0000000 .00000
1.727 .000 9757982 9757982 .0000000 .00000
1.727 157 10.002.450 10.013.340 .0010886 .10884
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1.727 314 10.711.960 10.734.760 .0022796 21281
1.727 471 11.817.120 11.853.030 0035911 .30389
1.727 .628 13.209.870 13.259.780 .0049912 37784
1.727 785 14.754.000 14.818.110 .0064113 .43455
1.727 942 16.298.520 16.376.130 .0077611 47619
1.727 1.099 17.692.400 17.781.820 .0089425 50544
1.727 1.256 18.799.320 18.897.960 .0098637 .52469
1.727 1.413 19.511.050 19.615.540 0104494 .53556
1.727 1.570 19.757.980 19.864.500 .0106523 .53914
1.727 1.727 19.515.960 19.620.500 .0104541 .53567
1.727 1.884 18.808.680 18.907.390 .0008714 .52483
1.727 | 2.041 17.705.280 17.794.810 .0089532 .50568
1.727 | 2.198 16.313.670 16.391.400 .0077729 47647
1.727 | 2.355 14.769.930 14.834.160 00064237 43492
1.727 | 2.512 13.225.020 13.275.050 .0050032 .37831
1.727 | 2.669 11.830.020 11.866.030 .0036013 30442
1.727 | 2.826 10.721.340 10.744.210 0022870 21332
1.727 | 2.983 10.007.400 10.018.320 .0010922 .10914
1.727 | 3.140 9758008 .9758008 .0000000 .00000
1.884 .000 .9050694 .9050694 .0000000 .00000
1.884 157 .9295166 .9304497 .0009332 10039
1.884 314 10.004.670 10.024.760 .0020090 .20081
1.884 471 11.109.840 11.142.170 .0032334 .29104
1.884 .628 12.502.580 12.548.250 .0045670 .36529
1.884 .785 14.046.710 14.106.070 .0059352 42253
1.884 .942 15.591.230 15.663.680 .0072447 46467
1.884 | 1.099 16.985.110 17.069.060 .0083956 49429
1.884 1.256 18.092.030 18.184.980 0092947 51375
1.884 1.413 18.803.760 18.902.430 0098674 .52476
1.884 1.570 19.050.690 19.151.340 .0100652 .52834
1.884 1.727 18.808.680 18.907.390 .0098718 .52486
1.884 1.884 18.101.390 18.194.410 .0093021 .51389
1.884 | 2.041 | 16.997.990 17.082.040 .0084054 49450
1.884 | 2.198 15.606.380 15.678.940 .0072563 46496
1.884 | 2.355 14.062.640 14.122.110 .0059474 42292
1.884 | 2.512 12.517.730 12.563.520 .0045786 36577
1.884 | 2.669 11.122.730 11.155.160 .0032434 29161
1.884 | 2.826 10.014.050 10.034.210 .0020157 .20129
1.884 | 2.983 .9300109 .9309474 .0009365 .10070
1.884 | 3.140 .9050719 .9050719 .0000000 .00000
2.041 .000 7947294 7947294 .0000000 | .00000
2.041 157 8191766 .8198680 0006915 .08441
2.041 314 .8901273 8917156 .0015883 17844
2.041 471 10.006.440 10.033.220 .0026779 26762
2.041 .628 11.399.180 11.438.240 .0039063 .34268
2.041 785 12.943.310 12.995.230 .0051917 40111
2.041 942 14.487.830 14.552.190 .0064354 44419
2.041 1.099 15.881.710 15.957.070 0075357 47449
2.041 1.256 16.988.630 17.072.620 .0083984 49435
2.041 1.413 17.700.360 17.789.850 .0089496 .50562
2.041 1.570 17.947.290 18.038.680 .0091397 .50925
2.041 1.727 17.705.280 17.794.810 .0089535 .50569
2.041 1.884 16.997.990 17.082.050 .0084063 49455
2.041 2.041 15.894.590 15.970.040 0075454 47471
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2.041 2.198 14.502.980 14.567.450 .0064470 .44453
2.041 2.355 12.959.240 13.011.270 .0052036 40154
2.041 2.512 11.414.330 11.453.510 .0039178 34324
2.041 2.669 10.019.330 10.046.210 .0026877 .26825
2.041 2.826 8910649 8926605 .0015956 17906
2.041 2.983 .8196709 .8203659 .0006950 .08480
2.041 3.140 7947319 7947319 .0000000 .00000
2.198 .000 .6555684 6555684 .0000000 .00000
2.198 157 .6800156 .6804061 .0003905 .05743
2.198 314 7509664 7520301 .0010637 .14164
2.198 471 .8614826 8634652 .0019826 .23013
2.198 .628 10.007.570 10.038.330 .0030758 30735
2.198 785 11.551.700 11.594.220 .0042514 .36803
2.198 942 13.096.230 13.150.290 .0054060 41279
2.198 1.099 14.490.100 14.554.470 .0064373 44426
2.198 1.256 15.597.020 15.669.520 .0072502 46484
2.198 1.413 16.308.750 16.386.450 .0077704 47646
2.198 1.570 16.555.680 16.635.180 0079505 .48023
2.198 1.727 16.313.670 16.391.400 .0077738 47652
2.198 1.884 15.606.380 15.678.950 0072572 46502
2.198 | 2.041 14.502.980 14.567.450 .0064473 44455
2.198 | 2.198 13.111.370 13.165.550 0054184 41326
2.198 | 2.355 11.567.630 11.610.260 .0042634 .36856
2.198 | 2.512 10.022.720 10.053.590 .0030869 30799
2.198 | 2.669 .8627720 .8647640 .0019920 .23089
2.198 | 2.826 7519040 .7529749 .0010709 .14242
2.198 | 2.983 .6805099 .6809038 .0003939 .05788
2.198 | 3.140 .6555710 .6555710 .0000000 .00000
2.355 .000 .5011945 .5011945 .0000000 .00000
2.355 157 .5256416 .5257067 .0000651 .01238
2.355 314 .5965924 .5970882 .0004959 .08311
2.355 471 7071086 .7083332 .0012246 17318
2.355 .628 .8463831 .8485456 0021625 25550
2.355 785 10.007.960 10.040.040 .0032076 .32050
2.355 942 11.552.490 11.595.010 .0042523 .36809
2.355 1.099 12.946.360 12.998.310 .0051951 40128
2.355 1.256 14.053.280 14.112.700 .0059417 42280
2.355 1.413 14.765.010 14.829.220 .0064216 . 43492
2.355 1.570 15.011.940 15.077.820 .0065881 .43886
2.355 1.727 14.769.930 14.834.180 0064254 43503
2.355 1.884 14.062.640 14.122.130 .0059489 42303
2.355 | 2.041 12.959.240 13.011.290 .0052047 40162
2355 | 2.198 11.567.630 11.610.270 .0042641 .36862
2.355 | 2355 10.023.890 10.056.080 .0032190 32113
2355 | 2.512 .8478982 .8500715 .0021734 .25632
2.355 | 2.669 .7083980 .7096319 .0012339 17418
2.355 | 2.826 .5975300 .5980327 .0005027 .08413
2.355 | 2.983 .5261359 .5262043 .0000684 .0130t
2355 | 3.140 5011970 5011970 .0000000 |  .00000
2.512 .000 .3467037 .3467037 .0000000 .00000
2.512 157 3711508 .3709083 .0002426 .06535
2.512 |- 314 4421016 4420571 .0000445 .01007
2.512 471 5526178 .5531118 .0004939 .08938
2.512 .628 .6918923 .6931582 0012659 18296
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2.512 .785 .8463055 .8484684 .0021628 25556
2.512 942 10.007.580 10.038.350 .0030773 .30749
2.512 1.099 11.401.450 11.440.550 .0039098 34292
2.512 1.256 12.508.370 12.554.110 .0045732 .36561
2.512 1.413 13.220.100 13.270.110 .0050008 37827
2.512 1.570 13.467.030 13.518.530 .0051495 38238
2.512 1.727 13.225.020 13.275.060 .0050044 .37840
2.512 1.884 12.517.730 12.563.530 .0045801 .36589
2512 | 2.041 11.414.330 11.453.520 .0039189 .34333
2.512 | 2.198 10.022.720 10.053.600 .0030879 .30809
2.512 | 2.355 .8478982 8500715 .0021733 .25632
2,512 | 2.512 6934074 .6946834 .0012761 .18403
2512 | 2.669 5539072 .5544097 0005025 .09072
2512 | 2.826 4430392 4430011 .0000382 .00862
2512 | 2.983 3716452 .3714056 .0002396 .06446
2512 | 3.140 .3467062 3467062 0000000 .00000
2.669 .000 2072035 2072035 .0000000 .00000
2.669 157 .2316507 2311675 .0004831 .20856
2.669 314 .3026015 3021270 .0004745 15679
2.669 A471 4131177 4130089 .0001088 02634
2.669 .628 .5523921 .5528861 .0004939 .08942
2.669 .785 7068054 .7080304 .0012250 17331
2.669 .942 8612576 .8632417 .0019841 .23037
2.669 | 1.099 10.006.450 10.033.260 .0026810 .26793
2.669 | 1.256 11.113.370 11.145.760 .0032386 29141
2.669 1.413 11.825.100 11.861.090 .0035988 .30434
2.669 | 1.570 12.072.030 12.109.270 .0037245 .30852
2.669 | 1.727 11.830.020 11.866.040 .0036023 .30450
2.669 1.884 11.122.730 11.155.180 .0032448 29172
2.669 | 2.041 10.019.330 10.046.220 .0026889 .26837
2.669 | 2.198 .8627720 .8647650 .0019930 .23100
2.669 | 2355 .7083980 7096322 .0012342 .17423
2.669 | 2.512 .5539072 .5544099 .0005027 .09076
2.669 | 2.669 4144071 4143057 .0001014 .02446
2.669 | 2.826 .3035391 3030701 .0004690 .15450
2.669 | 2.983 .2321450 2316646 .0004804 20696
2.669 | 3.140 2072061 2072061 .0000000 .00000
2.826 .000 .0963356 .0963356 .0000000 .00000
2.826 157 1207827 .1201876 .0005952 49275
2.826 314 1917335 .1910354 .0006981 36409
2.826 471 3022497 3017750 .0004747 .15704
2.826 628 4415242 4414795 .0000447 .01012
2.826 785 .5959374 .5964335 .0004960 .08324
2.826 .942 7503896 7514545 .0010649 .14191
2.826 | 1.099 .8897770 8913675 .0015905 17875
2.826 | 1.256 10.004.690 10.024.810 .0020121 20112
2.826 | 1.413 10.716.420 10.739.270 .0022852 21325
2.826 | 1.570 10.963.350 10.987.150 .0023801 21710
2.826 | 1.727 10.721.340 10.744.210 .0022874 21335
2.826 1.884 10.014.050 10.034.220 .0020168 .20140
2.826 | 2.041 .8910649 .8926612 .0015963 17914
2.826 | 2.198 .7519040 7529755 .0010715 14251
2.826 | 2.355 .5975300 .5980329 .0005029 .08416
2.826 | 2,512 4430392 4430012 .0000381 .00860
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2.826 2.669 .3035391 .3030702 .0004689 .15447
2.826 2.826 1926711 .1919773 0006939 36013
2.826 2.983 1212770 .1206840 .0005930 48899
2.826 3.140 .0963381 .0963381 .0000000 .00000
2.983 .000 0249415 .0249415 .0000000 .00000
2.983 157 .0493886 .0488990 .0004896 99124
2.983 314 .1203394 .1197440 0005954 49477
2.983 A7l 2308556 2303720 .0004836 .20946
2.983 .628 .3701301 .3698871 .0002430 06565
2.983 .785 .5245433 .5246083 .0000649 .01237
2.983 942 .6789955 .6793863 .0003908 05755
2.983 1.099 .3183829 .8190755 .0006925 .08462
2.983 1.256 .9290752 .9300102 .0009350 .10064
2.983 1.413 10.002.480 10.013.400 .0010918 .10916
2.983 1.570 10.249.410 10.260.870 .0011460 11181
2.983 1.727 10.007.400 10.018.320 .0010926 .10917
2.983 1.884 .9300109 9309479 .0009370 .10076
2.983 2.041 .8196709 .8203663 .0006954 .08484
2.983 2.198 .6805099 .6809042 .0003942 05793
2.983 2.355 .5261359 .5262046 .0000687 .01306
2.983 2.512 3716452 3714058 .0002394 06442
2.983 2.669 2321450 2316647 .0004803 .20691
2.983 2.826 1212770 .1206840 .0005930 48896
2.983 2.983 .0498829 .0493945 .0004884 97902
2.983 3.140 .0249440 .0249440 .0000000 .00000
3.140 .000 .0000025 .0000025 .0000000 .00000
3.140 157 .0244497 .0244497 .0000000 .00000
3.140 314 0954005 .0954005 .0000000 .00000
3.140 471 2059167 2059167 .0000000 .00000
3.140 .628 3451912 3451912 .0000000 .00000
3.140 .785 4996044 4996044 .0000000 .00000
3.140 .942 6540566 .6540566 .0000000 .00000
3.140 1.099 7934440 7934440 .0000000 .00000
3.140 1.256 9041363 .9041363 .0000000 .00000
3.140 1.413 9753089 .9753089 .0000000 .00000
3.140 1.570 10.000.020 10.000.020 .0000000 .00000
3.140 1.727 9758008 9758008 .0000000 .00000
3.140 1.884 .9050719 9050719 .0000000 .00000
3.140 2.041 7947319 7947319 .0000000 .00000
3.140 2.198 6555710 .6555710 .0000000 .00000
3.140 2.355 .5011970 .5011970 .0000000 .00000
3.140 2.512 .3467062 3467062 .0000000 .00000
3.140 2.669 2072061 2072061 .0000000 .00000
3.140 2.826 .0963381 .0963381 .0000000 .00000
3.140 2.983 0249440 .0249440 .0000000 .00000
3.140 3.140 .0000051 .0000051 .0000000 .00000
Tmax=1.00345 Maxel=23
Tmax=0.01085 Maxel=221
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SONUCLAR ve ONERILER

Bu calismada Laplace operatoril igin karmagik problemin Sobolev uzayinda
varyasyonel ¢6ziimii aragtinllmis ve bu problem igin SEY’nin genel yapisi

gelistirilmistir.

ki boyutlu problemler igin yaygin olarak kullantlan iiggen ve dortgen sonlu
elemanlarm yapist verilmig, bu elemanlar igin sertlik matrisleri elde edilmigstir. Bu
sertlik matrisleri kullamlarak SEY’nin verdigi SF denklemleri agik sekilde
cikarilmigtir. Literatiirde yeni olan bu SF denklemleri klasik SF denklemleri ile

kargilagtirilmigtir.

SEY’de hata, baz fonksiyonunun verilmesi ile belli oldugu igin, burada elde edilen

SF denklemleri, klasik SF denklemlerinden daha kullamighdr.

Calismada gelistirilen yontem, diger eliptik denklemler igin de aynen gegerlidir. Bu

nedenle, pratik problemlerin sayisal ¢éztimlerinde bu yontem kullamlabilir. -
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