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L N. HERSTEIN’m BiR TAHMIN] ve
GENELLESTIRILMIS LiE IDEALLLER

Oznur GOLBASI

Anahtar Kelimeler: Tiirev, Lie ideal, (o,7)-Lie ideal, genellestirilmis Lie ideal,
invariant alt halkalar.

Ozet: Tiirevli asal halkalarda baz1 komiitatiflik kosullarin1 inceleyen makalelerin bir
arada Ozetlenerek genellestirilmis Lie idealler i¢in baz1 sonuglarin bulunmasim
amaglayan bu ¢aligmada asagidaki yol izlenmigtir.

1. Bélimde ¢ahgma tamtilmig, 2. Boliimde ¢ahsilan konularla ilgili temel bilgiler
verilmigtir. 3. Boliimde tiirevli asal halkalarda komiitatiflik kosullarimi inceleyen baz
makaleler ve I. N. Herstein’in bir tahminiyle ilgili ¢aligmalar 6zetlenmistir.

R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, o ve T R halkasinin iki otomorfizmas, d,
R halkasinin sifirdan farkl bir tiirevi, U ve M sirasiyla R halkasinin sifirdan farkl:
(o,7)-sol Lie ideali ve sol ideali olmak tizere 4. Boliimde agagidaki sonuglar elde
edilmigtir.

i) (dR), a)=0 ise d(a)=0.

it) d(Z)#(0) ve (d(R ), a)cZ ise acZ.
iii) (dM), a)=0 ise d(a)=0.

iv) [d(R), a]s,=0 ise o(a)+t(a)eZ.
V) d([R, a]s,:)=0 ise o(a)+t(a)eZ.
vi) (R, a)5:cCo,; ise acZ.

vii) (U, R)6:cCo r ise UcZ.

5. Boliimde ise od=do, Td=dt ve d*(U)=0 iken o(u)+t(u)eZ, VueU oldugu (o,7)-sol
Lie ideal i¢in ispatlanarak, genellestirilmis Lie idealler igin bazi sonuglar verilmisgtir.
6. Boliimde de I. N. Herstein’1n asal halkalar i¢in vermis oldugu bir tahminin 6zel bir
kosul altinda dogru oldugu gosterilmistir.



CONJECTURE of I. N. HERSTEIN and
GENERALIZED LIE IDEALS

Oznur GOLBASI

Keywords: Derivation, Lie ideal, (o,7)-Lie ideal, generalized Lie ideal, invariant
subrings

Absfracf The plan followed in this work, which aims at the study of some paper
whlch investigated commutativity conditions in prime rings with derivation have
been summarized and some results that given for generalized Lie ideals.

In chapter 1, the study has been told, some general information about studied
subjects has been given in chapter 2. In chapter 3, some papers that search
commutativity conditions on rings with derivation and studies about conjecture of I.
N. Herstein have been summarized.

Under the conditions R is a prime ring of characteristic not two, ¢ and T are

automorphisms of R, d is a nonzero derivation of R, U and M are nonzero (c,t)-left
Lie ideal and left ideal of R, the following results have been provided:

i) If (d(R ), a)=0 then d(a)=0.

ii) If d(Z)#(0) and (d(R ), a)cZ then aeZ.
iii)  If (dM), a)=0 then d(a)=0.

iv) If [d(R ), a]s,~=0 then o(a)+t(a)eZ.

V) If d([R, a]s,;)=0 then o(a)+r(a)eZ.

vi) If R, a)5:cCs, then acZ.

vii) I (U, R)g.cCs, then UcZ.

In chapter 5, if U (o,7)-left Lie ideal, cd=do, vd=dt and d*(U)=0 then o(u)+r(u)eZ,
VueU has been proved and some results have been given for generalized Lie ideals.
In chapter 6, conjecture that given by I. N. Herstein for prime rings, has been shown
that true under the special condition.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

R :Bir halka

D :Tiirev

U :(o,7)-Lie ideal
M :Sol ideal
[x,y] xy-yx

x,y) xytyx

[X, Y]o.ex0(y)-T(y)x

(X, Y)o.ex0(y)Fe(y)x

J :{xeR | VreR igin xr, rqr eleman }

T(R) :{acR|ax"=x"a, n=n(x,a)=1, VxeR}

GR) :{aeR]|ax"=x"a, n=n(x, a)>1 ve m=m(x, a) )21, VxeR}
Co: :{ce R| [c,x]6:=0,VxeR}

Z :{xeR| xy=yx, V yeR}



BOLUM 1
1. GIRIiS

R bir halka, d: R — R toplamsal bir d6niisiim olsun. Her x, yeR igin

d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosulunu sagliyor ise d doniiglimiine R halkasinin bir tiirevi denir.

x. ve y, R halkasimn iki elemam olmak iizere xy-yx elemam komiitatr ¢arpimi
olarak adlandinlir ve [x, y] ile gosterilir. Benzer bigimde X ve Y, R halkasinin iki alt
kiimesi ise her xeX ve yeY i¢in xy-yx elemanlar: tarafindan iiretilen toplamsal alt
grup [X, Y] ile gosterilir. R halkasimin her yeR elemam i¢in [x, y]=0 kosulunu
saglayan x elemanlarimn olugturdugu kiimeye R halkasinin merkezi denir ve Z ile
gosterilir. Aynca xy+yx elemam da Jordan ¢arpimi olarak adlandirilir ve (x, y) ile

gosterilir.

U, R halkasiiin toplamsal alt grubu olmak iizere [U, R]cU oluyorsa U ya R
halkasmm bir Lie ideali denir.

c,t:R—>R iki déniisiim olmak fizere X, yeR i¢in xo(y)-t1(y)x eleman [X, yls. ve
xo(y)+u(y)x elemam da (X, y)s,; ile gésterilsin. [U, R]s: U kosulu saglamyorsa U
toplamsal alt grubuna R halkasimin bir (c,7)- sag Lie ideali, [R ,Uls: <U kosulu
saglaniyorsa U toplamsal alt grubuna R halkasinin bir (o,t)- sol Lie ideali, U, R
halkasmin hem (o,t)-sol ve hem de (o,t)-sag Lie ideali ise U ya R nin bir (o,7)-

Lie ideali denir.
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xeR elemam igin x+y+xy=0 olacak bi¢imde en az bir yeR elemam varsa x
elemanina sag yan regiiler eleman(rqr) ve y elemanina ise x in sag yar regiiler tersi

denir.

J={xeR | VreR igin xr, rqr eleman } kiimesine R halkasinin Jacobson radikali denir
ve J ile gosterilir. Jacobson radikali aym: zamanda R halkasinin bir idealidir.

R bir halka, ¢: R—>R bir otomorfizm olsun. R nin bir A alt halkasi i¢in p(A)cA
oluyorsa, A ya R nin ¢-invariant alt halkas: denir.

xeJ ve X', x elemaninin yan regiiler tersi olmak iizere ¢@: R->R, ¢(x)=(1+x)a(1+x)"
=(1+x)a(l+x')=at+xatax'+xax' seklinde tamimlanan doéniigim R halkasimin bir

otomorfizmasidir.

T( R) = {aeR | ax"=x"a, n=n(x,a)>1, VxeR} kiimesine R halkasinin hypercenter’1
denir. T, R nin bir alt halkasidir.
GR )={aecR |ax"=x"a, n=n(x, a)=1 ve m=m(x, a) )21, VxeR} kiimesine ise R

halkasinin enlarged hypercenter: denir.

Bu ¢aligmada aksi belirtilmedik¢e R karakteristigi 2 den farkl: bir asal halka, ¢ ve ©
R halkasinin iki otomorfizmas: olarak alinacak, x, yeR i¢in xo(y)-t(y)x elemam
[X, ¥lox ile ve xo(yyttu(y)x elemam da (%, y)s: ile gosterilecektir. Ayrica
Cor={ce R| [c, x])6:=0, V x € R }kiimesi ise R halkasinin (o,t)- merkezi olarak
almacaktir.

Cesitli kogullar altinda halkalarin komiitatifli3i konusu birgok matematikgi tarafindan
incelenmistir. Bu ¢alismada bu kosullardan bazilan altinda bir halkanin komiitatifligi
incelenirken hangi agamalardan geg:tigi, kosullar tizerinde hangi genellestirmelerin
yapidig dzetlenecektir. Bu kosullardan bazilar agagida verilmistir:

a)aeR i¢in ad(R)=(0)
b) VxeR i¢in [d(x), x]eZ



c) [d(R), d(R)]=(0)

d) [a, dR)I=(0)

e) dR)cZ

f) d*R)=(0)

g 0#d;:R—>Rve 02d2: R—>R iki tiirev olmak tizere d;d2(R)=(0)

Ayrica U, R halkasinin bir Lie ideali olmak {izere;

h) R halkasinin [R, M]cU ve [R, M]#Z olacak bigimde bir M ideali vardur.
1) [a, U]=(0) ise aeZ veya UcZ dir.
k) aUb=(0) ise a=0 veya b=0 veya UcZ dir.

Yukaridaki kosullardan birini saglayan halkalarin komiitatifligi incelenirken bir
taraftan bu kosullarda R halkas1 yerine sirayla onun bir ideali, tek yanl ideali ve Lie
ideali , diger taraftan ise d tiirevi yerine yari-tiirev, a-tiirev ve (o,t)-tlirev almarak
genellestirmeler yapilmigtir.

Asagida s6z konusu kosullar altinda bir halkanin komiitatifligi ile ilgili ¢aligmalara
iliskin 6rnekler miimkiin oldugu kadar kogul kosul ele alinarak verilmigtir.

d, R asal halkasiin sifirdan farkl: bir tiirevi ve a€R igin ad(R)=(0) iken a=0 oldugu
E. Posner tarafindan 1957 yilinda gosterildi. Daha sonra R karakteristigi 2 den farkh
asal halka olmak tizere J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr tarafindan yukandaki
teorem, R halkasi yerine R halkasinin merkezi tarafindan kapsanilmayan bir Lie
ideali alinarak genellestirildi. Lie ideal i¢in ispatlanan bu teorem 1995 yilinda (o,7)-
Lie ideal i¢in N. Aydin ve M. Soytiirk tarafindan ispatlanmisgtir.

E.C. Posner’in 1957 yilinda ispatladign “d, R asal halkasin stfirdan farkl tiirevi
olmak itizere (b) lfosulu saglaniyorsa R halkasi komiitatiftir.”, teoremi igin 1981
yilinda P. H. Lee ve T. K. Lee halkanin karakteristigini 2 den farkl alarak degisik bir
ispat verdi. Yine P. H. Lee ve T. K. Lee U, R halkasmin bir Lie ideali ve her ueU



i¢in [d(u), u]leZ kosulu alinda UcZ oldugunu gostererek yukandaki teoremi
genellestirdi. -

I. N. Herstein 1978 yilinda d, karakteristigi 2 den farkli R asal halkasinin sifirdan
farkli bir tiirevi olmak iizere (c) kosulu altinda R halkasimin komiitatif oldugunu
gosterdi. Ayrica Herstein [a, d(R)]=(0) kosulunu saglayan a elemamimin halkanin
merkezinde olduunu ispatladi. Herstein’ in bu teoremi [a, d(R)]cZ kosulu altinda
P.H. Lee ve T. K. Lee tarafindan, U, R halkasimin merkezi tarafindan kapsamimayan
bir Lie ideali olmak iizere [a, d(U)}= 0 kosulu altinda ise J. Bergen, I. N. Herstein ve
J. W. Kerr tarafindan genellestirildi. Daha sonra P.H. Lee ve arkadag: [a,d(U)]cZ
iken aeZ oldugunu kamtlayarak Bergen ve arkadaglarimin yukandaki teoremini
genellestirdi.

1978 yilinda I. N. Herstein’in “d, karakteristigi 2 den farkli R asal halkasinin sifirdan
farkh bir tiirevi olmak iizere d(R)cZ kosulu saglamyorsa R halkas1 komiitatiftir.”,
teoremi i¢in J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr, R halkas: yerine onun bir U Lie
idealini alarak d(U)cZ iken UcZ oldugunu ispatladilar. 1995 yilinda ise Lie ideal
i¢in ispatlanan bu teorem N. Aydin ve M. Soytiirk tarafindan R halkasimn bir (o,t)-
Lie ideali igin genellestirildi. Ayrica 1999 yihinda K. Kaya ve N. Aydin bu teoremi
(o,1)-so0l Lie ideal i¢in genellestirdiler.

R, karakteristigi 2 den farkli asal halka ve d, R nin sifirdan farkli bir tiirevi olmak
tizere d(R)cZ kosulu altinda R halkasinin komiitatif oldugu 1981 de P.H. Lee ve T.
K. Lee tarafindan gosterildi. J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr tarafindan (f)
kosulunda R halkasi yerine onun bir U Lie ideali alinarak UcZ oldugu ispatlandi.
1995 yilinda ise N. Aydin ve M. Soytiirk bu teoremi U yu R halkasinin bir (o,7)-Lie
ideali alarak genellestirdiler.

E. C. Posner karakteristi§i 2 den farkl: olan bir asal halkada iki tiirevin bileskesi de
bir tiirev oluyorsa o zaman bu tiirevlerden en az birinin sifir oldugunu ispatlad. 1981
yilinda P. H. Lee ve T. K. Lee R halkasimn sifirdan farkli d; ve d, iki tiirevi olmak
lizere didx(R)cZ iken R halkasinin komiitatif oldugunu gésterdi. 1981 yilnda J.



Bergen, 1. N. Herstein ve J. W. Kerr' in did(U)= 0 iken UcZ oldugunu
kanitladiklar1 teorem P. H. Lee ve T. K. Lee tarafindan d,d, (U)cZ kosulu altinda
ispatlanarak genellegtirildi.

J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr, U, karakteristigi 2 den farkli R asal
halkasinin merkezi tarafindan kapsamilmayan bir Lie ideali ise bu taktirde R
halkasimin [R, M]cU ve [R, M]zZ olacak bigimde bir M idealinin var oldugunu
gosterdiler. Bu teorem N. Aydin ve H. Kandamar tarafindan 1994 yilinda R asal
halkasimin merkezi ve (o,t)-merkezi tarafindan kapsamlmayan bir (o,1)- Lie ideali
i¢in genellestirildi.

1981 yilinda J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr'in karakteristigi 2 den farkli R
asal halkasi i¢in ispatladigi (1) kosulu N. Aydin ve H. Kandamar tarafindan U Lie
ideali yerine, (o,t)-Lie ideal alinarak genellestirildi. Ayrica N. Aydin ve H.
Kandamar 1994 yilinda J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr'in R halkasinin bir U
Lie ideali i¢in ispatlamis olduklar1 (k) kosulunu, U yu (o,7)-Lie ideal alarak
genellestirdiler. 1997 yilinda ise aym kosul N. Aydin tarafindan (o,t)-sol Lie ideal
i¢in ispatland.

Bu ¢aligmada ele alinacak bir diger problem ise I. N. Herstein tarafindan 1979h
yilinda yapilan bir tahmin olacaktir. Herstein 1977 yilinda, R domain olmayan ve
sifirdan farkli bir nil sag ideale sahip asal halka, J sifirdan farkli Jacobson radikali, A,
R halkasimin VxeJ igin (1+x)A(1+x) A saglayan bir alt halkas1 olmak fizere AcZ
oldugunu veya A nin , R halkasimn sifirdan farkl1 bir idealini kapsadigim géstermis
ve-daha sonra bu teoremin domain olmayan genel bir halka i¢in dogru olacagim ileri

Bu ¢alismamin 2. Bélimiinde arastirilan konularla ilgili genel bilgiler verilecek, 3.

Boliimiinde ise genellestirilen sonuglarla ilgili daha 6nceki ¢aligmalar 5zetlenecektir.

4. Bolimiinde ise (d) kosuluyla ilgili genellestirmeler verilecek, bu kosul Jordan
komiitatérii ve sol ideal i¢in aragtirilacaktir.



5. Boliimde genellestirilmis Lie idealler ile ilgili baz1 sonuglar verilecek, ayrica (f)
kosulu (o, 1)-sol Lie ideal i¢in ispatlanacaktir.

6. Boliimde de 1. N. Herstein’in yapmis oldugu tahmin karakteristigi ikiden farkh ve
idempotent elemana sahip asal halka i¢in ispatlanacaktir.




BOLUM 2

2. GENEL BILGILER

Tanim 2.1 : R bir halka ve A, B, P onun idealleri olsun. ABcP oldugunda AcP
veya BCP oluyorsa P ye R halkasinin asal ideali denir.

Teorem 2.2 : R bir halka ve P onun bir ideali olsun. Buna gére agagidakiler denktir.
(1) P asal idealdir.

(2) V a, beR igin aRbcP ise aeP veya beP dir.

(3) V a, beR i¢in (a)(b)cP ise aeP veya beP dir.

(4) U, V, R halkasimn iki sol ideali olmak iizere UVCP iken UcP veya VP dir.

(5) U, V, R halkasinin iki sag ideali olmak iizere UVcP iken UcP veya VP dir.
Ispat : (1) = (2) : P asal ideal olsun. Va, beR i¢cin aRbcP oldugunu kabul edelim.
Bu durumda RaRRbRCP olur. P asal ideal oldugu i¢in RaRcP veya RbRCP bulunur.
Diger taraftan (a)=A olmak tizere A> cRaRcP oldugu aciktir. Yine P asal ideal
olduundan A? <P veya AcCP olur. Yani A=(a)cP elde edilir. Boylece aeP
bulunur. Benzer sekilde beP oldugu gésterilir.

(2) =(3) : Va, beR i¢in aRbcP iken aeP veya beP olsun. (a)(b)cP oldugunu kabul
edelim. Bu durumda aRbg(a)(b)cP oldugundan aRbcP olur. Hipotezden acP veya
beP dir.

(3) =(4) : Y a, beR igin (a)(b)<P iken aeP veya beP olsun. U, V R halkasinin iki
sol ideali ve UVgP ve UzP oldugunu kabul edelim. Bu durumda ueU ve ugP
olacak bi¢imde bir u eleman: vardir. Keyfi bir veV alalim.



(w)(v)cUV+UVRCP dir. Hipotezden ve ugP oldugundan veP bulunur. Bu V sol
idealinin her v elemam i¢in tekrarlanirsa VcP elde edilir.

(3) =(5): Benzer sekilde gosterilir.
(4) =(1) : Tamimdan (4) =(1) ve (5) =(1) oldugu agiktir.

Tamm 2.3 : (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.

Onerme 2.4 : R bir halka olsun. Buna gére éSag1dakiler denktir.

(1) R asal halkadur.

(2) a, beR i¢in aRb=0 ise a=0 veya b=0 dur.

(3) R halkasinin sifirdan farkli her sag idealinin sa§ sifirlayam sifirdir.
(4) R halkasimin sifirdan farkl her sol idealinin sol sifirlayani sifirdar.

Tanmm 2.5 : R bir halka, A ve Q, R halkasin iki ideali olsun. A* cQ iken AcQ ise
Q idealine R halkasinin yari-asal ideali denir.

Teorem 2.6 : R bir halka, Q onun bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler denktir.
(1) Q yari-asal idealdir.
(2) a€eR igin aRacQ ise aeQ dur.

(3) aeR igin (a)? =Q ise acQ dur.
(4) U, R halkasinin bir sag ideali ve U? <Q ise UcQ dur.

(5) U, R halkasiin bir sol ideali ve U2 =Q ise UcQ dur.

Tanmm 2.7 : R bir halka olsun.

(1) V aeR i¢in, na=0 olacak bigimde Bir n pozitif tamsayis1 var ise bdyle n’lerin en
kiictigiine R halkasinin karakteristigi‘ denir ve charR=n ile gosterilir.

(2) 2R igin, a" =0 olacak bigimde bir n pozitif tamsayis1 var ise a elemanina
halkanin nilpotent eleman: denir. a" =0 fakat a™"' #0 ise n ye a mn nilpotentlik indeksi

denir.



(3) B, R halkasimn bir ideali olsun. B nin her elemam nilpotent ise B ye R halkasinin
nil ideali denir. _ '

(4) A, R halkasimin bir ideali olsun. A nmin keyfi olarak alinan a;,a;,...,a, elemanlar
icin a;.@;.....ap =0 ise A ya R nin nilpotent ideali denir. Her nilpotent ideal nil
idealdir.

Tanmm 2.8 : Sifirdan farkh nilpotent ideali olmayan halkaya yari-asal halka denir.

Tanmm 2.9 : R bir halka ve m=0 bir tamsay1 olsun. xeR i¢in mx=0 oldugunda
x=0 oluyorsa R halkasina m-torsion free halka denir.

Tammm 2.10 : X, R halkasinin bog kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
CrX)={aeR | xa=ax , V xeX} kiimesine X in R deki merkezlestiricisi denir.
{xeR| xy=yx , V yeR} kiimesine ise R halkasinin merkezi denir ve Z ile gisterilir.

Onerme 2.11 : R asal halka olsun. ab, beZ ise b=0 veya aeZ dir.

Ispat: ab, beZ olsun. V xeR igin xab = abx = axb olur. Buradan

(ax-xa)b=0, V xeR 2.1
elde edilir. (2.1) esitliginde x yerine xy, yeR alimirsa

0=(axy-xya)b = axyb - xyab

= axyb - xayb+xayb - xyab

= (ax-xa) yb + x(ay-ya) b

olur. Bu ifadenin ikinci terimi (2.1) den dolay: sifirdir. Boylece
(ax-xa)Rb=(0) VxeR 2.2)
oldugu gériiliir. R asal halka oldugu igip (2.2) den

b=0 veya aeZ

bulunur. -

Onerme 2.12 : R bir yari-asal halka ve OzacR olsun. Her xeR i¢in a(ax-xa)=0

oluyorsa aeZ dir.



Ispat: x, reR igin hipotezden; ‘

a(a(xr) - (xr)a)=0 . o (2.3)

olur. a(xr)-(xr)é = (ax-xa)r + x(ar-ra) ﬁoldugu (2.3) esitliginde yerine yazilir ve yine
(2.3) esitligi kullamlirsa

ax(ar-ra)=0 Vx,reR

elde edilir. Bu ise

(ar-ra)R(ar-ra)=(0) VreR

oldugunu verir. R yari-asal halka oldugundan VreR i¢in ar=ra elde edilir. BSylece

aeZ bulunur.

Onerme 2.13 : R yan - asal halka olsun. a elemami R halkasimn sifirdan farkh bir
sag idealini merkezlestirsin. Bu taktirde aeZ dir.

Ispat: a, R halkasinin sifirdan farkli I sag idealini merkezlestirsin. V xeR igin axel
dir. Hipotezden, a(ax) =(ax)a = a(xa) olur. Buradan 0 = a(ax - xa), VxeR
elde edilir. Bu ise Onerme 2.12 den acZ demektir.

Onerme 2.14 : Bir asal halkamin merkezinde sifirdan farkli nilpotent eleman yoktur.

Tanimm 2.15 : R bir halka, x, yeR olsun. xy=0 oldugunda x=0 veya y=0 oluyor ise bu
durumda R halkasina sifir bélensiz halka denir.

Tanmm 2.16 : R bir halka ve A, R halkasinin toplamsal alt grubu olsun. Va, be A
i¢cin ab - baeA (ab + baeA )oluyorsa A ya R nin Lie ( Jordan ) alt halkas: denir.

Tanm 2.17 : A, R halkasinin bir Lie (Jordan) alt halkasi ve UcA toplamsal alt

grubu olsun. VueU ve VaeA i¢in ua - aueU (ua + aueU) oluyorsa, U ya A mmn bir
Lie (Jordan )ideali.denir.

Tanimm 2.18 : R bir halka ve d:R—R toplamsal bir doniigiim olsun. X, yeR olmak

lizere;
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(1) d(xy) = d(x)y + xd(y) ise d ye R halkasinin bir tiirevi denir.

(2) g: R >R bir fonksiyon olmak {izere '

d(xy) = d(x)y + g(x)d(y) = d(x)g(y) + xd(y) ve gd=dg

ise d ye g ile belirlenen bir yari-tiirev denir.

(3) 0 2a : R =R bir endomorfizma olmak tizere d(xy) = d(x)a(y) + xd(y) ise d ye bir
o- tiirev denir.

(4) o ve T R halkasimn iki otomorfizmasi ve d(xy) = d(x)o(y) + ©(x)d(y) ise d ye bir

(o,7) - tiirev denir.

Onerme 2.19 : R bir halka ve p#(0) bir sag ideali olsun. Her aep igin a"=0 olacak
bigimde sabit bir n tamsayisi varsa bu durumda R halkasinin sifirdan farkli bir
nilpotent ideali vardur.

Onerme 2.20 : R halkas: sifirdan farkl: nilpotent idealleri olmayan ve 2x = 0 iken
x=0 olan bir halka olsun. Kabul edelim ki (0) # U, R halkasinin bir Lie ideali ve alt
halkas1 olsun. O zaman UcZ veya U, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Onerme 2.21 (Brauer trick) : Bir G toplamsal grubu iki 6z alt grubunun bilesimi
olarak yazilamaz.
Ispat: A ve B, G nin iki 6z alt grubu olmak tizere G=AUB oldugunu varsayalim.
Kabul edelim ki G#A olsun. Bu durumda G=B oldugunu gérmeliyiz. G#A
oldugundan xeG ve x¢A olacak bigimde en az bir x elemam vardir. Ote yandan
G=AUB oldugundan xeB dir. Iddiamiz GcB dir. Eger G¢B olsayd1 yeG ve y¢B
ola;cak bi¢imde en az bir y elemam vardir. G=AUB oldugundan yeA olur.

x+yeB dir. Gergekten x+y¢B olsaydi G=AUB oldugundan x+yeA olurdu.
ye€A ve A toplamsal alt grup oldugundan x€A olurdu ki bu x¢ A alimsiyla gelisir. O
halde xt+yeB dir. Z(eB ve B toplamsal oldugundan yeB olur ki bu da y¢B olusuyla
gelisir. O halde G#B olamaz. Yani GeB dir. Béylece G=B olur.

11



Tanim 2.22 : R bir asal halka olsun. U, R nin sifirdan farkl: bir ideali ve f;:U—R bir
sag R-modiil homomorfizmasi olmak tizere; M ile biitiin (U, f) seklindeki ikililerin
kiimesini gésterelim. M tizerinde |

“U, £) ~(V, g) < Rnin sifirdan farkli bir WUV ideali iizerinde f= g”
bagmtisim tamimlayalim. Bu bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gére M nin
denklik simiflarimin kiimesi Q olsun. Q kiimesi

UnN+V.ey=Unr.f+g) , UHF.e)=0U,/f)

ikili iglemleri ile R yi kapsayan bir asal halkadir.

(1) Q nin merkezi C ile gosterilir ve C ye R nin genisletilmis merkezi (extended
centroid) denir. C bir cisimdir.

(2) S = RC ye R nin Q daki merkezi kapams1 (central closure) denir. S , R yi
kapsayan bir asal halkadr.

Onerme 2.22 : R bir asal halka olsun. R halkasmin d, f, g ve h tiirevleri i¢in

dX)g(y)=h(x)f(y) V X, yeR olsun. Eger d#0, f#0 ise o zaman V xeR igin
g(x)=Af(x) ve h(x)=Ad(x) olacak sekilde bir AeC vardir.

Onerme 2.23 : 0#acR, beR olsun. Eger her xR icin axb=bxa ise bu durumda bir

AeC i¢in b=Aa dur.

Tanmm 2.24 : X, y, zeR, o ve T R halkasimn iki otomorfizmasi olmak iizere
asagidaki bagintilar vardir.

D(xy, z)=x[y, z]+(x, 2)y

2)(xy, 27x(¥, 2)-[x, Z]y

3, yz)=y(x, 2)+x, ylz

H(x, YZ)a,==r(y)(x: Z)o, X, Y] 6(2)
5XXY; 2)o~X(Y, Do-[X, WD)y

6)(XY, 2)o,=XL[Y, 6(2)]* (X, Z)sy
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DIXY, ZoXLY, ZlosHIx, W@y

8)[xY, 2oy, C@IHX, Zlosy -

X, yzlo=t(Y)[X, ZloHX, Ylo,: 6(2)

10)[[X, Ylo1» Zlox=[%, [> Z]oH[X, Zlozs Yloe
1[I, Yo Zlo=(%, @ Yo:x~(% Daes Ve
12)[(%, ) > 2o~ Z s Yot I3 2D

13)([x, Y] 6,15 o+ ([X, Z)o,5> Yo [X; (2, P62 =0
14)[X, [Z, Y]]=((X, Z)a }’)-((X, Y)’ Z)

)%, y1, 2]y, 2, x]*+{[z x], y]=0

olur.
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BOLUM 3

3. TUREVLI VE LIE IDEALLi HALKALAR ile HERSTEIN’IN BiR
TAHMINI

Bu bolimde ¢aligilan konularla ilgili daha 6nceden yayinlanmis olan bazi makaleler

ispatsiz olarak belirli bir sira igerisinde verilecektir.
3.1. Tiirevli Halkalar
Posner, E. C, 1957

Tanim 3.1.1 : R bir halka olsun. VaeR i¢in xay=0 iken x=0 veya y=0 oluyorsa R
halkasina asal halka denir.

Lemma 3.1.2 : R bir asal halka, d:R—R halkasinin bir tiirevi ve aeR olsun. Buna
gore her xeR i¢in ad(x)=0 ( veya d(x)a=0 ) oluyorsa a=0 veya d=0 dir.

Lemma 3.1.3 : R bir asal halka olsun. p, q, reR elemanlar1 V aeR i¢in paqar=0
olacak bigimde ise bu taktirde p, q, r elemanlarindan en az biri sifirdur.

Teorem 3.1.4 : R karakteristii 2 den farkli olan bir asal halka ve d;, d;, R
halkasimn iki tiirevi olsun. did;, R halkasimin bir tiirevi ise d;=0 veya dy=0 dur.

Lemma 3.1.5 : R bir asal halka, d : R — R bir tiirev olsun. Bu taktirde her acR icin
ad(a)-d(a)a=0 oluyf)rsa a=0 veya R halkasi komiitatiftir.



Lemma 3.1.6 : A bir Lie halka, I, A Lie halkasinin bir ideali olsun. Eger de A ve her
xel icin dx.x=0 oluyorsa o0 zaman her a€R ve her xel igin (da.x)x=0 olur. (Her xel

i¢in dx.x=0 kosulunu saglayan deR elemanlarinin kiimesi A' nin bir idealidir.)

Teorem 3.1.7 : R bir asal halka, d, R halkasinm bir tiirevi olsun. Buna gére her acR
icin ad(a)-d(a)acZ ise bu taktirde d=0 veya R halkas1 komiitatiftir.

Herstein, I. N. , 1978

Teorem 3.1.8 : R herhangi bir halka, d : R — R bir tiirev ve d*20 olsun. O zaman
her reR i¢in d(r) elemanlan tarafindan iiretilen A alt halkasi R halkasimin sifirdan
farkli bir idealini kapsar.

Teorem 3.1.9 : R bir asal halka, d : R — R sifirdan farkl: bir tiirev olsun. Her x, yeR
icin d(x)d(y) = d(y)d(x) ise bu taktirde
(i) Eger charR #2 ise R halkasi komiitatif tamlik bolgesidir.

(ii) Eger charR =2 ise R halkas: komiitatif veya R halkast merkezi {izerinde 4-boyutlu
basit cebirdir.

Herstein, I. N. , 1979

Teorem 3.1.10 : R bir asal halka, d, R halkasimun sifirdan farkli bir tiirevi olsun. acR
elemant her xeR i¢in ad(x)=d(x)a olacak bigimde ise bu taktirde

(i) charR#2 ise aeZ dir. (Z, R halkasimin merkezidir.)

(ii) charR=2 ise a?eZ dir. Ustelik agZ ise AeC (R halkasinin genisletilmis merkezi)
olmak {izere V xeR i¢in d(x)=(Aa)x-x(Aa) dir.
Lee, P. H. ve Lee,.T. K. , 1981

Bu makale boyunca R halkas: karakteristigi 2 den farkli olan asal halka ve Z, R
halkasinin merkezi olarak alinacaktir.
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Teorem 3.1.11 : R bir asal halka, 0 # d:R—R bir tiirev, charR#2 ve aeR olsun.
[a, d(R)] <Z ise bu taktirde aeZ dir. '

Teorem 3.1.12 : R bir asal halka, 0#d : R — R bir tiirev ve charR#2 olsun.
[d(R), d(R)]cZ ise bu taktirde R halkas komiitatiftir,

Teorem 3.1.13 : R bir asal halka, 0 # d : R = R bir tiirev ve charR#2 olsun.
d*(R)<Z ise bu taktirde R halkas: komiitatiftir.

Teorem 3.1.14 : d; ve d; R asal halkasimin sifirdan farkli iki tiirevi ve charR=2
olsun. d;d,( R )cZ ise bu taktirde R halkas1 komiitatiftir.

Teorem 3.1.15 : R bir asal halka, 0+d :R — R bir tlirevi ve charR#2 olsun. Her xeR
i¢in [x, d (x)]€Z ise bu taktirde R halkas1 komiitatiftir.
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3.2. Halkalarda Lie idealler
Herstein, I. N. , 1970

Lemma 3.2.1 : R yari-asal, 2-torsion free bir halka ve T, R halkasinin Lie ideali
olsun. Buna gére [T, T]<Z ise bu taktirde TcZ olur.

Lemma 3.2.2 : R yari-asal, 2-torsion free bir halka ve U, R halkasinin bir Lie ideali
olsun. teR, elemam [U, U] nun her elemamn ile yer degistirirse bu taktirde t, U Lie

idealinin her eleman ile yer degistirir.

Teorem 3.2.3 : R yan - asal, 2-torsion free halka ve U, R halkasimin Lie ideali
olsun. Buna gore teR, her ueU igin, tu - ut elemanlariyla yer degistirirse, t, U Lie

idealinin tiim elemanlanyla yer degistirir.

Bergen, J. , Herstein, I. N. ve Kerr, J. W., 1981

Bu makale boyunca R, charR#2 olan bir asal halka, U , R halkasinin bir Lie ideali ve
Z, R halkasinin merkezi olarak almmustir.

Lemma 3.2.4 : U, R halkasinin merkezi tarafindan kapsanilmayan bir Lie ideali ise
bu taktirde R halkasinin [M, R]cU fakat [M, R]&Z olacak bigimde bir M ideali

vardir.

Lémma 3.2.5 : U, R halkasimin merkezi tarafindan kapsanilmayan R halkasimn bir
Lie ideali ise Cx(U)=Z dir.

Lemma 3.2.6 : C; ([U, U)=C,(U) dur.

Lemma 3.2.7 : U, R halkasinin merkezi tarafindan kapsanilmayan R halkasinin bir
Lie ideali olsun. aUb=0 ise a=0 veya b=0 dir.
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Lemma 3.2.8 : U, R halkasinin bir Lie ideali ve d, R-halkasiin sifirdan farkh bir
tiirevi olsun. d(U)=0 ise bu taktirde UcZ dir.

Lemma 3.2.9 : U, R nin bir Lie ideali, d, R halkasinin sifirdan farkl1 bir tiirevi olsun.
d(U)cZ ise bu taktirde UcZ dir.

Lemma 3.2.10 : U, R halkasimn bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir
tiirevi olsun. teR i¢in td(U)=0 ( veya d(U)t=0 ) ise bu taktirde t=0 veya UcZ dir.

Teorem 3.2.11 : U, karakteristigi 2 den farkli olan R asal halkasinin bir Lie ideali ve
d, R halkasinin sifirdan farkh bir tiirevi olsun. Bu taktirde d2(U)=0 ise UcZ dir.

Sonu¢ 3.2.12: R, 2-torsion free olan bir yari-asal halka ve U, R halkasimn bir Lie
ideali olsun. Bir a € R i¢in [a, [a, U]]=0 ise bu taktirde [a, U]=0 dur.

Teorem 3.2.13 : UgzZ, karakteristigi 2 den farkli olan R asal halkasinin bir Lie ideali
ve d, R halkasinin sifirdan farklh bir tiirevi olsun. Bu taktirde Cp(d(U))=Z dir.

Yazar c¢aligmasimin bundan sonraki kismuinda 0#d:R—R bir tiirev, UgZ, R
halkasinin bir Lie ideali, V=[U, U] ve W=[V, V] olarak almustir.

Lemma 3.2.14 : d* #0 ve d(V), R halkasmin sifirdan farkh sol A ve sifirdan farkli
sag O idealini kapsarsa bu taktirde d(U), R halkasimin sifirdan farkli bir idealini

kapsar.

Lemma 3.2.15 : I, R halkasinin sifirdan farkl bir ideali olsun. Buna gére d(U),R
nin sifirdan farklh sag ve sifirdan farkli sol ideallerini kapsamiyor ise bu taktirde,
[c, [Jcd(U) oldugunda ¢ € Z dir.

Lemma 3.2.16 : d2(U)2 =0 ise d*(W)=0 dur.
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Lemma 3.2.17 : (U)=0 ise d° =0 dur.

Teorem 3.2.18 : R, charR=2 olan asal halka, 0=d:R—R bir tirev ve d® %0, U, R

halkasinin merkezi tarafindan kapsamiimayan bir Lie ideali olsun. Bu taktirde d(U),
Rnin sifirdan farkh bir idealini kapsar.

Teorem 3.2.19 : R, charR+#2 olan asal halka, UZZ olan R halkasinin bir Lie ideali
ve 6, d, R, halkasimn tiirevleri olsunlar. Eger 8d(U)=0 ise 0 zaman 6=0 veya
d=0 dur.

Kaya, K. , 1991
Yazar bu makalede R halkasim karakteristiZi 2 den farkhi asal halka ve

o,7:R— R iki otomorfizma olarak almigtir.

Lemma 3.2.20 : d;: R = R bir (o,1)- tiirev ve a, R nin bir halka otomorfizmi
olmak iizere d; :R — R bir (a,a)-tiirev, dyo=ad; , djo=ad; olsun. Buna gére

d2(U)cU ve didy(U)=01ise d;=0 veya d,=0 dir.

Sonug 3.2.21 : U, R halkasmminsifirdan farkli bir ideali ve a, be U olsun. Buna gore,
VxeUigin, [a, [bx]ls:=0 ise aeCs;. veya beZ dir.

Lemma 3.2.22 : 0-d: R—R bir (c,1)- tiirev ve U#(0), R nin bir ideali olsun. acU
i¢in [d(U), a]s: =Cs,. ise bu taktirde acZ dir.

Lemma 3.2.23 : 0+d:R—R bir (c,1)- tiirev ve U#(0), R nin bir ideali olsun. d(U)cU
ve [d(U), d(U)]s+:cCq,. ise bu taktirde R halkas: komiitatiftir.

Teorem 3.2.24 : 0=d;: R—R bir (o,7) - tiirev ve 0#d;: R—R bir tiirev olsun. U#(0),
R nin bir ideali ve d2(U)<U olsun. Buna gore d;d;(U)cC, . ise R komiitatiftir.
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Teorem 3.2.25 : U, R nin bir (o,7)- sag Lie ideali olsun. [U, Uls. <C ise bu
taktirde UcZ veya UcCy,, dir.

Sonug 3.2.26 : M=(0), R halkasinin bir ideali ve [M,R],.<Cs ise R komiitatiftir.
Sonug 3.2.27 : Her x, y, z,€R i¢in [[X, Y]5.1,Z]6,+=0 ise R komiitatiftir.

Teorem 3.2.28 : U, karakteristii 2 den farkli olan R asal halkasinin hem sifirdan
farkl1 bir (o,7)-sag Lie ideali ve hem de alt-halkasi ise bu taktirde UcZ veya UcCs .
veya U, R nin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Aydin, N. ve Kandamar, H. , 1994

Bu makale boyunca R, charR#2 olan bir asal halka olarak alinmugtir.

Lemma 3.2.29 : U, R nin (o,7)-sag Lie ideali ve aeR i¢in [U, a]s: =Cs: olsun. Bu

taktirde aeZ veya UcC,, olur.

Lemma 3.2.30 : acR ve aU=0 ( veya Ua=0) olsun.
(a) Eger U, (o,7) - sol Lie ideal ise 0 zaman a=0 veya UcZ dir.

(b) Eger U, (o,7)-sag Lie ideal ise o zaman a=0 veya UcCy; olur.

Teorem 3.2.31 : U, karakteristigi 2 den farkli R asal halkasinin bir (o,t)-sag Lie

ideali ve acR olsun. Buna gore [U, a]=0 ise aeZ veya UcC,, dir.
T(U)={aeRI [R,a]s,: <U} olmak iizere;

Lemma 3.2.32 : R bir halka ve U sifirdan farkli (,t) -sol Lie ideali olsun. O zaman
R[T(U), o(TU)IcTU) ve [TU), (TU)JR=TU) olur.
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Lemma 3.2.33 : U sifirdan farkh (o,7)-Lie ideal, UzZ ve UzCy; ve a, beR olsun.
Bu taktirde aT(U)b =0 ise a=0 veya b=0 dur.

Teorem 3.2.34 : U, (o,7)-Lie ideal, UzZ ve UzCs; olsun. O zaman R halkasimin
[RM],,; U fakat [R, Mlo,; @Co,; olacak bigimde sifirdan farki bir M ideali vardir.

Sonug 3.2.35 : U stfirdan farkh (,7)-Lie ideal, UzZ ve UzC,. olsun. Buna gore
a,b eRigin alUb=0 ise a=0 veya b=0 dur.

Aydmn, N. , 1996

Bu makale boyunca R asal halka, o ve t, R halkasinin iki otomorfizmasi ve C
genigletilmis merkezi olarak alinmigtir.

Lemma 3.2.36 : U, (c,7)-sol Lie ideal olsun. UcZ ise VueU igin o(u)=t(u) veya R
halkas1 komiitatiftir. .

Teorem 3.2.37 : U, R asal halkasimn (o,7)-sol Lie ideali, [R, U], , =C,. olsun. Bu
durumda Vue U i¢in o(u)=t(u) veya R halkas1 komiitatiftir.

Lemma 3.2.38 : R asal halka, U, R halkasinin bir (o,7)-so0l Lie ideali olsun. acR

i¢in [a, U]=0 ise o zaman her ue U i¢in t(u) + o(u)eZ veya aeZ olur.

.Lémma 3.2.39 : R bir asal halka, U, R halkasmn bir (o,7)-s0l Lie ideali olsun. acR
i¢in [a, UJ=0 ve [a, Ul,,~0 ise bu taktirde a=0 veya V ueU icin o(u)+t(u)eZ dir.

Teorem 3.2.40 : R asal halka, U (c,7)-sol Lie ideali olsun. [U, Uls=0 ve [U, U}=0

ise 0 zaman UcZ dir.
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Lemma 3.2.41 : R asal halka U, R halkasinin (o,7)-sol Lie ideali ve alt halkasi olsun.
O zaman YueU i¢in o(u) + t(u)eZ veya U, R halkasinim sifirdan farkl bir sag ve
sol idealini kapsar.

Teorem 3.2.42 : R asal halka, U, R nin (o,7)-s0l Lie ideali ve o(v)+1(v)eZ olacak
bigimde bir veU olsun. O zaman R halkasinin sifirdan farkh bir A sol ve sifirdan
farkli bir B sag idealleri vardir ve [R, Ao U ve [R, Bl <U fakat [R, A ]5: 2Z
ve [R, Bls: ¢Z dir.

Teorem 3.2.43 : R asal halka, U, R nin bir (o,7)-sol Lie ideali, veU igin
t(v)+o(v)eZ ve a, beR olsun. aUb = 0 ise bu taktirde a=0 veya b=0 dir.

Lemma 3.2.44 : R, karakteristigi 2 den farkl: bir asal halka, V xeR i¢in o(x)-t(x)eZ
olsun. Bu taktirde o=t veya R halkas: komiitatiftir.

Lemma 3.2.45 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkli (c,t)-sag Lie ideal
ve UcZ olsun. Bu durumda o=t veya R halkas1 komiitatiftir.

Teorem 3.2.46 : R, charR #2 olan bir asal halka U, sifirdan farkli (o,t)- Lie ideal ve
UcCs,: olsun. O zaman 6=t veya R halkas: komiitatiftir.

Kaya, K.-Aydin, N., 1999
Bu makale boyunca R karakteristigi ikiden farkli asal halka U, R halkasinin merkezi

pafafmdan kapsanilmayan (o,t)-sol Lie ideali olarak alinacaktir.

Lemma 3.2.47 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkli (o,1)-sol Lie ideali,
a, beR olsun (i) di(x)=[x, bls,; tammli doniigiim ve ad;(R )=0(veya d;(R )a=0) ise bu
durumda a=0 vey'c; beZ dir. (ii)Eger a[R, b]s=0(veya [R, b]s.2=0) ise bu durumda
a=0 veya beZ dir. (iii) Eger Ua=0(veya aU=0) ise bu durumda a=0 veya beZ dir.
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Lemma 3.2.48 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkli (c,t)-sol Lie
ideali,d R halkasimn sifirdan farkh tiirevi olsun. Eger d(U)=0 ise bu durumda
[U, s(U)]=0 ve [o(U), T(U)]=0 dur.

Lemma 3.2.49 : R, charR+#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkh (o,t)-sol Lie ideali,
d, R halkasimin sifirdan farkli tiirevi olsun. Eger d(U)=0 ise bu durumda
c(u)t+t(u)eZ, VueU olur.

Lemma 3.2.50 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkli (c,t)-sol Lie ideali,
aeR olsun Eger [a, U]=0 ise bu durumda aeZ veya o(u)+ t(u)eZ, YueU olur.

Sonug 3.2.51 : R, charR#2 olan bir asal halka, U R nin sifirdan farkli komiitatif bir

(o,7)-sol Lie ideali olsun Bu durumda o(u)+ t(u)eZ, YueU olur.

Lemma 3.2.52 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkli merkez tarafindan
kapsanilmayan (o,t)-sol Lie ideali ve alt halkasi olsun. Bu durumda U, R halkasinin
sifirdan farkli bir sag idealini kapsar veya oc(u)t t(u)eZ, VueU dur.

Lemma 3.2.53 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkli merkez tarafindan
kapsanilmayan (o,t)-sol Lie ideali ve alt halkasi, a, beR olsun. Eger aUb=0 ise bu

durumda a=0 veya b=0 veya o(u)+ t(u)eZ, YueU olur.

Teorem 3.2.54 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkli merkez tarafindan
kapsanilmayan (o,t)-sol Lie ideali ve alt halkasi olsun. Bu durumda U, R halkasinin
sifirdan farkl: bir idealini kapsar veya o(u)+ t(u)eZ, YueU dur.

Teorem 3.2.55 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkl: (o,t)-sol Lie ideali
olsun. Bu durumda R halkasinin [R, M] 4: cU ve [R, M] 4:2C, olacak bigimde
stfirdan farkl bir M ideali vardir veya oc(u)+ t1(u)eZ, VueU dur.
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Aydin, N., 1998

Lemma 3.2.56 : R, bir asal halka, U sifirdan farkli (o,t)-sol Lie ideali ve
T={c eRl [R, c] :cU}olsun.

(i) T, R nin alt halkasidur.

(if) Eger U, R halkasinin (o,t)-sag Lie ideali ise bu durumda T, Rnin  [R, T] 4, cU
ve Uc;T olan en biiytik Lie idealidir.

Lemma 3.2.57 : R, 2- torsion free yariasal halka ve M, R nin sifirdan farkl ideali
olsun. Bu durumda [R, M] 4 < Cs; ve McZ dir. Ustelik o(m)=t(m), VmeM dir.

Teorem 3.2.58 : R, 2-torsion free yariasal halka, U merkez tarafindan kapsanilmayan
(o,7)-Lie ideali olsun. Bu durumda R halkasimin [R, M] . cU olacak bigimde
sifirdan farkli bir M ideali vardur. Ustelik o(m) t(m), 3ImeM ve [R, M]q,:¢C, dur.

Lemma 3.2.59 : R, karakteristifi ikiden farkli asal halka, U merkez tarafindan
kapsanilmayan (c,t)-sol Lie ideali ve a, beR olsun. Eger aUb=0 ise bu durumda
o(u)t+ t(u)eZ, VueU veya a=0 veya b=0 dur.

Lemma 3.2.60 : R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, U merkez tarafindan
kapsanilmayan (c,7)-sol Lie ideali olsun. Eger d(U)=0 ise bu durumda s(u)+t(u)eZ,
VueU dur.

Teorem 3.2.61 : R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, U merkez tarafindan
kapsanilmayan (c,t)-sol Lie ideali ve aeR olsun.Eger ad(U)=0 (veya d(U)a=0) ise
bu durumda a=0 veya oc(u)+t(u)eZ, VueU dur.

Teorem 3.2.62 : R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, U merkez tarafindan
kapsanilmayan (o,t)-sol Lie ideali, d, R halkasinn tiirevi ve aeR olsun. Eger d(Z)=0

ve
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(1) [d(U), a]=0 ise bu durumda aeZ veya oc(u)+t(u)eZ, VueU dur.
(ii) Eger d(U)cZ ise bu durumda c(u)+t(u)eZ, YueU dur.
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3.3. Tiirevli ve Lie idealli Halkalar
Awtar, R. ,1973

Yazar bu ¢aligmasinda d: R—R sifirdan farkl: bir tiirev olarak almigtir.

Lemma 3.3.1 : R, karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka ve U, R halkasinin bir

Lie ideali olsun. Her ueU eleman i¢in [u, d(u)]e€Z ve u2€U ise bu taktirde her ueU
i¢in [u, d(u)]=0 olur.

Lemma 3.3.2 : R bir asal halka ve U, R halkasinin Lie ideali olsun. Her ueU igin
[u, d(u)]€Z ise bu taktirde her ueU ve her reR igin [[d(r), u], u]eZ olur. Ustelik her
ueU i¢in [u, d(u)]=0 ise her reR igin [[d(r), u], u]=0 olur.

Lemma 3.3.3 : R, karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka ve U , R nin bir
Jordan ideali olsun. Her ueU igin ud(u)=d(u)u=0 ise bu taktirde U=(0) dir.

Teorem 3.3.4 : R karakteristigi 2 ve 3 den farkli olan bir asal halka, d, R halkasinin
sifirdan farklh bir tlirevi ve U bir Lie ideali olsun. Her ueU i¢in [u, d(u)]€Z ise bu
taktirde UcZ dir.

Teorem 3.3.5 : R karakteristigi 3 den farkli olan bir asal halka, d, R halkasinin

sifirdan farkl1 bir tlirevi ve U bir Lie ideali olsun. Her ueU i¢in u?eU ve [u, d(u)]eZ
ise bu taktirde UcZ dir.

Teorem 3.3.6 : R, karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka, d, R nin sifirdan
farkli bir tlirevi ve U, bir Jordan ideali olsun. Her ueU i¢in [u, d(u)]eZ ise bu
taktirde UcZ dir. ~
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Teorem 3.3.7 : R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka, d, R nin sifirdan
farkh bir tiirevi olsun. U, R halkasinin bir alt halkasi ve Lie (Jordan) ideali olsun.
Buna gore her ueU igin [u, d(u)]€Z ise U komiitatiftir.

Lee,P. H. ve Lee, T. K. , 1983

Bu makale boyunca R, charR#2 olan bir asal halka ve U, R halkasinin bir Lie ideali
olarak alinacaktir.

Lemma 3.3.8 : d, R halkasimn sifirdan farkl tiirevi, d(Z)#0 ve aeR i¢in [a, d(U)]cZ
ise bu taktirde aeZ veya UcZ olur.

Teorem 3.3.9 : d, R halkasimn sifirdan farkl bir tiirevi ve d2(U)cZ ise bu taktirde
UcZ dir.

Teorem 3.3.10 : d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve a€R i¢in [a, d(U)]cZ
ise bu taktirde aeZ veya UcZ dir.

Teorem 3.3.11 : d, R halkasimn sifirdan farkli bir tiirevi olsun. Bu taktirde
[dU), d(U)]cZ ise UZ dir.

Teorem 3.3.12 : d ve 8§, R nin sifirdan farkl iki tiirevi olsun. d6(U)cZ ise bu
taktirde UcZ dir.

Teorem 3.3.13 : Her ueU i¢in [u, d(u)]eZ ise UcZ dir.

Teorem 3.3.14 : agR ve ad(U)cZ ise a=0 veya UcZ dir.
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Awtar, R. , 1984

Teorem 3.3.15 : R, charR#2 asal halka, 0=d , R halkasinin tiirevi, UzZ olan R nin

bir Lie ideali ve d%(U)cZ olsun. aeR igin d(a) = 0 ve [a, d(U)]cZ ise bu taktirde
aeZ dir.

Teorem 3.3.16 : R, charR#2 asal halka ve U, R halkasinin Lie ideali olsun. acR
elemam , her ueU igin [a, [a, u]]eZ olacak bigimde ise bu taktirde [a, U]=0 olur.
Ustelik UzZ ise aeZ dir.

Teorem 3.3.17 : R yar-asal, 2 - torsion free halka ve U, R halkasinin Lie ideali
olsun. aeR elemam, her ueU igin [a, [a, u]]eZ olacak bi¢imde ise bu taktirde
[a,U]=0 dur.

Teorem 3.3.18 : R, charR#2 olan bir asal halka ve UzZ olan R halkasinin bir Lie
ideali olsun. aeR elemani, her ueU i¢in [a, d(u)]€Z olacak bi¢imde ise bu taktirde

=0 veya aeZ dir.

Teorem 3.3.19 : R, charR#2 olan bir asal halka ve U, R nin Lie ideali olsun. d, R

halkasinin sifirdan farkli bir tlirevi ve d2(U)cZ ise bu taktirde UcZ dir.

Teorem 3.3.20 : R, charR#2 asal halka ve UzZ olan R halkasinin bir Lie ideali
olsun. 3, d , R nin iki tiirevi ve 8d(U)Z ise bu taktirde =0 veya d=0 dur.

Teorem 3.3.21 : R, charR#2 asal halka, d, R nin sifirdan farkli bir tiirevi ve U, R
nin Lie ideali olsun. Her ueU i¢in [u, d(u)] €Z ise o0 zaman UcZ dir.
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Carini , L. , 1985

Bu makalede R yart-asal, 2-torsion free halka, U, R halkasimin bir Lie ideali ve d, R
nin d2 (U)=0 ve d(U)cU olan bir tiirevi olarak alinmustir.
Lemma 3.3.22 : d([U, R])=0 dur.

Lemma 3.3.23 : d(R)[U, R]=0 dur.

Teorem 3.3.24 : R yart-asal 2-torsion free halka, d, R halkasinin bir tiirevi ve U Lie
ideali olsun. d?(U)=0 ise bu taktirde d(U)cZ dir.

Sonug 3.3.25 : R yariasal, 2 -torsion free halka ve d, R halkasinin bir i¢ tiirevi olsun.
I, R nin bir ideali olmak iizere d*(T)=0 ise o zaman d(I)=0 dr.

Sonu¢ 3.3.26 : R yari-asal, 2-torsion free halka ve U, R halkasimin bir Lie ideali
olsun. d, R nin d2(U)=0 olan bir i¢ tiirevi ise bu taktirde d(U)=0 dur.

Kaya, K., 1988

Lemma 3.3.27 : R bir asal halka, d: x—x' sifirdan farkh bir (o,7)-tiirev ve U R
halkasmin sifirdan farkli bir ideali olsun. Buna gére YueU igin (u, u')s: =0 ise R

halkasi komiitatiftir.

Lemma 3.3.28 : R bir asal halka, d: x—x' sifirdan farkli bir (c,t)-tiirev ve U R
halkasinm sifirdan farkl bir ideali olsun. (1) YueU ig¢in [u', u]ls: =0 ise R halkasi
komiitatiftir. (ii) VueU igin (u', u)s,; =0 ise R halkas1 komiitatiftir. Ustelik o=t dur.

-

Lemma 3.3.29 : R bir asal halka, b, abeC, ise bu taktirde acZ veya b=0 dr.
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Lemma 3.3.30 : R bir asal halka, d: x—x' sifirdan farkh bir (o,1)-tiirev, charR=2 ve
U0 olan R nin bir sag ideali olsun. Buna gére VueU igin [u', u];.€Cs; ise bu

taktirde [u', uls,; =0 dir.

Aydm, N. ,1991

Bu makalede R, charR#2 olan asal halka, d, R halkasimin (o,t)-yan-tirevi, U,
sifirdan farkl: bir Lie ideali olarak almmustr.

Lemma 3.3.31 : d2(U)=0 ise bu taktirde UcZ dir.

Lemma 3.3.32 : acR olsun. Buna gore [d(U), a]=0 ise bu taktirde acZ veya UcZ
dir.

Teorem 3.3.33 : [d(U), d(U)]=0 ise bu taktirde UcZ dir.

Lemma 3.3.34: UgZ ve d&*(U)=0 ise bu taktirde d3(R)=0 dir.

Lemma 3.3.35 : acR ve d(Z)#0 olsun. Buna gére [d(U), alcZ ise acZ veya UcZ
dir.

Lemma 3.3.36 : d2(U)cZ ise bu taktirde UcZ dir.
Lemma 3.3.37 : acR igin [d(U),a]cZ ise bu taktirde acZ veya UcZ dir.
Teorem 3.3.38 : [d(U), d(U)]c=Z ise bu taktirde UcZ dir.

-

Teorem 3.3.39 : d;, R halkasinin sifirdan farkl: (o,t)-yarn-tiirevi ve d; sifirdan farkli
bir tiirevi olsun. d;dx(U)<Z ise bu taktirde UcZ dir.
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Teorem 3.3.40 : d; ve d; R halkasinin sifirdan farkli (o,t)-yan tiirevleri olmak
tizere d;d>(U)cZ ise bu taktirde UcZ dir.

Kandamar, H. ve Kaya, K., 1992

Bu makale boyunca R karakteristigi 2 den farkli bir asal halka, U, R nin sifirdan
farkl: bir Lie ideali ve d, (o,t)-tlirevi olarak alinmigtir.

Lemma 3.3.41 : d(U)=0ise bu taktirde UcZ dir.
Lemma 3.3.42 : UzZ, teR olsun. td(U)=0 ( veya d(U)t=0) ise bu taktirde t=0 dur.
Lemma 3.3.43 : d(U)cZ ise bu taktirde UcZ dir.

Teorem 3.3.44 : d, R nin sifirdan farkli (o,7)-tiirevi , cd=do, 1d=dt ve U sifirdan

farkli Lie ideali i¢in d(U)cU olsun. Buna gére d?(U)=0 ise UcZ dir.
Lemma 3.3.45 : acR, UzZ ve [U, a]cZ ise bu taktirde acZ dir.
Teorem 3.3.46 : [U, d(U)]cZ ise bu taktirde UcZ dir.

Aydm , N. ve Soytiirk, M. , 1995

Yazar bu ¢aligmas: boyunca R, charR# 2 bir asal halka, 0#d, R nin tiirevi, o, T:R—R
iki otomorfizma ve do=od, td=dz olarak almugtir.

Lemma 3.3.47 : U; R halkasinin (o,7)-sol Lie ideali olsun. UcC,; ise bu taktirde R
halkas1 komiitatiftir.
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Teorem 3.3.48 : U, R halkasimin (o,7)-sag Lie ideali ve d(U)cC, . ise bu taktirde R
halkas1 komiitatiftir.

Sonug 3.3.49 : U, R halkasinin (o,7)-Lie ideali ve d(U)cC, . ise bu taktirde UcZ
dir.

Lemma 3.3.50 : U, R halkasimn (o,t)-Lie ideali ve acR olsun. Buna gére d(U)a=0
( veya ad(U)=0 ) ise bu taktirde a=0 veya UcZ dir.

Lemma 3.3.51 : U, R halkasinin bir (o,t)-Lie ideali ve d2(U)=0 olsun. Bu taktirde
d(U)cZ dir.

Teorem 3.3.52 : U, R halkasinin bir (o,t)-Lie ideali ve d2(U)=0 ise bu taktirde Uc=Z
dir.

Soytiirk, M., 1996

Yazar bu ¢aligmasi boyunca R, charR#2, 3 bir asal halka, 0#d, R nin tiirevi,
o, T:R—R iki otomorfizma ve do=ocd, td=dz olarak almistir.

Lemma 3.3.53 : R bir asal halka, U, R halkasimn bir (o,t)- sol Lie ideali ve
[R, Uls+cZ ise bu durumda UcZ dir.

Lemma 3.3.54 : R karakteristigi ikiden farkl1 asal halka, U, R halkasin bir (o,1)-
Lie ideali, d sifirdan farkl bir tlirev olsun. Eger d(U)cZ ise bu durumda UcZ dir.

Lemma 3.3.55 : R, charR#2, 3 bir asal halka, U, R halkasimin bir (o,7)-Lie ideali, d,
R nin sifirdan farkli bir , d(U)cU ve d%U)cZ olsun. Eger d*(U)=0 ise bu durumda
UcZ dir.

-
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Teorem 3.3.56 : R, charR#2, 3 bir asal halka, U, R halkasinin bir (o,7)-Lie ideali, d,
R nin sifirdan farkh bir , d(U)cU olsun. Eger d2(U)<Z ise bu durumda UcZ dir.

Yenigiil, M. S.,- Deng, Q., Argag, N., 1997

d, R halkasinin bir (o, t)-tlirevi olsun. Eger her x, yeR elemam i¢in d(xy)=d(x)d(y)
veya d(xy)=d(y)d(x) oluyorsa bu durumda d (o, t)-tiirevi, homomorfizm veya anti-
homomorfizm olarak adlandirilir.

Teorem 3.3.57 : R yarasal bir halka, a, o, 7: R—R déniigtimler, o homomorfizm,
ot Orten ve ¢arpimsal, © Orten, d, R halkasimin (o, 1)-tiirevi olsun. Eger ad
homomorfizm veya anti-homomorfizm ise bu durumda ad=0 dur.

Teorem 3.3.58 : R, charR#2, bir asal halka, o ve 7, R halkasiin iki otomorfizmas,
U sifirdan farkh (o, 1)-sag Lie ideali olsun. Eger d(U)=0 ise bu durumda d(R )=0
veya UcC,; veya R halkas1 komiitatiftir.

Teorem 3.3.59 : R, charR#2, bir asal halka, ¢, T ve T, R halkasinin otomorfizmalar,
olsun. Eger [x%, X]o,: €Z(R ), VxeR ise bu durumda R halkas1 komiitatiftir veya
o=1=T dir.

Lemma 3.3.60 : R, charR#2, bir asal halka, F, R halkasmin asikar olamayan bir

otomorfizmasi olsun. Eger x2xF=xxF X, VxeR veya xFx?=xxF X, VxeR ise bu durumda

R halkasi komiitatiftir.

Kaya, A., 1997

Yazar bu ¢aligmasi boyunca R charR#3 bir asal halka, o ve T R halkasinin iki
otomorfizmasi, U, sifirdan farkl (o, 7)-Lie ideali, d, R nin od=do ve td=dr saglayan
stfirdan farkl: bir tiirevi olarak almugtir.
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Teorem 3.3.61 : R charR#3 bir asal halka, U, sifirdan farkli (o, 7)-Lie ideali, d, R
halkasinin od=do ve td=dt saglayan bir tiirevi ve d(U)<U olsun. Eger d*(U)cZ ise
bu durumda UcZ dir.

Lemma 3.3.62 : S, charS#2 bir asal halka, D: R—»R, x—x' taniml1 sifirdan farkl
tirev, C, S halkasimin merkezi, D*=0 ve A, S halkasinin A"—C olan bir alt kiimesi

olsun.
(a) Eger A, S nin sag ideali ise bu durumda S"cC veya A'A=0 dur.
(b) Eger A, S nin ideali ise bu durumda S"<C dir.

Lemma 3.3.63 : S bir asal halka, D: R—»>R, x—x' tanimh sifirdan farkl: tiirev, C, S

halkasinin merkezi olsun.

(a) Eger 1"S's"=0, VT, seS ise bu durumda u"+#0 olacak bi¢imde hi¢ bir ueS elemam
yoktur.

(b)A, S nin sifirdan farkh bir ideali, charS#2 ve D*=<0 olsun. Eger en az bir beS i¢in
A"b=0 ise bu durumda u"#0 olacak bigimde hig bir ueS eleman yoktur veya b=0 dur.

Lemma 3.3.64 : S bir halka, D: R—>R, x—x' tamimh sifirdan farkli tiirev, C, S

halkasinin merkezi, D*=0 , be S ve ceC olsun. Eger

[[s', b], b']+c[s, b']=0, VseS

esitligi saglanirsa bu durumda

(a) 2[s", b']*=0, VseS dir.

(b) Eger S" komiitatif ise ve [r", [s", t']]=0, V7, s, teS esitligi saglamrsa bu durumda
' [r", [r", b]]b"=0, VreS olur. Eger b" sifir bélen degil ve S halkasi yanasal halka

ise bu durumda 2S"C dir.

Lemma 3.3.65 : Eger R, charR+2 bir halka ve UgZ ise bu durumda
(a) U" ve Z sifirdan farklidar.
(b) [U, U] 6,1, U' ve R", Z tarafindan kapsanilmaz.
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(c) R halkasinin [R, M] ;.cU, fakat [R, M] ¢,:@Z,,: olacak bi¢imde sifirdan farkl: bir
ideali vardur.

(d) aeR eleman i¢in eger [U, a]=0 ise bu durumda aeZ dir.

Lemma 3.3.66 : charR=3 ve UzZ olsun.
(a) Eger U"=0 ise bu durumda d*=0 dur.
(b) Eger d°=0 ise bu durumda Z'=0 dur.

Lemma 3.3.67 : charR=3, d*=0 ve UzZ olsun. Bu durumda
(@) o(c)=t(c), VceZ dir ve boylece [R, Z] =0 olur.
(®) [Z, M"] 5,c=0 dur.

Lemma 3.3.68 : charR=3, d°=0 ve UzZ olsun. Bu durumda
@ [r, 8" o=[r, 0(s")], Vr, seR dir.

(b) o(r"y= 1(r"), VreR dir.

Lemma 3.3 69 : charR=3, d*°=0 ve UzZ olsun. Bu durumda
(a) R" komiitatiftir.

(b) 3 upeU ve I rpeR igin [ry", ug"] 60 dur.

Lemma 3.3.70 : charR=3 ve d°=0 olsun. Bu durumda UcZ dir.
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3.4. L. N. Herstein’m Tahmini Uzerine

Herstein, I. N., 1975

Bu makale boyunca R bir halka, J(R )=J, R halkasinin Jacabson radikali, Z(R )=Z
halkanin merkezi, T(R ) halkanin hypercenter 1 olarak alinacaktir.

Lemma 3.4.1 : Eger D bir bsliim halkasi ise bu durumda T(D)=Z(D) dir.
Lemma 3.4.2 : Eger R yarnbasit bir halka ise bu durumda T(R )=Z(R ) dir.

Lemma 3.4.3 : R herhangi bir halka olsun. Eger acT(R ) elemamn: nilpotent ise bu
durumda aR, R halkasimn sag nil idealidir. Béylece aR, J de kapsanilir.

Teorem 3.4.4 : R sifirdan farkli nil idealleri olmayan bir asal halka olsun. Bu
durumda T(R ) nin nilpotent elemanlan yoktur.

Lemma 3.4.5 : R sifirdan farkh nil idealleri olmayan bir asal halka olsun. Bu
durumda T(R ) komiitatiftir ve T(R ) nin sifirdan farkli elemam R halkasinda sifir
bolen degildir.

Teorem 3.4.6 : R sifirdan farkli nil idealleri olmayan bir asal halka olsun. Bu
durumda T(R )=Z(R ) dir.

Teorem 3.4.7 : R bir halka, T(R ) onun hypercenter: olsun. acT(R ) ve xeR olmak
lizere ax-xa elemanlarn R halkasinda bir nil ideal(iki yanli) tiretir. Ozel olarak, her

xeR elemam i¢in ax-xa elemam nilpotenttir.

-
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Felzenswalb, B., 1976

R bir halka ve A onun bir alt halkasi olsun. Eger her reR elemam igin 1"® €A olacak
bi¢imde n=n(r )=1 say1s1 var ise bu durumda R halkasina A-radikal halka denir.

Lemma 3.4.8 : R sifirdan farkli nil sag idealleri olmayan bir halka ve aeR elemam

i¢in ax"™a=0, n(x)>1, VxR ise bu durumda a=0 dur.

Teorem 3.4.9 : R sifirdan farkl nil sag idealleri olmayan bir asal halka, a, beR

olsun. Eger ax"™®b=0, n(x)>1, VxR ise bu durumda a=0 veya b=0 dur.

Uyar1 3.4.10 : R asikar olmayan merkeze sahip bir asal halka, a, beR i¢in ax"®p=0,
n(x)=1, VxeR olsun. Eger char R=0 veya VxeR i¢gin p | n(x) olmak {lizere
charR=p(#0) ise bu durumda a=0 veya b=0 dur.

Teorem 3.4.11 : R sifirdan farkli nil sag idealleri olmayan ve A-radikal olan bir
halka ise bu durumda A, sifirdan farkh nil sag idealleri olmayan bir halkadur.

Teorem 3.4.12 : R sifirdan farkli nil sag idealleri olmayan ve A-radikal olan bir
halka ise bu durumda A, sifirdan farkl: nil sag idealleri olmayan asal halkadir.

Giambruno, A., 1977

Lemma 3.4.13 : aeG(R ) eleman R halkasinda regiiler bir eleman olsun. Eger xeR
elemam regiiler bir eleman ise bu durumda a'x’=x"a', olacak bi¢imde r=r(a, x)=1 ve

s=s(a, x)21 tamsayilan vardir.
Lemma 3.4.14 : aeG(R ) ve xeR elemanlar1 R halkasinda regiiler elemanlar ve
ax"=x"a, n,m>1 ve n#m olsun. Bu durumda Cr(a)"Cr(x) kiimesindeki tiim y

elemanlan periyodtktir. (Yani, y=y, 3r>1)

Lemma 3.4.15 : Eger R yaribasit halka ise bu durumda G(R )=Z(R ) dir.
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Lemma 3.4.16 : G(R ) nin nilpotent elemanlar1 yoktur.
Lemma 3.4.17 : G(R ) de sifir bélen elemanlar yoktur.
Lemma 3.4.18 : G(R )<T(R) dir.

Teorem 3.4.19 : R sifirdan farkli nil idealleri olmayan bir halka ise bu durumda
G(R )=Z(R ) dir.

Sonug¢ 3.4.20 : R sifirdan farkl: nil idealleri olmayan bir halka ve I, R nin bir ideali
olsun. Eger Gr()={a€R | ax"=x"a, n=n(x, a)21 ve m=m(x, a)>1, Vxel}olarak

tanimlanirsa bu durumda Gr(I)=Cg(I) dur.

Lemma 3.4.21 : R sifirdan farkh nil idealleri olmayan bir halka, J(R )#(0) olsun.
gc.(R )={aeR|(ax)"=(xa)", n=n(x, a)2] ve m=m(x, a)>1, VxeR}kiimesine R
halkasmnin genellestirilmis merkezi denir. aeg.c.(R ) elemam olmak iizere au=0, ueR
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ua=0 olmasidir.

Teorem 3.4.22 : R sifirdan farkl: nil idealleri olmayan bir halka olsun. Bu durumda
g.c.(R)=Z(R ) dir.

Sonug 3.4.23 : Sifirdan farkli nil idealleri olmayan bir R halkasi igin g.c.(R )=Z(R )

tha51 durumu Koethe conjecture’ina denktir.

Herstein, L.N., 1977

Teorem 3.4.24 : R sifirdan farkli bir nil sag ideale sahip asal halka, M, R halkasinin
tiim sag nil ideallerinin birlesim kiimesi olsun. Eger A, R halkasinin VxeM igin
(1+x)A(1+x)'<A, olan bir alt halkas: ise bu durumda AcZ dir veya A, R halkasiun
sifirdan farkl: bir idealini kapsar.
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Herstein, I.N., 1979

Teorem 3.4.25 : R bir asal halka, Z, R halkasinin merkezi, acR ve agZ olsun. Eger
her xeR eleman ve sabit bir n>0 tamsayisi igin (ax-xa)"eZ oluyorsa bu durumda R

halkas1 4-boyutlu basit bir cebirde order olur.

Teorem 3.4.26 : R bir asal halka, J, R halkasinin sifirdan farkli Jacabson radikali ve
A, R halkasmin (1+x)A(1+x)'cA , VxeJ olan bir alt halkas1 olsun. A nin sifirdan
farkli bir elemam R halkasinda sifir bélen olsun. Eger A, R nin sifirdan farkh bir

idealini kapsamiyorsa bu durumda J nin tiim nilpotent elemanlan tarafindan iiretilen
N alt halkasi, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsamaz.

Conjecture 3.4.27 : R sifir bdlensiz olmayan bir asal halka, J, R halkasinin sifirdan
farkli Jacabson radikali olsun. Eger A, R halkasinin Vxel igin (1+x)A(1+x)"'cA ,
saglayan bir alt halkasi ise bu durumda AcZ dir veya A, R halkasimn sifirdan farkli

bir idealini kapsar.

Conjecture 3.4.28 : R sifir bélensiz bir halka, J, R halkasinin sifirdan farkli Jacabson
radikali olsun. Eger A, R halkasmn Vxe]J igin (14x)A(1+x) cA , saglayan bir alt
halkas1 ‘ise bu durumda AcZ dir veya A, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini

kapsar.

ngstein, L.N., 1979

Bu ¢alisma boyunca R, Z merkezli ve 0,1ze€R idempotent elemanina sahip bir asal
halka, J, R nin Jacabson radikali, C, R halkasinin genisletilmis merkezi(extended
centroid), A, R halkasmin VxeJ igin (1+x)A(1+x)’cA , saglayan bir alt halkasi
olarak alinmigtir. ~
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Teorem 3.4.29 : Eger R halkast mod 2 ye gore denk olan tamsayilar halkas1 (yani
GF(2)) tizerinde 2x2 tipindeki matrisler halkas1 diginda bir halka ise bu durumda
AcZ veya A, R halkasimnn sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Lemma 3.4.30 :

(a) ueR elemamn t*=0 olan tiim teR elemanlariyla degigmeli ise bu durumda

ueZ dir.

(c) ueR eleman tiim idempotentler ile degismeli ise bu durumda ueZ dir.
Lemma 3.4.31 : A yanasal halkadir.

Lemma 3.4.32 : Eger A komiitatif ve AZZ ise bu durumda R halkas1 GF(2) {izerinde
2x2 tipindeki matrisler halkasidir.

Lemma 3.4.33 : B, R halkasimin sifirdan farkli ve *=0 olan her teR eleman icin
(1+t)B(1+t)'cB, olan bir alt kiimesi olsun. Eger xB=0 ise bu durumda x=0 dur.

Lemma 3.4.34 : A¢Z ve x, yeRC elemam igin xAy=0 ise bu durumda x=0 veya
y=0 dur.

Lemma 3.4.35 : 0,1#feRC idempotent bir eleman, 0=W, R halkasinin 0#WfcR ve
0=fWcR saglayan bir ideali olsun. Eger fWnA#0 ve WfnA=0 ise bu durumda A, R
halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Lemma 3.4.36 : Eger fWNA=0 ise bu durumda fRC, RC nin minimal sag idealidir.
Benzer sekilde eger WINA=0 ise bu durumda fRC, RC nin minimal sag idealidir.
Ustelik charR=2 ve M=fRC ise bu durumda Homgc(M, M)=C olur.
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Kaya, K., 1983

Bu ¢alisma boyunca, R sifir bélensiz olmayan bir asal halka, J, R halkasinin sifirdan
farkli Jacabson radikali, A, R halkasinin (1+x)A(l+x)'lgA , Vxel olan bir alt halkas:
olarak alinacaktir.

Lemma 3.4.37 : Eger ANJ degismeli ise bu durumda ANJ nin bir elemam1 R
halkasinda sol sifir bélen degildir.

Teorem 3.4.38 : R bir asal halka, J, R halkasinin sifirdan farkli Jacabson radikali
olsun. Eger A, R halkasmin VxeJ igin (1+x)A(1+x)'cA , saglayan bir alt halkasi ve
ANJ degismeli ise bu durumda AcZ dir veya A, R halkasmn sifirdan farkli bir

idealini kapsar.

Uyan 3.4.39 : A, R halkasinin tek yanli ideali ise bu durumda A, R nin sifirdan
farkl1 bir idealini kapsar.

Uyan 3.4.40: [ANJ], R]JcAN] ise o zaman AcZ dir veya A, R nin sifirdan farkli

idealini kapsar.
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BOLUM 4
4. ASAL HALKALARDA BAZI SONUCLAR

d, R asal halkasinin sifirdan farkl bir tiirevi ve aeR i¢in ad(R)=(0) iken a=0 oldugu
E. Posner tarafindan 1957 yilinda gosterilmigtir. Daha sonra R karakteristigi 2 den
farkly asal halka olmak iizere J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr tarafindan
yukaridaki teorem, R halkas1 yerine R halkasinin merkezi tarafindan kapsanilmayan
bir Lie ideali alinarak genellegtirilmistir. Lie ideal i¢in ispatlanan bu teorem 1995
yilinda (o,7)-Lie ideal i¢in N. Aydin ve M. Soytiirk tarafindan ispatlanmistir. Bu
boliinde ise R halkasi yerine onun sifirdan farklt sol ideali alinarak
genellestirilecektir. Ikinci olarak; I. N. Herstein tarafindan 1979 yilinda ispatlanan
“d, karakteristigi 2 den farkl1 R asal halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak iizere
[a, dR)]=(0) kosulunu saglayan a elemam halkanin merkezindedir.” teoremi ele
alinacaktir. Herstein’ 1n bu teoremi [a, d(R)]JcZ kosulu altinda P. H. Lee ve T. K. Lee
tarafindan, U, R halkasinin merkezi tarafindan kapsamilmayan bir Lie ideali olmak
tizere [a, d(U)]= 0 kosulu altinda ise J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr
tarafindan genellestirilmigtir. Daha sonra P.H. Lee ve arkadagi [a,d(U)]cZ iken aeZ
oldugunu kanitlayarak Bergen ve arkadaglarinin yukaridaki teoremini
genellestirmiglerdir. Bu béliimde ise R halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali ve
Jordan ¢arpimu i¢in (a, d(M))=0 kosulu seklinde aragtirilacaktir. Ayrica bu teorem
[d(R),a]s,:=0 hipoteziyle genellestirilecek ve ek olarak Jordan garpim ile ilgili baza
Ozdeglikler ispatlanacaktir.

Bu béliimde R bir halka, o ve t R halkasinin iki otomorfizmasi, M, R
halkasimin sifirdan farkli sol ideali, U, (o,1)-sol Lie ideali, d: R—>R sifirdan farkl: bir
tiirevi olarak alinacaktir.

Lemma 4.1 : M, R halkasimn sifirdan farkli sol ideali ve aeR olsun. M, halka olarak
sifirdan farkli nilpotent sag ideal kapsamiyorsa ve d(M)a=0 ise bu durumda a=0 dir.

Ispat: a#0 oldugunu kabul edelim. reR ve meM elemam igin hipotezden



0=d(rm)a=d(r)ma+rd(m)a=d(r)ma

Yani, d(R)Ma=0

bulunur. Burada Lemma 3.1.2 kulfamlarak Ma=(0) elde edilir. Simdi
L={xeR | Mx=0}

kiimesini tammlayalim. OacL oldugundan, L kiimesi R halkasmnmn sifirdan farkli bir -
sag idealidir ve ML=(0) dir, Ustelik

(MNL)MAL)ML=(0)

oldugundan (ML) 2=(0) olur.

MnL#(0) ise, MNL, M halkasinin bir sag ideali ve (MNL)*=(0) oldugundan Onerme
2.19 dan M nin sifirdan farkli bir nilpotent ideali vardir. Bu ise hipotezle gelisir. O
halde MNL=(0) dir. Bu durumda

LMcMNL=(0)

olmasindan LM=(0) bulunur. Asal halkada bir sag idealin sag sifirlayami sifir
oldugundan M=(0) elde edilir. Bu ise bir geligkidir. O halde a=0 olmalidur.

Lemma 4.2 : a€eR i¢in eger (d(R), 2)=0 ise bu durumda d(a)=0 dur.

Ispat: Eger a=0 ise d(a)=0 dir. O halde a#0 oldugunu kabul edelim. xeR elemam
i¢in hipotezden

0=(d(xa), a)=(d(x)a+xd(a), a)=d(x)[a, a]+(d(x), a)a+x(d(a), a)-[x, a]d(a)

ve dolayisiyla

[x,ald(a)=0 VvV xeR 4.1
bulunur. (4.1) de x yerine xy, yeR yazarsak ve (4.1) esitligini kullanirsak;

0=[xy, ald(2)=x, a]yd(a)+x[y, a]d(a)=[x, a]yd(a)

olur. Yani,

[R,-aJRd(a)=0

elde ederiz. Bu ise R asal halka oldugu i¢in

aeZ veya d(a)=0

oldugunu verir. Eger acZ ise bu durumcia

0=d(a)at+ad(a)=2d(a)a ve charR#2 oldugundan d(a)a=0 olur. acZ, d(a)a=0 ve R asal
halka oldugu i¢in buradan d(a)=0 veya a=0 olur. B&ylece her iki durumda da d(a)=0
elde edilir.
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Lemma 4.3 : M, R halkasinin sifirdan farkl sol ideali olsun. M halka olarak sifirdan
farkli sag nilpotent ideal kapsamiyorsa ve (d(M), a)=0 ise d(a)=0 dur.

Ispat: k,m eM elemanlar igin hibotezden

0=(d(km), a)=~(d(k)m+kd(m), a)=d(k)[m, a]+(d(k), a)m+k(d(m), a)-[k, a]d(m)

olur. Bu ifadede hipotezi kullanirsak;

0=d(k)[m, a]-[k, a]d(m) Vk, meM 4.2)
bulunur. Simdi f(x)=[x, a] i¢ tiirevini tanimlayalim. Bu durumda (4.2) esitliginden

d(k)f(m)=f(k)d(m) vk, meM (4.3)
elde edilir. (4.3) de k yerine ak, keM yazalim. Bu durumda f(a)=0 oldugunu ve (4.3)
esitligini kullanarak
d(ak)f(m)=f(ak)d(m)

(d(@)k-+ad(k))fm)=af(k)d(m)
d(a)kf(m)-+ad(k)f(m)=af(k)d(m)

d(a)kf(m)=0 vk, meM 4.4
elde edilir. Bu durumda d(a)Mf(m)=0 olur. Burada Mf(m), R halkasinin sol ideali ve
R asal halka oldugundan;

d(a)=0 veya Mf(m)=0, V meM

bulunur. §imdi Mf(m)=0, V meM olsun. Bu durumda her meM igin f(m)=0
oldugunu gosterelim. Eger ImeM elemani igin f(mg)#0 olursa bu durumda

L={teR | Mt=0}

kiimesini tanimlayalim. L kiimesi R halkasinin sifirdan farkh sag idealidir. Ustelik
(MNL)(MNL) cML=(0)

oldugundan (MNL)*=(0) olur. MAL, M nin sag ideali oldugu i¢in hipotezden
MAL=(0) elde edilir. Ote yandan

LMcMNL=(0)

oldugundan LM=(9) bulunur. R asal halka, M, R halkasinin sifirdan farkli sol ideali
oldugu igin L=(0) ve dolayisiyla f(mg)=0 ¢eliskisi elde edilir. O halde her meM igin
f(m)=0 olur. m yerine xm, xeR yazarsak;

O0=f(xm)=f(x)m+xf(m)=f(x)m



olur ki R halkasi asal halka oldugundan buradan f=0 yani aeZ elde edilir.
Dolayisiyla d(a)eZ bulunur.

Not : Simdi ([R,a], a)=0 iken a€Z olamayacagna dair bir 6rnek verelim.

Ornek : R={ (; i ) Ix, y, z€l} halkasim ve A=((l) _tJ matrisini alalim. Bu

halkann merkezi Z={ [; :) |xel} seklindedir. Ustelik A2 =((1) ‘I’] eZ dir.

Dolayisiyla ([R, A], A)=0 saglamr. Ancak A¢Z oldugu agiktir.

0 —-2y+(x-zx

N . X y)_
Ote yandan d: R—>R, d(o ZJ (0 0

].A matrisi ile belirlenen i¢ tiirev

tammlarsak (d(R), A)=0 dir. Ancak A¢Z ve ayrica d(A)=0 olur.

Teorem 4.4 : (d(R ), a)=0 ve d(Z)=0 ise bu durumda aeZ dir.

Ispat: d(Z) 20 oldugu igin 0=d(a)ed(Z) olacak bigimde bir a.eZ vardir.

Bu durumda hipotezden ve aeZ oldugundan;

0=(d(xx), a)= (d(c)x+ ad(x), a)= d(a)[x, a]+( d(ev), a)x+ a(d(x), a)-[ c, a]d(x)

0=d(a)[x, a] VxeR
bulunur. 0=d(ct)eZ oldugundan bu son ifadeden aeZ sonucu elde edilir.

Not : Yﬁkanda verilen 6rnek aym zamanda d(Z)=0 iken Teorem 4.4 iin sonucunun

aeZ olamayacagina dair Srnektir.

Teorem 4.5 : (d(R ), a)cZ ve d(Z)+0 ise bu durumda acZ dir.

Ispat: d(Z)#0 oldugu igin Ozd(x)ed(Z) olacak bigimde bir aeZ vardir. Yine
hipotezden dolay:

Z>(d(ax), ay=(d(a)x+ad(x), a)=d(er)[x, a]+( d(a0), a)x+a(d(x), a)-[ o, ald(x)

bulunur. Z alt halkg, oldugundan bu son ifadeden

d(o)[x, a]+( d(ar), a)xeZ VxeR 4.5)
bulunur. (4.5) ifadesini agarsak;
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Z> d(a)xa- d(o)ax+ d(a)ax+ d(a)xa= d(a)xa+ d(a)ax= d(a)(x, a)

d(a)(x, a) €Z, Vxek 4.6)
olur. 0#d(a)eZ oldugundan (4.6) dan

(x,2) €Z, VxeR 4.7
elde edilir. (4.7) de x yerine xa yazarsak;

7> (xa, a)=x[a, a]+(x, a)a=(x, a)a

Bulunur. Ote yandan (x, a) €Z oldugu igin bu son ifadeden

(x, a)=0 veya aeZ

elde edilir. Eger (x, a)=0, VxR ise bu durumda x yerine xy, yeR yazarsak;

0=(xy, a)=x[y, a]+(x, a)y=x[y, a]

elde edilir. R halkas: asal halka oldugu i¢in bu son esitlikten de acZ bulunur.

Ornek : (dR ), a)cZ ve d(Z)=0 iken acZ veya d(a)=0 sonuglarinmin olamayacagina
dair bir 6rnek verelim. R={ C };J lx, y, Z, tel} halkasimi ve A= C _2J matrisini

0
z

alalm. d: R>R, d(: ); J=[ _oy ) tiirevi ve R halkastnin merkezi Z={ (z 0) |xel}
X

dir. A¢Z ve d(A)= G _02);*0 oldugu agikur. Ustelik (d(R), A)= (220— " yJ <z
.

dir. Ancak A2 =[(3) ‘3’] 7 dir.

Lemma 4.6 : acR olsun. Eger [d(R), a]s.: =0 ise o(a)+t(a)eZ olur.

isﬁat: Eger aeZ ise ispat agiktir. O halde a¢Z oldugunu kabul edelim. Hipotezden
0=[d(xc(a)), a]s,: =[d(x)c(a)+xd(c(a)), a]s,:

=d(x)[o(a), o(a)1H{d(x), a]s.: o(a)+x[d(c(a)), alssHx, T(a)]d(c(2))

[x, 1(a)]d(c(a))=0 ~ VxeR 4.8)
elde edilir. (4.8) de x yerine Xy, yeR yazarsak
0=[xy, ©(a)ld(c(a))= [x, ©(a)lyd(c(a))*+x[y, ®(a)ld(c(2))= [x, t(a)lyd(c(a))
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ve dolayisiyla R halkasi asal halka ve a¢Z oldugu igin

d(c(a))=0 | 4.9
bulunur. Simdi D(x)=[x, o(a)] ve H(x)=[x, a]s,; donislimlerini tamimlayalim. D, R
halkasimin bir tiirevidir ve iistelik Vx, yeR i¢in

H(xy)=[xy, aJo,: =x[y, o(a)H{X, a]o;: ¥

=H(x)y+xD(y) (4.10)
ve
H(xy)=[xy, alo,: =X[y, alor TIX, t(a)ly

=[x, t(a)]y+xH(y) (4.11)

dir. Ote yandan hipotezden dolayr

Hd(x)=0, VxeR (4.12)
olur. Keyfi bir reR elemam i¢in hipotezden
0=[d(r), a]s . =d(r)c(a)-t(a)d(r) ve bdylece
0=d(0)=d(d@)o(a)-t(@)d(r ))=d’(r )o(@)+d(r Jd(o(@))-d(x(@))d(r )-u(@)d’(r )

[’ ), alos-d(e(@)d(r)
bulunur. Bu ise hipotezden dolay:r d(t(a))d(r )=0, VreR demektir. d, R asal
halkasimin sifirdan farkh tiirevi oldugu i¢in Lemma 3.1.2 kullamlarak d(t(a))=0
sonucu elde edilir. Ote yandan
dH(x)=d([x, a]o,: )=d(xo(a)-t(a)x)=d(x)o(a)+xd(c(a))-d(t(a))x-1(a)d(x)

=[d(x), a.:=0

oldugu i¢in

dH(R =0 (4.13)
olur. $imdi herhangi x,yeR elemanlari i¢in
0=Hd(xH(y)))=H(d(x)H(y)+xdH(y))=H(d(x)H(y))=Hd(x) H(y)+d(x)DH(y)
=d(x)DH(y)

bulunur. Buise ~

d(R )DH(R )=0

ve yine d, sifirdan farkl tiirev oldugundan Lemma 3.1.2 den dolay1 DH(R )=0 elde

edilir. Yani
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[[%, ao,: > 5(2)]=0, VxeR 4.14)
bulunur. (4.14) de x yerine t(a)x, ).ceR yazarsak bu durumda
0=[[*(a)x, ala,: , o(@)]=[(a)[X, a]s- +[7(a), T(a)]x, o(@)]=[1(d)[X, als,:, o(a)]

=1@)[[x, ao,, o(@)}H(a), o()][x, 8o«

ve bdylece

[2(2), o(a)][x, aJs,: =0, VxeR 4.15)
elde edilir. (4.15) esitliginde x yerine xy yazarsak bu durumda
0=[%(a), o(a)][xy, alo: =[(a), 5()][X, alo,: y+[t(a), o(a)]x[y, ()]
=[1(a), o(a)Ix[y, o(a)]
bulunur. R halkas: asal halka oldugu i¢in bu son ifadeden

aeZ veya [t(a), o(a)]=0
elde edilir. agZ kabul ettigimiz i¢in [t(a), o(a)]=0 olur. Ote yandan (4.14)
esitliginden HD(x)=0, VxeR demektir. Béylece

DH(R =HD(R )=0 (4.16)
elde edilir. Bu durumda
0=HD(xy)=H(D(x)y+xD(y))=HD(x)y+D(x)D(y)*+xHD(y)Hx, ©(a)]D(y)
=D(x)D(y)+{x, ®@IDy)=([x, s@]+{x, ©(a))D(y)
=[x, o(a)*+1(2)]D(y)
bulunur. Bu son ifadeden D, R asal halkasinda bir tiirev oldugu igin Lemma 3.1.2
kullanmlarak
D=0 veya o(a)tt(a)eZ
a¢Z kabul ettigimiz i¢in D+#0 ve dolayisiyla o(a)+t(a)eZ dir.

Sonug 4.7 : Eger [d(R), Ul,,: =0 ise o(u)+t(u)eZ, YueU olur.
Ispat: Lemma 4.6-uygulanarak YueU igin o(u)+t(u)eZ bulunur.

Teorem 4.8 : Eger d([R, a]s:) =0 ise o(a)+t(a)eZ dir.
ispat: 0= d([*(a)r, als,x )=d(t(a)[r, als: )= d(x(@))[r, als,: + T(a)d([r, a]s,: )
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0=d(z(a))[r, als,x VreR 4.17)
olur. (4.17) de r yerine rs, r, seR yazalim ve yine (4.17) esitligini kullanalim
0=d(t(a))[rs, a]o,. =d(t(a))r[s, o(a)]+ d(x(2))Ir, s« s

d(z(a))R[s, o(a)]=0 VseM
elde edilir. R halkasi asal halka oldugu i¢in buradan

d(t(a))=0 veya aeZ (4.18)
bulunur. Eger acZ ise o(a)+t(a)eZ olur ve ispat tamamlanir. O halde agZ oldugunu
kabul edelim. Bu durumda hipotezden
0=d([ro(a), a]s,: J=d([r, a]o,: 5(@))=d([r, ale,c Jo(a))*r, als.d(c(a))=[r, as,.d(c(a))
olur. Bu son ifadede r yerine rs, r, s€eR elemam yazarsak ve yine bu ifadeyi
kullamirsak;
0=[rs, a]o,d(c(a))=r[s, als.d(c(a))Hr, 1(a)]sd(c(a))=[r, (a)]sd(c(a))
bulunur. R halkas: asal halka oldugundan ve agZ kabul ettigimiz i¢in d(c(a))=0 elde
edilir. Ote yandan hipotezde d(c(a))=0 ve d(t(a))=0 oldugu kullamlarak
0=d([r, a]o,- )J=d(ro(a)-t(a)r)=d(r)o(a)+rd(c(a))-d(t(a))r-w(a)d(r)=[d(r), a]e,:
bulunur. Yani,

0=[d(R), alo,:
olur. Bu ise Lemma 4.6 dan o(a)+t(a)eZ dir.

Sonug 4.9 : d([R, U], ) =0 ise o(u)+t(u)eZ, VueU dur.
Ispat: VueU icin d([R, uls. )=0 ise Teorem 4.8 uygulanarak VueU icin
o(u)+r(u) e Z bulunur.

Onerme 4.10 : M, R halkasinmn sifirdan farkli bir sol ideali ve ([R, M]s.¢, a)q =0 ise
bu durumda aeZ dir.

Ispat: meM elemamt igin di(r)=[r, m]s; ve da()=(r, a)s: dOniistimlerini
tanimlayalim. Bu durumda

dadi(r )= do([r, m]o )=([ 1, M]os , 2) oc =0 oldugundan d,d;(R )=0 olur. Ote yandan

di(ro(m))=[ro(m), m]e,. =r{c(m), o(m)]+{r, m]s, - o(m)=d;(r)c(m)
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elde edilir. Eger d(a)=0 ise bu durumda

0=d((r, a))=~(d(1), a)H(r, d(a))=(d(x), 2)

olur ve bdylece (d(R), a)=0 bulunarak istenen elde edilmis olur.

Eger aeZ ise bu durumda 0=d((a, a))=2d(a)a+2ad(a)=4d(a)a

ve charR#2 oldugu i¢in d(a)a=0 olur. aeZ oldugundan buradan d(a)Ra=0
diigtiniilerek d(a)=0 veya a=0 elde edilir. Her iki durumda da (d(R ), a)=0 oldugu
aciktir.

Onerme 4.12 : [d(R), a]=0 < d([R, a])=0

Ispat: =: [d(R), a]=0 olsun. Bu durumda Teorem 3.1.10 (i) den aeZ olacag igin
[R, a]=0 ve dolayisiyla da d([R, a])=0 dur.

<: d([r, a])=0 olsun. r yerine ar, reR yazalim. Bu durumda

0=d([ar,a])]=d([a[r, a])=d(a)[r, a]+ad([r, a])

hipotezden

0=d(a)[r, a] VreR (4.21)
olur. (4.21) de r yerine 1s, 1, seR yazalim ve (4.21) esitligini yeniden kullanalim.
0=d(a)[rs, a]=d(a)r[s, a]+d(a)[r, a]s=d(a)r[s, a]

Yani

0=d(a)R]s, a] VseR

olur. R halkasi asal halka oldugu i¢in

d(a)=0 veya aeZ (4.22)
bulunur. Eger d(a)=0 ise bu durumda

0=d([r, a])=[d(x), a]+]r, d(a)]=[d(r), a]

bulunarak ispat tamamlanir. Eger acZ ise zaten[d(R ), a]J=0 dur.

Sonug 4.13 : d([R, a])=0 ise aeZ dir.
Ispat: Onerme 4.12 den [d(R), a]=0 ve dolayisiyla aeZ olur.

Sonug 4.14 : d([R, R])=0 ise R halkas1 komiitatiftir.
Ispat: Sonug 4.13 ten ReZ ve dolayisiyla R komiitatif olur.
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Lemma 4.15 : (R, a),,:=0 ise aeZ dir.
Ispat: Hipotezden (, a)s:=0, V xeR dir. Burada x yerine xy, yeR yazalim.

=(xy, a)o,: X[y, 0(a)}* (X, 8)o,: Y=X[y, o(a)]
0=R[R, o(a)]
bulunur. R halkas: asal halka oldugundan aeZ sonucuna ulagilir.

Sonug 4.16 : i) (R, R);=0ise R halkas1 komiitatiftir.

i) (R, R)=0 ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat: (i) Lemma 4.15 den RcZ, yani R halkasi komiitatif olur.

(ii) Lemma 4.15 de o=t, birim doniisiim olarak alimirsa RcZ, yani R halkasi

komiitatif olur.

Teorem 4.17 : (R, a)5; =Cs,; ise bu durumda aeZ dir.

Ispat: Hipotezden (x, a)s: —Cq,:, V xR dir. Burada x yerine xo(a), xeR yazarsak
Co,: 3(x0(a), a)s,c =x[0(a), 6(a)[H(X, 2)s:0(2)=(X, 2)s.:0(a)

olur. Bu ifadedeki (X, a)q,; € Co: 0ldugu i¢in Sonug 3.3.29 dan

R, a)g,: =0 veya aeZ

bulunur. Eger (R, @) =0 ise bu durumda L.emma 4.15 den aeZ olur.

Sonug 4.18 : Eger (R, a)cZ ise bu durumda aeZ dir.
Ispat: Teorem 4.17 de o=r, birim do6niisiim alinarak istenen elde edilir.

_Sohug: 4.19 : Eger (R, R)cZ ise bu durumda R halkas1 komiitatiftir.
Ispat: VreR elemam igin hipotezden (R, r)cZ olur. Sonug 4.18 den VreR igin reZ
ve dolayisiyla R halkas1 komiitatif olur..

Sonug 4.20 : (R, U)s,; =Cs; ise bu durumda UcZ dir.
Ispat: Teorem 4.17 den UcZ oldugu agiktir.

Teorem 4.21 : Eger (U, a)cZ ise bu durumda a® €Z veya o(u)+t(u)eZ, VueU dur.
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Ispat: Hipotezden (u, a)=ua+aueZ, VueU dur. Buna gére VxeR ve VueU igin
[x, uls: €U oldugundan a[x, uls: +[X, uls: ae€Z olur. Bu elemam a ile komute
edersek;

0=[a[x, uls HX, uls, al=a[[x, uls:, 2] +[[X, uls:, a]a

olur ki bu

(I[x, uls,:» 2], @)=0, VxeR, VueU (4.23)
demektir. Simdi
([[x, uloys» al, )=[[x, ulo,, (a, )]- ([, ulo,, al, @)
bagintisim kullanarak
0=[[X, uls.c (2 B)]=[[X, ulo,s 28°]=2[[X, ulo,s, a°]
charR#2 oldugundan
[[X, ulo.: , a%1=0, VvxeR (4.24)
elde edilir. (4.24) esitliginde x yerine xo(u) yazarsak
0=[[ xo(v), ulo,s , & J-x[c(w), SW]+ [, uls< o(w), a°]
=[[x, ulo;:0(w), a* =[x, ulo;: [o(w), 8 I+ [[x, uloc, a°] o(u)

ve dolayisiyla

[x, uls.[o(), a’ =0, VxeR (4.25)
bulunur. (4.25) esitliginde x yprine Xy yazarsak ve yine (4.25) esitligini kullanirsak
0=[xy, ulo [o(w), 2" I=x[y, ulo: [o(w), a* 1+[x, 7(w)]ylo(w), 2 =[x, ©(w)]y[o(v), °]
olur. Yani

[R, ®(w)]R[o(u), a*}=0

demektir. Buradan ise R halkas asal halka oldugu i¢in

ueZ veya [o(u), 2’ 1=0

bulunur. ueZ ise [o(u), a®> =0 oldugundan Sonug olarak [o(u), a® ]=0, VueU yani;
[U, o”'(a® )]=0 elde edilir. Bu durumda Lemma 3.2.50 kullamlarak a®cZ veya
o(u)+t(u)eZ, Vu€eU elde edilerek ispat tamamlamr.

Teorem 4.22 : Eger (U, R)q,: =C, ; ise bu durumda UcZ dir.

Ispat: Hipotezden her ueU ve her reR elemanlar i¢in;
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0=[(u, D)o » 1] o,x =[uc(r J+2(r Ju, 1] o,=ulo(r ), SO+, 1] o, 5@ y+a(r Yu, 1] 6,0+

[t(r), ©(@)]u=[u, 1] 5.: o ) +2(r )W, ] 6

olur. Bu

([u,r] 615 1) 6:=0, VreR, YVueU (4.26)

demektir. Ote yandan (4.26) esitligini

0=([w, 1] 6,z » 1)s,e =(uc(r)-7( DU, 15 ~uc(r)o(r)-1( r)uc(r)+( r)uc(r)-t( r)t( r)u
=u0'(r2)-1:( rz)u=[u, ] -

Béylece

[, ] 6,:=0, VreR, YueU (4.27)
elde edilir. (4.27) ifadesinde r yerine r+s, r, seR alalim.
0=[u, ©*+ s> +rs+s1] 5,0 =[U, 1] 0, H[U, %] 0,0 H[U, 15] 0. +[W, ST] 2
=uc(r )o(s)-1(r )r(s)utuc(s )o(r)-1(s yr(r)u
=u(o(r ), o(s))-(©(r), A(sHu
elde edilir. Bu ifade ise

[y, (x, 8)] 6,: =0, Vr, seR, VueU (4.28)
demektir. $imdi (4.28) esitliginde r yerine rs, seR, yazalim ve yine (4.28) esitligini
kullanalim.
0=[u, (rs, 5)] 6,2 =[W, 1[5, S]H(r, 8)8] 0,2 =7((x, S)[W, 8] o,z H{u, (r, 8)] 5,2 5(5)
ve dolayisiyla
((r, 8))[u, 5] 6,:=0, Vr, seR, VueU (4.29)
bulunur. Bu esitlikte r yerine rt, r, teR yazalim.
0=1((xt, $))[u, 8] o, =(x )o((t, SNV, 8] o,: -3([1; S]) TO)[W, ] 6,0

=([r, s1) 7O, 5] o
olur. Bu ifade ise 7, R nin bir otomorfizmasi ve R halkas asal halka oldugundan

seZ veya [U, s]6:=0 (4.30)
demektir. -

Eger [U, s]5:=0 ve s¢Z ise bu durumda hipotezden (U,R);,:cCq,; 0ldugundan r, seR
elemanlan i¢in,

Co,z 3(u, 18) 5 ~uo(rs)+r(rs)u=uc(r)o(s)+(r )r(s)u
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olur. Ote yandan [u, s] 5:=0 oldugu igin;

Co,: 3 uo(r)o(s)+u(r )‘c(s)u=u0'(r)0'_(s)+1(r Juc(s)

=(uo(r)+r(r )u)o(s)=<(u, 1) 5,:0(s)

bulunur. (u, r) ¢.€Cs,; oldugundan Sonug 3.3.29 dan

U, r) o:=0 veya seZ bulunur.

s¢Z kabul etti§imiz igin (U, 1) =0, VreR olmalidir. Boylece seR elemamn igin
(U, 8)5,:=0 ve [U, s]s,+=0 oldugundan bu egitlikleri agilip taraf tarafa toplanirsa;
O=uc(s)+rt(s)u

O0=uo(s)-1(s)u

2uo(s)=0, VueU elde edilir. charR#2 oldugundan

Uo(s)=0

olur. Bu ise Lemma 3.2.30 (i) den s=0 veya UcZ oldugunu verir. s¢Z kabul
ettigimiz i¢in UcZ dir.

Onerme 4.23 : Eger (U, a) 5. =0 ise bu durumda a€Z veya o(u)+t(u)eZ, YueU dur.
Ispat: Herhangi bir reR ve ueU elemam igin [1(r )u, 1] 5. €U dur. Yani;

[t Ju, 1] o =t(r )[w, 1] 6.+ [T(r ), T )u=t(r )[u, 1] 5:€U olur. Bu durumda

hipotezden
0=(z(W)Ir, v] 5,2 » @) o =TW)([1, U] 5, B) 5,z -[T(W), T(@)][r, U] 6,2
=-[v(w), T(@)][r, u] oy,
ve dolayisiyla
[t(w), T(@)][r, u] 5,2, =0, YueU, VreR 4.31)

bulunur. (4.31) esitlifinde r yerine rs, r, seR yazalim ve (4.31) esitligini tekrar
kuilanahm.
0=[t(w), ©(@)][rs, u] o, =[v(w), W)]rls, c(W]+ [(w), H(@)][r, u] o 5
=[r(w), ©(@)]rfs, o(u)]
olur. R halkasin: asal halka oldugu kullanilarak bu son ifadeden
[u, a]=0 B veya ueZ
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elde edilir. Eger ueZ ise [u, a]=0 olacag i¢in Sonug olarak [U, a]=(0) bulunur. Bu
durumda Lemma 3.2.50 kullamlarak aeZ veya oc(u)+t(u)eZ, VueU elde edilir.
Béylece o(u)+t(u)eZ, VueU bulunur.

Onerme 4.24 : (a) Eger (R, U) 5 =0 ise bu durumda UcZ dir.
(b) Eger (R, U)=0 ise bu durumda UcZ dir.
Ispat: (a) Keyfi x, yeR ve ueU elemanlan i¢in hipotezden
0=(xy, 0) o,: X[y, S(W]HX, Wy

=x[y, o(w)]
olur. R halkasi asal halka oldugundan UcZ elde edilir.
(b) (a) da o=r, Birim d6niisiim alindifinda ispat agiktir.
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BOLUM 5
5. GENELLESTIRILMIS LIE iDEALLER UZERINE BAZI SONUCLAR

R, karakteristigi 2 den farkli asal halka ve d, R nin sifirdan farkli bir tiirevi olmak
iizere d*(R)cZ kosulu altinda R halkasimin komiitatif oldugu 1981 de P.H. Lee ve T.
K. Lee tarafindan gosterilmistir. J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr ise R halkasi
yerine onun bir U Lie ideali alinarak UcZ oldugu ispatlamiglardir. 1995 yilinda da
N. Aydin ve M. Soytiirk bu teoremi U yu R halkasinin bir (o,t)-Lie ideali alarak
genellestirmiglerdir. Bu boliimde ise U, R halkasinin (o,t)-sol Lie ideali alinarak
ispatlanacaktir. Ayrica 1970 yilinda I. N. Herstein tarafindan ispatlanan ve T yerine
U, (o,7)-sag Lie ideali alinarak 1992 yilinda K.Kaya tarafindan genellestirilen, “R
karakteristigi ikiden farkl1 asal halka, T onun bir Lie ideali olmak tizere [T, T]cZ
iken TcZ dir”. teoremi (o,t)-sol Lie ideal i¢in ispatlanacaktir. Ek olarak, (o,t)-Lie

idealler i¢in bazi1 sonuglar verilecektir.

Bu béliimde, R bir asal halka, U sifirdan farkli (o,7)-sol Lie ideali ve 0-#d: R—R,
od=do, dt=1d kosulunu saglayan bir tiirevi olarak alinacaktr.

Uyan 5.1: d(U)+U, R halkasinin bir (o,t)-sol Lie idealidir.
Ispat: Vu,veU ve VxeR igin

[x, d(a)yv]ox = %, dW)]ort [X, Vlos
=[x, d(u)]c,t"' [d(x), o, - [d(x), u]c,r"" [X, V]o,z
= d([X, W) - [A(X); Wz + [X, Vs € dU)+U

bulunur. Béylece d(U)+U R halkasinin bir (o,1)-sol Lie idealidir.



Not 5.2 : Eger d*(U)=0 ise bu durumda d(d(U)+U)cd(U)cd(U)+U ve iistelik
d@U)+U)=0 dir. O halde genelligi bozmadan d*(U)=0 iken d(U)cU kabul

edebiliriz:

Lemma 5.3 : Eger d(U)=0 ve d(U)cZ ise bu durumda o(u)+t(u)eZ, VueU dur.
Ispat: UcZ ise ispat agiktir. O halde UzZ oldugunu kabul edelim. ueU ve xeR
icin,

Us[r(u)x, uls,=t(w)[x, u]s,Hr(u), t(u)]x=1(0)[X, uls: olur. Bu durumda

T(W)[X, u]s,:€U elemani igin hipotezden

0=d” (*()[X, ulo,: )= A(d((W)X, Wlo: +e(WA([X, ulex ))=2 d(v(W))d([x, U]o.z)

bulunur. charR#2 oldugundan,

d(t(uw)d([x, uls,-)=0 Vuel, VxeR
olur. d(U) cZ oldugu i¢in bu son esitlikten
d(u)=0 veya d([x, u]s.:)=0 (5.1
bulunur. d(u)=0 olsun. Eger d([x, u]s:)=0, VxR olursa bu durumda x yerine xo(u)
elemanin1 yazarsak ve yine bu esitligi kullanirsak;
0= d([xo(w), uls,~d(x[c(u), S(W)H[X, o )=d([X, u]s,: o(u))

=d([x, ule,?) oW+ [X, uls.d(c(u))

[x, u]s-d(c(u))=0 Yuel, ¥xeR (5.2)
elde edilir. (5.2) de x yerine xy, VyeR yazalim ve yine (5.2) esitligini kullanalim.
0=[x, T()]y d(c(w))+x[y, ulsd(c(W)= [x, T(w)]lyd(c(w))

oldugundan [x, t(u)]JRd(c(u))=(0) elde edilir. R halkas: asal halka ve d(u)#0 oldugu
ig:iﬁ ueZ bulunur. O halde (5.1) den d(u)=0 veya ueZ sonucuna varihir. Simdi,
K={ueU|d(u)=0} ve L={ ueU| ueZ} kiimelerini tamimlarsak, K ve L kiimeleri
U’nun iki toplamsal 6z alt grubudur. Brauer-Trick’ten dolay1 U=K veya U=L
olmahdir. Eger U=L olursa bu durumda UcZ olacag: igin bu kabuliimiizle gelisir. O
halde U=K yani d(U)=0 olmalidir. Bu durumda

0=d(([x, u]o,c )=[d(x), uo,«

olur. Bu ise Lemma 4.7 den o(u)+t(u)eZ, YueU sonucunu verir.
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Teorem 5.4 : Eger d(U)cZ ise bu durumda o(u)+t(u)eZ, VueU dur.
Ispat: Eger UcZ ise ispat ag:lktu' O halde UzZ oldugunu kabul edelim. O zaman
Vx, yeR ve v, ueU eleman i¢in hipotezden
Z5 d([d(V)X, U)o, )=d(d(V) [X, ulo,c +[d(V), T(W]x)
= W)X, o +dV)A(X, vlos)
olur. Bu ifadenin sagindaki terim hipotezden dolay: zaten Z’nin elemam oldugu igin;

PV)[X, uls: €Z, VxeR Yu, veU (5.3)
elde edilir. (5.3) de x yerine xc(u), ueU yazarsak,

d(V)[x, u]o o(u)eZ

olur. Yine d*(v)[X, us,; €Z oldugundan bu son ifade ve Onerme 2.11 den

dW)[x, u]q,: =0, VueU veya ueZ

bulunur. Eger d*(v)[x, u]s,: =0, VveU ise x yerine xy, yeR yazarsak;

0=d’ W)X, tlo.e y+ (V)x[y, ()= EWLy, oW)]

elde edilir. Bu ise R halkasi asal halka oldugu i¢in

dz(v)=0 veya ueZ

sonucunu verir. Birinci durumda ise Lemma 5.3 den s(u)+t(u)eZ, VueU bulunur.

ueZ ise yine o(u)+t(u)eZ dir. O halde VueU i¢in o(u)+t(u)eZ elde edilir.

Lemma 5.5 : d*(U)=0 ve ad([R, Uls,r) = 0 ise bu durumda a=0 veya o(u)+t(u)eZ,
VueU dur.

Ispat: [xo(u), u]s: €[R, Ulo,: alalim. Buna gére

[xo(W), u]s: =x[c(w), o(W]+ [X, u]s:o(u)e[R, Uls: ve dolayisiyla

[x,- u]s,:0(u)€[R, Ul,,; elemant igin hipotezden;

0=ad([x, u]s,: o(W))= ad([%, ulo,s) 5(u) + a[x, uls,: d(c(w))

a[x, u]s,; d(c(u))=0 YueU (5.4
olur. Ote yandan d*(U)=0 i¢in Not 5.2 den d(U)cU almabilecegi i¢in (5.4) de u
yerine ut+d(v), u, veU yazar ve (5.4) esitlifiyle od=doc ve dz(u)=0 oldugunu
kullanirsak;
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=a[X, utd(v)]s, d(c(utd(v)))=a([x, uls: +[X, d(V)]s. (d(c(w))+d(c(d(v)))
=a[X, ulo,: d(o(w)) + a[Xx, d(V)]o,: d(c(w))

a[x, d(v)]s,: d(c(u))=0 Yu, veU, VxeR

elde edilir. Bu ise ; cd=do oldugundan;

6" (alx, d(¥)]a)d(U)=0

demektir. Bu son ifadeye Teorem 3.2.61 uygulanarak VueU igin

c@u)ytt(u)eZ, veya a[x, d(v)]~0, VveU
bulunur. (UcZ ise zaten VueU igin o(u)+t(u)eZ olur. Bu nedenle UzZ oldugunu
varsayarak Teorem 3.2.61 i kullanabiliriz.) Eger a[x, d(v)]s: =0 ise bu durumda x

yerine xy, yeR yazarsak;
=afxy, d(V)]o,: = alx, d(V)]o,<y + ax[y, o(d(v))]
=ax[y, o(d(v))] Vvel, Vx, yeR

olur. R halkasi asal oldugundan bu son esitlikten

a=0 veya dU)cZ
elde edilir. Eger d(U)cZ ise Teorem 5.4 den o(u)t+t(u)eZ, YueU olur. Béylece
ispat tamamlanur.

Teorem 5.6 : Eger d*(U)=0 ise bu durumda o(u)+t(u)eZ, VueU dur.
Ispat: Eger UcZ ise ispat agiktir. O halde UeZ kabul edelim. Bu durumda
JuyeU igin o(ug)+r(ug)eZ (5.5

olur. [X, u]s: o(u) €U eleman: i¢in hipotezden;

0=d*([x, u]e, 5(W)= d(d([X, ulo;7) o(u) + [x, ulo, d(a(u)))=2d([x, ulo)d(o(w))
charR+#2 oldugundan,

d([x, u]s,z)d(c(u))=0 Yuel, VxeR (5.6)
bulunur. Benzer sekilde t(u)[x, uls: €U elemam igin yine hipotezden ve charR#2

oldugundan
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d(z(u))d([x, ule,:)=0 YuelU, VxeR 6.7
olur. Ote yandan ,

0=d*([u, V]o2) =d([d(), V]s,e+ [W, d(v)]oz=2[d(), d(V)]o,e
charR#2 oldugundan,
[d(w), d(v)]o=0 Vu, veU (5.8)

bulunur. Bu ise ;

d(w)od(v))=t(d(v))d(w) (5.9
demektir. (5.7) ifadesinde u yerine u+v yazalim
O=d(z(ut+v))d([x,utvls:) -

=d(v(u))d([x,ulo,s )+d(T(W)d([X,V]o,: )+d(x(v))d([X,u]s, J+d(2(v))d([X,V]s,: )

Bu son ifadede (5.7) esitligini kullanirsak;

d(t)d([x,v]o:) + d(x(v))d([X,ulo: )0  VxeR,Vu,velU (5.10)
bulunur. (5.10) esitligini sagdan d(c(u)) ile ¢arpar ve sirasiyla (5.9) ve (5.7)
esitliklerini kullanirsak;
0 = d(r(W)d([x,V]o,: Jd(c(w)) + d(z(v))d([x,u]s,)d(c(w))=d(e(w))d([%,V]s,: )d(c(W))

= d(z(w)) d(e()d([x,V]o: )= T(A(w)") d([%,V]o )
yani; -
7(d(u)®) d([R, Uls,;)=0 YueU

elde edilir. Bu ise Lemma 5.5 den

oc(V)y+t(v)eZ, VveU veya d(u)’ =0, VueU
bulunur. Birinci durum (5.5) kabulii ile gelisecegi i¢in d(u)>=0, VueU olmalidir. Ote
yandan (5.10) esitliginde v yerine d(v), veU yazar ve dt=td oldugunu kullanirsak;
0=d(v(w))d([x,d(V)]o,: )} + d(T(d(V))d([x,]c,:)

=d(1(W)d([x,d(V)er) + Y@ W))d([x,ulo,: )
hipotez kullanilarak;
0=d((w))d([x,d(V)]s,- F=r(d(u))d([x,d(V)]o.:)

=t(d(w))[dX),d(V)]o +T(d@)[x,d*(V)]o,e
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elde edilir. Buradan
d(@) = ([dx),dV)]les)=0, VxeR,Vu,veU

olur. Bu ise;

d(U) 1 ([d(x),dV)]s:)=0, V veU
oldugunu verir. Buradan Teorem 3.2.61 kullanilarak

o(w+r(u)eZ, VueU veya [d(x),d(V)]6=0, VveU, VxeR
bulunur. Birinci durum (5.5) kabuliyle ¢elisecegi i¢in [d(x),d(v)]s.~0, VveU, VxeR
olmahdir. Bu esitlikte x yerine xd(u), ueU yazarsak ve bu esitligi tekrar kullamrsak;
0= [d(xd(w),d(V)]e.: = [d(x)d(w), d(¥) ]o,~= [d(x), T(d(v))]d(w)

Buise

[d(x), T(d(v))]d(U)=0 (5.11)
oldugunu verir. Yine Teorem 3.2.61 den

c(w+rt(n)eZ, VueU veya [d(R), T(d(U))]=0

bulunur. (5.9) ifadesinde birinci durum yine (5.5) kabuliiyle ¢elisir. ikinci durumda
ise Teorem 3.1.10 (i) den d(U)cZ elde edilir. Bu ise yine Teorem 5.4 den
c(u)ytt(u)eZ, YVueU sonucunu verir.

Béylece tiim durumlarda geliski bulundugu i¢in kabuliimiiz yanlistir o(u)+t(u)eZ,
VueU olmalidur.

Teorem 5.7 : R karakteristigi iki ve tigten farkli asal halka olsun. d(U) cU ve
d%(U) <Z ise bu durumda c(utt(u)eZ, VueU dir.
ispat: Eger UcZ ise ispat agiktir. O halde UeZ kabul edelim. Bu durumda
3 upeU eleman i¢in o(ug)+t(ug)eZ (5.12)
olur.
Ik olarak d(Z)=0 durumu igin ispat yapalim. Bu durumda d*(U)=d(d*(U))cd(Z)=0
oldugundan d*(U)=0 alabiliriz. t(w)[x,u]s,: €U eleman igin;
0= &’ (x(W)[x,ulo,r) = F(A(@)[X,u]o: + T(@d([x,u]o2)
= d(d*(v(W)[x,u]o.c+ 2d(e(W)d([x,ule.<) +e(w)d*([x,u]o,c)
=3 ((x@)A(x,u]oz ) + d(e()d([x,us2))
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char R#3 oldugunu kullanirsak;

d(t(w)d(x,ulo,s) + d(e(w))d*([x,u]o,1)=0 (5.13)
(5.13) ifadesinde u yerine d(u) eU yazarak, dr=td ve d*(U)=0 oldugunu kullanirsak:

(@ W) ([x, dW]o.)=0
elde edilir. Bu son esitlikte d*(U)cZ hipotezi kullamlarak;

d*(u)=0, veya d*([x, d(v)]s,))=0, VxeR, YueU (5.14)
bulunur. Bu durumda K={ue Ul d%(u)=0} ve L={ueUl d*([x, d(u)]s.))=0}kiimelerini
tanimlayalim. K ve L kiimeleri, U toplamsal grubunun iki 6z alt grubu oldugundan
Brauer-Trick’ten U=K veya U=L olmalidur.

Eger U=K olursa bu durumda Teorem 5.6 dan c(u)tt(u)eZ, YueU olacag igin bu
(5.12) kabulii ile geligir. O halde U=L olmalidir. Yani

d*([x, d(u)]e.2))=0 VxeR, VueU (5.15)
olur. (5.15) ifadesinde x yerine t(d(u))x, xeR, ueU yazalim ve td=dt oldugunu
kullanalim :
0= d*(x(du)[x, dW]a,) = A W)[X, dWe+ W)X, dW)]s))

=& @)[x, Ao, 2u(d@)A([x, dW)]o )+ Hd@)d([x, dW)]oq))
Bu son ifadede d*(U)=0, charR+2 oldugunu ve (5.15)esitligini kullanirsak;

‘r:(dz(u))d([x, d(u)]s,:) =0 VxeR, VueU (5.16)
bulunur. d*(U)cZ oldugundan (5.16) esitliginden;

d*(u)=0 veya d([x, d(u)]s:)=0 VxeR, YVueU (5.17)
olur. (5.14) deki gibi diisiintilerek d?(u)=0, VueU olmas1 durumunda Teorem 5.6 dan

(5.12) kabulii ile ¢élisecegimiz i¢in (5.17) den;

d([x, d(u)]s,:)=0 VxeR, VueU (5.18)
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elde edilir. (5.18) de x yerine t(d(u))x, x€R, ueU yazalim ve td=dt oldugunu
kullanalim; :

0= d(x(d()[x, d(W]o,: = (P @)X, dW]or+ T(d@)A([X, d(W]o,e)

olur. Bu ifadenin son terimi (5.18) den dolay: sifir oldugundan;

()X, du)]s,~0 VxeR, VueU (5.19)
bulunur. Yine d*(U)cZ oldugundan

d*(u)=0 veya [x, d(w)]s~0 VxeR, VueU

elde edilir. (5.14) deki gibi tartigirsak

[x, d(u)]6,.=0 VxeR, VueU (5.20)
bulunur. Bu ifadede x yerine xy, yeR yazarsak ve (5.20) esitligini tekrar kullanirsak;
0=[xy, dW]o,:= x[y, dW]o,: + [x, o(d(W))]y

[x, o(d(u))]y=0 VxeR, VueU 5.21)
olur. (5.21) den R asal halka oldugundan d(U)cZ ve Teorem 5.4 den ise
oc(wtr(w)eZ, VueU dur. Bu da (5.12) kabuliiyle ¢elisir. O halde kabuliimiiz
yanhstir. d(Z)=0 durumunda o(u)+r(u)eZ, YueU olmalidir.

Simdi d(Z)#0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda 0zd(a)ed(Z) olacak bic¢imde
aeZ elemam vardir. Us[ax, u]s.~afXx, u]sHa, T(u)]=a[x, u]s:€U elemam icin

hipotezden;

Z 5 d(a [x, t]on)= d(d(@)[X, u]o+ 0d([x, ulsz)
= dX(0)[x, ulo;: +2 d(e)d([x, ulo)+ o & ([%, ue.)

olur. Bu ifadede ad’([x, u]s,r)€Z oldugu igin;

()X, uls: +2 d(@)d([X, uls<) €Z VxeR, VueU (5.22)
bulunur. (5.22) ifadesinde x yerine Xa. yazalim.
Z >d¥(a)[x0, u]e. +2 d(e)d([x0, ule)

= d(@)[x, Wlo;: a2 d(0)d([X, lo,c) a+2 d(W)[x, uod(0)

= ((W)[%, ulo,x +2 d(@)d([X, uo)) o+2 d(a)[x, ulo,d(c0)
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olur. Bu ifadede (5.22) esitligi ve a.eZ oldugu kullanilirsa;

2d(a)[x, u].d(a)eZ VxeR, VueU (5.23)
elde edilir. R asal halka, charR#2 ve Ozd(a)eZ oldugu kullamlirsa (5.23)

ifadesinden

[x, u]ls€Z VxeR, VueU (5.24)
bulunur. (5.24) ifadesinden Lemma 3.3.53 kullanilarak o(u)+t(u)eZ, VueU elde
edilir. Bu ise (5.12) ifadesi ile gelisecegi i¢in kabullimiiz yanlistir.

O halde o(u)+t(u)eZ, VueU olmalidir.

Teorem 5.8 : R karakteristigi ikiden farkli asal halka, U sifirdan farkh (o,1)-sol Lie
ideal, a€R olsun. Eger [U, al,.= 0 ise bu durumda aeZ veya o(u)+t(u)eZ, YueU
dir.

Ispat: t(u)[x, u]; . €U elemam i¢in hipotezden

0=[r()[X, tlo,r sale=T(W)[[X, Ulo,c 8]0, + [T(w), TH(@)][X, U,

Hipotezi tekrar kullanirsak,

([u, a])[x, u]s,~0 VxeR, YueU (5.25)
olur. (5.25) esitlifinde x yerine xy, x,yeR, yazar ve (5.25) esitligini tekrar
kullanirsak;

0=1([u, a])[xy, u]s,: = T([w, ax[y, s(w)]+ ©([u, a])[x, uloy=T([u, a])x[y, o(w)]

olur. Yani,

([u, aPR[y, o(w)]=0 VyeR, VueU (5.26)
bulunur. R asal halka oldugundan (5.26) esitliginden;
[u, a]=0 veya ueZ VueU

olur. Eger ueZ ise [u, a]J=0 olacag: i¢in [U, a]=0 elde edilir. Bu ise Lemma
3.2.50.den aeZ veya c(u)+t(u)eZ, VueU oldugunu verir.

Sonug 5.9 : R karakteristigi ikiden farkhi asal halka, U sifirdan farkli (o,7)-sol Lie

ideal olsun. Eger [U, U], .= 0 ise bu durumda o(u)+t(u)eZ, YueU dur.
Ispat Teorem 5.8 uygulanarak istenen kolayca goriiliir.
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Lemma 5.10 : R, charR#2 olan bir asal halka, d: R—>R, d(X)=[x, a]s: seklinde
tanimli bir toplamsal déniisiim olsun. Eger dz(R )0 ise aeZ dir.
ispat: x,yeR elemanlan igin,

d(xy)=[xy, alo =x[y, o(a)]+[X, aery

d(xy)=x[y, c(@)]+d(x)y Vx, yeR (5.27)
oldugu goriiliir. Hipotezden,

0=d’(xy)=d(d(xy))=d([d®)y+x[y, o(@])=d’®)y+d(x)[y, o(@)]+d(x)[y, o(a)]

+x[[y, o(a)], o(a)]

olur. Bu ifadede d*( R)=0 oldugunu kullanirsak;

2dX)[y, o(@)]+x[[y, o(a)], o(2)]=0 Vx, yeR (5.28)
bulunur. (5.28) esitliginde x yerine d(x) yazar ve d*(x)=0 oldugunu kullanirsak;

dX)[[y, o(a)], o(a)]=0 VX, yeR (5.29)
elde edilir. Bu ifade ise Lemma 3.2.47 (i) den

aeZ veya 0=][[y,o(a)],o(a)],VyeR (5.30)
bulunur. Boylece V yeR i¢in [[y, o(a)], o(a)]=0 elde edilir. Burada, I;,: R—R,
Ls@)(y)=ly, o(a)] i¢ tiirevini tammlarsak ifademiz Izc,(a)(R)=O olur ki bu ise Lemma
3.1.4 den I@=0 dolayisiyla acZ demektir.

Teorem 5.11 : R bir asal halka, U sifirdan farkli (o,7)-sol Lie ideal olsun.
Eger [U, U)o,:<Co.. ise bu durumda UcZ dir.

Ispat: t(u)[x, uls: €U elemam igin hipotezden;
Co,13 [T(W[X, ]o5, Ulo,: =H(W[X, Ulox, U6, V X€R, V ueU (5.31)
olur. Ote yandan hipotezden [[X, ls: , Ulo: €Cq oldugundan (5.31) ifadesinde

Sonug 3.3.29 kulla}nlarak;

[[x, ulo,z, Ule:=0 veya ueZ VxeR,VueU (5.32)
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bulunur. Eger V x€R, igin [[X, u]s; , u]6,~0 ise bu durumda d: R—R, d(x)=[x, uls
toplamsal dontiglimiinii tammla.rsak (5.32) esitliginden dz(x)=0, V xeR bulunur. Bu
ise Lemma 5.10 dan ueZ, ,V ueU oldugunu verir. O halde (5.32) deki her iki
durumda da ueZ bulunur. Dolayisiyla UcZ elde edilir.

Teorem 5.12 : R karakteristigi ikiden farkl1 bir asal halka, U, (o,t)-sol Lie ideal,
a,beR olsun. Eger fR—R, f(x)=xa-bx, déniigiimii igin f(U)=0 ise bu durumda
c(u)tt(u) €Z, VueU veya f=0dir.

Ispat: 1lk olarak a veya b elemanlarindan herhangi birinin merkezde oldugunu kabul
edelim. Bu durumda f(U)=0 oldugundan

O=ua-bu=u(a-b), VueU

olur. Yani; U(a-b)=0 ve dolayisiyla Lemma 3.2.30 (i) den a=b veya UcZ olmalidir.
Eger a=b ise bu durumda f doniigiimii, a elemam ile belirlenen i¢ tiirev haline gelir ve
buna gore f(U)=0 oldugundan Lemma 3.2.60 dan aeZ veya o(u)+t(u) €Z, YueU
bulunarak ispat tamamlanur.

O halde simdi a ve b elemanlarindan higbirinin merkezde olmadigim kabul edelim.
f(U)=0 oldugundan u yerine t(u)(x,u];. €U yazalim.

T(u)[x,u]e,:a-br(u)[x,u]s,=0 (5.33)
bulunur. (5.33) de [x,u]s,:a=b[x,u]s,: hipotezini kullanirsak;

(t(u)b-br(u))[x,uls: =0 YuelU, VxeR (5.34)
elde edilir. (5.34) de x yerine Xy, yeR yazilir ve (5.34) esitligi kullanilirsa;.

0=[(w), b][xy, uls, = [*(w), bIx[y, c(W)]+ [t(w), b][x, uls:y

=[1(w), blx[y, o(w)]
[t(w), b]R[y, o(w)]=0 Vuel, VyeR (5.35)
bulunur. R asal halka oldugu i¢in (5.35) esitliginden;
[t(w),b]=0 veya [y,c(w)]=0 VyeR (5.36)
bulunur. Eger [y, o(u)]=0, VyeR ise bu durumda o(u)eZ ve dolayistyla ueZ
oldugundan (5.36) ifadesinden
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olur. Yani; U(a-b)=0 ve dolayisiyla Lemma 3.2.30 (ii) den a=b veya UcC,,
olmalidir. Eger a=b ise bu durumda f déniisiimii, a(veya b) elemam ile belirlenen i¢
titrev haline gelir ve buna goére f{U)=0 oldugundan Teorem 3.2.31 den acZ veya
UcC,,; bulunarak ispat tamamlanir.

O halde simdi a ve b elemanlarindan higbirinin merkezde olmadigini kabul edelim.

T, Z]o,+ [, Ylo.:0(2)=[u, yzo:€U igin hipotezden;

I, 2o, @+, Ylo.0(2)a-br(y)[w, z]o.-blu, y]o,.0(2)=0 (5.38)
bulunur. (5.38) de hipotez kullamlirsa;

0=t(y)b[u, z]o+ [u, Y]o0(2)a- bU(Y)[W, Z]o,:- [u, Y]o,:20(2)

ve dolayisiyla

[2(¥), b][w, Z]o,x + [, Y]o:[6(2), 2]=0 (5.39)
elde edilir. (5.39) da z yerine o "\(a) yazarsak son ifadeden

[7(¥), b] [, 6 "@]6+=0, VyeR (5.40)
bulunur. (5.40) da y yerine yx, Vx,yeR yazilir ve (5.40) esitligi kullanilirsa;
0=t(x)[%(y), b] [u, & "'(@]sH(X), blx()[u, 6 (@]

=[1), blt)[w, & "~ @las, Vx,yeR
bulunur. t: R—R otomorfizm oldugu i¢in;

[*(x),b]=0 veya [u, o (@)].=0 VxeR, VueU (5.41)
olur. Eger [1(x),b]=0, Vx&R ise beZ ve bu durumda hipotezden
0=ua-bu=ua-ub=u(a-b) YueU

oldugu i¢in U(a-b)=0 bulunur. Bu ise Lemma 3.2.30 (ii) den Uc C,,, veya a=b
ol&ugunu verir. Eger a=b ise beZ oldugu kullanilarak

f(x)=xa-bx=xb-bx=xb-xb=0 VxeR

bulunur. Béylece UcC,;, veya =0 elde edilir.

Ote yandan eger [u, o 'l(a)]o,,=0, VueU ise Lemma 3.2.29 dan aeZ veya UcC,,
dir. Eger aeZ ise ;rukandaki gibi f(x)=xa-bx tanimi ve f(U)=0 hipotezi kullamlarak
UcC,,: veya =0 bulunur.
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Sonug 5.16 : R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, U sifirdan farkli (o,7)-sag Lie
ideal olsun. Eger [U, a],,; = 0 ise bu durumda UcC,,, veya acZ dir.

ispat: fRR, f(x)= [x, alorxo(a)-T(a)x doniigimii tammlayalim. Hipotezden
f(U)=0 oldugundan Teorem 5.15 den dolay1 UcC,; veya f=0 dur.

Eger £=0 ise,

0=[xy, a] 6+=X[y, alo,-HX, T(a)]y=[x, ©(a)]y Vx,yeR

olur. R halkas: asal oldugu igin bu son esitlikten acZ elde edilir.

Sonug 5.17 : R karakteristigi ikiden farkl: asal halka,U, (o,7)- sag Lie ideal olsun.
Eger [U, Ul = 0 ise bu durumda UcC,,; veya UcZ dir.
Ispat: Sonug 5.16 kullanilarak istenen elde edilir.

Teorem 5.18 : R, karakteristigi ikiden farkl asal halka, f ve g, R halkasinin sifirdan
farkh olan iki tiirevi, VxeR, VueU igin uf(x)=g(x)u olsun. Bu durumda;

i) Eger U, (o,1)-s0l Lie ideal ise c(u)+t(u) €Z, VueU

ii) Eger U, (o,7)-sag Lie ideal ise UcC,,; veya UcZ dir.

Ispat: Hipotezde x yerine xy, x,yeR yazalim.

O=uf(xy)-g(xy)u

=uf(x)y+uxf(y)-g(x)yu-xg(y)u (5.42)
(5.42) de hipotezi tekrar kullamirsak;
gyl ux]f(y)=0 Vx,yeR, YueU (5.43)

(5.43) de y yerine yu, ueU, yeR yazarsak ve (5.43) esitligini tekrar kullanirsak;
0=g(x)[wylu+[ux]f(y)u + [ux]yf(w)=(g(x)[wyl+[ux]fy)u + [ux]yf(u)

[ux]yf(u)=0 Vx,yeR, YueU (5.44)
bulunur. R asal halka oldugundan bu son ifadeden;

A4

ueZ veya f(u)=0 YueU (5.45)

70



BOLUM 6
6. INVARIANT ALT HALKALAR

I. N. Herstein [19] daki makalesinde invariant alt halkalarla ilgili su tahmini verdi:
“R sifir bélensiz olmayan bir asal halka, J sifirdan farkli Jacobson radikali, A, R
halkasinin VxeJ igin (1+x)A(1+x)'cA , saglayan bir alt halkasi olsun. Bu durumda
ACZ dir veya A, R nin sifirdan farkly bir idealini kapsar.”

Caligmanmin bu bdliimiinde I. N. Herstein’in bu tahmininin idempotent elemana sahip
halkalar i¢in dogru oldugu gosterilerek, invariant alt halkalarla ilgili bir Sonug

verilecektir.

Bu boliimde R halkas: karakteristigi ikiden farkl asal halka, 0, 1#eeR idempotent
eleman, A R halkasmmn (1+x)A(1+x)'cA , VxeJ olan bir alt halkas: olarak alinacak
ve A, alt halkasinin R nin sifirdan farkl ideallerini kapsamadigi kabul edilecektir.

Lemma6.1[20, Lemmal]: a) ueR eleman: t* =0, VteR eleman ile degismeli ise bu
durumda ueZ dir.

b) ueR elemam R halkasinin tiim idempotent elemanlan ile degismeli ise bu
durumda ueZ dir.

Ispat: (a) =0 ve ut=tu ise herhangi bir xeR ve yeR elemam ve 0, 1=e idempotenti
igixi

(ex(1-€))’=0 ve ((1-e)ye)*=0 oldugundan hipotezden;

uex(1-e)=ex(1-e)u ve u(l-e)ye=(1-e)yeu

olur. Béylece u, eR(1-e)Re yi merkezlestirir.

Simdi W=R(1-¢)R olsun Buna gére W, R halkasimin sifirdan farkli bir idealidir. u
elemani, eWe yi merkezlestirdigi igin

eW(1-e) ceR(1-e)



oldugu diigtinilerek, u elemam eW(l-¢) yi merkezlestiri. O halde u, eW y
merkezle;tirir. Benzer bicimde u elemam We yi merkezlestirir. Béylece u, R
halkasinin sifirdan farkh WeW idealini merkezlestirir. Bu ise ueZ demektir.

() u, R halkasiin tim idempotent elemanlariyla degismeli olsun. e*=e0,1
idempotent elemam ve herhangi bir x elemani i¢in

f=et+xe-exe

elemam da bir idempotent elemandir. Dolayisiyla hipotezden u elemam
f-e=xe-exe=(1-e)xe

elemam ile komiite eder. Benzer bigimde u, ey(1-¢) elemanmiyla da komiite eder. Bu

durumda (a) daki tartismaya benzer yéntem uygulanarak ueZ bulunur.
Asagidaki Lemma[20, Lemma2] deki teknik kullamilarak ispatlanacaktir.

Lemma 6.2 : R halkasinin sifirdan farkli idempotent elemam varsa a’=0 olacak
bigimdeki bir ac ANJ elemani i¢in a(ANJ)a=0 iken a=0 dur.

Ispat: ac ANJ ve a>=0 olsun. t*=0 olacak bigimdeki teR elemam i¢in

(1+t)a(1+t)! —a=ta-at-tate AT

olur. Yani;

ta-at-tate AnJ, £=0, a’=0, acAnJ 6.1)
bulunur. Buna gére aAnJa=0 ve a>=0 oldugunu kullanarak;
(O=a(ta-at-tat)a=-atata

atata=0, t* =0, a*=0, acANJ 6.2)
elde edilir. Ote yandan =0, oldugundan VreR icin (trt)®> =0 ve dolayisiyla (6.2) den
atrtatrta=0, VreR

bulunur. Yani (tatr)*<0, VreR olur. Bu ise tatR sag nil idealinin her elemanimn sabit
bir kuvvetinin sifir olmasi demektir. Béylece Onerme 2.19([13, Lemmal.1]) dan
dolay1 R halkasimp sifirdan farkh nilpotent bir idealinin varhigim séyler ki bu R nin
asal halka olmasiyla geligir. O halde tatR=0 ve dolayisiyla tat=0 olmalidir.

tat=0, =0, VteR, a>=0, acAnJ (6.3)
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bulunuf. Simdi O#eeR idemﬁotent eleman olmak {izere;

t=ex(1-e)=ex-exe€R elemanini alirsak =0 oldugu i¢in (6.3) ten

ex(1-e)aex(1-¢)=0, VxR olur. Bu ise (1-e)aeR nil sag idealinin her elemanin sabit
bir kuvvetinin sifir oldugunu verir. Yine Onerme 2.24 den geligki olacag igin
(1-e)aeR=0 ve R halkas1 asal oldugu i¢in (1-€)ae=0 yani,

ae=eae, a’ =0, acANJ 6.4)
bulunur. Benzer sekilde t=(1-e)ye=ye-eyeeR elemanm alirsak bu durumda £ =0
oldugundan (6.3) ten dolay1 (1-e)yea(l-e)ye=0 ve (ea(l-e)R) 3 =0 olur. Bu ise
Onerme 2.24 den ea(1-¢)R=0 ve R halkasi asal halka oldugundan ise ea(1-€)=0, yani;

ea=eae, a*=0, acANJ (6.5)
olur. Bdylece (6.4) ve (6.5) esitliklerinden

ea=cae=ae, a? =0, acANJ

elde edilir. Bu ise a2 =0, acANJ elemanmin R halkasmin idempotentleriyle comute
ettigini sdyler. O halde Lemma6.1 (b) den a€Z olur. Ote yandan R halkas1 asal halka
oldugu i¢in merkezinde nilpotent eleman bulundurmaz. Bu durumda a® =0, acAnJ
eleman: i¢in aeZ oldugundan a=0 olmalidir. Sonug olarak;

a®>=0 olan ac ANJ eleman: igin aAnJa=0 iken a=0 olur.

Teorem 6.3 : R halkasimin 0, 1#eeR idempotent elemani var olsun. R nin A alt
halkas1 (1+x)A(1+x)'cA , VxeJ kosulunu saglasmn. Buna gére A, R halkasimn
sifirdan farkh bir idealinin kapsar veya AnJ sol sifir bbleni yoktur.

_Ispat: AnJcA oldugundan her ac AnJ elemam ve xeJ elemani igin
(1+x)a(1+x) e A ve (1+x)a(1+x) e

olur ve dolayisiyla

(1+0)ANI(1+x) AT, Vxe] (6.6)
bulunur.

Simdi A nin, R halkasmnin sifirdan farkli bir idealini kapsamadigim1 ve ANJ nin de bir
sol sifir bélen bulundurdugunu varsayalim. Buna gére
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'0acAJ ve O#yeR elemani igin ay=0 olur. Ote yandan [19] da “R asal halka, U, R
nin sifirdan farkl bir ideali ve a#0 olan bir sol sifir bélen ise bu durumda ax=0 fakat
xa#0 olacak bi¢imde xeU elemant vardur.” oldugu ispatlandi. O halde; ay=0 ve ya=0
olacak bigimde bir yeJ elemani vardir. Ustelik yeJ oldugundan y+y'+yy'=0 ve
dolay1s1y1a; ay+ay'+ayy'=0 yani; ay'=0 olur. Bu nedenle
ya=ya+ay'+yay'=(l+y).a(1+y)‘l —aeANJ ve (ya)*=0

bulunur. Yani,

b2=0 olacak bigimde bir be ANJ elemam vardir. 6.7
Ote yandan VxeJ i¢in bxeJ oldugundan

(1+bx)b(1+bx) € AN

dir. Yine bx-+(bx)-+bx(bx)'=0 ifadesi soldan b ile garpilip b>=0 oldugu kullanilirsa;
b(bx)'=0

elde edilir. Boylece;

(1+bx)b(1+bx) ! =b+bxb+b(bx)+bxb(bx)' € AnJ

ifadesinden

bJbcANJ

bulunur. Yine bx+(bx)+bx(bx)'=0 dan (bx)'=-bx-bx(bx)' oldugu diigiiniiliirse ce ANJ
ve VxeJ elemanlan i¢in

(c(bx)-(bx)c)(1+bx) ! =c-(1+bx)c(1+bx) ! e ANJ

ifadesi soldan b ile garpihip b’=0 oldugu kullanilarak

bebx(1+bx)? € ANJ, Vee AN, Vxel (6.8)
olur. Halbuki veJ igin x=(1-vb)" veJ almursa; v=x(1+bx)" eJ bulunur. O halde
Vvel eleman igin (6.8) ifadesinden

bebJcANT

elde edilir. Buna gore te] ise

(1+t)bebI(1+) S1+H)ANI(1+) 'cANT

olur. Bu son ifadeyi agarsak

Jbcblc AT (6.9)
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elde edilir. ANJ nin, R halkasimn sifirdan farkli idealini kapsamadifim kabul
ettigimiz i¢in JbcbJ=(0), VceAnJ olur. R halkas: asal halka oldugundan bcb=0,
yani; |

b(AN)b=0 .

elde edilir. Bu ise Lemma 6.2 den b=0 oldugunu‘ verir ki bu b nin sifirdan farkh
alimsiyla geligir. O halde kabuliimiiz yanligtir. Yani AhJ nin sol sifir béleni yoktur
veya A, R nin sifirdan farkh bir idealini kapsar.

Sonug 6.4 : ANJ nin sifirdan farkh nilpotent elemam yoktur veya A, R halkasinin
stfirdan farkli idealini kapsar.

Ispat: 0zac AnJ elemam nilpotent olsun. Bu taktirde a"=0 ve a™'#0 olacak bi¢imde
n pozitif tamsayisi1 vardir. Halbuki, A, R halkasimin sifirdan farkli bir idealinin
kapsamiyorsa Teorem 6.3 e gére AnJ nin sol sifir béleni yoktur. O halde

0=a"=aa™" oldugu i¢in bu durumda a=0 veya a™'=0 olmaldir. Her iki durumda da
celigki elde edilecegi igin A, R halkasimn sifirdan farkh bir idealini kapsamalidir
veya ANJ nin sifirdan farkh nilpotent elemam yoktur

Teorem 6.5 : R sifirdan farkli sag nil idealleri olmayan bir halka, J(A), A halkasimn
sifirdan farkli Jacabson radikali ve her xeR elemani i¢in Ax"®cA olsun. Bu
durumda A, R nin bir alt halkasimn sifirdan farkl: bir idealini kapsar.

Ispat: S={reR|ArcA} kiimesini tammlayalm. A’cA oldugu i¢in AcS oldugu
agiktir. Dolayistyla S#& dir.

S, R halkasinin bir alt halkasidir. Gergekten;

i) 11, I2€S elemanlan i¢in A(r-r2)cA oldugundan r-r, €S olur.

it) r1, r2€S elemanlan iqiﬁ A(rir2)=(Arr,cAr,cA oldugundan riry €S olur.

Ote yandan hipoteze gore her xeR elemant igin Ax"® A oldugundan x*® S dir.
Yani, R halkas1 bir S-radikaldir. O halde Teorem 3.4.11 e gére S nin sifirdan farkli
saf nil ideali yoktur. Yine Teorem 3.4.12 den § asal halkadur.

Simdi AcS oldugundan J(A)I(S) dir. Hipoteze gore J(A) sifirdan farkli oldugu icin
J(S)=(0) olur. Aym zamancia ScR oldugundan J(S) cJ(R ) dir. Oyleyse her beJ(S)
i¢in

(1+b)A(1+b) 'cA
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dir. Ote yandan A, S nin bir sa idealidir. Gergekten;

i) @i, acA elemanlan igin A alt halka oldugundan a;-a,€A olur.

if) aéA ve se$ i¢in AscA oldugu igin aseA olur.

O halde A, S halkasinin bir sag idealidir. Bu durumda (1+b)A(1+b)"' A ifadesinden
(1+b)A(1+b) (1+b)cA

ve dolayisiyla

(1+b)AcA

elde edilir. Buna géré her acA igin (1+b)acA, yani; bacA, Vbel(S) olur. Béylece
J(S)ACA elde edilir. S asal halka ve J(S), S nin ideali oldugu igin J(S)A=(0) dir. O
halde A, R nin S alt halkasimin J(S)A=(0) idealini kapsar.
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