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OZET

KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI VE
UYGULAMALARI

Fahrettin CELIK

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Prof. Dr. Mustafa GULSU
Nisan 2018,48 sayfa

Bu calismada kesirli orthogonal Jacobi fonksiyonlar1 kullanilarak orthogonal
fonksiyonlar i¢in kesirli tiirev operasyonel matrisleri incelenmistir.

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde giris kismina yer verilmis ve
ikinci béliimde ileriki boliimlerde kullanilacak olan kavramlar agiklanmistir. Ugiincii
boliimde, kesirli lineer diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin Kesirli Jacobi
Fonksiyonlarinin Operasyonel Matris Yontemi adli bir yontem sunulmustur.
Dordiincti boliimde sunulan bu yontem yardimiyla bahsedilen tip denklemler i¢in
ornekler ¢oziilmiis, bu Orneklerin hata analizleri yapilmistir. Besinci boliimde de
orneklerin hata analizlerinin incelenmesi ile yontemin kullanilabilir oldugu sonucuna
ulagilmustir.

Anahtar Kelimeler: Operasyonel Matris, Caputo Kesirli Tiirevleri,
Kesirli Jacobi Fonksiyonlari, Ortogonal
Agilimlar



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS AND APPLICATION

Fahrettin CELIK

Master of Science (M.Sc.)
Graduate School of Natural and

Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa GULSU
April 2018, 48 pages

In this study, we introduce fractional orthogonal Jacobi functions and using this
functions we obtain fractional derivative operational matrix for orthogonal functions.
This thesis consist of five chapters. The first chapter is devoted to introduction and
second chapter is necassary definitions which will be needed for later use. Original
results are contained third and fourth chapter. In the third chapter, a method called
The Operational Matrix of Fractional Jacobi Functions for the fractional linear
differential equations is presented. In the fourth chapter, examples of these kind of
equations is solved, error analysis is done and graphics are drawn. In the fifth chapter
we conclude that this method works good.

Keywords: Operational Matrix, Caputo Fractional
Derivatives, Fractional Jacobi Functions,
Orthogonal Expansions
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1. GIRIS

1.1. Tarihi Gelisim

Kesirli mertebeden tiirev ve kesirli mertebeden integralin ilk defa ortaya ¢ikist 17. yy
sonlarina dayanmaktadir. 1695 yilinda Leibniz’in L’Hospital’e “Tamsay1 mertebeden
tiirevleri, kesirli mertebeden tiirevlere genelleyebilirmiyiz?” sorusunu sormastyla
kesirli mertebeden tiirev kavrami ortaya ¢iktigi diisiiniilmektedir. Kesirli hesaplama,
tamsayr mertebeden integrallenme ve diferansiyellenmenin bir genellemesi olarak
ortaya ¢ikan Kesirli diferansiyel ve kesirli integralleme bir ¢ok fiziksel olgunun
modellenmesinde ¢ok 6nemli bir yer tutmustur.

Matematigin bir¢ok alanlarinda Leibnitz, Euler, Laplace, Lacroix ve Fourier keyfi
mertebeden tiirevleri kulllanmiglar fakat kesirli tiirevleri ilk kullanan 1823’te Niels
Henrik Abel’dir. Abel Kkesirli hesaplamalar1 integral denklemlerin ¢oziimiine
uygulamistir. Daha sonra Liouville kesirli hesaplama tizerine 1832’de caligsmalar
yapmis ve kendi tanimint uygulamistir. 1867°de Liouville fonksiyonlar: iistel seriler
biciminde agmis ve q sayisini pozitif tamsay gibi diisiinerek serilerin terim terime q.
mertebeden tlirevlerini tanimlamistir. 1867°de Grunwald kesirli tiirevler iizerine
caligmistir. Riemann okul zamanlarinda kesirli integrasyon teoremleri gelistirmis ve
1892 yilinda sonuglart yaymlamistir. Ayrica Letnikov tarafindan bu konuda 1868-
1872 yillar1 arasinda g¢esitli notlar yazilmistir. Birgok alanda kesirli tiirevler tamsay1
mertebeden tiirevlere gore daha ger¢ekei model olusturabilirler.

1996’da Riewe tarafindan korunumsuz mekanik sistemleri tanimlamak icin
varyasyon hesabinda kesirli tiirevleri kullanmistir. Magin ve Arkadaslar1 2009’da
Niikleer Manyetik Rezonansin (NMR) genis aralikli deneysel durumlarinin
modellenmesinde kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri kullanmislardir.
Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde operasyonel matrisler 6nemli bir yer
tutar. Lakestani ve arkadaslari, Lineer B-spline fonksiyonlarini kullanarak kesirli
diferansiyel denklemler i¢in Operasyonel matrisleri kullanmislardir.. Li ve Zhao

(2010) ve Li ve Sun (2011) Kesirli diferansiyel denklemler i¢in Haar dalgacik



operasyonel matris ve Block Pulse operasyonel matrislerini kullanmislardir. Ayrica
Mokhtary ve Ghoreishi (2011) Lineer olmayan kesirli integro diferansiyel
denklemler i¢in Legendre Spektral Tau Matris metodu tizerine ¢alismislardir.

Kesirli analiz teknikleri gelistikge kesirli mertebeden tiirev ve kesirli mertebeden
integral kullanilarak Fizik, Miihendislik, Biyoloji ve Finansal problemler farkli

acilaradan yorumlanmustir.

1.2. Problemin Tanitilmasi

Bu tez c¢alismasinda temel amag kesirli Taylor serisinin matris gosteriminden
yararlanarak  kesirli Jacobi fonksiyonlarimin operasyonel matrislerini bulmak ve
uygulamali matematikte ¢okga Kkarsilasilan diferansiyel denklemlerin numerik
¢oziimleri igin bir yontem gelistirmektir. Bu yontem kesirli Taylor serilerinin
katsayilar1 ve kesirli Jacobi fonksiyon agilimlar1 arasindaki iliskiye dayanmaktadir .
Kesirli Jacobi fonksiyonlarmin operasyonel matrisleri kullanilarak  Kkesirli
diferansiyel denklemlerinin niimerik ¢oziimleri arastirilmistir. Kesirli mertebeye

sahip diferansiyel denklem

Dy y(t) = F(t, y(t), D'y (1), D"y (1)), Ay 4, >0 (1.1)
y'(0)=d,, i=0,1,2,...,r
baslangi¢ kosullarina gore

y®) =y, KA (t) (1.2)
j=0

formunda N. Dereceden kesilmis kesirli Jacobi fonksiyonlar1 yardimiyla niimerik

¢Oziimler elde edilecektir.

Burada r<A ,<r+1, O<A <A <--<A, ve d,(i=012--,r)" ler bilinen
sabitlerdir(Kilbas, vd., 2006).

Siralama noktalar olarak K/ (t) Jacobi fonksiyonlarinin (N-r) kokleri alinacak

2



ve baslangi¢ kosullart yardimi ile olusturulan (N+1)x(N+1) lineer veya non-lineer

denklem sistemi niimerik yontemlerle ¢oziilerek
N
y() =Dy, KA (t) =UTd(t) (1.3)
=0

formunda niimerik ¢6ziim elde edilecektir.Burada

(D(t):[¢o(t):¢1(t)’---1¢n71(t)]T Ve UT:[uo u u, ... UN]

seklindedir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Gama ve Beta Fonksiyonlari

I'(x) ile gosterilen Gamma fonksiyonu Euler Integrali olarak adlandirilan

I'(x)= j t*Tetdt (2.1)
0
genellestirilmis integrali yardimi ile tanimlanir(Podlubny, 1999).
[
F(u)=[e“dt== (2.2)
0 u

(2.2) integrali ile tanimlanan fonksiyonun u’ya gére n kez tiiretilirse

“ I
(-D"FO ()= [te Mt = (2.3)
u
0
esitligini elde edilir.(2.3) esitliginde U =1 alinirsa
[tedt = [t™Ve"dt =T (n+1) =n! (2.4)
0 0
ifadesi elde edilir.Boylece
r(n+1)=n! (2.5)

sonucu elde edilir.



Gauss integrali olarak bilinen [edx integralini hesaplayalim. Bu amagla,
0

I= Texzdx

denir ve her iki tarafin karesi alinirsa,

{jee] i
{ivies

o © A r2 :X2+ 2
‘g I Ie%x iy, |J|=rdrd2

—00 —00

27 ©

I’ = _[ J're‘“z)drde
00

2z

1 e\ B 1%
12 =—§I(e ( ))r:o de_—E.([(—l)dG

0
1 2z
I’ =—J.dt9=7r:>1=«/;
2 0
elde edilir. Buradan hareketle T integrali

I:Te‘xzdx:ﬁ N Te‘*zdx:ﬁ
—0 0

2

seklinde elde edilir.



Gama Fonksiyonunun temel 6zelliklerinden biri olan I'(n+1) =nI"(n) esitligi

rn+l) = je’xx”dx
0

r(n+1)=(-e"x" ):: + nTe‘Xx”‘ldx
0

I'(n+1)=nI(n) (2.6)

seklinde elde edilir.

ra):jﬂ4ewt=1
0
1. $.1a
115):jﬂ etdt=+/r
0

ra=1ve F(%) =z olmak iizere gama fonksiyonlarinin bazi sayisal degerleri

asagidaki sekilde verilir.
1
re)=vz
2
ra=1

3, 1.1
HR)=3"%)=5

(2)=1r@) =1



seklinde elde edilebilir.

Kesirli tiirev hesaplamalarinda beta fonksiyonuna ihtiyag duyulmaktadir. B(X, y)

seklinde gosterilen beta fonksiyonu

B(X,y) = jt“(l—t)y-ldt . (Re(x) >0, Re(y)>0)
0

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999; Diethelm, 2002).

Beta fonksiyonunun baslica 6zelliklerini asagidaki gibi verebiliriz.

()

1- B(x) F(2x)

2- B(x )zl“(x)l“(y)
’ C(x+Y)

/4

w
1

© tX—l

B0y =] @+t

0

dt. (Re(x)>0, Re(y)>0)

4

5- B(X,Y) :i

=]

I

o
>
+
>

(2.7)

(2.8)

(2.9)

B(x) =2[ (sin6)(cos 6)*do, (REX)I>0, Re(¥)>0) (21)
0

(2.11)

(2.12)



6- Beta fonksiyonu simetriktir yani B(x, y) = B(y, X)

Beta Fonksiyonu ve Gama fonksiyonu arasindaki iliskiyi asagidaki sekilde

verebiliriz.
C()C(y) = je’”ux’lduje’vvy’ldv,
0 0
burada u=a? v =>b® doniisiimii yapilirsa,

T()I(y) =4[e*a”da[e"b>"db,
0 0

= J I ef(az“’z)(|a|)2X71(|b|)2yfldadb, a=rcosd,b=rsing;

27 ©

r(x)r(y)= j j e (|r cos 8))>*(|r sin 8))**rdrde,
00

- Te-fzr2<x+v-1>rd(r)2ﬂ(cos 0)”(sin ) |do
0 0

T

© 2
_ % [ v (r2)4[ (cos ) (sin ) *do
0 0

T

2
=T(x+Y)2 j (cos )>(sin0)>do
0

=T'(x+ y)B(X,Y).

seklinde verilebilir.



Sonug olarak
rer(y) =I'(x+y)B(x,y) (2.13)

bagintisi elde edilir.

2.2. Jacobi Polinomlari ve Ozellikleri

w(x) agirlik fonksiyonu olmak tizere

1 .m=n

b
(J Yo} = [ WO Yo (03, 0K =7, 6mn={o hen @19

kosulu gergeklenmesi halinde {y, |~ dizisine ortogonal polinomlarm bir dizisi

denir. Burada (.,.) i¢ carpim ve
, b
7o =[yall, = [wx)y2 (x)dx (2.15)

seklinde tanimlanir. Agirlik fonksiyonu

w(x) = (x—a)*(b—x)”

olarak alimdiginda vy, (x)=P“?(x) Jacobi polinomlar1 ortogonal polinomlar

olarak tanimlanir ve

b
(P, P = [ (x=a)" (b= X)” P& ()P (x)de (2.16)

_I'(n+a++)I(n+a+HI(n+ g+Dn!
- r22n+a+p+)r@2n+a+ p+2)

(b _ a)2n+a+ﬂ+l §mn (217)



kosulu gergeklenir. Ozel halde [a,b]=[-1,1] secildiginde

a, _ (_1)n 1 n 2\n
Py 'B)(X)‘WWD [wO)@—x*)"]

:%(1—@‘“ @+x) 7 D" (1= x)"* L+ x)" |

elde edilir.

n=0,12,--- i¢in Leibniz kural1 uygulanirsa;

n

D"[ (1-%)"(1+X)"" | :Z@ D¥(1—X)™* D" (1+ x)"*

k=0

_n|Z( 1)¢ (n+aj(n+'gj(1 X)L+ X)), n=0,1,2-

elde edilir. Bu ifade (2.18) de yerine yazilirsa

aﬁ(x) ( Z( l) (n+aJ[n+ﬂJ(l X)n+a k(1+x)ﬂ+k’ n:0,1,2.”

ifadesi elde edilir.

n. dereceden P“# Jacobi polinomunun simetrisi;

R () = ()R (x), n=012-

olmak tzere

10

(2.18)

(2.19)

:i[nj(—l)k(nm)(n+a-1)---(n+a-k+1)(1—x)"*“k(n+ﬁ)(n+ﬂ—1)---(ﬂ+k+1>(1+x)“

(2.20)

(2.21)

(2.22)



F’n(“‘ﬂ)(l):[n;a} Pn(“‘ﬂ)(—1)=(—1)“£n;ﬂj, nN=012 (2.23)

seklinde verilir.

X #1 olarak alinirsa;

@) vy _ X__ln S(N+a)(n+p (X_Jrl)k _
g (X)_( 2 j k_o( K j(n—kJ x_1) ' n=oLa-

ifadesinde

x+1) 2 Y &k 2
] o2 Y] e o

yerine yazilirsa

SCECIP U e )
LS ) e

elde edilir.Bu ifade diizenlenirse

Pn(a,ﬂ)(x):[XT_lJ” nooi ( n-{-a ][n+ﬂ}(n—l+kj[ij_.

—=\n-i+k )| i-k n—i x—1
&G nda \(n+ B (n—i+k)(x-1Y
_i_Ok_O(n_i+kj(i—k]( n—i ](TJ

11



: '(n+a+1) r'(n+p+1
S -i+kK)IT({i-k+a+1) (i-K)IT(h—i+k+B+1)
r(n+a+1) F(n+a+k)!(x—1)i
‘(n—i+KIT({-k+a+1) ((n-i)'k! | 2

_T(n+a+)C(n+4+1) Z (-n), (1— xji
- n! “ZT(i+a+Dill(n-i+A+1) 2

(2.26)
0 (i), (i —a —1),

i (n—i+p4+1, k!

seklinde gerceklesir. Burada (p),
(P)o =1, (P) =p(P+)(p+2)...(p+k-1); k=123,... (2.27)

Pochhammer sembolii olarak tanimlanmaistir.

2.3. Kesirli Jacobi Polinomlari ve Ozellikleri

W(X) agirlik fonksiyonu olmak iizere

b 1 m=
(Vs Yn) = [WOOY R 00y, (K= 7,80 Sy :{o LE (2.28)

kosulu altinda {y, } ortogonal polinomlarmn bir dizisi denir. Burada (.,.) i¢

o0
n=0

carpim olarak alinsin

b
70 =[vall, = [w0y; ()dx (2.29)

seklindedir. ~ Agirlik  fonksiyonu ~ w(x) = (x—a)*(b—-x)”  olmak iizere
y, (x) = P# (x) Jacobi ortogonal polinomlar1 (Koekoek vd., 2008)

12



b
(Rl P = [ (x—a)“ (b —X)” P ()R (x)dx

_ I'h+a+p+DI'n+a+)I'(n+ g +D)n!

(b _ a)2n+a+[i+1 5mn (230)
r22n+a+p+)r@2n+a+ +2)

Goz oniine alalim. Ozel halde [a,b]=[0,1] secildiginde

k

PP ()= a,, (2.31)
o k!

D" (k+a+1),

KT n—K)(n+K+a+f+1), (2.32)
ve Pochhammer sembolii (p), olmak iizere
(P)o =1, (P) = p(P+D(p+2)...(p+k-1);
SRACLLI R P 2.33
(P) O 123, (2.33)

seklinde verilir(Koekoek vd., 2008).

K(*#4 (t) kesirli Jacobi fonksiyonlarmi olusturmak igin (2.31) deki denklemde

x:=t* (1 >0) konulsun. Bu halde
(@..2) @nry o &
K22 () = By (t ):zan,kﬁzzbn,kt (2.34)
k=0 - k=0

elde edilir. Burada

(DM (k+a+D, !
" (=K)KI(N+K+a+ B+1)

(2.35)

13



dir. Ozel halde n=k igin

b, =1 (2.36)
dir.
K (=#2 (t) kesirli Jacobi fonksiyonlari i¢in

1
(KEPD (0, KA (1)) = [ D 1 1=t )K D (KD (1)t
0

_ F(n+a+ﬂ+l)1“(n+a+1)l"(n+ﬂ+1)n!§
 I@n+a+B+0I2n+a+ f+2) "

(2.37)

iligkisi gergeklenir. K(*#4(t) kesirli Jacobi fonksiyonlarinin Caputo kesirli tiirevi

ise

g C L(ka+1) t&o*
DOKEA (M) =Y a,, et D)
SO T(A+1-4) K

n (k-1)A
Sa, r'kki+1 t (2.38)
SN T((k-DA+1) k!

seklinde verilir.

Dém/l) _ M (2.39)

m defa

olmak tizere

DWWk — I'(kA+1) D2 _ I'(kA+1) D2
0 C(kA+1-2) ((k-1)21+1)

Dézﬂ,)tkz _ Déz) Déz)tkz _ Dél) I'(kA+1) kD2
r'((k-Di1+1)

14



__Tka+D) T(K-DA+D 2
CT((k-DA+1) T((k—2)A+1)

_ T(kA+D)
T T((k-2)A+1)

(k-2)2

n

" r'(ki+1) t&24
DEK () = D
—KP((k-2)A+1) k!

DéSA)tk/l _ Dé/l) Dé/l) Déz)tka _ Déz) I'(kA+1) t(k-2)2
I'(k-2)A+1)

__T(k2A+D)  T(k=2)A+D) (cas
CT((k—2)A+1) T'((k—3)A+1)

_ T(kA+D)
T((k-3)A+1)

(k-3)2

. o T(kA+D) e
DEPKE ()= a,, (k1+1)
L) A+1) k!

elde edilir.

Benzer islemler tekrar edilerek K “#*) (t) i¢in m. mertebeden Caputo kesirli tiirevi

n (k=m)A
DMK (1) = Y a,, — LEAHD 1 (2.40)
ZM T (-mAa+) K

veya

DMK P 1) = Y et (241)
k=m

sekinde verilir.Burada
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(kA +1)

Cr(1nll<) = an k
’ K T((k —m)A +1)k! (2.42)

m=012,..,n
ve

Démﬂ) K (@.5.2) 0) = cM 4 Mt 4 o(myi24 ()

0

dir. Bu halde
dir.

2.4. Taylor Serileri ve Ortogonal A¢ilimlar
@ (x) ortogonal polinom olmak tizere f(X) fonksiyonu
f(x)=> cd (), (2.44)
k=0

seklinde yazilabilir. Burada

J w0 ()4 ()dx
c =2 . (2.45)
I I,

ile verilir(Eslahchi, M.R. vd., 2011). Sonsuz mertebeden tiirevlenebilir f (X)

fonksiyonunun a komsulugunda keyfi 2 degeri i¢in
f(x) =Y B (x—2)" (2.46)
k=0

seklinde yazilabilir ve burada
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_ f(k)(l)

B k!

dir. (2.44) de ¢ (x) = R“”(x) almnirsa
(09 =3 e R (),
k=0

yazilabilir. Burada ;

(a.B)
C(a’ﬂ) _ <Pk ' f>w(a.ﬂ)

R0

2
W)

olmak tizere f(X) fonksiyonunun Jacobi agilimi elde edilir.

f (x) fonksiyonunun x =1 noktasindaki Jacobi seri agilimu;

k

f(x)=ic§“ﬁ>[z B (x-1)

i=0

=0 i=0

3

seklinde elde edilir.

i=k

(2.44) ve (2.46) daki denklemleri (2.48) de yerine yazilirsa,

17

N (@ 8) R (@.80) (@) R (@)
EZci B jJ{Zci B

K
+(2Ci(a'ﬁ)8(§a’ﬂ’i)](X—1)2 +---
i=0

N ci“"'ﬂ’Bé“'ﬂ'”j(x—l)k
=k

S A R@h) O @ psi @) k=012
Zci B, ZZCHK B, :T’ =ULs4:
i=0 H

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)



2k+a+ﬂ+1

i(Zi +2k+a +,B+1)(i T(k](i +a(:+ﬂk+ ij AP = 0 fO) (2.52)

elde edilir. Burada

AP = <|:>i(+"k’ﬁ) (x), f (X)>W(a,ﬁ)

dir.

2.5. Kesirli Taylor Serileri ve Ortogonal Acilimlar

f (x) fonksiyonunun x =c noktasindaki n. mertebeden Taylor polinomu;

(k)

f)=P00=Y

seklindedir, f(x)=P,(x) alindiginda buradaki hata E, (x)=|f(x)—P,(x)| olmak

uzere

B f(n+l)(§) e
E..(x)= (niD)! (x=c)" , c<é<x (2.53)

ile verilir. Sonug olarak ;

n £ 00
f(x)= Z% (Xx=€)" +E g (X) (2.54)

k=0
seklindeki formiile Lagrange kalanli Taylor formiilii denir (Adams, 2006).

Tamm 2.5.1 f(t) fonksiyonu a noktasinda sonsuz kez Caputo tiirevlenebilen bir

fonksiyon olsun. Kesirli Taylor serileri a noktasi civarinda yakinsak ise t=a

noktasinda f(t) kesirli analitik fonksiyonudur denir ve

18



DY f (a)

orwﬂ+na_a) (2.55)

Il
NgE

f (t)

=
1l

seklinde yazilir.

Yy, (t), [a,b] lizerinde ortogonal bir polinom olmak iizere f(t) kesirli analitik bir

fonksiyon, w(t), [a,b] lizerinde agirlik fonksiyonu ve

[w() f )y, ()t
AP =

2
[yil,

olmak tzere

F0 = 2 Ay, )

seklinde yazilabilir. Burada y, (t) = K*#? (t) alinirsa,

(1K)

(@A) 2
[k

AP —

ve w(t) = At (1—t*)” fonksiyonu [0,1] iizerinde agirlik fonksiyonu olmak

uzere
f(t) =D A“PKE ()
k=0

seklinde yazilir. Bu halde, f(t) kesirli analitik fonksiyonu i¢in kesirli Taylor serisi

ft)= i Atfa'ﬁ’ﬂ) (ibk,itu)

=D AP (b o +b th +b P+ 1)
k=0
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00

:( Ai(a’ﬂ'ﬂ)bi,oj—i_(z Ai(avﬂvﬂ)bi’ljtl +[Z Ai(aﬁ%)bi,zjtu o
i=0

i=1 i=2

M

-3

k=0

Ai(""ﬁ'l)bi’kjt“ (2.56)

Il
=~

seklinde verilir. Ayrica

0 © (ka) (k2)
ZAi(aﬁﬁ)bi k= zAi(fkﬁ'l)bnk K= B _10) = O , k=012...
- B T T(ki+1) T(k1+1)

ifadesi elde edilir.

Teorem 2.5.1 (Kayedi-Bardeh, A. vd., 2012) [0,1] araliginda

w(x) = AX“ P 11— x*)? agirlik fonksiyonu ve K(*#? Kesirli jacobi fonksiyonlari

olmak tizere
F(0) =2 AR (x)
k=0

acilimi vardir ve

DO R 3 X N M C) R S UM 1)
— I,k — +k 1+k ,k F(kﬂ, +1)
dir. Burada;
Ak(W,=<f,Ké“'ﬂ'”> () (krasD),,i!
HKk(a.ﬁ,mHz CMC =Kk +k+a+ f+D),
ile verilir.
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2.6. Kesirli Tiirev ve Kesirli Integral

Kesirli Tiirev ve Kesirli Integraller bugiine kadar birgok arastirmaci tarafindan

kullanilmistir. Bu ¢aligmada kesirli tiirev ve integrallerin gosterimi sembol olarak
A
Da

kullanilacaktir. Burada A >0 oldugunda kesirli tiirevi, A <0 oldugunda ise kesirli

integrali gostermektedir.

2.6.1. Griinwald Letnikov Kesirli Tiirev

f, [a,b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon ve « >0 olmak iizere o mci

mertebeden Griunwald-Letnikov tirevi

D F (1) = lim h“i(—l)f(‘:] f (t+rh) (2.58)

nh=b-t

seklinde verilir.
2.6.2. Riemann Liouville Kesirli Tiirev

Riemann Liouville kesirli tiirevi

D f(t)= (%) I(t -7)" P f(r)dr, (m<p<m+1) (2.59)

seklinde tanimlanir(Podlubny, 1999). Riemann Liouville Kesirli Tiirevi

D ()= (%jm j(t —-7)" P f(r)dr

m oK) -k t
_ f (a)(t a) " 1 J'(t _ 2_)(m—p) f (m+1) (T)dT
= T'(-p+k+2) F'(=p+m+1)°
21




=,.D2f(t), (mM<p<m+l) (2.60)

acik olarak yazilabilir.

2.6.3 Caputo Kesirli Tiirevleri

Tamm 2.6.3.1. Bir f(x) fonksiyonunun a>0 iken A>0 mertebeden Caputo

anlaminda kesirli tiirevi f—-1<A< B, feN, X>a olmak iizere

X

B B 1 f (B) (t)
(D £)(x) = FG-D j T dt (2.61)

seklinde tanimlanir(Diethelm, 2004).

k>0 icin f(x)=(x—a)" fonksiyonu i¢in Caputo anlaminda kesirli tiirevi

0, ke{012,...,5-1}

DIfC) =1 TR+ (vt (keNk=p)vkeNks>5-1)

I'k+1-2)

seklindedir.

Teorem 2.6.3.1. (Podlubny, 1999) f (x) fonksiyonu n kez Caputo anlaminda

turevlenebilirve n—1<a<n, neN ve o € R olmak lizere

lim D2 f (t) = f ™ (t)
lim D ()= f " (1) - £ (0) (2.62)

kosullar1 gerceklenir.

Ispat:

ey 1 7@
POty ! (t—r)*"
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_ 1 £ f(n)(f) T:t_t_ (n+1) (t-o)"
_F(n—a){f O] j ()= dr]

B 1
r'n—a+l

[ f™O)"* + j f () (t-7)"“d Tj
0
a—Nve a—n-1igin,
Liiﬂ DI f (t) =( fOD () £ (0))‘:; = V(1)
ve

t

lim D f () =(f™O)- f(”)(r)(t—r))‘ —I—f(”)(r)dr

7=t
7=0
0
= f (n-1) (T)‘t "
= 0D (t)— D (0)

elde edilir.

2.6.4.. Kesirli Tiirevlerin Baz1 Ozellikleri

1) Lineerlik Ozelligi

Caputo kesirli tiirevleri icin n;, n, sabitler olmak {izere

¢ 8)
_ 1 I(nl D2 4, 1 I(nz DO
F(ﬂ—ﬂ,) % (X_t)/1+l—ﬂ F(ﬂ—l) 4 (X_t)l+l—ﬁ
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~ nl X fl(ﬁ)(t) n2 X fz(ﬂ)(t)
) e T ey

=n,D} f,(x)+n,D7 £, (%) (2.63)

lineerlik 6zelligi gergeklenir. Riemann Liouville kesirli tiirevleri igin

@ [a=r) " () + g (e

DYG0+ 90 = o

__A dkj(t P ()dr+

T(k—p)dt*,

& par] G ot

= 2,07 (©)+4,D9() (2.64)
lineerlik 6zelligi saglanir.

2) Leibniz Kurah

f (z) fonksiyonu [a,t] araliginda siirekli ve ¢(r) fonksiyonu [a,t] araliginda n+1

kez tiirevlenebilir ise @(t) f (t) ¢arpiminin kesirli tiirevi;

D0 10) =3[ 260,07 10)-RI) @65)

dir. Burada n> p+1 ve

Rnp (t) -

l]"( J (t-7) “f(f)dfj(p(””)(f)(t &)dée (2.66)

dir.
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Tamm 2.6.3.2. a>0 ve a,(a >0) mertebenin Riemann Liouville Integral

operatori

(J;‘f)(x)=%.x[(x—r)“‘lf(r)dr L x>a

(J2HH)=1(x)

seklinde tanimlanir. Riemann Liouville integral operatdriiniin dzelliklerini asagidaki

gibi verebiliriz.

1) (JEI2H)X)=@LIEH)0) =057 1) (X), @ f>0, a=0, ceR, y>-1

o vl X}/+0!
2) JIx _F(a) Bx;xa(a,7+l),
3) J:ecx — g% (X—a)“i (C(X_a))k

ST(a+k+1)

Teorem 2.6.3.2 (Odibat vd., 2007) D{“f(x)eC(a,b] , O0<a<l,

k=0,1,2,---,n+1 olmak iizere

S (x=a)” (DI £)(&) Ay
f(x)_;:r(iml)(Da f)(a)+1“((n+1)a+1)'(x AT asgEx wxe(ab),

dir.Burada

D' = DZ.Df---D¥
%/—/

n kez

dir..
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ispat:

(J na Dna f )(X) (J (n+l)a D(n+1)a f )( ) — IE)E a) ) (D:a f )(a),

3D D09 -OE DL )09 =3 D 0
oldugundan

f (X) (.J (n+)a D(n+1)a .I: )(X) Z (X a):) Dla f )(a)

gerceklesir. Integral Ortalama Deger Teoremini uyarinca

X

(J§n+l)a D§n+l)a f )(X) - mj(x

_t)(n+l)a (Da(lm—l)a f )(t)dt,

D(nﬂ)a f )(5) (n+l)a
F((n +Da +1)J( T,

— (Da(lml)a f )(5) (X _ a)(n+l)a
I'(n+)a+1)

_(Dé"”)"f)(?) (D (X a)'“ D
) F((n+1)a+1) ~a) Z D@

(X a)la la (D;M)af)(f) _ a)(+D)e
f(x)= Z (D f)@)+ —r((n+1)a+1)'(x a)" .

elde edilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Operasyonel Matris Yontemi

Operasyonel Matrisler, Dinamik Sistemler, Optimal kontrol sistemleri, robotik
sistemler gibi bircok miihendislik ve fiziksel problemlerin ¢6ziimii ig¢in
kullanilmistir.  Ozellikle integral denklemler, diferansiyel denklemler, integro

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde 6nemli bir yer tutar.

D(t) = [ (1), &, ()., 8, O (3.1)

& (1), 4, (t),...., 4, ,(t) [a,b] aralig1 izeinde temel fonksiyonlar olmak tizere

E... Ve F,, Matrislerinin tiirev ve integralinin operasyonel matris gosterimleri

d ~
GO =EC) (3.2)
Icp(t) =~ FO(x) (3.3)

seklinde verilir,

Eve P (N+DX(N +1) tipinde matrislerdir.

3.1.1. Genel Jacobi Polinomlari icin Operasyonel Matris Yontemi

Bu boliimde genel Jacobi polinomlarinin Operasyonel Matrislerini arastiralim.
4 =R“” (1)

olmak tizere
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d

d p(aﬂ)(x) ZCIJ J(aﬂ)(x)

=§ic. B{"/V (x-1)"; i=123,. (3.4)

k=0

seklinde yazilabilir.
Diger bir ifadeyle P“? (t) = P.(t) ve ™ (x)= d— P (x) = P®(x) olarak

tanimlanir.

i—1 . (k) _(k+1)
e, By =B _F

7 k=01..,i-1 ve i=123,.. 3.5
£ k! K ' ' 2 (33)

F(O{+ﬁ+| +2+ k) (a+k+lﬂ+k+l)

2k+ll—w | k-1 (1)
(a+pB+i+])

P(k+1) (1) i

_F(a+ﬂ+i+2+k)( i+a J (3.6)
2 T(a+ B+i+) li—-k-1 '
elde edilir. (3.5) ve (3.6) yardimu ile
_Béa”g'O) L. Béa,ﬁ,i—S) Béa,ﬂ,i—z) Béa,ﬁ,i—l) i Ci,O 7T Pi' (1)/0|
0 B o B genlc, | | RO
: : - : : N E : (3.7)
0 0 B BYYC| | RUI@/i-2)
Y 0 0 BYMP|Cu.] [ PO/G-D!

matris gosterimi elde edilir. Burada

I'a+ p+2i+k)

2T(a+ f+i+1)

T @Rita+p-2)
(i-DYa+p+i-1)

(i-1)!
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_(a+p+2) (a+p+i-1)!
2+ B+ QRita+ f-2)!

(a+ p+2i0)
2(a+—ﬁ+)( a+ f+2i-1) (3.8)

ve

_ j+1
Pi(Hl) @ - j! Z Bﬁa'ﬂ'k)ci,k

. k=i-1 .o :
C = PR ; 1=012,..,i—-2 (3.9
|

dir (Eslahchi M.R., vd., 2011).

3.1.2. Kesirli Tiirevler icin Operasyonel Matris Yontemi

Tamm : ¢,(t),4(t),4,(t),...,4,,(t) fonksiyonlar1 [a,b] iizerinde baz fonksiyonlar
olmak iizere ¢@(t) =[¢,(t),4 (), 4, (1),...,4, ,(t)]" matrisini géz oniine alalim. Bir

E., matrisi

d
470 =E40) (3.10)

kosulu ger¢eklenmesi halinde tiirev operasyonel matrisi adimi alir. Kesirli Jacobi

fonksiyonlar1 ¢ (t) = K, (t) = K“#* (t) i¢in Caputo kesiri tiirevleri kullanilarak

gzK(t) DK, (t) = ZM K () (3.11)

(2.34) ve (2.35) ten faydalanarak

i-1 ]
DM, bt i=123 .. (3.12)

i,j,]
j=0 k=0

29



gerceklenecek sekilde M, ; vardir. {4 (t) = D{VK, (t) = K (t) olmak iizere

IZ_:L:M L f(kl)(o) _ Ki(k+1)/1(0)
ST T (kA +1) T(kA+1)

k=0L12,...,i-1i1=123,...

(3.13)

elde edilir. Bu halde M, ; katsayilarini asagidaki denklem sisteminden bulunabilir.

Bu sekilde bulunan lineer denklem sistemi ¢6ziildiigiinde

_ K0
" b, D DA +)

i1
Ki(MM (0)-T'(jA+1) Z bk,jM ik

Mi‘j — : k=j+1 :
b, T'(jA+1)

j=i-2i-3,...,10

degerleri elde edilir. Burada b,; =1

m r'ki+1)

an — “nk ! :O’l’“"n
: *T((k —m) A +1)k!

DMK (4 () = ¢

n,m

dir (3.17) ve (3.18) den

30

boo Do o b b, [Mio | [ KP(0)/r@
b1,1 bi—2,1 bi—l,l M il Kiw (O)/F(/l +1)
0 0 ... by, by, | M, K (0)/T((i-2)2+1)
0 0 .. 0 by M| [KPO)/T(-)A+1)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



KO ©0)  Tki+) D"k +a+1), n
T(k-DA+1) T(K-DA+DkI(n—K)!(n+k+a+B+1),

(3.19)

ifadesi elde edilir. Operasyonel matrisi tammlamak i¢in, E“#* | (N +1)X(N +1)

tipinde bir matris olmak tizere
d* 0 0 "
PO = L\/I O}ﬁ(t) = (E“7)g(t) (3.20)

seklinde yazalim. Bu halde

d (n4)

S = (E“Y?) g0, neN (3.20)

gerceklenir. Ozel halde, N=4 ve A € (0,1] olsun.Bu halde,

0 0 0 0 O
M,, O 0 0 O
E@/Y =IM,, M,, 0 0 O (3.22)
M 3,0 M 31 M 3,2 O O
_M40 M4,1 M4,2 M,s 0_
elde edilir (Kayedi-Bardeh, A., vd., 2012).
3.1.3. Cok Kath Kesirli Tiirevler i¢cin Operasyonel Matris Yontemi
Cok Katli Kesirli Diferansiyel Denkemini baslangi¢ kosullari ile birlikte
UTE“’g(t) = F(t,UTg(t),UTE“ (1)) (3.23)
u®@©@)=d,, i=01..,r (3.24)

g0z Oniine alinsin.

Bu problemin niimerik ¢oziimiinii bulmak amact ile ~ K{*#* kesirli Jacobi
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fonksiyonundan yararlanarak yaklasik ¢6ziim
N
u®=> u, Kt =UTgt) , U =[u, u, u, ... uy] (3.25)
j=0

seklinde ifade edilir. Bu denklem kesirli diferansiyel denklemlerin yardimu ile
UTE@/a)g(t) = F(t,UTg(t),UTE“ Pg(t),...UTE M g(t)) (3.26)

seklinde yazilir (Kayedi-Bardeh, A. vd., 2012). Siralama noktalar1 igin K*#4 (t)

N+1
kesirli Jacobi fonksiyonun ilk (N —r) kokleri kullanilir ve baslangi¢ kosullarina
uygulandiginda olusturulan (N+1)x(N+1) lineer veya non-lineer denklem sistem

¢oziilerek niimerik ¢6ziim elde edilir.
3.1.4. Coziimiin Kontolii ve Hata Hesab1

(1.2)’deki kesilmis kesirli Jacobi serisi (1.1) denkleminin yaklagik ¢ozimii

oldugundan y(t) ¢oziim fonksiyonu (1.1) de yerine yazildiginda denklem yaklagik

olarak saglanmalidir. Bu durumda her t=t, , i=0,1,2,---,N i¢in
E(t) =|Dy(t) - F(t, y(t), Dgy(t).... Dy ()| = 0

veya

E(x) <107 (k) (herhangi bir pozitif tamsayr)

olmalidir. Eger maksimum (107)=10" 6nceden belirlenirse, o zaman N kesme
smir1 t, noktalarinin her birindeki E(t) degeri 10 dan kiigiik oluncaya kadar

arttirilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Lineer Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

Ornek 4.1.1. Homojen olmayan

y () +y(@t)=2+2t

lineer diferansiyel denkleminin
y(0)=1,y (0)=0

kosullar1 altinda
N
y© =2 YR (1) =U"d()
i=0

formunda yaklasik ¢oziimlerini arastiralim. Bu problemin ¢6ziimii i¢in

(a, /,n)=(0,01) ve N =2 alinsin. Bu halde

&, (1) 0O 0 0
() =| g(t) | ve E“’M=|C,; 0 0
¢2(t) CZ,O CZ,l O

UT =[u, u, u,] (bilinmeyen vektor)

#@O)=R“" ()= Z By (x-1)" ; a,p>-1

ey =[]
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Nn+a+pf+k\n+
B.“;ﬁ“’=2k( akﬂ j{n ij;kzo,l,z...,n

) j+1
Pi(Hl) (1) _ j! z Bj(a,ﬂ,k)ci’k

— k=i-1 s i
Ci,j - j!B}a’ﬂ'j) ) J—O,1,2,...,| 2

I'a+ f+2i+k)
2'T(a+ B+i+1) (a+p+20) (a+p+i-1)!

C‘“Zz_m i+a+p-2)! (i_l)l_2(a+ﬂ+i)!(2i+a+ﬂ—2)!
(i-DW(a+pB+i-1) '
(a+ p+2i)
—2(a+,8+)(a+'3+2| -1
PP ) =P ) ve f*“P(x)= dTP(x) PM(x)
PO (1) = F(a+,8+|+2+k) (mmmkﬂ)()_F(a+ﬂ+i+2+k)[ i+«
i 2 (a+ B+i+D) T 2 Ta+ B+i+)li-k-1

SO =1, 4() =t ¢2(t)=—%+gt2

C,=1,C,,=0,C,, =3

ifadeleri elde edilir. Bulunan bu ifadeler yerine konulursa,

1 0 00
O(t) = t ve EC =11 0 0
—%+gt2 0 30

elde edilir. (3.21) denkleminden yararlamlarak E®%? = (E©®P)?
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seklinde yazilabilir. Siralama noktasi olarak P? (t) Jacobi denkleminin ilk kokii
alinsin. Bu halde

3 .
POO(t) =D B (t-1) = 2p 3y
0 2 2
oldugundan denkleminin ilk koki t; = olarak bulunur. Genel denklemde

yerine Konursa birinci kok i¢in

3
UTE () +UT E(Olovz)q)(tl) +UTo(t,)-t, -1=0

denklemi elde edilir. Buradan

u, + 3+

3415 2415
c u, +

denklemi elde edilir. Benzer sekilde

y(0) =1 kosulu i¢in
i 1
U ®(0)=u,, —Euz =1
denklemi ve y (0) =1 kosulu igin

UTE®Y®(0)=u, =0

denklemi elde edilir. Bu 3 denklemden olusan 3 bilinmeyenli denklem sisteminin

¢Ozimi

4 2
u'=[u, u uz]:{g 0 5}

olmak tizere yerine konursa
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y(t):UTd)(t):F 0 3} t =1+t?
3 3] 1.3,
diferansiyel denklemin tam ¢o6ziimii elde edilir.

4.2.  Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

Ornek 4.2.1 Homojen olmayan

1 4t

D2u(t)+u(t) =L 1 2t -1
T

9

kesirli lineer diferansiyel denkleminin

u(0)=-1,u(0)=2
kosullar1 altinda

u(t) = iuj K22 (1) =UTd(t)

formunda yaklasik ¢6zliimlerini aragtiralim.

Bu problemin ¢6ziimii i¢in  (a, B, 1) = (0,0,%) ve N =2 alinsin. Bu halde

&, (1) 0 0 0
o) =| g,(t) | ve E“"P =[M,;, 0 0O
¢2(t) MZ,O MZ,l O

u’ :[Uo u, Uz]

seklindedir. Burada
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1
2

g =1, g,() =t* - ,¢2(t):t_t§+%

N

M, , = 0.8862269255 , M,, =1.128379167 , M, , =—0.3220373420

ifadeleri elde edilir. Bulunan bu ifadeler yerine konulursa,

1 ) 0 0 0
-1 (0,0,2)
O) =] t2 5 ve E 2 =| 0.8862269255 0 0
LT —-0.3220373420 1.128379167 O
t—t2 + 5

elde edilir. (3.21) denkleminden yararlanilarak

1

E(O;Ovl) r (E(O,O,E)

)2
1

seklinde yazilabilir. Siralama noktasi olarak K;O'O'E) (t) kesirli Jacobi denkleminin

ilk kokii alinsin.Bu halde

3
2

1 3 1
K%Y ()= byt =te - Spy S -
k0 2 3

oldugundan denkleminin ilk kokii t =0.01270166538 olarak bulunur. Genel

denklemde yerine konursa birinci kok i¢in

3 1
u' E(O’O’Z)cp(tl) +%UT E(O’O’Z)cb(tl) +UTd(t,)-t,-1=0
denklemi elde edilir. Buradan

0.4508066616

N

U, +(0.4989285909)u, —(0.6923900475)u, +0.9745966692 — 0
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elde edilir. Benzer sekilde u(0)=-1 kosulu icin
1 1
UT®d(0) =u, Ut U, = -1
denklemi ve u'(0)=2 kosulu i¢in
UTECY®(0) =u, =2

denklemi elde edilir. Bu 3 denklemden olusan 3 bilinmeyenli denklem sisteminin

¢ozimu

U'=[u, u U]

[-0.3333333333 2 2]

elde edilir. Bu degerler yerine konursa,

y(t)=UTd(t)=[-0.3333333333 2 2]| t2-= |=-0.9999999997+ 2t

kesirli diferansiyel denkleminin yaklasik ¢oziimii elde edilir.

4.3. Cok Kath Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

Ornek4.3.1 Homojen olmayan

3 1

8 1 2 Jt
D2u(t)+=D2u(t)+ut) =t +—+1
Ju()+5 DFUO +u() =t+ -~

kesirli lineer diferansiyel denkleminin
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u(0)=1,u(0)=1

kosullar1 altinda

u(t) = iuj K22 (1) =UTo(t)

=0
formunda yaklasik ¢ézlimlerini bulalim.

Bu problemin ¢6ziimii icin  («, 3, 4) = (0,0, %) ve N =2 alinsin. Bu halde

&, (1) 0 0 0
o) =|g,(t)| ve E“’P=|M,;, 0 0
¢2(t) MZ,O MZ,l 0

seklindedir. Bu halde

el —totr et
HhO=1, 4O =t" - O =t-t"+

1 1 0 0 0

D(t) = tz—% ve E7 = % 0 0
1

t—t2+1 —\/;+ 1 2 0

i 6] L 2 Jr x|

elde edilir. (3.21) denkleminden yararlanilarak
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L 002 0,0.2)

0 = (""2)7 BT (")

1
seklinde yazilabilir. Siralama noktasi olarak K;O'O'E) (t) kesirli Jacobi denkleminin

ilk koki alinsin.Bu halde

1 3 1 3 1
(00.) o .5 3, 3,5 1
K, 2(t)=) b, t 2 =t ——t+-t?2 ——
s 2 (1) kZ:(; 3.k 2 g 20
2
-5++/15
oldugundan denkleminin ilk koki  t, = olarak bulunur. Genel

denklemde yerine konursa birinci kok i¢in

3 1
(0,0,7) (0,0,7)
Ut CI)(tl)+%UTE "2 (t) +UT (L) -, ~1=0

denklemi elde edilir. Buradan

442 37249 156265
uo"'( )ul_( )uz_ =0
7919 119059 145189

elde edilir. Benzer sekilde

u(0) =1
kosulu i¢in

U'®(0) =u, —%ul+%u2 =1

denklemi ve u (0)=1 kosulu igin

UTECYD(0)=u, =1

denklemi elde edilir. Bu 3 denklemden olusan 3 bilinmeyenli denklem sisteminin
¢Ozumu
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U'=[u, uy UZ]:E 1 1}

elde edilir. Bu degerler yerine konursa,

y(t):UTcD(t){g 1 1} t%—1 =1+t

kesirli diferansiyel denklemin tam ¢oziimii elde edilir.

4.4. Bagley Torvik Kesirli Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

Ornek 4.4.1: Homojen olmayan

3

% D2y(t) +2D2y(t) + y(t) =1+ 2t

Bagley-Torvik kesirli lineer diferansiyel denkleminin
y(0)=1,y(0)=2

kosullar1 altinda

YO= 3y K () =UT o

formunda yaklasik ¢ézlimlerini bulalim.

Bu problemin ¢oziimii i¢in (&, 5,1) = (0,0, %) ve N =2 alinsin. Burada
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, (1) 0 0 0
o) =| 4 @t)| ve E“’P =M, 0 0
¢2 (t) M 2,0 M 2,1 O

seklindedir. Bu halde

SO
HhO=1, 4O =t" -, O =t-t*+

248 167 1587

ifadeleri elde edilir. Bulunan bu ifadeler yerine konulursa,

1 . 0 0 0
Ot)=| t2-= | ve E@/H = 248
2 167
T 1587 167
t—t2 4= — =
6 | 4928 248

elde edilir. (3.21) denkleminden yararlanilarak

002

1 1
2y E%07 () e £O9 - (E

E(O,O,l) _ (E(O,o,2

), E 02y

1
seklinde yazilabilir. Siralama noktasi olarak K?EO’O’E) (t) kesirli Jacobi denkleminin

ilk koku alinsin.Bu halde

1 3 1 3 1
(0.0,) ke o 3, 3.5 1
K, 2(t)= E byt 2=t ——t+-t2 ——
3 ( ) ~ 3k 2 5 20
oldugundan denkleminin ilk koki t; =1248 olarak bulunur. Genel denklemde
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yerine konursa birinci kok i¢in

3
%UTE‘O'O'Z’Q(tl)+2UTE(O’O'Z)d)(tl)+UTCD(t1)—2t1—1:O

denklemi elde edilir. Buradan

J15 1 20021
Uy +(———)u, +(-=)u, ————==0
o+ 10)l (15) 2 19525

elde edilir. Benzer sekilde y(0) =1 kosulu i¢in

U'®(0) =u, —%u1+%u2 4

denklemi ve y (0)=2 kosulu igin

UTE®*®(0)=u, =2

denklemi elde edilir. Bu 3 denklemden olusan 3 bilinmeyenli denklem sisteminin

¢Ozumu
Ut =[u, u, uz]:[5 2 2}

elde edilir. Bu degerler yerine konursa,

y(t):UTd)(t):E 2 2} t2—= |=1+2t

kesirli diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimii elde edilir.
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SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada Kesirli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢o6ziimleri ic¢in farkl
yontemler calisgilmigtir. Bu amagla kesirli Taylor serisinden yararlanarak kesirli
Jacobi fonksiyonlarinin operasyonel matrisleri arastirilmistir. Bu yontem  kesirli
Taylor serilerinin katsayilar1 ve kesirli Jacobi fonksiyon agilimlari arasindaki iliski
dayanmaktadir. Kesirli Jacobi fonksiyonlarinin operasyonel matrisleri kullanilarak
kesirli diferansiyel denkleminin niimerik ¢oziimleri incelenmistir. Uzerinde ¢alisilan
yontem lineer diferansiyel denklemlere, Kesirli lineer diferansiyel denklemlere ve
cok katl1 lineer kesirli diferansiyel denklemlere uygulanmistir. Ozel olarak ydntem
Bagley Torvik diferansiyel denklemine wuygulanmis ve benzer diferansiyel
denklemlerin ¢ézlimleri aragtirilmistir.

Burada calisilan operasyonel matris yonteminin disiplinler arasi bir¢ok alanda
karsilasilan problemlere farkli bir yorum getirilebilecegi diisiiniilmektedir. Yontem
uygulandiginda hassasiyeti yiiksek c¢oztimler verdigi goriilmektedir. Bu yontem

fractional integro diferansiyel denklemlerede uygulanabilir.
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