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OZET

TEK TUR VE BIRBIRI ILE ETKILESIMLI POPULASYON
MODELLERININ YAKLASIK COZUMLERI iCIN TAYLOR MATRIS
METODU

El¢in CELIK

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dr. Ogretim Uyesi Elgin GOKMEN
Mayis 2018, 57 sayfa

Bu ¢alismada, tek ve birbiri ile etkilesimli tiirlerin siirekli popiilasyon modellerinin
yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in bir niimerik metot sunulmustur. Bu metot
kesilmis Taylor serisi ve serinin matris gosterimine dayali bir metottur. Taylor
polinomlar1 ve siralama noktalar1 kullanilarak, bu yontem popiilasyon modellerini bir
matris denklemine doniistiirir. Matris denklemi, bilinmeyenleri Taylor katsayilari
olan lineer olmayan bir denklem sistemine karsilik gelir. Sistemin katsayilar matrisi
lineer olmayan denklem sistemlerinin ¢dzim yontemleri kullanmilarak bulunur ve
bdylece istenen ¢oziime ulasilir. Metodun giivenirligini ve etkinligini géstermek icin
daha once farkli sayisal metotlarla ¢oziilmiis olan 6rnekler ele alinarak sonuglar
karsilastirilmistir. Ayrica yontemin hassasligini belirlemek i¢in hata analizi yapilmis
ve mutlak hatay1 tahmin etmek i¢in residual hata tahmini yontemi uygulanmistir.
Tim sayisal hesaplamalar bilgisayar cebir sistemi Maple 16 kullanilarak elde
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Siirekli Niifus Modelleri, Tek ve Etkilesimli Tiirler, Dogrusal
Olmayan Diferansiyel Denklemler ve Sistemleri, Taylor
Polinomlar1 ve Serileri, Siralama Noktalari.



ABSTRACT

TAYLOR MATRIiX METHOD FOR APPROXIMATE SOLUTIONS OF
SINGLE AND iNTERACTING POPULATION MODELS

El¢in CELIK

Master of Science (M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Elgin GOKMEN
May 2018, 57 pages

In this study, a numerical approach is presented to obtain the approximate solutions
of continuous population models for single and interacting species. This method is
essentially based on the truncated Taylor series and its matrix representations with
collocation points. By using Taylor polynomials and collocation points, this method
transforms population models into a matrix equation. The matrix equation
corresponds to a system of nonlinear equations with the unknown Taylor
coefficients. To illustrate reliability and efficiency of the method, numerical
examples are presented and results are compared with the other numerical methods.
Additionally, residual correction procedure is applied to estimate the absolute errors.
All numerical computations have been performed on the computer algebraic system
Maple 15.

Keywords: Continuous Population Models, Single and Interacting Species,
Nonlinear Differential Equations and Their Systems, Taylor
Polynomials and Series, Collocation Points.
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1. GIRIS

Diinya niifusu artmaya basladik¢a “diinyada ne kadar insan, hangi kosullar altinda
yasayabilir?” sorusu giindeme gelmeye baslamistir (Brauer ve Chavez, 2012).
Insanlar karsilastiklar1 doga olaylarmi agiklamak icin &zellikle son yiizyilda bilime
dayanarak bir¢ok caligma yapmislardir. Bu ise matematik, fizik, miihendislik, kimya,
astronomi, biyoloji, psikoloji, sosyal bilimler ve ekonomi gibi temel bilimlerin 6ne
¢ctkmasini saglamig ve zamanla bu bilimler bir noktada birleserek kendi aralarinda
etkilesim icinde olan, genel olarak uygulamali matematik bashgi altinda biofizik,
matematiksel biyoloji, matematiksel iktisat gibi daha birgok alanin dogmasina zemin
hazirlamistir (Degirmenci, 2011). Bu alanlarda bir sistemin davranigint matematiksel

olarak temsil etmek i¢in matematiksel modeller kullanilir.

Matematiksel modelleme en genel anlamda gergek hayat durumunun matematik
diline aktarilma ve matematiksel olarak ifade edilme siirecidir (Verschaffel, Greer ve
De Corte, 2000). Bu siire¢ sonunda ortaya ¢ikan iirline ise matematiksel model denir.
Matematiksel model problem hakkinda bilgi vermesi ve tahmin yapilmasina olanak

saglamasi agisindan ¢ok onemlidir.
Matematiksel model olusturma siireci
1. Problemi tanimlama
2. Varsayimlar yapma
e Degiskenleri siniflandirma
e Secilen degiskenler arasindaki iligkiyi belirleme
Modeli ¢6zme ve yorumlama

3

4. Modeli dogrulama
5. Modeli uygulama
6

Modeli siirdurme

adimlarindan olusur (Giordano, Fox ve Horton, 2014).



Bu siireci sema yardimiyla gosterecek olursak;

Gergek Diinya Basitlest Model
Verileri asitlestirme
Dogrulama Analiz
Aciklamalar «— Sonuglar

seklinde ifade edebiliriz (Giordano, Fox ve Horton, 2014).

Niifus artis ve azalisi, radyoaktif bozulma, kimyasal tepkimeler, diisen bir cismin
hizi, seri bagl bir elektrik devresindeki akim, cisimlerin sogumasi, kentsel trafik
akisi gibi benzeri olaylar matematiksel modelleme kullanilarak c¢oziilebilen
problemlere ornekler olarak verilebilir (Ozer ve Eser, 1996). Bu problemler ile
olusturulan modellerin ¢ogu, zamana bagli degiskenleri ve onun tiirevlerini igeren bir
denklem ve bu denklemi belirli kosullarda saglayan bir bilinmeyen fonksiyonunu
igerir. Niifus artis1 ve cisimlerin sogumasi probleminin zamana goére degisiminde ve
diisen bir cismin hizinin mesafeye bagli degisiminde oldugu gibi birbirine bagl
olarak degisen, bagimli ve bagimsiz degiskenler vardir. Bir veya daha ¢ok bagimh
degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz degisken ve bagimli degiskenlerin bagimsiz
degiskenlere gore tiirevlerini veya diferansiyellerini i¢eren bir bagintiya diferansiyel

denklem adi verilir (Sezer, 2001).

Popiilasyon modellerinin ¢ogu diferansiyel denklemler ile kurulmaktadir. Bu
diferansiyel denklemler ¢esitli teknikler kullanilarak analitik  ¢Oziimleri
yapilabilmekte veya analitik ¢éziimiiniin elde edilemedigi ya da elde etmenin zor
oldugu durumlarda birgok yaklasik ¢6ziim metodu sunulmaktadir (Salisbury, 2011).
Popiilasyon dinamikleri, belirli bir tiire ait organizmalara uygulandiginda dogum ve
Olim hizlarini, gé¢ ve gocli belirleyen karmasik siirecleri, yas yapisinin etkilerini ve

tiir lyelerinin hayatta kalmasini ve cogalmasini etkileyen bircok biyolojik ve
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cevresel faktoriin etkisini aciklar (Chavas, 2015). Popiilasyon dinamikleri ile ilgili
literatiirde ¢ok c¢esitli c¢alismalar bulunmaktadir ve bu c¢alismalardan ilki
Fibonacci’nin bugiin bir sorun olarak tarif edilebilecek bir soruyu 6zetlemesiyle
baslamaktadir (Bacaer, 2011). Fibonacci’nin tavsan problemi birkag yiizyil géz ardi
edilmistir. Fakat simdi niifus dinamiklerinde ilk matematiksel model olarak
tamimlanmaktadir. Fibonacci eslesen tavsanlar1 ve onlarin belirli bir siireden sonra

beklenen yavru sayisim1 formiilize etmis ve asagida verilen fark denklemini

yazmistir.
I:)n+1 = I:)n + I:)n—l

Bu denklemde P,, n. aydaki tavsan sayisin1 gostermektedir (Salisbury, 2011).

Ancak Fibonacci’nin bu ¢alismasinda biiyiime, 6liim vs gibi gergek hayat durumlari

g6z ard1 edildigi i¢in popiilasyon modelleri tizerine ¢alismalara devam edilmistir.

Euler P,, n yilindaki niifus olmak {izere, niifusun

P.=(1+a)P,
seklindeki fark denklemi ile verilebilecegini belirtmistir. Burada « >0 biiyiime

orani olmak iizere P, baslangi¢ niifusu verildiginde bu denklem ile n. yila ait niifus

biiytikliigii bulunabilir (Bacaer, 2011).

Bulasict hastaliklar ile ilgili ilk matematiksel model 1766 yilinda yayimladigi
caligmasi ile Daniel Bernoulli’ye aittir. Bu ¢alismada, bu dénemde ¢igek hastalig
igin gelistirilen bir agilama yontemi olan variolation tartigmalari matematiksel bir
modelle degerlendirilmistir. Variolation, hafif diizeyde ¢icek hastaligi enfeksiyonu
tasityan bir bireyden alinan yara kabugu veya cerahatin saglikli bireylere burun veya
agiz yoluyla verilmesi seklindeki bir asilama teknigidir. (Akpmar, 2012).
Bernoulli’nin bu asilama teknigi i¢in varsayimlari su sekilde verilebilir (Bacaer,

2011):

e Ik kez ¢icek hastalig1 bulasmus kisilerin (yastan bagimsiz) 6lme olasihigi p,

hayatta kalma olasihg1 1-p,



e Herkese her yil hastaligin bulagmis olma olasilig1 (, baska bir deyisle X ve
X+dx yas araligindaki bir kisi i¢in hastaligin bulasmis olma ihtimali qdx

’dir. (Burada dx sonsuz kii¢iik zaman periyodudur.)
e Cigek hastaligindan hayatta kalan insanlar, yagamlarinin geri kalaninda yeni

enfeksiyonlara karsi korunmuslardir (bagisiklik kazanmislardir).

m(x), cicek hastaligi disindaki nedenlerden dolayr x yasindaki Oliimler olsun.

b

Bagka bir deyisle, bir kisi igin ‘X ve X+dx ’ sonsuz kiigiik bir zaman dilimi i¢inde

O0lme olasilig1 m(x) olsun. P, aynt yil dogmus olan bir grup insan sayist olmak

lizere;
S(X): cicek hastalifina yatkin olan X yasindaki hastalik bulasmamis olan
birey sayist

R (X) : ¢cigek hastaligi bulagmis ancak X yasinda hayatta kalan birey sayilari

P(x)=S(x)+R(x)

olarak tanimlanabilir. Burada dogum yasi X=0’dir. Bu yiizden S(O): P(O) ve
R(0)=0 alinir ve her duyarli bireyde ¢igek hastaligi gegirme olasihigi qdx, diger

nedenlerden 6lme olasilig m(x) dx ’dir. Dolayisiyla hastaliga yatkin bireylerin

sayisinin zamana gore degisimi;

dS =—Sqdx —Sm(x)dx

—=—05S-m(X)S 11

o =98 -m(x) (1.1)
ile verilir. Aynm kiiclik zaman araliginda, ¢igek hastalifindan 6len insanlarin sayist
pSqgdx ise ¢igek hastaligindan hayatta kalan insanlarin sayisi (1— p)Squ’dir.

Ayrica, burada ¢icek hastaligi disinda diger nedenlerden dolay1 6len bireylerde
Rm(x) dir.



Boylece model

T q(-p)s-m(x)R

dP
o pdS-— P 12
=P m(x) (1.2)

denklemleri ile verilir. Bernoulli (1.1) ve (1.2) denklemlerinden, x yasinda hala
duyarli olan insanlari
S(x) 1

= 1.3
P(x) (1-p)e®+p (1:3)

denklemi ile modellemistir. Bernoulli (1.3) denklemi ile her yas i¢in yasayan
bireylerin dagilimim saglayan Edmond Halley'in yasam tablosunu kullanarak

modelin parametrelerini tahmin etmistir (Bacaer, 2011).

Thomas Malthus (1798) niifus iizerine arastirmalarda bulunmustur ve 18. yiizyilin
sonlarida Niifusun Esaslar1 Uzerine Bir Deneme adli kitabin1 yaymlamistir. Malthus
tarafindan elde edilen bir¢ok sonu¢ Graunt ve Petty tarafindan da elde edilmesine
ragmen, Malthus caligsmalarini ¢ok agik bir sekilde ifade ettigi i¢in bu alanda daha
tinlii olmustur (Kot, 2001).

Malthusyan biiyiime modeli olarak adlandirilan model,

dN

—=rN
dT

: . . - dN
diferansiyel denklemi ile verilir. Burada N popiilasyon sayisi veya Ty popiilasyon

degisim orani, b dogurganlik orani ile d oliim orami arasindaki farka esit olan
r=b—d tarafindan belirlenmektedir (Malthus, 1798). Bu denklem temel olarak
gelismis bir niifus modelini temsil eder, ancak olduke¢a basittir. Bu modelin dogru
olmasi igin gog, iklim degiskenleri, sinirli gida kaynaklari, dogal felaket gibi diger
degiskenler goz ardi edilmektedir (Pulley, 2011). Malthusyan biiyiime modeli olarak

5



adlandirilan model daha sonralari Charles Darwin’in dogal ayiklanma prensibi
fikrinin dogmasina neden olan iistel biiylime modelidir. Malthus biiyiime modelinden
biraz daha farkli bir model Gompertz (1779-1865) tarafindan sigorta hesaplamalari
icin verilen Ve bir kanser hiicresi biiyiimesine uygulanan Gompertz modelidir (Ozalp,
2015). Malthus ve Gompertz’in niifus modellerinde bilyiime orani sabit olarak
disiiniilmistiir. Ancak gercek diinyada; gida, alan, rekabet ve tiirlerin diger
ihtiyaglar1 gibi niifus artisi igin kisitlamalar bulundugundan Pierre-Frangois Verhulst,
Malthus denklemine kars1 yeni bir denklem onermistir. Verhulst (1838, 1845)’ a gore
bir niifus ¢ok biiyiik oldugunda kendi kendini sinirlayan bir siirecin uygulanmasi
gerektigini savunmus ve bilylime oram1 r ve mevcut siirdiiriilebilir kaynaklarla
belirlenen ortamin tagima kapasitesi olan k (maksimum insan sayisi) degerleri

pozitif olmak iizere;
d_N =rN (1_ ﬁ]
dT k

denklemini tamimlamistir. Bu modelde r(l—%j kisi basina diisen dogum artis

oranidir ve N ’ye baghdir (Murray, 2002). Belg¢ikali matematik¢i Pierre Verhulst
tarafindan  Onerilen bu denklem, lojistik diferansiyel denklem olarak
adlandirilmaktadir. Pearl ve Reed (1920) lojistik diferansiyel denklemi iizerine
caligmalar yapmisglar ve bu denklemin “doganin kanunu” olarak kabul edilmesi i¢in

caba sarf etmislerdir (Kingsland, 1985).

Literatiirde Onerilen niifus modelleme kavramlari demografik modellerden bilgi
temelli modellere, bilgi iiretimine dayali modellere doniismiistiir. Bu modelleme
yaklasiminda amag, teknolojik gelismelere dayali olarak bilgi iiretimini matematiksel
olarak tanimlamak ve lojistik fonksiyonlar1 kullanarak demografik biiyimeyi klasik
matematik modellerine dahil etmektir. Bu yaklasimdaki zorluklardan ilki teknolojik
seviyenin ve bilgi liretim miktarinin belirlenmesi, ikincisi ise bu tanimlarin niifus
modellerinin lojistik fonksiyonlarina sistematik ve mantikli bir sekilde dahil
edilmesidir (Okuducu, 2017). 1920’lerde insanlar popiilasyon dizileri ve dongiileri
ile tekli tiir toplama ya da gruplar iizerine laboratuvar deneylerine agirlik verirken

Raymond Pearl, matematiksel bir bakis agisin1 deneysel bir stille birlestirmistir. Pearl
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meyve sinegi iizerine yaptigi calismasiyla, karsilastirmali demografide bir program
hazirlamistir ve matematik¢i Lowell J. Reed ile popiilasyon artis oranlarini analiz

etmeye ¢alismistir (Hohler, 2005).

Wright (1945), (1955), Markos ve Kakutani (1958), Jones (1962), Kaplan ve Yorke
(1975) ve digerleri, niifus modeli olarak

Y (t)=-y(t-1)f+y(1)
denklemini, Cooke ve Yorke (1972)

y (1)=1(y(t)- T (y(t-e)))

denklemini kullanmistir (Giiney, 1989).

Popiilasyon dinamiginde daha gercek¢i modeller, popiilasyon dinamiginin ge¢mis
durumlarmi, yasadiklar1 ¢evrenin popiilasyon iizerindeki etkisini de icermelidir
(Degirmenci, 2011). Cilinkii niifustaki tireme siireci anlik degildir. Hutchinson
(1948), yumurtadan g¢ikmadan once z birim zamanda meydana gelen yumurta
olusumunu diistinerek (1.4) ile ifade edilen gecikmeli diferansiyel denklemini
onermistir (Denghan ve Salehi, 2010). Bu denklem tek tiirden olusan popiilasyon

dinamikleri i¢in

y(t)= ry(t){l—M} (14)

K

modelidir (Gopalsamy, 1992).

Biyolojik diinyadaki en ilging dinamiklerin ¢ogu tiirler arasindaki etkilesim ile
ilgilidir. Lojistik denklem, ayn1 zamanda, bir veya daha fazla popiilasyonun biiyiime
oraninin diger popiilasyonlarin yoklugunda lojistik denklemi karsiladigi varsayildigi
icin, birden fazla etkilesen popiilasyonu igeren modellerde de Onemli rol
oynamaktadir (Arino, 2006). Bu etkilesimleri igeren matematiksel modeller ¢ift
yonlii faydacilik, rekabet, av-avci modelleri olarak kategorize edilir. Av-avci

arasindaki bu etkilesimi igeren ilk modellerden biri, 1925 yilinda Amerikan
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biyofizik¢i Alfred Lotka ve Italyan matematik¢i Vito Volterra tarafindan
onerilmistir. Iki bilim adami 1920°li yillarin ortasinda birbirlerinden bagimsiz olarak
yaptiklar1 caligmalarda ayni ekosistemde bulunan farkli canli tiirleri arasindaki niifus
dinamiklerini agiklamaya calismislardir (Yerlikaya, 2011). Lotka-Volterra modeli
olarak adlandirilan bu sistem; a >0 avin biiylime orani, b >0 avin avciya yakalanma
oranti, ¢>0 avcinin 6lme orani, d >0 ise avci niifusunun biiylime orani olmak

lizere;

seklinde tanimli iki lineer olmayan diferansiyel denklemden olusan sistemdir. Zaman
gecikmeli av-avci modeli, balik niifusu iizerinde ¢alismalar1 sonucunda ilk olarak

Volterra tarafindan 1925 yilinda olusturulmustur (\olterra, 1926).

Birgok arastirmaci tiimor-bagisiklik sistemi etkilesiminin modellenmesinde Lotka-
Volterra modeli ve Verhulst (Lojistik) modelinden yararlanmiglardir. Gatenby timor
hiicreleriyle, tiimor hiicrelerinin ortaya ¢iktigi konak hiicreler arasindaki rekabeti
standart Lotka-Volterra tiirleri arasi rekabet modelini kullanarak modellemistir.
Costa ve arkadaslariin (Costa, 2003) olusturdugu tiimor bagisiklik sistemi etkilesimi
modeli Lotka-Volterra av-avci modeline dayanmaktadir. Sakar ve Banerjee (Sakar ve
Banerjee, 2005), malignant (kotii huylu tiimdr) hiicrelerle bagisiklik sistemi hiicreleri
arasindaki etkilesimi av-avcr sistemine benzer bir sistemle modellemislerdir (Kartal,

2014).

1970’1erde, diferansiyel denklemlerin ve dinamik sistemlerin yeni teorileri ve
yontemleri, popiilasyon genetigi, norobiyoloji, epidemiyoloji, immiinoloji, fizyoloji
ve c¢evre kirliligi vs. arastirmalarinda yaygin bir sekilde kullanilmistir (Nie ve Teng,
2013).

Lotka (1880-1949) yas yapilandirilmis popiilasyonlarin dinamiklerini incelemis,
McKendrick 1926'da, "Tibbi problemlere matematik uygulamalar1" baglikli bir

makale yayinlamis ve burada enfeksiyon ve iyilesmeyi belirleyen olasiliksal etkilere



sahip siirekli salgin modellerini tanimlamigtir (Salisbury, 2011). Kermack ve
McKendrick, 1930’lu yillarda hastalik modelleri gelistirmeye devam etmislerdir. Bu
calismalar glinimiizin daha karmasik epidemiyolojik modellerine temel
olusturmaktadir (Salisbury, 2011). Ayrica Lotka ve Sharpe (1923), Wilson ve Burke
(1942), Wilson ve Yorke (1972), London ve Yorke (1973), Hoppensteadt ve
Waltman (1970) bulasici hastaliklarin yayilmasi; Kalecki (1935), Goodwin (1951),

Cooke ve Yorke (1972) ekonomi ve ticaret alaninda ¢alismalar yapmustir.

Gopalsamy (1992), popiilasyon dinamiginde gecikmeli diferansiyel denklemlerin
kararliligimi ve salimimini incelemistir. Kuang (1993), gecikmeli popiilasyon
dinamigi iizerine calismalarda bulunmustur. Baker (1999), biyolojik bilimlerde
gecikmeli diferansiyel denklemleri kullanarak matematiksel bir modelleme
yapmistir. Bochorov (2000), gecikmeli diferansiyel denklemleri kullanarak biyolojik
bilimlerde karsilagilan olaylarin sayisal modellemesini ele almis ve Buric (2002),
gecikmeli diferansiyel denklemlerle modellenen tiimor biiyiimesinin bagisikliginin
dinamigini incelemistir. Nelson (2002), HIV-1 hastalifinin gecikmeli diferansiyel
denklemlerle modellenmesinin  matematiksel analizi {izerine c¢alismalarda
bulunmusgtur. Caberlin (2002) biyolojik sistemler alaninda caligmalar yapmuistir.
Bilim ve teknolojinin hizla ilerlemesi, 6zellikle bilgisayar ve internetin hizli geligimi
ile biyolojik niifus hakkinda daha fazla bilgi sahibi olunmustur. Bu gelisim ile
birlikte Shampine (2001), gecikmeli diferansiyel denklemlerin MATLAB yardimiyla
¢Oziimiinii yapmistir. Arikoglu ve Ozkol (2006), diferansiyel fark denklemleri icin
diferansiyel doniisiim teorisini vermis, bu yontemle elde edilen sayisal sonuglari

Taylor polinom yaklagimiyla karsilagtirmistir (Gtilen, 2010).

Literatiirde popiilasyon dinamiklerinin yaklasik ¢6ziimleri igin homotopi
pertiirbasyon metodu (HPM) (Shakeri ve Dehghan, 2008), homotopi pertiirbasyon
doniistim metodu (HPDM), homotopi analiz metodu (HAM), diferansiyel doniisiim
metodu (DTM), varyasyonel iterasyon metodu (VIM) (Saadatmandi ve Dehghan,
2009), Adomian decomposition metodu (Adomian ayristirma metodu) (ADM)
(Evans, 2005; Shakeri ve Dehghan, 2010), Laplace Adomian decomposition metodu
(LADM), Legendre multi-wavelet metodu, Runge-Kutta-Fehlberg metodu (RFK),
Chebyshev spectral Metodu (Susmita, 2016), Spline polinom Yaklasimi (Ramadan,

2005; Ramadan vd., 2006; Ramadan vd., 2009), Taylor polinom yaklasim1 (Sezer ve
9



Akyiliz, 2006; Gokmen ve Sezer, 2013a) ve Bessel matris ve siralama metodu
(Yiizbasi vd., 2011; Yiizbas:1 vd., 2012) kullanilmaktadir.

Taylor serisi ilk olarak 1715 yilinda Ingiliz matematik¢i Brook Taylor tarafindan
ortaya atilmigtir. Taylor serisinin orijin civarinda agilmast durumunda Maclaurin
serisi olarak adlandirilmasi Iskogyali matematik¢i Colin Maclaurin’den sonra

olmustur. 18.yy’da Taylor serilerinin 6zel durumlar ile ilgili ¢alismalar yapilmistir

(Biilbiil, 2011).

Taylor polinom yaklagimi popiilasyon dinamiklerinin modellenmesinde genis bir yer
tutar; ozellikle Leibniz-Maclaurin-Taylor yontemleri, birinci ve ikinci mertebeden

adi diferansiyel denklemlerin herhangi bir x, noktas1 ve civarinda verilen baslangi¢

kosuluna gore Taylor serisi formunda ¢6ziimiinii bulmak i¢in kullanilmistir. Ayrica,
Kanwal ve Liu (1989), Fredholm integral denklemlerinin ¢6ziimii i¢in bir Taylor
acilim yontemi vermistir. Bu yontem 1994°de Sezer tarafindan Volterra tipi integral
denklemlerin, daha sonra Sezer ve ¢alisma arkadaslar tarafindan yiliksek mertebeden
adi diferansiyel, integral, integro-diferansiyel, fark, diferansiyel-fark, pantograph tipi
denklemlerin ve bu denklemlerin sistemlerinin yaklasik ¢dziimlerini bulmakta
kullanilmistir (Sezer, 1994; Sezer, 1996; Nas vd., 2000; Yal¢inbas, 2002; Karamete
ve Sezer, 2002; Sezer vd., 2005; Giilsu ve Sezer, 2005; Sezer vd., 2006; Giilsu vd.,
2007; Akyiiz-Dascioglu ve Sezer, 2007; Kurt ve Sezer, 2008; Biilbiil vd., 2010;
Gokmen ve Sezer, 2013; Gokmen vd. 2015; Gokmen vd. 2017).

Bu ¢alismanin amact; literatiirde diferansiyel denklemler (Sezer, 1996; Karamete ve
Sezer, 2002), fark denklemleri (Sezer ve Giilsu, 2005) diferansiyel-fark denklemleri
(Sezer ve Akyiiz-Dascioglu, 2006), pantograph denklemleri (Sezer ve Akyiiz-
Dascioglu, 2007), diferansiyel denklem sistemleri (Akyiiz ve Sezer, 2003), lineer ve
lineer olmayan diferansiyel fark denklem sistemleri (Gokmen ve Sezer, 2013;
Gokmen ve Isik, 2015), lineer olmayan gecikmeli Volterra integro-diferansiyel
denklem sistemleri (Gokmen ve Sezer, 2015), Volterra fonksiyonel integral
denklemler (Gokmen, Yiiksel, Sezer, 2017) i¢in kullanilmis olan Taylor siralama
yontemini gelistirerek, belirli kosullar altinda gecikmeli lojistik denklem ve iki tiir

i¢in av-averl etkilesimini veren diferansiyel denklem sistemine uygulamak; en iyi
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yaklagimi verecek sekilde seri kesme sinirini ve hata sinirlarini tayin etmek i¢in bir

yontem belirlemek veya gelistirmektir.
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2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Lojistik Diferansiyel Denklem

Son yillarda, matematiksel biyolojinin ¢esitli alanlarinda popiilasyon modelleri
kapsamli bir sekilde incelenmektedir. Belli bir bélgede yasayan, ayni tiire ait
bireylerin olusturdugu topluluga popiilasyon denir. Av-avci yapisi, popiilasyon
dinamiklerinin temelini olusturur. Bir popiilasyonda niifus artis modelini
olusturmak i¢in oncelikle o popiilasyonun niceligini etkileyen faktorlere karar

verilmesi gerekir. x(t), t zamanindaki popiilasyon biiyiikliigii olsun. At >0
olmak tizere [t,t+At] zaman araliginda b dogum oranini ve d 6liim oranini

gostersin. Bu durumda verilen aralikta niifustaki degisim

%:(b—d)x=rx (2.1)

seklinde tanimlanir. Bu denklem ilk olarak niifus modellerinin Onciisii olan
Ingiliz niifus bilimci ve matematikgi Thomas Malthus (1798) tarafindan
onerilmistir (Ozalp, 2015). Malthus'un, XVIII. yy. sonlarinda yazdig1 "Niifus
Ilkeleri Uzerine Bir Deneme" adli ¢alisma, modern anlamda niifus iizerinde
yapilan ilk eser olarak kabul edilmektedir. Bu nedenle niifus teorileri ele
alinirken Malthus Oncesi ve sonrasi olarak ele alinmasi bir gelenek olmustur

(Giines, 2009).

Bir popiilasyonun alabilecegi maksimum birey sayisina o popiilasyonun tasima
kapasitesi denir. Bir ekosistemin tasima kapasitesi tarafindan tanimlanan sinirh
kaynaklarin varligi kabul edildigi takdirde, iistel biliylimeyi siiresiz olarak
desteklemeyen bir modelin kurulmasi gerekliligi dogmustur. Bu durumda en
basit model, kisi basina diisen biiyiime oran1 G ’nin popiilasyon biiyiikliigiine

bagli oldugu varsayildiginda elde edilir. Bu ise matematiksel olarak
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dx
E—XG(X), X(0) =X, (2.2)

seklinde ifade edilir (Brauer, 2012). Burada, niifusun yeterince biiyiik oldugu ve

boylece zamanin stirekli bir fonksiyonu oldugu kabul edilmektedir.

Niifus problemine bir dogrusal yaklasim, 1838 yilinda Belgikali matematikei
Pierre F. Verhulst’un insan niifusu i¢in 6nerdigi ve lojistik denklem olarak
adlandirdigi  Verhulst-Pearl denklemi olarak da bilinen denklemdir (Ozalp,
2015). Genel olarak Verhulst-Pearl denklemi, r >0 gergel biiyiime orani, k >0

tasima kapasitesi olmak tizere;
, 1
y (t)=ry(t)(1—Ey(t)j 2.3)

esitligi ile tanimlanir. Verhulst-Pearl denkleminin giliniimiizde, istatistik, tip,
kimya, fizik, dilbilim, ekonomi gibi daha bir¢ok alanda uygulamasi
bulunmaktadir (Kartal, 2014).

Verhulst-Pearl modeli baslangigta Malthusian model gibi iistel olarak biiyiir ve
biiylime oraninin maksimum oldugu bir noktaya ulasir. Bu noktadan sonra
bliylime orami1 diismeye baslar ve bir noktada sabitlesir. Eger popiilasyonun
tagima kapasitesinin niifusu astig1 bir durum s6z konusu ise, yani yeni yavrular
dogmus veya bu bolgeye disaridan yeni bireyler tasinmis ise, bu durumda sinirl
kaynaklardan dolay: niifus azalacak ve tagima kapasitesine erisecektir. Bununla
birlikte bu model, kaynaklar i¢in rekabet veya avcinin doyum noktasina
ulagmas1 gibi, av ve avcr arasinda bir¢ok etkilesimi karsilamaz (Ekici, 2016).
Bu sebeple adi gegen etkilesimleri de igeren denklem sistemlerine ihtiyag

duyulmustur.

2.2. Lotka-Volterra Av-Aver Modeli

Lojistik biiyiime modelinde, bir tiirlin biiyiimesi besindeki sonluluk nedeni ile
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sinirhidir (Brauer, 2012). Bu nedenle 20. yy.’da iki tiirden olusan bir ekosistem
tizerinde c¢alisilmaya baslanmistir. 1925 yilinda Amerikan biyofizik¢i Alfred
Lotka ve Italyan matematik¢i Vito Volterra tarafindan bir sistem ileri
striilmiistiir. Bu sisteme gore, ayn1 ekosistemdeki iki farkli tiire ait niifus

biiytikliikleri y,,y, olmak ftizere her bir tiirlin niifusundaki degisim oraninin

sadece tiirlerin niifuslarina bagli oldugu kabul edilirse matematiksel model,

dy,

E: f(yI’ yz)
d
f=g(y1,yz)

seklinde tanimlanir.

Genel olarak iki tiiriin etkilesimi ¢ift yonli faydacilik, rekabet ve av-avei iliskisi
olarak smiflandirilir. Bu iligkilerden av-aver iliskisi; a>0 avin biiylime orani,
b>0 avin avciya yakalanma orani, ¢>0 avcinin 6lme orani, d >0Qise avci

niifusunun biiyiime orani olmak iizere;

(2.4)

{ Y (t) =Y (t)(a_byz (t))
Y, (1) ==Y, (t)(c—dy, (1))

seklinde tanimlidir.

2.3. Lineer Denklem Sistemleri

b, a ;e R veya C ve X,X,,.., X, bilinmeyenler olmak iizere
aX +aX +..+ax =b

ifadesine bir lineer denklem adi verilir. Lineer denklem sistemi ise;
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A X +a,X, +.. 3 X, :b1

A, X +8,X, +...+ 3, X, =D,

(2.5)

a, X +a. X +.+a,X =b,

seklinde yazilir. Bu denklemin i. denklemi

X+, X, +o+ X, = bu

dir (Kolman ve Hill, 2010). n bilinmeyenli ve m denklemden olusan lineer

cebirsel denklem sisteminin kapali formu

>agx;=b  i=1..,m (2.6)
j=1

seklinde verilebilir. Burada x; ’ler bilinmeyenler, a; ’ler sistemin katsayilari ve

b. ’ler de bilinen degerlerdir. (2.6) cebirsel denklem sistemi

a; &, . A, X b,
A — a'21 a'22 a2n X = X2 b _ b2
aml am2 amn mxn X nx1 m _Imx1

olmak lizere

Ax=b (2.7)

seklinde matris formunda gosterilir. (2.7) lineer denklem sisteminin tek
¢O6ziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter kosul A Kkatsayilar matrisinin tersinir

olmasidir.
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Teorem 2.3.1. AeM__(F) olmak iizere asagidaki kosullar denktir.

nxn

1. A tersinirdir.

2. rank(A)=n dir.

3. Ax =0 homojen denklem sisteminin sadece asikar (sifir) ¢6ziimii
vardir.

4. Ax=Db homojen olmayan denklem sisteminin tek ¢6ziimii vardir.

2.3.1. Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii (Gauss eleminasyon metodu)

n bilinmeyen n denklemden olusan

Ax=b

lineer denklem sistemini ele alalim. Katsayilar matrisi AeM__(R) tekil

nxn
olmayan matris olmak iizere, Gauss eleminasyon metodu, AX=Db sistemini
elementer satir islemleri yardimi ile kendine satirca denk olan Ux =y st
ticgensel sistemine doniistiirmeye dayanir. U tekil olmayan matris olmak iizere
UX =y sistemi geriye yerine koyma yontemi ile kolayca ¢oziilerek bilinmeyen

katsayilar hesaplanir.

2.4. Lineer Olmayan Denklem Sistemleri

Lineer olmayan denklemler ve denklem sistemleri ile gliniimiizde matematik,
fizik, ekonomi gibi bir¢ok alanda ¢esitli modellemeler yapilabilmektedir. Ancak
bu denklemlerin veya denklem sistemlerinin ¢ézliimleri lineer denklemler gibi
kolay olmamaktadir (Kemanci, 2007). Bu sebeple, bu tip sistemlerin yaklasik
¢ozlimlerini bulmak igin bazi iterasyon metotlar1 kullanilmaktadir. Bu
yontemlerden bazilarini  Newton yOntemleri, yari-Newton yontemleri,

homotopy yontemi seklinde siralayabiliriz. Lineer olmayan denklem sistemi
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kapal1 formda,

F(x)=[f,f,..f,]=0 F:R">R"
bi¢imde ifade edilebilir.

2.4.1. Newton Metodu

Tamm 2.4.1.
o, & ]
& ox,
J(X)=| ...
of, of,
o o,

matrisine F nin Jakobiyen matrisi denir.

Newton metodu F (x) =0 ile belirtilen lineer olmayan denklem sistemini
fL ()= £ (%) +VE, (%) (x=% )+ o [x =% )

seklinde tanimli Taylor formiliinii kullanarak ¢o6zer. Jakobiyen matrisini

kullanarak ifade
F(x)=F(x)+J (xk)(x—xk)+o(||x—xk||2)

sekline dontiigiir. Buradan
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J(x)(x=x)=—F(x) (2.8)

yazilabilir. Eger Jakobiyen matrisi tersinir ise (2.8)’un tek bir X,,, ¢0zimii

vardir ve

X =% =—J (Xk )71 F (Xk)

Xr =% —J (Xk)_l F(Xk)

sistemine Newton metodu denir. Newton metodu

F‘(Xk)sk:_F(Xk) X = X T35

ile gosterilir (Kemanci, 2007).

2.5. Taylor Serisi ve Temel Teoremleri

Tiim mertebeden tiirevlenebilir bir f fonksiyonu i¢in

5 1006) ey

= n!

ifadesine f fonksiyonunun x = x, noktasi civarindaki Taylor serisi denir. Bu

serinin ilk n teriminden olusan

T,00= 1 () -0 )+ L0
. f(”)(lxo)(x_xo)n

ifadesine de n. dereceden Taylor polinomu denir (Ekici, 2016).
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f(x) fonksiyonu, X, noktasinda ve onun herhangi civarmda (n+1).

mertebeden tiireve sahip ise, 0 zaman

(X (X 2 ™ (x ;
f(x)= f(Xo)+¥(x—XO)+f ( 0)(x—xo) bl ( 0)(x—x0)

2! n!
+R, (x)
dir. Burada
_f"(¢) ) (s
R,(X)= (nr 1)1 (x=%,) (E=%+0(x=-%,)), 0<O<1)

kalan terimidir. Ag¢iktir ki X, noktasinda ve onun herhangi civarinda f(X)

fonksiyonunun keyfi mertebeden tiirevi varsa ve

limR, (x)=0

n—o0

ise, 0 zaman, h — oo ’da

(% (X 2 ™ (x ;
f(x)= f(Xo)+¥(x—XO)+f ( 0)(x—xo) o ( °)(x—x0)

+R, (x)

formiilii,

seklini alir. Bu esitligin sag tarafindaki seriye, f (X) fonksiyonunun x, noktasi

civarinda Taylor Serisi denir (Halilov vd., 2001).
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Teorem 2.5.1. (Taylor Teoremi) x,eR,r>0 ve f , |x—x|<r araliginda

m+1. mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere 3¢ € (X,, X) dyle ki

- 1 n 1 m+ m+
Zﬁ (x=x%)" + £ () (x—x,)"" (2.9)
n=0 H

dir. (Simon, 2008).

Ispat: (Simon, 2008) 0< x—Xx, <r olsun. (-r <x—X, <0 olmasi durumunda

benzer islemler yapilir). |t — X0| <r igin

£ (%)

t)—i %) =M (t—x)"" (2.10)

n=0

fonksiyonu tanimlansin. Burada M bir sabit ve g(t)=0 oldugu diisiniiliirse
(2.10) denkleminden
4 1

2"
(X _ XO )m+l

(x=%)"

elde edilir. Ayrica (2.10) denkleminde dogrudan hesaplamalarla,

(2.11)

{g(”) (%)=0, ¥n=0,..,m

g™ ()= £V () =M (m+ D)Lt x| <

elde edilir. Burada g (X) =g (XO) =0 oldugundan ortalama deger teoremine
gore, @ (Cl) =0 olacak sekilde ¢ e (XO, X) vardir. Benzer sekilde

g (x)= g (X)=0 oldugundan g (c,)=0 olacak sekilde c, €(X,,X) vardur.
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Bu islem m+1 adim igin tekrarlanirsa (m+1). adimda g(mﬂ) (Cni) =0 olacak

sekilde bir ¢, €(X,X) sabiti oldugu sonucu ¢ikarihr. Ancak, (2.11)

denkleminden

G (1) 17(1) =M (m+1)

dir. Boylece

f (m+1) (Cm+1)
(m+1)!

olacak sekilde elde edilir.
M ’nin tanimindan, ¢ =c,,, alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.5.2. (Simon, 2008) f fonksiyonu |x—X,|<r araliginda tiim

mertebeden tlirevlenebilir ve

f(”)(x)

: r"<C, vnx0, [x—x|<r (2.12)
n!

olacak sekilde bir C >0 sabiti mevcut ise, |x—x,|<r dzelligindeki her xigin

im £ (x,)(x=x,)" serisi f(x)’e yaknsar.
n=0 'f-

(m+1)
Ispat: (2.12) kosulu ile (2.9) denkleminin sagindaki —( )(x—xo)(m+1)

(m+1)!

terimi igin

esitsizliginin saglandigi agiktir. Boylece (2.11) ifadesinde m=N i¢in N -

21



iken

veya

(%)

o) = (00, ek <

o0
n=0

elde edilir.

2.6. Esit Aralikh Siralama (Kolakasyon) Noktalari

Problemin tanim araligi

a=X, <X <..<Xy=Db

olmak iizere, X,,X,,..., Xy noktalart ile N esit parcaya bolelim. Bu sekilde elde

edilen

X :a+iw, 1=01..,N
N

noktalarna siralama (kolakasyon) noktalar1 denir. Aynt zamanda X; siralama

noktalarini
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x:bdg;ni:QLmN
N

dontisimil ile
Xy Ta<Xy, <..<X <X=Db

araliginda tanimlayabiliriz (Karamete, 1996).

2.7. Polinom interpolasyonu

Interpolasyon kelimesi, bir fonksiyonun tablo halinde verilmis degerlerinden
hareketle, bu fonksiyonun bu aralikta bilinmeyen ara degerlerinin hesaplanmasi

islemidir. Baska bir deyisle, verilmis bir fonksiyonun 6zellikleri bilinen daha

basit bir P(x) polinomu ile temsil edilmesi veya onun yerine kullaniimasi

islemidir. O halde polinomlarla islem yapmak kolay oldugundan ve
polinomlarin bir¢cok 0Ozellikleri bilindiginden, fonksiyonlarin yerine onlari

temsil edebilecek polinomlar1 arastirip kullanmak biiyiik kolaylik saglar. Eger

bir aralikta, bir f(X) fonksiyonu ile bir P(X) polinomunun aldig1 degerler
fark: istenildigi kadar kiigiikse, P(x) polinomuna f(x) fonksiyonunun bir

yaklasma polinomu denir. Béyle durumlarda f(X) fonksiyonu yerine P(X)

polinomunu incelemek yeterli olabilir (Bayram, 2009).
O halde polinom interpolasyon, bir fonksiyonun sonlu sayida X, € R, i=0,...,n

noktasinda aldig1 f (Xi ) eR, 1=0,...,n degerleri bilinmek kaydiyla
p(x)=a,(%) +..+ax+a,=f(x), i=0,.,n (2.13)

seklinde tanimli p € P,(R) polinomunu bulma problemidir (Quarteroni vd.,

2007).
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Teorem 27.1. X ={x|i=0,..,njc[a,b], n+1 farkhh nokta, feC[a,b]

y; = f(x),i=0,..,n olmak iizere (2.13) denklemini saglayan bir tek pe P,

vardir (Quarteroni vd., 2007).
(Xi, f (Xi )), i =0,...,n noktalarindan gegen n. dereceden
p(x)=a,x"+...4+a,x+a, (2.14)

polinomunu belirlemek i¢in

p(x)=f(x), 0<i<n (2.15)

lineer denklem sistemi c¢oziilerek ag,a,,...,a, katsayilar1 belirlenir. Sistemin

matris formda gosterimi

% o & [f(x)
o e | | )
1 Xn X: an f(Xn)

olmak tzere

X0 XO
S
1 x, ... X

katsayilar matrisi Vandermonde matrisidir ve singiiler degildir. O halde (2.15)

sisteminin bir tek ¢6ziimii vardir (Philips, 2003).
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Teorem 2.7.2. (Weierstrass Yaklasim Teorisi): Eger f <[ab] ise Ve>0

sayis1 i¢in

[f(x)-P(x)| <&
olacak bigimde bir P polinomu vardir (Mason, 2003).
2.7.3. En iyi yaklasim

Tamm 2.7.3. (Norm) F =R veya F =C olmak iizere, V , F cismi iizerinde

bir vektdr uzayi olsun. |||:V — F fonksiyonu Vvx,x, X, €V ve Va e F igin
N1) X|=0,

N2) x=6<|X|=0 (8, V ’nin sifir vekorii),

N3) ] = ],

N4) [+ <[]+

sartlarin1 sagliyorsa |||| fonksiyonuna V vektér uzayinda tanimli norm ve

\a

Fonksiyon uzaylari i¢in asagidaki normlar verilebilir (Mason, 2003):

) ’a da normlu lineer uzay denir.

1. L, norm (sonsuz norm, max norm, Chebyshev norm):

[fl=fl,=" max |f(x)
a<x<b

2. L, norm (en kiigiik kareler normu, Oklid normuy):
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b 1/2
||f||=||f||2={jw(x)|f(x)|2dx} ,W(x) negatif olmayan agirlik

fonksiyonu

3. L, norm (1-normu, Manhattan norm):

=1l fwo] o

4. L, norm (Holder norm):

1
0 P
11111, = oo (o o 1< o
5. Agirlikli minimax norm:

[ 1= masxw(x)| f (x)|

Tamm 2.7.4. (Mason, 2003) N normlu lineer uzay, f € N olmak iizere f (x)

’in olas1 yaklagim fonksiyonlar1 f(X)’ler bir A ailesi tanimlar ve

A={1"(x)

f7(x)=p(x)=ax"+..+ax+ ao} seklinde gosterilir.

Tamm 2.7.5. (Mason, 2003) N normlu lineer uzay, f e N ve A yaklagimlar

ailesi, N ’nin bir alt uzay1 olmak iizere,

1. Ve>0igin

Hf—f*sg

olacak sekilde bir f”(x) varsa, f"(x)’e A da bir iyi yaklasimdir denir.

2. 7 (X) , A da bir yaklasim olmak tizere,

Hf—f;

ﬂﬁ—f*

esitsizligi gergeklenecek sekilde bir fB*(X) varsa, fB*(X)’e A da bir en iyi
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yaklasimdir denir.
3. P porzitif gergel say1 ve f; (X), A da bir en iyi yaklagim olmak iizere,
|t - tl<@+p)ff 1]
esitsizligini gergekleyen bir f (X) varsa, f (X) ’e A da en iyiye yakin bir
yaklasimdir denir.

Bu calismada yaklasim normu olarak | f|=| f ||Oo =  max ‘f (X)‘ maksimum
a<x<b

normu kullanilacaktir. f yaklagim yapilmak istenen fonksiyon, p,f, f ’nin
n. mertebeden yaklasim polinomu, X €[a,b], i=0,1,.. olmak iizere

interpolasyon hatasi

E..(%)=[f-p,f] .n=01..

p, € P, en iyi yaklagim polinomunu gostermek iizere hata, Vq, € P, i¢in

Er=|f-p;

L=l -al,

seklindedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde literatiirde diferansiyel denklemler, fark denklemleri, diferansiyel-fark
denklemleri, pantograph denklemleri, diferansiyel denklem sistemleri, lineer ve
lineer olmayan diferansiyel fark denklem sistemleri, lineer olmayan gecikmeli
Volterra integro-diferansiyel denklem sistemleri, Volterra fonksiyonel integral
denklemlerinin niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilmigs olan Taylor
siralama yontemi, belli kosullar altinda gecikmeli lojistik denklem ve iki tiir i¢in av-
avcl etkilesimini veren diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimlerini elde etmek
icin uygulanmistir. Matris denklemi bilinmeyenleri Taylor katsayilar1 olan bir lineer
olmayan cebirsel denklem sitemine eslenir ve cebirsel denklem sistemlerinin
¢Oziimlerinden yaralanarak sistemin ¢oziimii ve dolayisiyla da modellerin yaklasik

¢Oziimleri elde edilir.

Sunulan yontemin hassasiyetini ve ¢éztimlerin dogrulugunu gostermek amaci ile hata
analizi yapilmistir. Verilen problemlerin tam ¢dziimleri biliniyorsa, yaklagim teorisi
geregince yaklasik ¢Oziim ile tam c¢Oziim arasindaki fark Olgiilerek, yontem
literatiirde kullanilan diger yontemlerle kiyaslanmaktadir. Verilen problemin tam
¢oziimlerinin bilinmedigi durumlarda ise Oliveira (1980), Celik (2005) ve
Shahmorad (2005) tarafindan Onerilen kalan dogrulamasi (residual correction)

verilen denklem i¢in yeniden diizenlenerek hata tahmini yapilmaktadir.

y,(t) ve y\(t), sirasiyla tam ve yaklasik ¢Oziimleri gostermek iizere, hata

hesaplamalarinda kullanilan hata normlarindan bazilarnt asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir.

n

1. L,hata= (Z(yi ()= Vi (t))zjﬂ2 :

i=0
2. L, hata= m?ﬁ(}“ (t)_ Yin (t)|

(Gokmen,2014)
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3.1. Lojistik Diferansiyel Denklem i¢in Taylor Siralama Yaklasim

r,k >0 sabitler olmak tlizere
, 1
(0= (011 y()|

seklinde tanimlanan lojistik diferansiyel denklemin

(3.1)

(3.2)

(3.3)

seklinde N. mertebeden kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklasik ¢oziimii elde

edilecektir. Burada N pozitif tamsay: ve serinin kesme sinuri, Y, ’ler belirlenecek

olan Taylor katsayilaridir. (Gokmen vd. 2015).

3.1.1. Temel matris bagintilar1

Bu boliimde (3.1) ile verilen denklem (3.2) baslangic kosullar1 altinda bir matris

denklemine doniistiiriilecektir. Bu amagla ilk olarak (3.3) ile tanimlanan ¢6ziim ve

onun ilk tirevini ele alacak olursak

T(t)=[l tt . tNi|1x(N+1)’ B=

Y=[y0 y1 y2 yN]IX(N+1)

seklinde tanimlanmak tizere
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y(t)=T(t)Y (3.)
y (t)=T(t)BY (3.5)

bigiminde matris forma doniistiiriilir. Benzer sekilde lineer olmayan y? (t)

ifadesinin matris formu da

T(t) o 0 Y,Y
N T . Y
O I
0 0 T(t) (N+1)x(N+1)? YnY (N+1)*xa
olmak tizere
y* (1) =T ()T (t)Y" (3.6)
seklinde elde edilir.

3.1.2. Denklemin temel matris gosterimi

Bu boliimde ilk olarak (3.1) ile verilen denklem diizenlenirse

ry(t)+y (t)+£y2 (t)=0 (3.7)

seklinde denklem elde edilir. (3.7) olarak verilen bu denklemde bir 6nceki boliimde

buldugumuz (3.4)-(3.6) ifadeleri yerine yazilirsa

~IT(t)Y +T (1) BY +£T(t)T*(t)Y* =0 (3.8)

denklemi elde edilir.

Boylece (3.1) denkleminin matris gdsterimi
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olmak lizere

A(t)Y +H(t)Y =G(t) (3.9)
sekline doniisiir.

3.1.3. Taylor siralama metodu
Bu boliimde

tn=0+aT_On, n=012...,N

seklinde taniml1 siralama noktalari (3.9) matris denkleminde yerine yazilirsa eger

ALY +H(t,)Y =G(t,), n=012..,N (3.10)

olmak {izere lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. Boylece yeni temel matris

denklemi
Alt,) O Y
A 0 A(.tl) | 7 Y
0 0 A(tn) (N+1)x(N+1)° Y (N+1)° x1
H(t,) O 0 Y’
Ho| O H(tl) 0 g Y.*
0 0 .. H(t) (N1 Y’ (NP

olmak tizere, (3.10) denklemi
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AY +HY =G (3.11)

matris denklemine dondisiir. (3.4) bagintisi kullanilarak kosulun matris formu

T(0)Y =24 (3.12)

seklinde elde edilir.

(3.12) matrisi (3.11) denkleminin katsayilar matrisinin uygun olan herhangi bir satirt
ile degistirilerek kosula bagli matris denklemi elde edilir. Boylece (3.1) denkleminin

(3.2) baslangi¢ kosullar1 altinda temel matris denklemi n=0,1,2,...,N olmak tlizere
y, bilinmeyenli (N +1) denklemden olusan lineer olmayan cebirsel denklem

sistemine doniislir. Burada bilinmeyen katsayilar hesaplanir ve (3.3) denkleminde

yerine yazilirsa

y(t)=2_vil"

n=0

Taylor polinom ¢6ziimii elde edilmis olur.

3.1.4. Coziimlerin dogrulugu ve residual hata tahmini

Yaklagik ¢oziimlerin dogrulugu mutlak hata hakkinda herhangi bir bilgi
vermeyebilir. Bu kisitlamayr kaldirmak i¢in tam ¢o6ziimiin bilinmedigi durumlarda,
Oliveira (1980), Celik (2005) ve Shahmorad (2005) tarafindan verilen kalan
dogrulamas1 (residual correction) (3.1) denklemi i¢in diizenlenerek, hata tahmini
yapilabilir. Ayrica, bu prosediirii kullanarak minimal mutlak hatay1 veren en uygun

M ’yi tahmin edebiliriz. Bu yontem (3.1) denklemine uygulanirsa
e(t)=y(t)-y (1)

ve

32



R= Y, (6)=my ()4 %2 (1)

seklinde tanimlanmak iizere

¢ (1)-re(t) + ¢ (t)+% vy (t)e(t)=—R (3.13)

denklemi elde edilir. (3.13)’tin Taylor seri ¢oziimii e, olsun. Eger yeteri kadar

kiiciik ¢ igin
le(t)—ey (t)| <«

oluyorsa mutlak hata, e,, (t) yardimiyla tahmin edilebilir. Boylece, minimum mutlak

hatay1 veren en uygun M, herhangi bir normdaki e, (t) hata fonksiyonlarmmn

Olctilmesiyle elde edilebilir.

3.2. Lotka-Volterra Av-Avelr Modeli i¢in Taylor Siralama Yaklasim

Bu kesimde bir 6nceki boliimde tek tiirden olusan niifus modeli i¢in elde edilen

yontem gelistirilerek iki tiirden olusan av-avci sistemine uyarlanmistir.

Burada amag, a>0 avin biliyiime orani, b>0 avin avciya yakalanma orani, ¢>0

avcinin 6lme orani, d >0 ise avci niifusunun biiyiime orani olmak tizere;

V(1) =y, (t)(a-by, (1))
. 3.14
{Y2 (t):_YZ(t)(C_dY1(t)) ( )
seklinde tanimlanan (3.14) sisteminin
y(0)=24 ve y,(0)=4 (3.15)

baslangi¢ kosullar1 altinda
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yi(t)=n2i;yiyn(t—0)n, yi,n=yinn(!c), i=12 0<t<a (3.16)

seklinde tanimli kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklasik ¢oziimii bulunmaya

calisilir (Gokmen vd. 2015).

3.2.1. Temel matris bagitilar:

Bu boliimde, (3.14) ile verilen sistem (3.15) baslangi¢c kosullar1 altinda bir matris
sistemine doniistiiriilecektir. Bu amagla ilk olarak (3.16) ile tanimlanan ¢6ziim ve

onun ilk tiirevini ele alacak olursak

0 1 0]
0 0 2 0
T(t):l:l t tz tN]lX(NJrl), B3 .
0 0O N
_O 0 0 .. 0_(N+1)><(N+1)
Y; :[yi,o Yii, Yi2 - Yin :|IX(N+1)
olmak tizere
Y, (1) =T (1), (3.17)
4 (0=T ()8, o

seklinde matris forma doniistiiriiliir. Benzer sekilde sistemin lineer olmayan
()Y (1) ve Y ()y.(t)

terimlerinin matris formlar: da
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T (t) (N+1)x(N+1)*

olmak lizere

Yo (£) Y, (1) =T ()T (t)Y12 (3.19)
Y, (1), (1) =T ()T (t)Yzs (3.20)
seklinde elde edilir.

3.2.2. Sistemin temel matris gosterimi

Bir 6nceki boliimde tanimlanmis olan (3.17)-(3.20) ifadeleri (3.14) ile tanimlanan

sistemde yerine yazilirsa;

T (t)BY, =aT (t)Y,—bT (t)T"(t)Y12
{T (t)BY, =—CT (t)Y, +dT (t)T"(t)Y 2

seklinde iki matris denklemi elde edilir. Bu denklem sistemi tekrar diizenlenirse

T(t)BY, —aT (t)Y, +bT ()T (t)Y12 =0
{() ,—aT (t)Y, +bT (t) g) @20

T (t)BY, +cT (t)Y, —dT ()T"(t)Y2: =0

denklem sistemi elde edilir. Boylece (3.14) sisteminin matris gosterimi;

35



olmak lizere;

D, (t)Y,+H,(t)Y12=0
()Y +H, (t) 622
D, (t)Y, +H, (t)Y2
bi¢iminde ifade edilir. Sonug olarak (3.14) sisteminin matris denklemi;
D(t):|:D(tl) 0 :| ’ Y:|:Yl:| ,
0 D(tZ) 2x2(N+1) Y2 2(N+1)x1
H(t){H(tl) 0 } g {Y] |
0 H (t2) 2x2(N+1)? Y1 2(N+1)2x1
0
oo
O 2x1
olmak tizere
D(t)Y +H (t)Y =G(t) (3.23)

seklinde matris denklemine doniisiir.

3.2.3 Taylor siralama metodu

Bu bolimde

t :O+05_O

n

n, n=012,.. N

seklinde tanimli siralama noktalari (3.23) matris denkleminde yerine yazilirsa

D(t,)Y +H(t,)Y =G(t,) n=012,.,N (3.24)

denklem sistemi elde edilir. Boylece yeni temel matris denklemi
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0 Dt 0 -_|Y
D _ (: 1) , Y =
0 0 D(tN) 2(N+1)x2(N+1)? Y 2N+1)x1
) 0 0 M
0 H{t 0 =_|Y
H=| gl) B
0 0 H (tN) 2(N+2)x2(N+1)? _?_2(N+1)3x1
olmak tizere;
DY +HY =G (3.25)

sekline dontigiir. (3.17) bagintisini kullanarak kosullarin matris formunu da

T(O)Yl =4 (3.26)
T(O)Y2 =4 (3.27)
seklinde elde edilir.

(3.26) ve (3.27) satir matrisleri (3.25) denkleminin katsayilar matrisinin uygun olan
iki satir1 ile degistirilerek, kosullara bagli matris denklemi elde edilir. Boylece (3.14)

denklem sisteminin (3.15) baslangic kosullar1 altinda temel matris denklemi
n=0,12,..,N olmak lizere y,, Ve vy, bilinmeyenli 2(N —0—1) denklemden olusan

lineer olmayan cebirsel denklem sistemine doniisiir. Burada bilinmeyen katsayilar

hesaplanir ve (3.16) denkleminde yerine yazilirsa
N -
Yin (D)= yint", =12 (3.28)
n=0

Taylor polinom ¢6ziimii elde edilmis olur.
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3.2.4. Coziimlerin dogrulugu ve residual hata tahmini

y;(t) ve vy, (t) sirasiyla, tam ve yaklagik ¢oziimleri gostermek iizere mutlak hata

fonksiyonlari, verilen araliklarin se¢ilmis noktalarinda
ei,n(t)z‘yi (t)_yi,N (t)" =12

seklinde tanimlanmaktadir. Coziimlerin dogrulugunu kontrol etmek icin (3.28) ile
elde edilen yaklasik ¢oziimler (3.14) denkleminde yerine yazilir. (3.28) polinom

¢Oziimii sistemin bir ¢oziimli oldugu i¢in denklem (3.14)’ii saglamalidir. O halde

te[O,a] icin

e 0-122 Uy ety ()
(3.29)
-y fe-ay,0 1)

dir. Stralama noktalarinda E,  (t)=0 olmasi beklenir. t €[0, ] i¢in y; (t) =y, (t)

ise E,  (t)=0dur.

(3.1.4)’teki benzer prosediir kullanilarak minimum mutlak hatayi veren en uygun M

tahmin edilebilir. Bu yontem (3.14) sistemine uygulanirsa

SN (t) =Y (t)_ Yin (t)
€N (t) =Y, (t)_ Yo (t)

ve

R = Yi,N (t)_ Yin (t)[a_byz,N (t):l
Ry = Yo (1) + Yau () €=l (1)]

seklinde tanimlanmak tizere

38



(3.30)

ve

e, (t)+ce, (t)—dy,y (t)e, (1)

(3.31)
—dy,  (t)e,y (t)—de, (t)e (1) =-R,

denklemleri elde edilir.

(3.30) ve (3.31)’un Taylor seri ¢oziimleri e; Ve e,

,m olsun. Yeteri kadar kiiglik &,

Ve &, igin
Hel,N _el,mH <&
HeZ,N _eZ,mH <&

oluyorsa mutlak hatalar, e, ve e, yardimiyla tahmin edilebilir. Bunun sonucu

*

olarak, i=12 igin min|e,,
n ' 00

e

ifadesini saglayan n sayisimin se¢imi, |,
' o0

Olgiilerek hesaplanabilir. Agikea, VY, +e:m, =12, (3.14) sisteminin bir yaklasik

¢Oziimiidiir ve farkli m degerleri i¢in daha iyi bir yaklasim elde edilebilir.

Uygulamada m=n se¢ilmesi daha tutarli sonuglar verebilir.

3.2.5 Sonug y,, ve y,, (3.14) sisteminin Taylor seri ¢oziimleri ise, Y, +e; o ve
Yon +€, da (3.14)iin yaklasik ¢oziimleridir ve hatalari e, —e Ve €, —€, .

kadardir. {yl,N +e; mr Yo +e;m} yaklasik ¢oziim kiimesinin, {yl'N VYo } ‘e gore daha

iyi bir yaklasim oldugu unutulmamalidir. Burada Y, +€;, Ve Y, +¢,, diizeltilmis

Taylor serisi ¢oziimleri olarak adlandirilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, metodun dogrulugunun ve etkinliginin gosterilebilmesi i¢in literatiirde
karsilasilan 6rnekler ele alinmistir. Lojistik denklem igin verilen araliklarin se¢ilmis
noktalarinda y(t) tam ¢oziimleri, Y, (t)yaklaslk coziimleri, € (t) =‘y(t)— Yn (t)‘
mutlak hata fonksiyonlar1 hesaplanmis ve sonuglar tablo ve sekillerle gosterilmistir.
Ayrica sonuglar Adomian decomposition metot (ADM) (Pamuk, 2005) ve homotopy
pertiirbasyon metot (HHPM) (Pamuk ve Pamuk, 2010) ile elde edilen sonugclarla

karsilastirilmistir. Ayn1 sekilde Lotka Volterra av-avci denklem sistemi i¢in verilen

araliklarin se¢ilmis noktalarinda y;(t), i=12 tam ¢oziimleri, y;, (t), i=12
yaklasik ¢dziimleri ve €, (t) =‘yi (t)—Vin (t)‘ =12 mutlak hata fonksiyonlar

hesaplanmis ve sonucglar tablo ve sekillerle gosterilmistir Denklem sistemi ig¢in
calismamizdan elde edilen sonuglar diger sayisal metotlar ile elde edilen sonuglarla
karsilastirilmistir (Pamuk, 2005, Pamuk ve Pamuk, 2010). Bu béliimde kullanilan

tiim niimerik hesaplamalar Maple 16 kullanilarak elde edilmistir.

4.1. Lojistik Diferansiyel Denklemin Uygulamasi

Ornek 4.1.1. (Pamuk, 2005; Pamuk ve Pamuk, 2010; Yiizbasi, 2012) I :1, k :1,

olan

olmak tizere tam ¢6ziimii y(t)= =
—€

lojistik diferansiyel denklemini 0<t<1 araliginda ele alalim. Y, (t) yaklagik
N

¢Oziimiinii bulmak i¢in B6lim 3.1°de sunulan metot ile, vy, (t)=2ynt” kesilmis
n=0

Taylor serisi cinsinden yaklasik ¢oziimler elde edilir. N =3 igin siralama
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noktalarinin kiimesi {to =0, t,= %, t, = %, t, =1} seklindedir. Denklem ¢d6ziilerek

Taylor katsayilar matrisi

2
-2.00000000
2.31357346
-1.16689640

seklinde hesaplanir. Boylece yaklasik ¢6ziim

y;(t)= 2-2.00000000t+ 2.31357346t-1.16689640t°

seklinde elde edilir.

Benzer sekilde N =4,5,...,14 degerleri icin de Taylor polinom yaklagimlar
hesaplanmistir. Cizelge 4.1.’de ADM ve HHPM yontemiyle elde edilen yaklasik
¢Oziimlerin sonuglart ve mevcut yontemin sonuglart karsilastirilmistir. Cizelge
4.2.°de ise N ’nin farkli degerleri i¢cin mutlak hata tahminleri ve hata iist sinirlari
verilmistir. Cizelge 4.1. ve Cizelge 4.2.°den de anlasilabilecegi gibi, sunulan

yontemle elde edilen sonuglarin diger yontemlerle elde edilen sonuglardan daha iyi

oldugu goriilmektedir. Ayrica Sekil 4.1°de mutlak hata fonksiyonu e, (t) ve hata

tahmini fonksiyonu e, (t) karsilastirmasi yapilmaistir.
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Cizelge 4.1. Ornek 4.1.1. icin Y (t) yaklasik coziimler ile farklhh metotlarin ¢o6ziimlerinin

karsilastirilmasi
Tam Coziim Sunulan Yontem
b - - ys(t) Yo (t) Yu(t)
e
0 2 2.00000000 2.00000000 2.00000000
0.2 1.69309410 1.69247244 1.69308560 1.69309391
0.4 150412134 1.50394442 1.50411547 1.50412121
0.6 1.37818084 1.37785840 1.37817656 1.37818075
0.8 1.28976421 1.28997910 1.28976100 1.28976412
1.0 1.22539967 1.21819554 1.22562396 1.22539215
HHPM ADM
ti ye (ti ) y8 (ti ) y5 (ti ) ys (ti )
0 2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.00000000
0.2 1.69328053 1.69310962 1.69244800 1.69310962
0.4 152361813 1.51061414 1.47033600 151061414
0.6 1.65978080 1.58918166 1.05286400 1.58918166
0.8 3.11680853 3.72352625 -0.29324800 3.72352625
1.0 8.90833333 17.2164186 -4.10000000 17.21641865
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Cizelge 4.2. Ornek 4.1.1. icin mutlak hatalarin sonsuz normlari, mutlak hata tahminleri,

residual mutlak hatalarin normlari ve mutlak hatalarin iist simirlar:

N 3 4 5 6
”f — Yy ” 0.078 0.02255 0.720E-2 0.220E-2
| e:O 0.080 0.02253 0.722E-2 0.218E-2
f_y _¢ 0.231E-4 0.231E-4 0.231E-4 0.231E-4
Yn ~ €|,
N 7 8 9 10
” f—y, ” 0.716E-3 0.224E-3 0.730E-4 0.231E-4
| e:O 0.739E-3 0.201E-3 0.961E-4 0.153E-4
f_y _¢ 0.231E-4 0.231E-4 0.231E-4 0.231E-4
Yn ~ €|,
N 11 12 13 14
"f i " 0.752E-5 0.238E-5 0.776E-6 0.247E-6
e:o 0.379E-5 0.517E-6 0.209E-6 0.209E-6
foy —¢ 0.372E-5 0.290E-5 0.986E-6 0.372E-7
Yn ~&,
7e-06 R
Be-061 N
5e-06 ”
de-06 e
Je-06 ::
2e-06 05
1e-06 ;‘:
8

Absolute error for N=11
Error estimate for M=10

fonksiyonunun karsilastirilmasi
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4.2. Lotka Volterra Av-Aver Denklem Sisteminin Uygulamasi

Ornek 4.2.1. (Pamuk, 2005; Pamuk ve Pamuk, 2010; Yiizbasi, 2012) Bu

Ornegimizde,

Yy (-1 (1)

% =Y, (t)(_1+ Y1 (t))’

denklem sistemini 0<t <1 araliginda

y;(0)=1.3 ve y,(0)=06

baglangi¢ kosullar1 altinda ele alalim. y; (t) yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in Bolim

3.2’de sunulan metot uygulandiginda, N =3 i¢in

3

Yin (t) = zyi,ntn , 1=1,2

n=0

seklinde kesilmis Taylor serisi cinsinden yaklasik ¢oziimler elde edilir. N =3 igin

siralama noktalariin kiimesi {to =0, t, =%, t, =§, t, =1} seklindedir. Sistem

coOziilerek Taylor katsayilar matrisi

13 0.6
052000000 0.18000000
1| 0.00806629 | “© "2~ 0.18657650
-0.17760849 0.04417669

seklinde hesaplanir. Boylece yaklasik ¢coziimler

¥, 5 (t) =1.3+0.52000000t + 0.00806629t° - 0.17760849t°

¥, (t) =0.6+0.18000000t +0.18657650t" +0.04417669t>
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seklinde elde edilir.

ADM ve HHPM yontemiyle elde edilen yaklasik ¢oziimlerin sonuglart ve mevcut
yontemin sonuglar1 Cizelge 4.3. ile verilmistir. Sekil 4.2. ve Sekil 4.3.te, N =4 i¢in
Taylor polinom metodu ile elde edilen ¢oziimler, ADM ile elde edilen yaklasik
cOziimlerle karsilastirilmistir. Ayrica Cizelge 4.4.’te yaklasik ¢oziimlerin dogrulugu
fakli N degerleri i¢in hesaplanmis ve sonuglar Sekil 4.4., Sekil 4.5., Sekil 4.6. ve
Sekil 4.7.”de gosterilmistir. Cizelge ve sekillerden de goriilecegi lizere N degerleri

arttik¢a hatalar hizl bir sekilde azalmaktadir.

Cizelge 4.3. Ornek 4.2.1. icin Yin (ti ) ve Y,y (ti) yaklagik ¢oziimler ile farkh metotlarin

¢oziimlerinin karsilastirilmasi

Sunulan Yontem

ti yl,4 (tl) y1,8 (tl ) y2,4 (tl ) y2,8 (tl )

0 1.30000000 1.30000000 0.60000000 0.60000000
0.2 1.40256036 1.40250074 0.64364900 0.64370909
0.4 149748120 1.49742150 0.70442621 0.70445827
0.6 1.57653121 1.57645686 0.78455663 0.78458889
0.8  1.63002455 1.62988609 0.88557147 0.88563513
1.0 1.64682086 1.64800015 1.00830815 1.00702215

ADM HHPM

t Yas(6) Y1 () Y2(t) Y24 (6)
0 1.30000000 1.30000000 0.60000000 0.60000000
0.2 140258240 1.40257444 0.64369520 0.64371104
0.4  1.49873920 1.49861196 0.70428160 0.70453504
0.6  1.58308480 1.58244068 0.78401040 0.78529344
0.8  1.65023360 1.64819788 0.88513280 0.88918784
1.0  1.69480000 1.68983000 1.00990000 1.01980000
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Cizelge 4.4. Ornek 4.2.1.’in ti degerleri i¢in (3.29) denklemi ile verilen ¢éziimlerin

dogrulugunun karsilastiriimasi

Sunulan Yontem

ti E1,4 (tl ) E1,8 (tl ) E2,4 (tl ) E2,8 (tl )

0 0 0 0 0

0.2 0.152582 E-3 0.133054 E-6 0.185271 E-3 0.990741 E-7
0.4 0.223599 E-3 0.347114 E-7 0.265203 E-3 0.262717 E-7
0.6 0.382779 E-3 0.542112 E-7 0.445184 E-3 0.415516 E-7
0.8 0.907477 E-3 0.599012 E-6 0.103823 E-2 0.463089 E-6
1.0 0.0144644486 0.587349 E-4 0.016321765 0.455900 E-4

ADM HHPM
: E,,() E,. (1) E,.(t) 0)
0 0 0 0 0
0.2 0.15892 E-2 0.14552 E-2 0.31236 E-3 0.31834 E-5
0.4 0.012539 0.011684 0.23408 E-2 0.15680 E-3
0.6 0.041294 0.039170 0.68925 E-2 0.14187 E-2
0.8 0.094218 0.090957 0.012695 0.67535 E-2
1.0 0.17418 0.17098 0.014979 0.022811

5 % & B9 $ The decomposition solution of y_{1 4}(t)
™ % SOEST @ Taylor polynomial solution of y_ {1 4}41t)

Sekil 4.2. Ornek 4.1.2. icin ADM ve mevcut yontem ile elde edilen Y14 (t) yaklasik ¢oziimiin

karsilastirilmasi
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& & ¢ & The decomposition solution of y_{2 4}1)
CEAOT B & W Taylor polynomial solution of y_{2 4¥1)

Sekil 4.3. Ornek 4.1.2. icin ADM ve mevcut yontem ile elde edilen Yo (t) yaklasik ¢oziimiin

karsilastirnlmasi

DADDB-_
0.0025—:
0.002-:
0.0015-:
0.001 -

0.0005

E_{1.4}t)

Sekil 4.4. Ornek 4.1.2. i¢in E1, 4 (t) Taylor seri ¢oziimiiniin dogrulugu
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59-055
4e-05 ~
39-05-:
29-05-:

1e-05 1

E_{1.8}i1)

Sekil 4.5. Ornek 4.1.2. i¢in E1,8 (t) Taylor seri ¢éziimiiniin dogrulugu

0.0025 4
0.002 1
0.0015 4
0.001 1

0.0005 4

E_{2.4}(1)

Sekil 4.6. Ornek 4.1.2. i¢in E2’ 4 (t) Taylor seri ¢oziimiiniin dogrulugu
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4e-05+
3e-0541
2e-054

1e-05+

E_{2.8}1t)

Sekil 4.7. Ornek 4.1.2. i¢in E, g (t) Taylor seri ¢oziimiiniin dogrulugu
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezin amaci, biyoloji, ekoloji, iktisat alanlarinda sik¢a karsilagilan lojistik
diferansiyel denklem ve Lotka-Volterra av-avci modeli i¢in Taylor polinom
yontemini gelistirerek, modellerin Taylor seri ¢oziimlerini bulmaktir. Bu yontem ile
her iki model i¢in yaklasik coziimler elde edilmis ve ¢oziimlerin dogrulugu
incelenmistir. Ayrica tam c¢oziimlerin bilinmedigi durumlarda kalan dogrulamasi
(residual correction) prosediirii verilmistir. Incelenen problemler sonucunda Taylor

matris metodun avantajlar1 ve dezavantajlari su sekilde siralanabilir.

1. Yontem hem lojistik diferansiyel denkleme hem de Lotka-Volterra av-avci
modeline kolayca uygulanabilmektedir.

2. Taylor matris metodunda en iyi yaklagimi elde edebilmek igin N kesme
sinirinin tayini biiyiik 6nem tasimaktadir. N ’nin kii¢iik alinmasi durumunda
bulunan ¢6ziim istenilen dogrulukta olmayabilir. N ’nin ¢ok biiyiik se¢ilmesi
durumunda da bilgisayarda islem yiikii artacagindan, bilgisayar programlari
daha yavas sonug verebilir. O ylizden N degerinin yeteri kadar biiyiik
secilmesi durumunda, ¢6ziime o kadar iyi yaklasim saglanabilmektedir.

3. Bilgisayar yuvarlama hatalarin1 azaltmak i¢in islem basamak sayisinin
yiiksek se¢ilmesi dnemlidir.

4. Tam ¢Oziimin bilinmedigi durumlarda, kalan dogrulamast (residual
correction) verilen denklem veya sistemler icin diizenlenerek hata tahmini
yapilabilir. Ayrica bu prosediir ile minimum mutlak hatayr veren en uygun

M hesaplanir.

Bu yontem daha sonraki ¢alismalarda gecikmeli lojistik diferansiyel denklemlere,
gecikmeli Lotka-Volterra av-avci denklem sistemlerine ve rekabet modellerine

uygulanabilir.
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