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HOMOTOPi BAGINTISININ GENELLESTIRILMESI ve ONUN BAZI
UYGULAMALARI

Cigdem ARAS

Anahtar Kelimeler: Spektral Homotopya, Topolojik Uzaylarmn Ters ve Diiz
Spektrleri, Homotopik Teori, Homoloji Teori, Homotopik Kiimelerin Tam Dizisi,
Kotam Dizisi.

Ozet: Topolojik uzaylann ters ve diiz spektrler kategorisinde yeni bir denklik

bagintisi olan “~ ” spektral homotopya bagmtisi tanimlanmis ve bundan yararlanarak
topolojik uzaylar kategorisinde verilen homotopik teorinin genellestirilmesi olan
Inv(Top 2 ) kategorisinde bir homotopik teori kurulmustur.

1.Béliimde homotopik teori ile ilgili incelenen makaleler tanitilmistir.

2.Béliimde ileride kullamilacak olan temel bilgiler verilmistir.

3.Bo6limde topolojik uzaylar kategorisinde tamimlanan bazi iglemler topolojik
uzaylarin ters spektrler kategorisine genigletilmistir.

4 Béliimde tezin temel kavram olan spektral homotopya bagintisi tanimlanmg ve
onun temel 6zellikleri arastirilmgtir.

5.Boliimde Inv(Top(f) kategorisinde homotopik teori kurulmustur.

6.Boliimde Inv(Topo) kategorisinde [S_A_’_ Y ] ile [_)_(_ ,QY ] funktorlan arasinda dogal
denkligin varoldugu ispatlanmstir.

7.Boliimde topolojik uzaylarm ters spektrlerinin morfizmasi i¢in tam ve kotam dizi
tanmlanmgtir.

8.Boliimde ters spektrlerin spektral homotopya bagmtisi ile bu spektrlerin limit
uzaylarinin homotopya bagmtis: arasmdaki iligki incelenmistir.



THE GENERALIZATION of HOMOTOPY RELATION and ITS SOME
APPLICATIONS

Cigdem ARAS

Keywords: Spectral Homotopy, Inverse and Direct Spectra of Topological Spaces,
Homotopic Theory, Homology Theory, Exact and Coexact Sequence of Homotopic
Sets.

Abstract: The new homotopy relation, which is called spectral homotopy, is
introduced on the category of direct and inverse spectra of topological spaces. This
relation is equivalence one. By using the introduced spectral homotopy relation, the
homotopic theory is build on the category Inv(Top§ ), which in its turn is a

generalization of homotopic theory of topological spaces.

In the Chapter 1, the articles related to the homotopic theory are reviewed.

In the Chapter 2, the basic information on concepts, which will be used further, is
given.

In the Chapter3, some operations defined on the category of topological spaces are
extended to the category of inverse spectra of topological spaces.

In the Chapter 4, the thesis’ basic concept of spectral homotopy relation is defined ,
and its basic features are investigated.

In the Chapter 5, the homotopic theory is created on the category Inv(Top§ )
In the Chapter 6, the natural equivalence of the functors [SX,Y] and [X,QY ] on the
category Inv(Topo) is proved.

In the Chapter 7, the exact and coexact sequences for the morphism of inverse
spectra of topological spaces is defined.

In the Chapter 8, the relationship within homotopics of inverse spectra and limit
spaces of the spectra is established.
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BOLUM 1
1. GIRiS

Cebirsel topolojinin temel amaglarindan biri, verilen topolojik nesnenin cebirsel
invariantlarim bulmak ve bunlardan yararlanarak topolojik nesne hakkinda bilgi elde
etmektir. [26],[65],[66]. Cebirsel invariantlar olarak genelde gruplar, halkalar ve
diger cebirsel 'yapiya sahip olan nesneler ele alinmaktadir ve saglanmasi gereken
kosullar yedi aksiyom seklinde verilmektedir.

Bu kosullar1 saglayan cebirsel invariantlara homoloji ve kohomoloji teoriler denir.
[66] Bu teoriler icinde homotopik teorinin ve homotopya bagmtisinin kendisinin 8zel

bir yeri vardir. Bunun nedeni ise,

1) Topolojik uzaymm homotopik grubu homoloji grubundan daha ince invarianttir.

. Z ’ ]
Ornegin, S” » boyutlu spheranmn homoloji gruplan H, (Sn)={0 qq ¢: ’

homotopik gruplar ise 7, (S” )¢ 0,q = n seklindedir.

2) Homoloji grup homotopik grup ile ifade edilir.
s elemam H, (S" )= Z grubunun fireteci olsun. ‘v’[go] e 7,(X,x,) igin

bz, (X,x,)—> H,(X)

homomorfizmasi, A[p]= ¢, (s) seklinde tammlansin .Bu sekilde tammlanan &

homomorfizmasina Hurewic homomorfizmasi denir.[26],[21].

Teorem (Hurewic): Bir baglantih topolojik uzaym ilk sifirdan farkli homoloji ve
homotopik gruplan izomorftur. [21]



Teorem (Poinkare): #:7,(X)—> H,(X) homomorfizmas1 epimorfizmadir ve
ker i = [7,(X),7,(X )] komutantina esittir. Dolayis: ile

H,(x)~ " (X) ] . [26]

T (X )a 7 (X
3) Brown Gosterim Teoremi: Her H™ kohomoloji teori igin,
VX e CW,H"(X)=]X,B]

sartim1 saglayacak sekilde bir H — uzayr vardir, yani keyfi X, CW -kompleksinin
kohomoloji grubu homotopik kiime ile ifade edilir.[46],[19],[67],[32]
Omegin, topolojik K — teoride. Eger B, =1imGK(F2K) ise her X poliyedri i¢in

K*(X) ile [X, B, x Z] gruplan dogal izomorftur. [4]

4) Homoloji ve kohomoloji teorilerin tanimlanmasi i¢in homotopya bagintis: énemli
yer tutar. Ciinki, bu teorilerde en 6nemli aksiyom homotopya aksiyomudur. Genel
olarak verilen homoloji ve kohomoloji teoriler tiim topolojik uzaylar kategorisinde
tanmmli degildir. Ornegin, simplisial homoloji teori sadece poliyedirler kategorisinde
tamimlidar.[57]

Topolojik K — teori ise sontu CW — kompleksler kategorisinde tanimhdir. [4]

O halde topolojik uzaylar kategorisinin bir alt kategorisinde tamimli homotopik
invariant funktorun (homotopya aksiyomunu saglayan funktor) homotopik
invarianthifim koruyarak tiim topolojik uzaylar kategorisine genigletilme problemi
ele almabilir.

5) Homotopya bagintis1 matematigin diger problemlerinin ¢6ziimiinde iyi bir arag
olarak kullamlabilir. Genisletilme problemi 6rmek olarak verilebilir. Yani (X,7) ve

(v,7’) iki topolojik uzay 4 c X alt uzay ve f:4—Y giden siirekli bir déniistiim



olsun. g|, =/ olacak sekilde f’ninde zellifini saglayan g:X —Y doniisiimi

var mu sorusu genisletilme problemidir.

Giiniimiize kadar genisletilme probleminin tam ¢6zlimii bulunamamistir. Yalmz &zel
durumlarda bu problem c¢oziilmiistir. Omnek olarak Tietze Uryson Teoremi
verilebilir.[20]

Genisletilme problemi retrakt problemi ile denktir. Eger Ac X alt uzayt X
uzaymn retrakti ise o zaman f:A4—Y fonksiyonunun X uzayma kadar

genisletilmesi vardir. Retrakt probleminin ¢6ziimii kolay olmadigindan dolay
genisletilme problemi homotopik simflarda aragtirilir. Goriildiigii gibi genisletilme
problemi ancak homotopik smifa baghidir, yani eger (X s A) ¢ifti homotopyanin
genisletilme &zellifine sahip ¢ifti ise homotopik smifta genigletilmesi olan bir

déniistimle homotop olan diger déniistimiinde genisletilmesi vardir. [65]
S” n— boyutlu spheranmn yiiksek boyutlu homotopik gruplarinin bulunmas: ¢ok zor
oldugundan gliniimiize kadar bu problem c¢oziillememistir. Bu mnedenle son

zamanlarda, yeni bir homotopik teori olan Stable homotopik teori tammlanmugtir.

Eger E = ({ . }neN,{sn :SE, - E,, }) CW — komplekslerin diiz ailesi ve ¢, gémme

déniistimii ise E ye spektr denir.

ﬂf' (E) = lim ﬂfl‘i"' (Eﬂ )

grubuna bu E spektrinin stable homotopik grubu denir. [1]
Bu alanda yapilan aragtirmalar giiniimiize kadar devam etmektedir.

Schwede Stefan [63] : Stable homotopik teoride evrensel diyagramlar ydntemini
kullanarak bazi 6zel spektrlerin stable homotopik gruplarini bulmustur.



Hovey Mark, Palmieri [25] : Spektrler kategorisinde, E,F spektrleri i¢in bu
spektrler arasinda

E>F ©VZ spektriigin FAZ=0ise EAZ=0

seklinde bir bagmti tammlamiglar ve bu bagintidan yararlanarak iki spektrin denk

olmasim

E ve F spektrleri denktir & E 2> F ve F 2 E dir

bigiminde vermislerdir. Bu denklik simiflarinin stable homotopik grubu simifa bagh
degildir.

Kieyn John R. [29], [30] :G topolojik grubundan yararlanarak D, spektrini

tammlamigtir. Bundan yararlanarak,

“G grubunun gosterim uzayr B, Poinkare ikiligini saglar < D, spektrinin stable
homotopik gruplari sonludur.”

teoremini ispatlamigtir.

Tai Jin-Yen [68] : CW — komplekslerin homotopik tipler kategorisinde her f
dé6niisiimi i¢in L, funktorunu tammlamig, bundan yararlanarak;

“f:X > X,X uzaymm baglantili bilesenlerinde bijektif degilse her X i¢in
L,(X) daralma déniisiimiidii”

teoremini ispatlamugtir.

Miyata Takahisa. [51] : Stable homotopik gruplar i¢in Brown gosterim teoremini
ispatlamigtir.



Goriildiigii gibi homoloji teoriler arasinda homotopik teorinin ne kadar énemli bir
yeri oldugu aciktir. Diger yandan bazi homoloji ve kohomoloji teorilerin
kurulmasinda, funktorlarin genisletilmesinde topolojik uzaylarm ters ve diiz
spektrleri kullamlmaktadir.

Topolojik uzaylarda ters spektr kavramum asagidaki problemle de baglantili olarak
ilk defa 1929. c1 yilda P.S.Alexandroff vermistir.[2] Bu problem topolojik uzaya
polyedirlerle yaklasim problemidir. Daha sonra, her metrik kompakt uzaymn soniu
polyedirlerin ters dizisinin limitine homeomorf oldugu ispatlanmigtir.1931° ci yilda
S.Lefschetz topolojik uzaylarm ters spekirinin morfizmasimi tammlayarak ters
spektrlerin kategorisini olusturmustur.[39] Daha sonra topolojik uzaylarin ters
spektrler kategorisini fakli bir bicimde 1942.ci yilda vyine S.Lefschetz
tammlamistir.[40]

Ters spektrlerin her yonlii aragtiriimasi 1952.ci yilda N.Steenrood ve S.Eilenberg
tarafindan verilmistir.[66] Bu ¢alismadan sonra ters ve diiz spektrler sadece topoloji
de degil matematifin baska alanlarinda da kullamilmaya baglanmigtir. Ciinkii ters,
diiz spektrler ve onlarm limitleri carpim ve toplam islemi tamimlanan her kategoride
verilebilir. Ters ve diiz spektrlerin matematigin bazi alanlarinda kullaniimas: ile ilgili
birka¢ 6rnek verelim:

Genel Topoloji:

Topolojik uzaylara polyedirlerin ters spektri ile yaklagim problemi ele alinmigtir. Bu
problemle ilgili en kapsamlh ¢alismalar Alexandroff ve onun &grencileri Zaytsev ve
Ponomaryov v.s tarafindan yiiriitlilmiistiit. [74],[56] Bu calismalarda yapilmak
istenen sudur: (X , r) topolojik uzaymin kanonik agik Ortéimlerinden yararlamip
polyedirlerin ters spektri olusturulmustur. Bu ters spektrin limiti olan X kompakt
uzaydir. O zaman X ve X* uzaylan arasinda nasil bir iligki kurulabilir sorusu akla
gelmigtir. Topolojik uzaylar sinifim daraltarak kompakt X~ uzayr X uzaymmn hangi
¢esit kompaklagtirilmas: olabilir sorusunu ¢6zmeye ¢alismuslardir. Zaytsev T, —

uzaylar smfi icin bu problemi aragtirmustir. (X ,T) bir T, — uzay1 ve bunun ¢



topolojisinin taban1 kanonik agik kiimelerdir. Eger Vxe X ve x e O, komsulugu
icn xe A4, NA4,N...N4, €O, saglanacak sekilde sonlu tane kanonik kapah
A ,4,,..,A, kimeleri bulunabiliyorsa (X,r) uzayma T, - uzayr denir. T, —

uzaylar i¢in X* uzayt X uzaymmn Wallman kompaklastirilmas: ve Quazinormal

uzaylar i¢in ise X* uzayr X uzaymin Stone- Cevch kompaklastiriimas: oldugunu

gostermislerdir.
Cebirsel Topoloji:

a) Cebirsel topolojide tanimlanan homoloji ve kohomoloji teorilerin ¢ogunlugu soniu
CW — kompleksler kategorisinde verilir. Omegin K — teori.[4] Dogal olarak verilen
teorinin ozelliklerini koruyarak bu teoriyi daha biiyikk kategoriye genisletme
problemi ortaya ¢ikmistir. Bu problemin ¢6ziimiinde kullanilan yéntemlerden biride
ters ve diiz spektrler yontemidir.[4],[5],[7],[10],[11] Buradaki en biiyiikk zorluk
genisletilen funktorun homotopik invarianthigimin korunmasidir.

K — funktor yerel sonlu CW — kompleksler kategorisine iki sekilde genigletilir:

1) Eger X yerel sonlu CW - kompleks ise X=lmX" sonlu CW -

>0

komplekslerin diiz limitidir. O halde K(X)=1limK (X ? ) seklinde tammlamr.

2) B, =limG, (F 2K ) ise K(X)=[X,B,] dir. Fakat birinci genisletilen funktor igin

tambk aksiyomu saglanmaz, ikinci igin ise K — teorinin hesaplama yéntemleri
gegersizdir. Bu nedenle funktorlarim bazi kosullar altinda denk oldugu ispatlanmustir.
[4], [10]

Topolojik uzaylarin agik 6rtlimlerinden yararlanarak K — funktoru tiim topolojik
uzaylar kategorisine genisletilmistir. Burada genisletilen funktorun homotopik
invarianthgim korumak igin yeni bir homotopya bagntis1 verilmaistir. [11],[12]



b) Ters spektrlerden yararlanarak spektral homoloji ve kohomoloji teoriler adi
verilen yeni teoriler tamimlamr. Bu teori simplicial ve singiiler teorilerin en iyi

yonlerini yapisinda tagidig: i¢in 6nemli bir teoridir. [66]

Homotopik invariant funktorun iki sekilde genisletilmesi s6z konusudur. [19], [38],
[22], [15] , [16] Bunlardan biri Cevch genisletilmesi digeri ise Kan genisletilmesidir.

Cevch genisletilmesi 6zel ters spektrlerden yararlanarak yapilir.

c) Topolojik uzaylam X = {X a }ae L= {Yﬁ } sep  LETS spektrieri  ve

X =1limX,Y =limY uzaylan ile ilgili asagidaki homotopik kiimeler ele alinabilir.

[x.7], lim|x,, imY |, limflim X, ¥, |, limlim|X,,7,]
@ B

B a

Bu kiimeler arasinda nasil bir bagint1 oldugu aragtinimis ve asagidaki sonuglar eide
edilmigtir:
1) . Milnor [49] : Bger X =({X,} ,.{p"" : X, > X,} v )» Y=Y veher neN

n+l

i¢gin p;" — kotabakalanma ise

«— 1imV[sx,, Y] > [lim X, ¥ |~ tim[x,,¥] > =

dizisi tamdir.

2) RM.Vogt [69]: Bger X =X,¥=({r,} ,.9"" :¥,.. >V} _,) ve her neN

n+l

i¢in g," — tabakalanma ise

* = liin(’)[X,QYj]—» lX,li*r_nZJ—') ﬁ}_n[Xan]"" *

dizisi tamdar.



3) K.Morita [52]: Eger X =({X,} . {p/": X,s = X, },oy) CW — komplekslerin

n n+l

ters dizisi ve Y =Y ise l X, J ve 1im{X,,7] kiimeleri arasinda birebir ve orten

bir dontigtim vardar.

4) Z.R Miminoshvili, F.Bauer [501,{6]: Bger X = ({X, }, {21 : Xpus = X, )

n n+l

n+l

Y =({Y }HEN,{q"“ Y.,—»>7Y }HGN) CW — komplekslerin ters dizisi ve her ne N

n+l

i¢in g7*' — tabakalanma ise

>+

+ > lim® lim{x,, 07, ] - i X, lim ¥ | - tim [, 7, ] - »
7 I

J I
dizisi tamdar.

Bu sonuglarmn topolojik uzaylarm ters dizileri igin bazi kosullar altinda
genellestiriimesi daha sonra verilmistir. [43],[44],[5 3],[48]

5) Lee Dae-Woong [34]: {X a }ae , ters spektrini D — Top giden funktor seklinde ele

almgtir.
{ao <a L. a, } igin X, = X,, olsun. Eger R komutatif birimli halka ise

® [ Hom(C, (X, ) R)

mzo
le]

graudire olmus halkadir ve kiip ¢arpimina izomorftur.

Lee Dae-Woong [35]: Eger X = {X a} CW - komplekslerin ters spektri ise

H,(X;6)~H,"(X;6)

izomorftur.



6) Lee, Kim, Han, Lee, Lee [37]: Eger ({X ) A,{pf }) ters spektrinde p? zayif
tabakalanma ise

mimX, )~ H,[lim X, Z)

“«—

izomorftur.

7) Lee Hong-Jac [36]: Genel anlamda her ters spektr igin bu ters spektrin limiti diiz
ailenin limitine homeomorf olacak sekilde bir 6zel diiz aile tanimlanabilir.

d) Topolojik uzaylarin ters spektrlerinden yararlanarak Shape adi verilen kategori
tanimlanmistir. Bu kategorinin nesneleri topolojik uzaylarin ters spektrinin limitine
homotopik denk uzaylar, morfizmalan ise uygun ters spektrlerin morfizmasimn
limitine homotopik denk olan doniigiimlerdir. Bu kategoriyi kullanarak yeni homoloji
ve homotopik teoriler tamimlanabilir. [7], [43], [45]

Daha sonra giicli Shape teorisi verilmistir. Burada ters spektrlerin morfizmas:
tamminda izoton doniistim kullaniimamaktadir. Bu nedenle tammlanan homotopya
bagintis1 her zaman ters spektrlerin morfizmasi olur. Bu ise homoloji teorinin
kurulmasinda kolaylik saglar. Fakat tantmlanan homotopya iizerinde ¢ok fazla kosul
verilmistir.Gliglii Shape teorisi hakkinda tiim bilgiler [44], [45], de yer almaktadar.

Lisica Ju.T. [41]: c¢) sikkinda verilen tam dizilerde lim funktorunun Hm® tiirev
funktoru kullamlmaktadir. Bu g¢ahsmada lim, diiz limit funktorunun kompakt

gruplar kategorisinde tiirev funktoru tanimlanarak c) deki tam dizilerden daha farkl
tam diziler kurulmustur.

Cebir:

Gruplarin ters ve diiz spektrlerinden yararlanarak yeni gruplar tanimlanabilir.




a) Sonlu gruplann ters spektrinin limitine prosonlu grup denir. Béyle gruplar cebirde,
cebirsel geometride ¢ok biiyiik 6nem tagir. [64]

b) Sonlu gruplarin diiz dizisinin limitine yerel sonlu grup denir. Bu gruplarn
6zelliklerinin arastiriimasi sonlu gruplarin ve diiz spektrlerin 6zelliklerine dayanarak

yapilir. [33]

Yukarida anlatilanlari géz Oniine alarak, ters ve diiz spektrlerin matematigin farkl
alanlarinda bir arag olarak kullanildifi sonucuna varabiliriz. Bu nedenle topolojik
uzaylarn ters ve diiz spektrler kategorisine yeni bir agidan yani homotopik agidan
bakilmasinin gerekli oldugu goriildii.

Bu tez calismasinin amaci, topolojik uzaylarn ters ve diiz spekirler kategorisinde
yeni bir denklik bagintis1 olan “lr spektral homotopya bagintis1 tammlamak ve bu
bagintidan yararlanarak Inv(Topj) kategorisinde yeni bir homotopik teori kurmak ve
daha sonra VX.,Y ters spektrleri icin [)_(, Y ] homotopik kiimesi ile ¢) sikkinda

verilen homotopik kiimeler arasindaki bagmtiy: aragtirmaktir.
Bu ¢aligma birinci bSliim giris olmak tizere sekiz béliimden olusmaktadir.

Ikinci blimde genel bilgiler verilmektedir.

Ugiincii boliimde topolojik uzaylar kategorisinde tanimlanan C, S,Q,P,C. . P,

islemleri topolojik uzaylarin ters spektrler kategorisine genisletilmistir.

Dérdiincii bolimde Inv(Top) ve Dir(Top) kategorilerinde tezin temel kavrami olan

spektral homotopya bagmtis1 verilmis ve bu bagmtimn temel o&zellikleri
aragtirilmugtir. Spektral homotopya bagntisindan yararlanarak homotopoik invariant

kontravaryant funktorun Cgch genisletilmesinin  homotopik invarianthif
ispatlanmmgtir. Aym zamanda spektral homoloji teorinin homotopya aksiyomunun

yeni ispat: daha kolay bigimde verilmistir.

10



Besinci boliimde topolojik uzaylar Kkategorisinin genisletilmesi olan Inv(Top§)
kategorisinde spektral homotopik gruplar tanimlanmis ve bu gruplar i¢in homotopik

teorinin Steenrood-Eilenberg aksiyomlarinin saglandig ispatlanmistir.

Altmc1 bolimde Inv(Top,) kategorisinde [SX,Y] ile [X,QY] funktorlan arasmda

dogal denkligin varoldugu ispatlanmisgtir.

Yedinci boliimde topolojik uzaylarin ters spektrlerinin Vf : X — Y morfizmasi igin

i

I K sf s 8"
X>Y->C, »>8X—>8Y—>.>8"X—> S”Z—a(S”(CI))—»..

dizisinin kotam oldugu ve

Qf pgo oom L
> QX >QY > P 5> XY

dizisinin tam oldugu ispatlanmusgtir.

Sekizinci béliimde ters spektrlerin spektral homotopya bagintisi ile bu spektrlerin
limit uzaylarinin homotopya bagntis1 arasindaki iligki incelenmigtir. Son olarakta
ters spektrlerin spekiral homotopik grubu ile limit uzaymn homotopik grubunun

birbirine izomorf oldugu ispatlanmigtir.
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BOLUM 2
2. GENEL BILGILER

Bu bdlimde daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan temel kavramlar
verilmektedir.

Tamm 2.1: A4 yonlendirilmis kiime, Va € 4 eleman: i¢in X, topolojik uzay ve

Va,o' € A,a<a' igin p? : X, — X, topolojik uzaylarm doniigiimii verilsin. Eger

) Vaed igin p; =1, : X, > X,

2) Va <a'<a" igin p* = p% o p%

kosullari saglanirsa,

X = (X o tpt 1 X0 > X )

ailesine ters spektr denir.

Tamim 2.2: A y6nlendirilmis kiime, V& € 4 eleman: igin X* topolojik uzay ve
Va,o' € 4d,a < o' igin p% : X* — X topolojik uzaylarm déniisiimii verilsin.

Eger

) Vaedigin p7 =1,,: X% > X*°

2) Va <a'<a" igin p* = p% o p?

kosullar1 saglanirsa,



y = ({Xa}aeA’{p:' : Xd - ‘Xa'}tma')
ailesine diiz spektr denir.

Tanm 2.3: X =({X,},.,) , ¥ ={¥,},_, ) iki ters spektr, : B— 4 yonlendirilmis
kiimelerin izoton doniisiimii ve V3 € B elemam i¢in fj : X (5 —> ¥, olsun. Eger

Vp' >~ f e B eleman igin

=(8')
Pz
Xy ———» Xop)
Ie Wy
Emm——
Y, Y,
a5

diyagrami komutatif ise
f=lr:B>alfy X, > 1,4,,)
ailesine ters spektrlerin morfizmas: denir.Burada 7 izoton déniisiimii 6rtendir. [20]

Tamm 2.4: X = ({ @ }aeA ),-17 = ({Yﬂ }ﬂeB) iki diiz spektr, 7 : 4 — B yonlendirilmis

kiimelerin izoton déniiglimii ve Ya € 4 elemant igin f*: X* > 7Y @) olsun. Eger
Va'>ae A eleman igin
pz
X& —» X*
v f°

Yn:(a)_______> Yﬂ(a')

#{a’)
Qn(a)

13



diyagrami komutatif ise
f=lm:a->Bfr:x* >y} )
ailesine diiz spektrlerin morfizmas: denir.

Topolojik uzaylarin ters spektrleri ve onlarin morfizmalar bir kategori olusturur. Bu

kategori /nv(Top) ile gosterilecektir.

Tamm 2.5: Topolojik uzaylarm X = ({X a }ae A) ters spektri icin

lim X = {x.}, Va=<aigin p& (x,)=x,}c 11x.

acd

alt uzaymma X ters spektrinin limiti denir.

Tanm 2.6: X = ({ “ }ae / ) topolojik uzaylarin diiz spektri ve 2 X topolojik toplam

olsun. Vx® € X* ve x* € X* elemanlan i¢in

x® ~x% < 3a" = a,a' igin pf(x“):pz,'(x“')

seklinde tamimlanan “~” denklik bagntisina gére XX % b6liim uzaymna X diiz

spekirinin limiti denir ve lim X* = Z X/ seklinde gosterilir

o

Tamm 2.7: X = ({Xa e A) ve Y= ({Yﬂ } ﬂeB) topolojik uzaylarin ters spektrleri ve
f=leBoalf, i X, oY), XY

ters spektrlerin morfizmasi olsun. V{x,t( ﬂ)}e lim X eleman: i¢in

o PRI .
14 S ,ﬁ‘.,,}g;i&‘z'ﬁ*
¥,



liin Vi ({xn(ﬂ) }) = {f A (xﬂ(ﬂ) )}

olacak sekilde tammlanan lim f:limX —limY dontigiimine f morfizmasimn

limiti denir.
Tamm 2.8: X = ({ “ }ae y ),? = ({Y d }ﬂeB) topolojik uzaylarm diiz spektrleri ve

f=lr:a>B{f*: x° >y}

[+4

L) XY

diiz spektrlerin morfizmas: olsun. ¥, f%:Y X% — 3 ¥*® doniisimiinden {retilen

bolim uzaylarimin
Hm?:ZX%—>ZY”(a%

doniisimiine -f morfizmasmin limiti denir.
Tamm 2.9: (X,x,) ve (¥, y,) belirli noktah topolojik uzaylar olsun.
XvY=Xx{y,Uix,Ix¥ c XxY

alt uzayma X ve Y uzaymin destesi (wedge sum) denir.

Tamm 2.10: (X,x, ) ve (¥,,) belirli noktal topolojik uzaylar olsun.

=X xY
XAY= ></XvY

uzayina pargall carpim (smash product) denir.

Tamm 2.11: V(X x, ) belirli noktal topolojik uzay1 igin
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SX=SAX

uzayma X uzayimn list kurumu (suspension) denir.

Tanim 2.12: V(X , xo) belirli noktali topolojik uzay i¢in

CX=IrnX

uzayma X uzaymin konisi denir.

Tanim 2.13: f: (X ,xo)——> (Y , yo) belirli noktali topolojik uzaylarin déniigiimii i¢in
YvCX uzaymm L, x]~ f(x) denklik bagmtisma gore bolim uzayma f
déniisiimiiniin konisi denir ve

C,=YU,Ccx

ile gosterilir.

Tanim 2.14: V(Y 4 yo) belirli noktali topolojik uzay igin

PY =(¥,y,)"”

uzayina baslangic1 y, olan ¥ deki yollarm uzay: denir.

Tamm 2.15: ‘v’(Y , yo) belirli noktal: topolojik uzay: i¢in

QY ={w e PY :0(0)=w(1) = y,} c PY

alt uzayma Y uzaymin y, noktasmdaki diiglim uzay: (loop space) denir.

Tamm 2.16: f :(X,x,)—> (¥,y,) belirli noktal topolojik uzaylarin déniisiimil igin

16



{x,0)e XxPY: f(x)= plo)=o()}c XxPY
seklinde tanimlanan alt uzaya P, uzay: denir.

Tamm 2.17: X bir topolojik uzay CovX ,X in tiim agik Ortiimlerinden olusan
yonlendirilmig kiime olmak {izere

Is{q(X)= ]ijq(nerva)

aeCovX
grubuna X uzaymin g — boyutlu spektral homoloji grubu denir. [66]
Tamim 2.18: F poliyedirler kategorisinde tanimli homotopik invariant kontravaryant

funktor olsun. VX € Top uzayr i¢in Q,,X uzaymin normallestirilebilir agik
Ortiimlerinden olugan yonlendirilmis kiime olmak tizere

1:"(X) = li_x)nFGnervaD

aell y

seklinde tanimlanan ]:" funktoruna Cgch genisletilmesi denir. [19]

Tamm 2.19: f, f, : X — Y stirekli iki doniisiim ve I = [0,1]-ara11g1 olsun. Eger

F(x>0)= Jo (x)’ F(x,1)= f;(x)

saglanacak sekilde F: X xI — Y slirekli doniisiimli varsa F e homotopya , f, ve
/, ‘déniistimlerine homotop doniisiimler denir. f, ve f; doéniistimlerinin homotop

olmas: f, ~ f, ile gosterilir.

Tamm 2.20: f, f; : X > Y siirekli iki doniistim ve X' < X igin fOIX, =f,|X, olsun.

17



Eger,
F(x,0)= f,(x), F(x,)) = f,(x) ve Flx,t)= fy(x)= filx),xe X", Vt eI

saglanacak sekilde F: X xI — Y doniistimii varsa f, ve f, doniislimlerine X' alt
uzayma goére goreli (relative) homotop doéniigtimler denir ve f, ~ f, relX' ile

gosterilir.

Tamm 2.21: VX,Y topolojik uzaylarn i¢in
[ X, Y] - Hom(X , Y)/

béliim kiimesine homotopik simflar kiimesi denir.

Tanmm 2.22: (X , A) topolojik uzaylar ¢ifti, ¥ de bir topolojik uzay olsun. Eger
Vg:X > 7Y ve xe 4 igin G(x,0)= g(x) kosulunu saglayan G: AxI— ¥

homotopyast i¢in F(x,0)= g(x) ve F | g = G sartlanimi saBlayan
F: XxI—->Y

homotopyas: varsa (X ,A) ciftine Y uzaymna gére homotopyanin genisletilme
ozelligine sahip ¢ifti denir.

Tamm 2.23: f: X' — X siirekli bir doniigtim olsun. Eger VY uzayi, g: X —» Y
déniigtimii ve G(x’,O) =g(f (x’)) kosulunu saglayan G: X'xI — Y homotopyasi
icin F(x,0)=g(x) xeX, G(x',t)= F(f(x'),t) x' e X' sartlanm saglayan

F: XxI->Y

homotopyasi varsa f doniisiimiine kotabakalanma denir.
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Tamm 2.24: Vf:X — ¥ siirekli doniistim olsun. X xI @Y uzaymm (x,1)~ f(x)
denklik bagntisina gore

XxI® I% — Zf
boliim uzayma f doniistimiiniin silindiri denir.

Tamm 2.25: F:Top — C giden funktor olsun. Eger f ~ g: X — Y doniigiimlieri
icin F(f)=F(g) ise F e homotopik invariant funktor denir.

Tamm 2.26: V(X,x, ) Top, belirli noktali topolojik uzay: igin

ﬁn(X,x0)= lI”,@I”;X,xOJ |

grubuna (X ,xo) uzaymin z — boyutlu mutlak homotopik grubu denir.

Tamm 2.27: V(X, 4,x,) e Top? belirli noktal to;;olojik uzaylar ¢ifti igin

7,(X, 4,x) =", 17, T X, A, x|

grubuna (X , A, xo) uzaymm z — boyutlu géreli homotopik grubu denir.

7, : Top: — Group homoloji teorinin aksiyomlarimi saglayan kovaryant funktordur.

Not: V(X,x,)(Y.y,) e Top, belirli noktal topolojik uzaylar igin [X,x,;Y,y, | belirli
noktali kiimedir.

Tamm 2.28: Belirli noktah kiimelerin f : (4,a,)— (B,b,) doniisiimii igin
ker f={aec 4: fla)=bh,}c 4
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alt kiimesine f doniigtimiiniin ¢cekirdedi denir.

J
Tamm 2.29: Belirli noktal: kiimelerin (4, a,)=>(B, b, )->(C, ¢, ) dizisi igin
imf =kerg

sart1 saglaniyorsa bu diziye tam dizi denir.

Tamm 2.30: Belirli noktah topolojik uzaylarn her f:(X,x,)— (¥,y,) doniigtimii

icin

(,30) (T, 70 )>(C, ) 55X #) (57 ) -

> (57 x4) 5 (s7r) (s (e ) S
dizisi kotamdr, yani (W, w, ) e Top, igin belirli noktah kiimelerin

e [S7(C, sy | [S7Y 8w, | [S" X 5w | > - o [SY 7w, ]
- [SX,*;W,WO]—) [Cf,*;W,wo]—> [Y,yo;W,wo]—> [X,xO;W,wo]

dizisi tamdar.

Tamm 2.31: Belirli noktali topolojik uzaylarm her f:(X,x,)— (v,y,) doniigiimii

icin

. @P,,0, )Q—f(QX o, )Q—i’(m @)= - = (QX, wo)g—{(QY, coo)f)

(Pfﬂ*)'f)(X’xo )L(y, yo)

dizisi tamdir yani, V(#, w, ) € Top, i¢in belirli noktal kiimelerin
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'"_>[W’WO;Q"PP@O]%[W,WO;Q"X,COO]%[W,WO;Q”Y,(OO]_»..._)
[WaWOQQX’a’o]—*[W,WO;QY@O]—>[W,Wo;Pf,*]é[W,wo;X,xo]% WaWoQYayo]

dizisi tamdr.
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BOLUM 3

3. TOPOLOJIK UZAYLARIN TERS SPEKTRLER KATEGORISINDE BAZI
ISLEMLER

Bu béliimde, topolojik uzaylar kategorisinde tammli baz: iglemler topolojik uzaylann ters

spektrler kategorisinde verilecek ve bu iglemler ilerideki béliimlerde kullanilacaktir.

=({Xa }aeA’{pz’ :Xa’ _)Xa }a«a')’ (31)

>

Y= ({Yﬂ }ﬂgﬂ’ {q[l;’ . Yﬂ' - Yﬁ }B«ﬂ') G-2)
topolojik uzaylarin ters spektrleri olsun.

Lemma 3.1: KxZ:({XaxYﬂ} {pg'xqg:Xa,xYﬂ,%XaxYﬁ}

(aﬁ)«(axﬁ')) ailesi

(a,B)eAxB’

topolojik uzaylarm ¢arpim islemi altinda bir ters spektrdir ve im(X xY) , limX x limY

uzaylar1 homeomorfturlar. [20]

Ozel durumda eger ¥ = {I'} bir I = [0,1] uzayndan olusuyorsa lim(X , x I), (].Ll_l X, J xI

a

uzaylart homeomorfturlar.

Lemma 3.2: X =({X a }ae,, ),Z = ({Y ) } ﬁeB) topolojik uzaylarin ters spektrleri olsun. Eger

V(e B)e Ax B igin X, NY, =D ise X, UY,] ailesi ters spektrdir ve

(a,B)eAxB

lim(X, UY, )= lim X, Ulim?,
a )

(a,8)



dir.

Ispat: (3.1) ve (3.2) ters spektrieri verilsin ve V(a, ,B) € AxBigin X, Y, = olsun.
Va<a',f=<p igin ref X, UY, » X, UY,

déniisiimii agagidaki sekilde tanimlansin:

Vxe X, UY, igin X, Y, =& oldugundan x € X, veya x €Y, olmahdur.

@ pE(x), xeX,
Ta.8) (x) = B
gp (x), xe¥,

dir. O zaman

XUY= ({X 2 U }{a,meAxB ’ {’?Sf;égl) X, UY, > X, UY, }(a,ﬁ)<(a',ﬂ') )

ailesi ters spektrdir.Gergekten,

1) V(a, B) € Ax B igin

=1y, ur, (%)

pfl(x)’ xelX 1X (x), xEXa
ran®=1"2 S
Qﬂ (.X), X e Yﬂ 11/‘ﬁ (x), X € Yﬂ

saglanr.

2) Ve, )=, p)Y=<(a",f") e Ax B igin
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aﬂ
@) o @Yy @B @8 oy ey P () X E X
(’”(Zﬂ) ° Vg 1y )(x)_”(:ﬁ) (Tay N =7 p °{

g5 (x), xe¥,

) . .
| | Pa (%) (‘1,’3 °qp )(x), xeYs
9p 5 , x€l,
| Qﬂ'(x)

aﬂ
{pa (x), xeXp o

- {pf}' (x)
P, pe , XxelX, , .
gp (X) {(pg °opa Xx), xeX,.

. = T gy (%)
qg (%), xe¥p (@A)

bulunur. O halde X UY ters spektrdir.

Simdi im(X, UY,) = liinX . JlimY, oldugu gosterilecektir. Bunun igin
B

(a.8) a

h:lm(X, UY,) > limX, Ulim?,
B

(@.8) «

déniigiimiiniin birebir ve drten oldugunun goésterilmesi yeterlidir.

2={20p € lim(X, UY,) olsun. V(a, 8) < (@', ") i¢in

(2.8)

v
(@) _JPa Capy) Za € Xa
ek Cap) = g y
95 Capy)s  Zam €¥p
seklindedir,

Bger 2z, 4, € X, ise {z(a’ﬂ)fe h{l_nXa » €BET 2y 4y € Yy isE {z(a,ﬂ)}e hinYﬂ dir. O

B

halde

hz)=z

dir. Agiktir ki % birebir ve értendir. O zaman | ﬂm@@‘”
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lim(X, UY,) =lim X, UlimY,
8

(a.f) @
bulunur.

Homotopik teori, belirli noktali topolojik uzaylar kategorisinde kuruldugundan
bundan sonraki islemler Top, kategorisinde yapilacaktir. Inv(Top,) belirli noktal

topolojik uzaylarm ters spektrler kategorisi olsun.

Lemma 3.3: V(X, %)= (X, %, {,_, ) 030 )= 5.3, ., J& Tnv(Topy) ters

spektrleri i¢in

xvr={x, vy,)

(@,B)edxB’®

a B .
{pa Vg .Xa,vYﬂ, - X, VYﬂ}(a,ﬂ)-<(a',ﬂ'))

ailesi "V" islemi altinda bir ters spektrdir.

Ispat: X, v Y, =X, xy, Ux, x¥, idi. Burada X, %y, N, x ¥y = (%, ¥,,)
oldugundan arakesit bostan farkhidir. Fakat pZ ve qg' déniigtimleri belirli noktay:

belirli noktaya tagidign igin Lemma 3.2 den X vY yapismm bir ters spektr olduBu
hemen elde edilir.

Teorem 3.4: VX,Y e Inv(Top,) ters spektrleri i¢in im(X vY) ve limX vlimY

uzaylar1 homeomorfturlar.

ispat: limX vlimY = {({xa'}, {yﬂ })e Iix, xl’IYﬂ Y(a, B) < (@', B') igin}
)} i (p: ng an'aJ’p')=(xa,yﬂ)

dir.

Bu uzay daha agik yazilirsa
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imX v limY = {r,, fxlm¥ UlmX x {y,, |
seklindedir. z  {x,, fxlim¥ UTim X x {y,, | elemant igin;
ze {xoa x imY ise z= ({xoa 5 {yﬁ }) dir ve Va<a' i¢in pZ(x,,)=x, ,YB=<f

igin g5 (y,) = ¥, kosulu saglanir.

zelimX x {yoﬂ} ise z= ({xa 5, {yoﬁ }) dir ve Va <a' igin p%(x,)=x,,YB8=<p

icin ¢ f," Vo ﬁ,) =Y, kosulu saglanir.

]_]In(l Z) xoa’yﬁ )(a,ﬁ)eAxB € H(X" v Yﬁ): pZ’ (xoa' ) = xoa ’q:g' (y,B') =Y

\% = , s

< X, Yo eIl(X, vY,): p,(x)=x ,qg(yo Y=Y,
@208 /(a,p)cdxB “ a e @ 7 s

seklindedir.

®:limX vimY — lim(X v ¥)
doniistimii her z € im X v limY elemam i¢in

z ({xo,, }’ {yﬁ }) ise @(z) = {(xoa Vg )}
z= ({xa }, {)/o,, }) ise O(z) = {(xa, Yo, )}

formiilii ile tammlansin. ® déniisiimiiniin homeomorfizma oldugu agiktir.

Lemma 3.5: a) Eger B — (X, 7) kiimesi kapaliise p: X — % kanonik déniistimii
kapahdar.
b) Eger B — (X,r) kiimesi agik ise p: X — % kanonik doniigtimi agiktir.

Ispat: a) % boliim uzayinin denklik siniflar ;
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x € B ise [x]=B

x¢ B ise [x] =X
seklindedir. p déniislimiiniin kapali oldugunu géstermek icin

VAc X ve Aet icin U [x]e7

[x]lc4

ifadesinin gosterilmesi yeterlidir. [8] O halde [x]c 4 kosulunu saglayan denklik

smiflannin aragtinimas: gerekir.
i) Bc Aise A=BU(A/B) dir.

[x]c 4 olsun.[x]= B veya [x] = x oldugundan x € X / 4 noktalan i¢in [x] z A
olur. O halde

U [x]=[x],es U Y =5 U(4/B)=der

[x]lc4
bulunur.
il) B ¢ A ise bu durum ii¢ agamada incelenecektir:

1) Ac B X olsun. x € B iken [x]= B oldugundan [x]z 4 ve y e X/B icin
[y]=y6£A dir. Buradan, U [x]=Qe r dur.

[xlc4

2) 4, Bc X ve ANB= olsun. x € B ise [x]= B idi. O halde [x]z 4 dur.
yedise [yl=ye 4 dr

Ulyl=4ez

[ylc4

elde edilir.
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3) 4, BcX ve ANB#< olsun. Bz A oldugundan xe B igin [x]czA ve
yeA/Bise [y]=ye A/Bdwr. U [y]=A4/B olur. B kapah oldugundan 4/B ez
[ylc4

bulunur. O zaman B < (X,7) kapal kiime ise p: X — % doniistimiiniin kapali

oldugu elde edilir.
b) Bu kismin ispat: da teoremin a) kismina benzer sekilde yapilr.

X = {X a} topolojik uzaylarin ters spekiri, £, [0,1] arahgmda bir denklik

acA

bagmmtis1 ve Vo € 4 igin y, , X, uzaymda bir denklik bagmtis: ise

({Xa XI}aep{P: Xl[ :Xa' XI—%Xa XI}a«z’)

ters spektrinden

- Droesblet] )

boliim uzaylarmin ters spektri elde edilir.

Teorem 3.6: Eger B =1 birim denklik bagintisi ise lim{(X“ XI)}, N ﬂ} ve

h({n{(X % . )} X % uzaylar: homeomorfturlar.

Ispat: B8 =1 olmasi durumunda

1 (Xax‘[) 1 Xa
1133{ %axl "y !

uzaylarmm homeomorf oldugu gésterilecektir.

n
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Xaxlz{(x,t)|xeXa,teI}

X, xI (x, )y, x1(3,2')}={x.1]

(7o, 1= {x.t]| Gov 9, = 1)}

Vax1™ ]

I yerel kompakt ve £ birim denklik bagimtisi oldugundan bu uzaylar arasinda bir

F, e x%axl_')X%aXI ,Fa([xa,t])=([xa],t) (3.3)

homeomorfizmasi vardir.[67]

Simdi Vaed i¢in tanumlanan (3.3) deki doniisiimlerden yararlanarak

X, xI
{ A aX 1} ters spektrinden {X% xT } ters spektrine giden

_ ) .XaXI Xa
_F__(].A.A‘%Aa{Fa’ %‘ZXIA anI}aeAJ

morfizmasi tamimlanabilir. F nin ters spektrlerin morfizmas: olmasi i¢in Va < o'

igin

F

XxI) ———— X,/
7zz'x1 ya'

P, q:
_— >
X x1 X,
a AEXI F x I

* Ya

diyagramimin komutatif olmas: gerekir. Gergekten,
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(F, o 52 o5 tD = £ (o 1) = (2% 50}e)
(qz' © Fa’ X[xa"t]) = qz' ([xa’lt) = ([PZ, (xa’)]’t)

dir. O halde F bir ters spektrden diger ters spektre giden morfizmadir.

Va € 4 igin F, homeomorfizma oldugundan

e X X1 X,
s G S A

déniigtimii de bir homeomorfizmadir.

im(X, x I) uzay: klim X, )x I uzayimma homeomorf oldugundan dolay:

AR e A e VA

yazilabilir. Iki homeomorf doniisiimiin bileskesi homeomorf oldugundan

r o i) X X1 X,
sl ef o

homeomorfizmas: bulunur.

Lemma 3.7: VX,Y € Inv(Top,) i¢in

N £ VS MR SN VRS SVS RS SN A1 B

yapisi “A” islemi altinda bir ters spektrdir.

ispat: 1) V(a, B)e AxB igin pi Agh =1, Al, 1 X, AY, - X, AY, dr.
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2) Y(a, B)=< (@', 8')=< (", ") e AxB igin

(2 naf )e (o2 naf )=(p% o pE)naf oaf )= 1 naf
bulunur. O halde X A Y bir ters spektrdir.
X ={S} bir § gemberinden olusan ters spektr olsun.

Tamm 3.8: X AY = {S}/\Z ters spektrine Y ters spektrinin {ist kurumu denir ve SY
ile gosterilir.

Simdi hm({ AY ) uzayl ile im X AlimY uzay: arasindaki bagmnti, yani

tim(x A Y) =t £237 ) 64
. _ limXxlmy lim(X x ¥)
him X A LT lim X v limy = fim(X v ¥) (3.5

(3.4) ve (3.5) uzaylan arasindaki bagint: arastirilacaktir.

Teorem 3.9: Eger X,Y topolojik wuzaylarn ters spektrleri ise

lim\X, xY - . - '
- ( %gl(Xa vYﬂ) uzaymdan ]_LP(X,, X%a vYﬁj uzayma giden siirekli

bir ¢ doniisiimii vardir.

Bger X=X} {p? e b X =0}, .18}, ) ters spektrlerinde p ve gf

doniigiimleri bire-bir ve 6rten ise ¢ doniistimiide bire-bir ve 6rtendir.

Ispat: Vo € 4 ve VS € B igin
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P (3.6)

(x,x7,)

" H(Xa vYﬁ)

a.p

diyagraminda @ bire-bir, drten ve stireklidir. [67]

Eger X,,Y, uzaylan Hausdorff uzayr ise X,vY, uzay1 X,xY, uzayinda
kapalidir. Lemma 3.5’den p, , doniisiimii kapalidir. Kapali déniisiimlerin garpim
genelde kapal: olmadigmdan dolay: H P, kapal degildir. [8], [20] Bu nedenle @

homeomorfizma degildir.; kanonik doniigiimii orten ve siireklidir. (3.6)

diyagraminin komutatifliginden
H p a,B =0o ;
yazilir.

i:li(]_n(Xa X Yﬂ)—> H(Xa X Yﬁ) gomme dontisiimii icin

a. B a’ﬁ

i(lizn(Xa VY, )] <[1&. vY,)

a.p

kapsamasi saglandigidan dolay: bsliim uzaylarmin
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_ tim{x, x,) 1—’!()(” xY,)

Ce af a,

i lim(x, v¥,) T1(x, vy,)
a.ﬁ a,f

doniistimii tanimlanabilir. (3.6) daki diyagram

[1Pes
(x,x7,) ’H(X"x%avyﬂ)

a.p a,fp

) icin

lim(X . XY [ )
diyagramina kadar genisletilebilir. V[{xa Vg }] e “ /m( Y vy
P
a8

(@0l )= 0 s (35 = s M= o B

bulunur. O halde

{[xan’ﬂ]}E lgl(Xa x}%{a v Yﬂ)

dur. Gergekten, V(e, )< (&', B') igin
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o 20 By p )= 107 Guda? 0= a3,
dir. O zaman (3.7) diyagramundan ¢ doniisimi
Doi=g

seklinde tanimlanr ve bu

lim{X, x¥,)
- . (X, xY,
g liin(XavYﬁ)%hP( %(QVYJ

a.f
a.f
dontistimi siireklidir.
Simdi teoremin ikinci kismu gésterilecektir.

X,Y ters spektrlerinde p? ,q Z' déniistimleri bire-bir ve érten olsun. Bu durumda

imX =[x, ,lmy=]]7, [20]

acAd peB

dir. O halde;

lim(X x ¥)=lmX ximy =[] X, x[ ¥, = T](x,x¥,)

acd BeB (@, B)eAxB
im(xv)= T10r.v¥,)
< (@,8)eAxB
hm(X PR Y B ) .
yazilir. Buradan A hm( X, VY, ) uzayl ile

EI (X a X Y B )
(a.p)etxB uzaymmn homeomorf oldugu elde edilir. Benzer
(X vY, )

e
(@.B8)eAxB
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. (X xY, X xY
: a B 1 a B
sekilde h(.m{ Aa v YﬂJ uzayr ile I | ( /Xa v ij uzayr da

homeomorftur. O zaman;

i (Xaxyy j_) (XaXIV ]
-l X, vY, (Q’LI/M X, VvY,

doniisiimii de dikkate alinirsa,

p=j"o®oi

doniigtimii bire-bir ve 6rtendir.

Homotopik kiimelerin dizilerinde en dnemli yap: tas1 olan C,S,Q islemleri Top,

kategorisinde Kkovaryant funktor tammlarlar. Bu islemlerin funktor ozelligi
kullamlarak ayni islemler Inv(Top,) kategorisinde de yapilabilir.

VX ters spektri igin

({QXa }aeA 4 {§2le : ma' - QXa }a-«z')

b
1
o)
>
I

ters spektrleri elde edilir.

Agiktir ki, (g,x_o ) ters spektri CX ters spektrine gémme edilebilir. Burada
i:X—>CX

gbémmesi

i=(,: 4> 4, X, >Cx,},_,) (x,ccx,)
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seklinde verilir.

Topolojik uzaylar kategorisinde her f: X' X doniisiimii igin C, bu déntiglimiin
konisi olsun. Simdi Inv(Top,) kategorisinde topolojik uzaylarn ters spekirinin her
S X — Y morfizmasi i¢in C konisi tammlanacaktir.

[ X'>X,g: Y >Y,p:X'>5Y ,w: X —>Y dbniislimleri i¢in

f

X' > X

¢l lt// (3.8)

diyagram komutatif olsun. Burada f ve g doniistimlerinin konileri, sirastyla
— CX 'V X _ CY’ v Y . )

Cr= /{l,x’]~ Fx) ve C. g /ﬁ’ ']~ (") seklindedir. O zaman

(p.v) siftinden yararlanarak C, konisinden C, konisine giden domisim

tanimlanabilir. Once @ ve y doniisiimleri kullanilarak
Covy . CX'vX —>CY'vY

doniisiimii elde edilir. Burada

Cp:CX'—>CY' [t.x']—~ C¢([t,x']) = [t,(p(x’)]

diir. Simdi Cevy doniistimiiniin denkligi korudugu gdsterilecektir. C ; konisindeki
denklik

Lxl~xe flx)=x (3.9)
seklinde idi. O zaman,

36



Covy)Lx])=Co(l,x']) =1, p(x)]

(Covy)x)=wlx)

ifadelerinden

LLo(x)]~v(x)= glo())=w(x) (3.10)
esitligi bulunur. (3.10) esitligi (3.9) esitligi ve (3.8) diyagramimin komutatifliginden
elde edilir. Béylece Co v i doniistimiiniin denkligi korudugu gosterilmis olur.

Co vy doniisiimiinden yararlanarak elde edilen boliim uzaylarimn doniistimii
(Co.v):C, >C,

seklinde gosterilir.

Ters spektrlerin f = (n' B — 4, {f 5 X Y } )morﬁzmasmdan yararlanarak

C, ters spektri tammlanabilir. V3 € B igin

r CX”( )VY/(
Cfp ’ z(ﬂ)] fﬂ( )

fs: Xy > Yy déniistimiiniin konisi olsun. O zaman B’ > B i¢in
=(8)
Prp
X X

fﬁl lf ’

Yy, 7,
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diyagrammin komutatiflifinden yararlanarak
=(p B ).
(Cp,,(%),q 5 ): Cp €,

doniisiimii tammlanabilir.

Lemma 3.10: Topolojik uzaylarmn ters spektrlerinin her f: X - Y

c, - [{ c, = CX sy vV Yp / }ﬁ B {(Cp,’,’(ﬁ)),qﬂ )}/‘Rﬂ'J

yapis1 bir ters spektrdir.

fspat: 1) VB € B igin (Cp7{8}.a5 )= (lex, 1y, J=1c, i

B

2)VB<pB'<pB"€B igin

(28 a5 Vo (it 0l )= [CPZE,'?)"’CPW&):% °qﬂ]
=(clpzs) < p2) ) a5 )

=(Cpr®),q%)

elde edilir.

morfizmasi i¢in

Y ters spektri C, ters spektrine gémme edilebilir. Bu gomme déniisiimii

g:bB :B-—)B,{iﬁ 1Yy %Cfﬂ}ﬂea)

seklinde gosterilecektir. Béylece herhangi f : X — Y morfizmas igin
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X—Lsy—isC f
seklinde topolojik uzaylarin ters spektrlerinin dizisi elde edilmis olur.
Simdi P kovaryant funktoru kullanmilarak yeni bir yap1 tammmlanacaktir. VY ters

spektrine P funktoru uygulandiginda

Py =(r)

e, b aZ). 2, - Y/}M,) (3.11)
yapisi elde edilir. Burada (qg' )* ( f ) = qg' o f bi¢iminde tamimlanr.
Lemma 3.11: Her Y ters spektri igin PY yapis: bir ters spektr olusturur.

Ispat: 1) VB € B igin (qg )* =1, dm.

2) VB < f' < f" € B igin

(af).olaz ). Xr)=a )L laF = £)=(ak o af o £)=laf o 1)=1af ).(F)
elde edilir.

O7zel durumda © kovaryant funktoru kullantlarak PY ters spektrinin
ar=lor,}, ,.{ef).:01, »ov,} )

alt spekiri tammlanabilir.

Top, kategorisinde her f :(X,x,)— (¥,y,) doniisiimii icin

P, ={(x,w)e X xPY: f(x)= p(w)=w(l)} c X x PY
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seklinde tanimli idi. Burada, p: PY =Y’ = Y, w:I — Y giden doniisimlerdir.

Simdi Inv(T opo) kategorisinde topolojik uzaylarin ters spektrlerinin her f: X — Y

morfizmast i¢in P, yapist tanimlanacaktir.

f:X->Y, g:X'—> Y’ doniistimleri i¢in

col lw (3.12)
—_—

diyagrami komutatif olacak sekilde bu (p,) doniigiimleri varolsun. O halde (p,v)
¢iftinden yararlanarak P, den P, ye giden doniistim tammlanabilir. Once ¢ ve i

déniisiimleri kullanilarak

oxPy: XxPY - X'xPY'

doniistimii elde edilir. Burada Py : PY — PY' we PY igin (Py)w)=wow
seklindedir. Simdi (¢ X PV/)(Pf ) c P, kapsamasmn saglandif gosterilecektir.

P.c XxPY, P, c X'x PY’

icin

(pxPy),, 1P, > P,

dir. (3.12) diyagraminin komutatifligi kullanilarak

(g°0)Xx)=glp(x))= (v o )x) = w(r (x)) = w(w(1) (3.13)
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esitligi bulunur. (3.13) esitliginden (p(x), w o w)e P, yazilir. Béylece kapsama

saglanms olur. @ x Py doniistimiinden yararlanarak elde edilen déniistim
(go,Py/):Pf - Pg
seklinde g6sterilecektir.

Ters spektrlerin f morfizmasindan yararlanarak P, ters spektri tammlanabilir.

Vp € B i¢in f, déniisiimiinden yararlanarak Pfﬂ tammlanir. O zaman V8'> £ i¢in

=(8) p,F ).
(p”(ﬂ) ’Pqﬂ ) pr' g Pfﬂ
doniisiimii tanimlanabilir.

Lemma3.12:7; =({B, < X< PY, | Apil§).Paf): P, > P} ) xxPY

yapis1 bir ters spektrdir.

ispat: 1) VA B igin (p24). g} )=, Lo, )=1,,

B

2) VB < B'< B"e B i¢gin
(e8P Jo (2. Pql )= (p2(5) o 7)., Pal o P4E)
=(p28).Plaf 245 )

~(p3ts). Paf)

elde edilir.
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BOLUM 4

4. TOPOLOJIK VUZAYLARIN TERS ve DUZ SPEKTRLER
KATEGORISINDE SPEKTRAL HOMOTOPYA BAGINTISI

Bu boliimde tezin temel kavramu olan spektral homotopya bagintis: verilecek ve onun
baz1 6zellikleri arastirilacaktir. Bolimiin sonunda ise spektral homotopyanin bazi

uygulamalan verilecektir.

Inv(Top)topolojik uzaylarin ters spektrier kategorisi olsun.

X= ({Xa }aeAa{pZ, :Xa’ - Xa}a-«z’)’
Z = ({Yﬁ }ﬂep’{qgl . Yﬂ' 2 Yﬂ }ﬂ<ﬂ’)

ters spektrlerinin

f=k7f:B_>A7{fﬂ X éyﬂ}ﬁeB)’

&= (p‘B - A»{gﬂ X sy Yﬁ}ﬂeg
morfizmalari i¢in agagidaki tanim verilsin.

Tamm 4.1: Eger VB e B elemam igin o> 7z(fB),a > p(f) saglanacak sekilde

o € A elemam vardir ve



X, Y, 4.1)
p Z(ﬂ) %

diyagram: homotopik komutatif ise, yani fjop;s~8gp° Py dOnisimleri

homotop ise
[,g XY

morfizmalanna spektral homotop morfizmalar denir. Eger (4.1) diyagramm komutatif
ise yani fyopgs =&5°Pyp dOnisimleri esit ise o zaman [ ve g

morfizmalarina kanonik homotop morfizmalar denir. f ve g morfizmalarimn

spektral homotop olmast f . g seklinde gosterilir.

Y=({Xa}aeA»{PZ' 1 X° _>Xa'}a-<a')
Y

(Y laf v 1,

diiz spektrierinin

?=(E:A—>B,{fa L X* “’Y”(a)}aeA)
E:(p:A—-)B,{g“ : X _)Yp(a)}aezi)

morfizmalan arasindaki homotopya tamimida benzer sekilde verilir.

Tanm 4.2: Eger Va e 4 elemam igin 8 > z{e), p(a) saglanacak sekilde S e B

elemani vardir ve
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Y;t(a)

fa \%’:@ﬂ
X Y? 4.2)
a B
& Aa)

y~rl)

diyagrami homotopik komutatif ise, yani g%, o f* ~g%,) og® doniigiimleri

homotop ise,
f:8: XY
morfizmalarina spektral homotop morfizmalar denir. Eger (4.2) diyagrami komutatif
ise yani qf(a) o f% = qﬁ(a) o g® doniistimleri esit ise 0 zaman f,g morfizmalarma

kanonik homotop morfizmalar denir. ? ve E morfizmalanimin spektral homotop

olmasi ?ig seklinde gosterilir.

Eger ters ve diiz spektrler bir uzaydan olusursa o zaman spekitrlerin morfizmasi
topolojik uzaylarm stirekli doniistimiinii verir. Spektral homotopya adi homotopyaya

doniistir. Béylece spektral homotopya adi homotopyanin bir genellestirilmesidir.

Teorem 4.3: Inv(Top); topolojik uzaylarin ters spektrler kategorisinde spekiral
homotopya bagintisi bir denklik bagmntisidir.

Ispat: Bu bagmtinin yansima ve simetri 6zelligi agiktir. Gergekten, ters spektrlerin S

morfizmasi ve Vf € B eleman i¢in




diyagramu homotopik komutatif oldugundan f ~ S~ morfizmalar1  spektral

homotoptur.

S ig : X =Y morfizmalan spektral homotop ise topolojik uzaylar kategorisinde

homotopya bagmtisinin simetrik olmasindan gi f morfizmalarmin spektral

homotop olmas: elde edilir.
S ~ g ve gi h morfizmalan spektral homotop olsun. f ~ g morfizmalari spektral
homotop oldugundan V3 € B elemam i¢in a > 7z(f), > p(f) saglanacak sekilde

a € A eleman: vardir ve (4.1) diyagrami homotopik komutatiftir.

g ~ h morfizmalar1 spektral homotop oldugundan VS eB elemam igin
a' > p(B),a’ - o(p) saglanacak sekilde o' € 4 vardir ve

Y, 4.3)

diyagrami homotopik komutatiftir.

A ybnlendirilmis kiime oldugundan o ve @' elemanlan i¢in a” > a,@" > &' olacak
sekilde " € A4 elemar vardir. (4.1) ve (4.3) diyagramlan kullamlarak
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diyagramu elde edilir. (4.1) ve (4.3) diyagramlarinin homotopik komutatiflifinden ve
Pi(p)° Pa =Pa(p)s  Paip)° Py =Polp)s Puis) °Pa = Polp) ° Py
egitliklerinden

S5 °Paip) = 5 ° Pa(s) °Pa ~ 85 °Pp(p)° Pa =85 °Ppip)® P ~ Ny Poipy° Py =
=hy © Paip)

ifadesi elde edilir. Béylece VB e B eleman igin a" > z(8),a" = o) saglanacak

sekilde a" € 4 elemam vardir ve

diyagram homotopik komutatiftir, yani f i@ morfizmalar spektral homotoptur. O
halde spektral homotopya bagmtis: bir denklik bagmtisidir.
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Teorem 4.4: Dir(Top); topolojik uzaylanin diiz spektrler kategorisinde spektral
homotopya bagmtisi bir denklik bagmtisidir.

Ispat: Dir(Top) kategorisinde spektral homotopyanin denklik bagmtis1 oldugu
Inv(Top) kategorisindekine benzer sekilde gésterilir.

Teorem 4.5: Inv(Top) ve Dir(Top) Kkategorilerinde bilegke islemi spektral

homotopya bagmtisina gore invarianttir, yani f, ~ L X>Y. g ~g: Y >Z ise

8 °fo~&efitX > Z dir

Ispat: X = ({Xa }zzeA’ {p;' }a-«z')’ Y= ({Yﬁ }pes ’ {qg },5-<ﬂ’ ) Z= ({Z}' }yec’"{r?y. };«y' )

ters spektrlerinin

morfizmalarn verilsin.

s

Jo~ /i, morfizmalann spektral homotop oldugundan VS e B elemam igin

o> n,(8)a > 7 (ﬁ) saglanacak sekildle aed4 elemam1 vardr ve

Jop o Pap)~ fip © Py, doniisiimleri homotopturlar.

s

g,~g morfizmalar1 spektral homotop oldugundan Vy e Celemam igin

B p, (y), B> p (7/) saglanacak gekilde f# € B elemani vardir ve

8oy °qh ) ~ &1y © 44 ) dbniigiimleri homotopturlar.

Hipotezden yararlanarak,
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X

o (po(7))

Pro(paly) (3) ®
pZ:(f)?y) 9p0(7)
X q° YPo(}’)
\ gOy
Xa \ / (2) Zr
£
a 1(/9 qpl(}') I);’l(}') gl}/
@) | =
p”l(ﬂl(?’))

Do)
X” 1 (Pl (r ))

diyagrami elde edilir. Bu diyagramda (1) ve (2) diyagramlan ﬁ ~ ﬁ ve g, ~ &
morfizmalanmn spektral homotop olmasindan dolayr homotopik komutatif, (3) ve
(4) diyagramlar ters spektrin tammindan dolay1 komutatif, (5) ve (6) diyagramlar ise
ters spektrlerin morfizmas: tammindan komutatiftir. Bunlardan yararlanarak,

zo(8) a - B a
7 © Jom(r) © Proloolr)) = &0, © S0,y © Praloals)) ® Pa(8) = &0, © Dpoly) © Jo, © Pryis) ™
B a = m(8) a .
~ 8, ° D) 1, © Pris) ™~ 8y ° () ° J1, ° Pr(e) =&, © S, © Pri(nly) © Prs) =
=&, ° flp‘(;') ° p:uox(r)

elde edilir. Boylece, Vy € C eleman: icin a > 7, (p, (;/)),a = 7,(p,(v)) saglanacak

sekilde a € A elemam vardir ve

”o(Po(Y))
p ";0 \goer f 0]

X, z,

pf:x(ﬂl(i' & ofl
X ()

¥ ar)
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diyagrami homotopik komutatiftir, yani & ° S ~ g ° fl morfizmalar1 spektral

homotopturlar.

Dir(Top) kategorisinde bileske isleminin spektral homotopya bagintisina gore

invariant oldugu benzer sekilde gosterilir.

Inv(C) ve Dir(C) kategorileri ve bu kategorilerde ters ve diiz spektrin limit tanim

verilebilecek sekilde bir C kategorisi ele almsin. Ornegin, topolojik uzaylar
kategorisi, gruplar kategorisi v.s. Herhangi Inv(C) ve Dir(C) kategorisinde kanonik

homotopya bagmtis1 tanimlanabilir.

F:Top —» C herhangi kovaryant (kontravaryant) funktor olsun. F funktoru
Inv(Top) ve Dir(Top) kategorilerinde kovaryant (kontravaryant)

F. : Inv(Top) = Inv(C)  (F" : Inv(Top) = Dir(C))
F, : Dir(Top) — Dir(C)  (F" : Dir(Top) — Inv(C))

funktorlarmi verir.

Eger F:Top — C funktoru homotopik invariant ise o zaman F,(F") funktorlari

homotopik komutatif olan (4.1) ve (4.2) diyagramlarmi komutatif diyagramlara
doniigtiiriir, yani spektral homotop morfizmalarin gériintiileri kanonik homotopturlar.
Buradan asaZidaki 6nerme ispat edilmis olur.

Onerme 4.6: F:Top — C homotopik invariant funktor olsun. F,(F") funktoru
altinda spektral homotop morfizmalarin goriintiileri kanonik homotop morfizmalara

donfistir.

Inv(C) (Dir(C)) kategorisinde f,g: X (7,§ X > I_’) morfizmalarinin limit

morfizmalar: ,
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limf,limg:limX —»lmY (lmf,

|
§
0 |
¥
>
y
5
S

olsun.
Onerme 4.7: Inv(C) kategorisinde _j: g:X —»Y morfizmalari kanonik homotop
ise onlarin limit morfizmalar: esittir, . f g dir.

Ispat: {xﬂ( 5 }elim X nin herhangi bir elemam olsun. O halde;

tim /(e )= 15 (o) )} - limg(brage) )= {5 (00 )

dir. f,g morfizmalarimin kanonik homotop olmasmdan dolayr VS € B elemam igin

a > n(B),a - p(pB) saglanacak sekilde a € 4 elemam vardir ve

fﬂ(p:(ﬂ)( )) gﬂ( 2o ))

saglanir, Boylece

Folean)= 15020 5, ) 25220 (x2))= 5 (5,05

bulunur yani limf =limg dir.

Onerme 4.9: Dir(C) kategorisinde ?,E : X - Y morfizmalan kanonik homotop ise

onlarin limit morfizmalan esittir, yani hm7 = hmg lim X — imY dir.

Ispat: [x“]e limX ve x®eX® olsun. Limit morfizmalarinm esit oldugunu

gostermek icin
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b )=o)

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. 7 ve § morfizmalarmin kanonik homotop
olmasindan dolay1 Ve € 4 elemam igin B> (e), B> pla) saglanacak sekilde
B € B elemam vardir ve qf(a) o f% = qﬁ(a) o g? doniistimleri esittir, yani x* € X“
elemam igin g%,y (f“ (xa)) =ghw)(g“(x*)) dir. Buradan f* (xa) ve ga(xa)
elemanlarimin denk olmasi elde edilir. Boylece

Teorem 4.9: F:Top — C homotopik invariant funktor olsun. FL(F *) funktoru ile

lim veya lim funktorlarinin bileskesi spektral homotopik invariant funktordur.

Ispat: Onerme 4.6, Onerme 4.7 ve Onerme 4.8 den teoremin ispat: hemen elde edilir.

Béylece homotopik invariant funktorun invarianthg degismeden daha genis
kategoriye genisletilebilir. Genel topolojinin en &nemli problemlerinden biri
topolojik uzaya iyi uzaylarin ters spekirinin limiti ile yaklagsma problemidir. Burada
iyi uzaydan kastedilen CW- komplekslerdir. [73] Bu bo&liimde verilen spektral
homotopya bagintisi iyi uzaylarla keyfi topolojik uzaylar arasmda bir k6prii olugturur.

Simdi tamimlanan spektral homotopya bagmtisiin bazi uygulamalar verilecektir.
Cebirsel topolojinin giince! problemlerinden birisi topolojik uzaylar kategorisinde
tammmlanan kovaryant (kontravaryant) funktorun homotopik invariant oldugunun
gbsterilmesidir. Ornegin,

1) Poliyedirler kategorisinde tamimli homotopik invariant funktorun tiim topolojik

uzaylar kategorisine Cgch genigletilmesinin homotopik invariantlifimn ispati kolay
degildir.
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2) Spektral homoloji teoride spektral homoloji funktorun homotopik invarianthigimn
ispati da ¢ok zordur.

Burada amag, spektral homotopya bagintisindan yararlanarak 1) ve 2) problemlerini
daha kolay bigimde ¢6zmektir.

Teorem 4.10: Eger F:Pol — C homotopik invariant kontravaryant (kovaryant)
funktor ise F' funktorunun

}V*“:Top—>C

seklindeki Cevch genisletilmesi homotopik invariant kontravaryant ( kovaryant )
funktordur.

Ispat: 4,BeTop, f,g:A—> B homotop doniistimler ve bu déniistimler arasmdaki
homotopya, G: AxI = B G(a,0)= f(a) ,G(al)=gla) Vaec4
seklinde olsun.

JiA—>AxIT 7 (@)= (a,z) acAdtel

d6niistimii ele alinsm. O zaman

f=Gejy,8=Ge (4.4)
esitlikleri saglanir. F funktorunun homotopik invariant oldugunu géstermek igin

F(f)=Flg)

esitlifini gOstermek gerekir. (4.4) esitlifinden ve 1\3' nm kontravaryant funktor

olmasindan yararlanarak,
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F(f)=F(Ge j,)= F(j,)s F(G)
F(g)=F(Ge j,)= F(j,)o F(G)

yazilir. Eger

F(j,)=F(j,) @.5)

\%

oldugu gosterilirse F funktorunun homotopik invariant oldugu lv7’ ( f ) = Iv?’(g)
ispatlanmis olur. Bu yiizden sadece (4.5) esitligi gosterilecektir. Topolojik uzaylarm
her f: A — B siirekli doniistimii simplicial komplekslerin ters spektrlerinin

nervf : nervA — nervB

morfizmasim tamimlar. Burada Q,,Q, normallestirilebilir Srtiimler ailesi olmak

{izere,

nervd = ({nervU}UEQA , {ﬂ',[,j :nervU — neer}UZ,,)

nervB = ({nervU '}U'en,, , {ﬂ,f’ :nervU' — neer'}U.z,,,)

seklindeki ters spektrlerdir. Morfizma ise,

nerf =(1":Q, > Q.4 :nervf " (U") > nervU’}): nervd — nervB
formiilii ile verilir. Burada, ™ : Q, — Q , izoton doniisiimii

U'eQ, igin U= Uver) £ O)={"0yer

seklinde tanmmlamir ve f*(U')e Q,, dir. Eger j,, j, : 4 —> Ax I doniisiimleri igin
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nervj, ~nervj,

morfizmalarinin spektral homotop oldugu gosterilirse o zaman Teorem 4.9 dan (4.5)
esitligi elde edilecektir.

neryj, = (jo* 1Q g > Q¥ v nervj, (U x p) - nerv(U x p)}): nervAd — nerv(AxI)

nervj, =(j]* Qs > Q¥ e :nervj, (U x p)— ner(U x p)}):nervA—)nerv(Axl)

dir. V(U x p) icin

Liyvxp ~ 1 : nervU — nerv(U x p)

j] ,pr

dir. [19] O zaman YU x p igin

nervlU Ja.Uxp
nervU nerv(U X p)
1nervU S Uxp

nervlU

diyagramu homotopik komutatif oldugundan dolayi nervj, :nemg’l morfizmalarn

spektral homotoptur. Bdylece Cgch genisletilmesinin  homotopik invarianthig

ispatlanmig olur.

Not: Teoremin ispat1 kontravaryant funktor icin yapildr. Kovaryant funktor icinde
benzer sekilde yapilabilir.

Simdi spekiral homoloji (kohomoloji) funktorun homotopik invarianthfmn yeni
ispat1 verilecektir.
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s s 4
Teorem 4.11: H_:Top — Group (H :Top — GroupJ spektral homoloji

(kohomoloji) funktoru homotopik invarianttir.

Ispat: Cgch genigletilmesinin ispatinda oldugu gibi ;I ¢ funktorunun homotopik
invaryanthgim ispat etmek igin j,,j, : 4 —=> AxI j, (a) = (a,t) acd, tel
déniigtimleri i¢in

Ho(jo)= Hq(jy) (ffq(jo)d?fq(j,)]

esitliginin gOsterilmesi yeterlidir. Burada, H (4)= tim H g (nervar) dir. Ax I

aeCov(AxI)
uzaymin spektral homoloji grubunu tanimlamak i¢in kaliph értlimleri [66] ele almak
yeterlidir. Ciinkdi, kahpl értlimler Ax/ mn tiim agik Srttimler kiimesinin konfinal

altkiimesidir. O halde, H (Ax1)= liln H, (nervy),y = {7/ = a(5)x B; }(j,i)eW dur.

yeCov(Axl)
Is{‘l(jo)zli}_an(ne”Vjo) Hq(jx)‘_‘ﬁ({an(ne”vjl)

déniigtimlerinin esit oldugunu gostermek igin Teorem 4.9 dan nervj, ve nervj,

morfizmalarimn spektral homotop oldugunu gostermek yeterlidir.

nervj, = (joﬁ : Cov(Ax I) = Cov(4), {l o nervj, vy — nerv;/}): nervA — nerv(Ax 1)
nervj, = (jl* : Cov(A x I ) - Cov(A), {z F nervjl"y - nerv;/}): nervA — nerv(Ax I )

dur. Burada, jo*y=a ve jl*y = oldugundan dolay1 i, ,,i.  :nerva — nervy dir.

Jos¥ 2 iy

O zaman; Vy € Cov(4x I) igin
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Ly ™ i; , -nerva —> nervy

doniigiimlerinin  homotop oldugu gosterilirse neryj, morfizmasinin  nervj,
morfizmasi ile spektral homotop oldugu gosterilmis olur. ¥ = {;V = a( j)x ﬂj". }U e
kaliph 6rtiimiinde

=) e = o)

seklindeki iftler kiimesidir. Vj igin {/} I =[0,1] araliginm regiler rtiimudr.
ly <l <..< L, s7<n < T, (li’ri)m (li-a-l’ri+1)¢ ¢, @.n)n (li+p’ri+p)= ¢ p>1

sartin1 saglayacak sekilde B ; = (l,., r,.) agik araliklar ailesidir, I = [0,1] aralify igindeki
s; noktalan, s, =1[, , [, <s,<r, l=ign; , s, =7, seklinde segilsin.

Bu noktalardan yararlanarak

F =[50931] » B = [SI’SZ] sy = ',snj—l’sn_,_'

i
kapah araliklan ele alnsin. Aciktir ki; UF,.=I ve Vi i¢in F,c(,r,) dir.

i=0

VF, c (l 7, ) icin Uryshon Lemmasina gore

i*7i

, xeF;
0, xell(l,r,)

g,-(x)={

kosulunu saglayacak sekilde stirekli g,:7 — [0,1] doniistimti vardir. g, stirekli

déniistimlerinden yararlanarak g(x)=zj:g,. (x) stirekli doniigiimii tamimlanabilir.
i=0
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"
I= UE oldugundan her xe [0,1] noktast en azmndan bir F, ye ait olacaktir.

i=0

Dolayisiyla g,(x)=1 den g(x)= 0 elde edilir. O zaman, f;(x)= g,_(x) siirekli bir

g(x)

fonksiyondur ve Z f.(x)=1 bulunur. {f,:I —[0,1]} ailesi {[)":} regiiler Srtiimiine
i=0

J

bagli birimin pargalanmasidir [20] yani; £, ((0,1]) < (,,,) saglanr.

Bundan sonra f; déntisimintin {3} } értiimiine bagh oldugunu gz niine alarak fy

seklinde gosterilecektir. Vel igin Z [, ()=1 oldugundan ( T )..., Lo (z))
ny J

i=0
nerv{ﬂj(.i)} simplicial kompleksinin herhangi bir noktasimn baricentrik koordinatlarn
olarak ele almabilir. O halde

G :nervax I — nervy

homotopyas1, Vx = {xa( j)}e newva , tel igin G(x,t)= iza(j)x 20 = ¥a(s)" S o0 (t);

seklinde tanimlansin.

t=0 igin, G(x,0)= iza(j)xpy) = Xo() " S0 (0)} = iza( Fpp® = xa(f)} = {(xa(f)’o)} =1y

t=1 igin, G(x,1)= iza( wp) = *a(y) -J, B (1)}= iza( pepts) T Fali) }= {(xa(,-),n,- )} =1,

dir. O halde Vy e CoW(dxI) igin i, ~i

;,, doniisiimleri homotoptur. Béylece

teorem ispatlamr.
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BOLUM 5

5. TOPOLOJIK UZAYLARIN TERS SPEKTRLER KATEGORISINDE
HOMOTOPIK TEORI

Bu bolimde ters spektrler kategorisinde tanimlanan spektral homotopya
bagintisindan  yararlanarak, ters spekirler kategorisinde homoloji teorinin

aksiyomlarini saglayan homotopik teorinin kurulmasi amaglanmistir.

Bundan sonraki béliimlerde belirli noktali topolojik uzaylarin ters spektrler kategorisi
olan Inv(T opo) kategorisi ele almacaktir. Inv(Top,) kategorisinde de spektral

homotopya bagintisi aymi sekilde verilmektedir. Buradaki homotopya goreli
(relative) homotopyadir.

Top, kategorisinde V(X,x,),(¥,y,) uzaylar igin [X,x,;7, yo] ktimesi belirli
noktal: kiimedir. Burada belirli nokta olarak, ¢: X =¥ Vxe Xigin cfx)=y,
sabit dontisiimiin simufi ele almur. c:X — ¥ sabit doniisimil tektir. Inv(Top, )

kategorisinde ise sabit morfizma tek degildir.

0oy )= (oo, |, o 02 (0, ) (), )
(Z’Z_O_)= ({Yﬂ’yop }peB’{qg : (Yﬂ"yop' )—’ (Yﬂ’y"ﬂ )}ﬁw')

belirli noktal topolojik uzaylarin ters spekirleri olsun.

Lemma 5.1: ¢,c’: @, X, )—> (Z, yo) ters spektrlerin herhangi sabit iki morfizmas: ise

¢, ¢’ morfizmalan kanonik spektral homotoptur.



Ispat: c—-(ﬂ' B—)A{cﬂ Xop) 2 Ypo cﬂ(x)zyoﬁ}ﬂeB)

¢=lp: B4k} X, =Y, cplx)= yoﬂ}ﬂeﬂ)

olsun.Vp € B igin 7:(,8), p(,B) € A dir. A ybnlendirilmis kiime oldugu igin
a = z(B) ve @ » p(pB) saplanacak sekilde @ € 4 vardir. O halde

fr(ﬂ
P;:(
Py o(8)

diyagraminda Vx € X, icin

(cﬂ ° Px(s) )(x) =Cp (sz'(ﬂ) (x))= Yo,

(€ o P2 Jix)= 3 (020 ()= Yo,

dir, yani diyagram komutatiftir. O zaman tanim geregi ¢ ve ¢’ morfizmalar: kanonik
spektral homotoptur.

Lemmadan yararlanarak V(&, xo),@, Yo )e Inv(T opo) ters spektrieri igin
| X,%,;¥, v, | kiimesi belirli noktali kiime olarak ele almabilir. Burada belirli nokta

herhangi c¢: X — Y sabit morfizmasimin homotopik simifidir.
Lemma 5.2: X = X = ({X},{l,, : X > X}) bir uzaydan olugan ters spektr ve

iz(C:A_é{*}’{fa :X—-}Ya}aeA):X'_)Y

_g_=(c:A-—>{*},{ga :X——)Ya}aeA):X—»Z
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iki morfizma olsun. O halde
S ve g morfizmalan spekiral homotoptur <>Va € 4 i¢in f, ~ g, dr.

Ispat: "=>. J ve g morfizmalar spekiral homotop olsun. O zaman Ve € 4 igin

X-
1 \
X Y,
\ %
X

diyagrami homotopik komutatiftir. Buradan f, o1, ~ g, ¢1, = f, ~ g, elde edilir.

"<, Vaed igin f, ~g, doniigimleri homotop olsun. O halde X ters

spektrinden Y ters spektrine giden morfizmalarin tammindan yararlanarak

homotopik komutatif diyagrami elde edilir. Bu ise f ve g morfizmalarmm spektral

homotop olmasi demektir.

Simdi S' birim gemberi, s, € §* belirli nokta, @ : I — §*,¢(0)= ¢(1) = s, kosulunu
saglayan kanonik orten doniistim olsun. S' = ({Sl,s0 },{1 o :(Sl,so)—>(S1,s0 )}) ve
iX »Xo )e Inv(Topo) ters spektrleri i¢in [S_‘, So3 X, X, J kiimesinde cebirsel bir iglem

tammlanacak ve bu kiimenin tammlanan islemle birlikte bir grup oldugu
gosterilecektir,
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1},& = {X a }ae , ters spekirlerinin morfizmalarnm ¢arpim islemi;
_]i=(c:A—>{*,{fa St —)Xa}aeA) , g_=(c:A—>{*},{ga : 5! -—)Xa}aeA)igin
A

S g S o X)) S X

i)
i
T

1
(f, *g. Xt)= 2 es .1)

seklinde tammlanir. Ters spektrlerin morfizmalarimin garpim yine de ters spektrierin
morfizmasidir.

Not: f:8'— X, g:8"—> X morfizmalarmdan yararlanarak tammlanan f*g

islemi hicbir cebirsel yap: olusturmaz. Bu nedenle S’ ters spektrinden X ters

spektrine giden morfizmalann homotopik siniflarina, yani
KS '8, ) (&, Xy )J =x (2(_, Xy ) yapisina bakilacaktir.

Teorem 5.3: 7z (K’ﬁl ) yapis, M]* |§]= Lj_‘* g] ters spektrlerin morfizmalarinin

carpim islemine gore bir grup olusturur.

s

Ispat: Bu carpim iglemi iyi tanimlidir. Gergekten, f~f ve g~g' olsun. Burada,

'::(C:A—){*}’{f; :Sl _)Xa}aeA)

g=l:a-Phle 8" > x. )

[~

seklindedir. Lemma 5.2 den ziL':>Va e d i¢in f, ~ f,, _g_ig:ﬂ/a € 4 igin

g, ~ g, saglamr.

Jor~fave 8a~8e= [o*8u~fa*8e = [ g~ *g
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elde edilir. O halde [Z % gJ = Ii' *g' J esit oldugundan islem iyi tammlidir.

Simdi iglemin birlesme 6zelligini saladif gdsterilecektir, yani f,g,h St X

morfizmalar i¢in

|7l Ial)= (sl lgl)1a] = |1 *(g *2)|=ls * £)~ 2]

esitliginin saglandifimin gosterilmesi gerekir. Bunun i¢in ise f *(g*@)iﬁ* g)*@

morfizmalarinin spektral homotop oldugunu gostermek yeterlidir.

grh=(c: 4> {hig, *h, 8" 5> x,},)

carpim isleminin tammmdan
fHlexn)=(c:a- i, * (e, #0,): 8" > X, 1,.,)
elde edilir. Benzer sekilde;

(Frglr=lc:a- L {f v g)*n 8" > x.1,.,)

yazilabilir. Yae 4 igin f, *(g, *h,) donigimii ile (f, *g,)*h, donisimi

arasindaki homotopya,
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fa(i], ()Stgi-‘-_l
1+s 4
F(t,s):Wga(4t—1-s), S—?:—-I-Stsszz teSsel
ha(1—4(1_t)), S+2 g
2~5 4

S

formiili ile verilir. Buradan f* (g* h):,(l * g)* h  morfizmalann spektral

homotoptur. O halde "+" islemi birlesme 6zelligini saglar.

Ikinci &zellik olarak sabit morfizmanin homotopik smifimin birim eleman oldugu,

yani, g=(c:A—>{*},{ca : St —>Xa}

a

GA)ZSI-—){K_ Vte§' igin c,(f)=x, sabit

morfizmas: igin

rllel=lr] Sel=lrl= 1z (52)

oldugunu gostermek gerekir. (5.2) esitliginin saglandifim géstermek igin ise

S*c - [, exf ~ S morfizmalanmn spektral homotop oldufunu gdstermek
yeterlidir. Burada

Xo, 5 OStS—;-s

Flt,s)= teS',sel
7 ZZ—SJ oo
“\2-s) 2
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formiilii ile verilir. O halde f *gi J morfizmalan spektral homotoptur. Diger
kisimda benzer sekilde yapilir. Béylece 7z; (_)Q, X, ) kiimesi "«" islemine gore [c]

birim elemanina sahiptir.

Simdi L]:J elemaninin tersinin

feleias @ ln s s x ), ) test isin £,76)=£,(0-2)

morfizmasmin homotopik siifi oldugu, yani

sl =l e el L] 53)

esitliklerinin saglandig: gosterilecektir. (5.3) ifadesinin saglandigim géstermek igin
ise fxf gl e, f 7 f ig morfizmalarmin  spektral homotop oldugunun

gosterilmesi  yeterlidir,. Vaed igin f,*f," doniisimii ile ¢, donisimi

arasindaki homotopya ,
1. 21), 0<t S—;-s
Fls)=1 £.(s), -%—sStSl—%s
£ (2-2¢), 1—%55t$1

seklinde tanimlanir. Buradan f* f - ig morfizmalarn spektral homotoptur. Diger

kisimda benzer sekilde yapihir. O halde z; Qg, Xy ) kiimesinde her elemanin tersi
vardur.

Tamm 5.4: 7z} (g, xo) grubuna X ters spektrinin X, noktasindaki spektral

fundamentel (Poinkare) grubu denir.
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Simdi spektral Poinkare grubunun baz: &zellikleri arastirilacaktir. Ters spektrlerin
her Q:(ﬂ:B - A,{(oﬂ 1 X s Yﬂ}pes)zi_)Z morfizmasi ve IlJe ﬂf(&,io_)

eleman i¢in

HOSTREA ENET AN
doniistimii

zlelr)=lee fl=2.(s)

seklinde tammlamr. Burada go f = (c:B - {*},{qoﬂ o fop S = Yﬁ} dar.

peB )

Teorem 5.5: (&,zc_o_)l—-) 7y (K,x_o)

0:(Xx) > L.30)0 7 ()=, 17 (X7, ) > 7 (T, )

kars1 gelmeleri ile belirtilen, z;, Inv(T opo) kategorisinden Group kategorisine
giden bir kovaryant funktordur.

Ispat: 7} (g) doniistimiiniin iyi tammh oldugu agiktir.
7y (q_o) homomorfizmadir. Gercekten, her MJ, lgj e (&, Xy ) icin

rilplzle)=rle)lr g)=loo(r+g)
wi el eNe)=lee rl+lo-gl

dir. O halde go (L * g)i((g of )* (Q ° g_) morfizmalarimn spektral homotop oldugunu
gostermek yeterlidir. (5.1) deki ifadeyi kullanarak,
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9°(/:*£)=(C:B—> e} {‘Pﬁ °(ffr(ﬂ) *ga(ﬂ)):SI - Yﬂ}ﬁeB)

(0p o fup)or),  0<ts~

(% ° (fn(ﬂ) *&x(p) o) = . 2 (5.4)
@pogn(ﬁ)XZt-l), 5St£1

elde edilir.

oo f=le:Bo{ships o i)t S —’Yﬁ}ﬂeg)

°§_=(C:B - {*}’{?’ﬂ °Lap) S’ _’Yﬂ}ﬁea)

RS

morfizmalan i¢in
oo r)*leog)=le: B> thllos o 1) 0s o 8:00)): 8" = V), )

yazilir. Burada

((Dﬂ °f;:(ﬁ)X2t)’ 0<r<s
(05 o £r)* (05 o 2000 J0) = 1 : (5.5)
(¢ﬂ°g”(ﬂ)X2f—1), 5Sf$1

dir. (5.4) ve (5.5) ifadeleri V8 € B i¢in ayni oldugundan 7z; ((3) homomorfizmadir.

7, (gg) kovaryant funktordur. Gergekten Z = ({Z , }ye C) olmak tizere,

&=k7z:B——>A,{¢oﬂ :X,t(ﬂ) _>Yﬂ}ﬁ53):i_)z

gl_=kp:C——>B,{¢lr 3Y,,(,)—>Zy}yec)31_’—>Z_

morfizmalarinim bileskesi
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&o&=(7zop:C—>A,{¢17 °Qq,, P X 2 (o) —»Zy}yec):g—pz
seklindedir. the b (g,_x_o ) icin

7l 000 7 )= llp o 20 ) /] (5.6)

ve

CACYEATN) T2 EACN 0N T4 REACN X0 N S I R
dir. (5.6) ve (5.7) esitliklerinden

7oy 00, )= 7 (0 )o 71 (o) (5.8)
elde edilir.

! (1()_(,,:_0))= Lol (5.9)

esitligi de kolayca gosterilir. (5.8) ve (5.9) ifadeleri #; in kovaryant funktor
oldugunu gostermektedir.

Teorem 5.6: 7; : Inv(Top, ) — Group funktoru homotopik invarianttir, yani

Pos &1 - (—X—’ %o ) - (Z, Yo ) morfizmalari spektral homotop ise
0o, =01, 71 X% ) > 7 (L, ) i

Ispat: &:X_—)Zl——)rz{(&%gb :nf(i,ﬁ)—w: (X,_O)

!
ﬁ:_X_—-)Zl—)ﬂls(Q_)l_)“—‘-ﬁ* :ﬁf(gf_,ﬁ)—)ﬂf(z,}_ig)
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ve |flen(X,x,) isin f=(c:a> {7, 18" > X, },.,): 8" > X olsun,

o0 (£ D=7 lp £ D=loo - /] (5.10)
o.(fD=mler)=lp.- 7] (5.11)

seklinde tanimlanir. Burada

=(C B_) {{p fp(ﬂ):Sl_)Yﬂ}ﬂeB)

Qg°f=(C:B_){*}’{¢o o ”(ﬂ):Sl_)Yﬂ}ﬂeB)

dir. Eger (5.10) ve (5.11) ifadelerinin egit oldugu gosterilirse ispat tamamlanir.

? iﬁ spektral homotop ise VS e B elemam igin o >—7z(,6),p(ﬂ) saglanacak

sekilde a € 4 elemamn vardir ve

\QQA
X, Y, (5.12)
Pos) %
X p(8)

diyagrami homotopik komutatiftir, yani Py, © Da(g) ™~ @y, ° Pyp Gontstmleri

homotoptur. Teoremi ispatlamak igin @eo f ~ @0 J ~morfizmalarimn spektral

homotop oldugu, yani V5 € B elemant i¢in

s / Y, (5.13)
L @1, ° Fotp)
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diyagramimn homotopik komutatif oldufunun gosterilmesi yeterlidir. (5.12) deki
diyagram g6z Sniine alinirsa

/
£ X (D (5.14)
’W‘X /

p(8)

diyagrami elde edilir. (5.14) de (2) ve (3) diyagramlan ters spektrlerin morfizmasi
tammindan komutatif oldugundan

Prp) © fa = Sa(p) V€ Pois)® fo = T i) (5.15)

yazilir. O halde (5.14) diyagraminda (1) diyagramimn homotopik komutatifliginden
ve (5.15) den

Do, © Pa(p) © Sa ~ Pr, ° Poip)° o = P, © Suie) ~ P, ° otp)

clde edilir. Béylece (5.13) diyagrammmin homotopik komutatif oldugu bulunur.
Buradan (5.10) ve (5.11) ifadelerinin esit oldugu gésterilmis olur.

2 :Inv(T opo)——> Group funktoru tammlandi ve z; funktorunun homotopik

invariant oldugu gosterildi.
Simdi homotopik teoriyi olugturmak i¢in Vn € N igin

T, Inv(T opo) — Group , 7, : Inv(T op,’ )—) Group
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funktorlarmin tammlanmasi ve bu sz, funktorlari igin homoloji teorinin

aksiyomlarimin saglanmasi gerekir. Bunun ig¢in gerekli olan bazi yapilar asagida
olusturulmaktadir.

Vrne N igin I" n—boyutlu kiip ve oI" ={(t1,t2,...,tn)el", t,=0,1, ISiSn}

H

kiibtin smurt olsun. VX, x, )e Inv(Top,) igin
.01 X, %, | (5.16)

homotopik  smuflart  ele almsm.  Burada  Viple |[I”,a";X,x,| igin
o=lc:a-fblp, " > x|, ) "> X, plor")=x, .yami Vaed igin
0, (00" )=x,, seklindedir. Lemma 5.2 den dolay:
00,0, : " > X, 0,(0")=x,,0,(01")=x, morfizmalan igin @, ~p, & Vaed

icin @, ~ ¢, saglamr. ¢, ve @, doniigiimleri gbreli homotoptur. Bu iki doniisiim

arasimdaki géreli homotopya ise

H:I'xI-> X,
H(ti’o)':(”o,,(t:) > H(ti’l)::(ola(ti) , ,el’

tedl" tel igin Ht, )=, ()=, (,)=x,
seklindedir.

Simdi (5.16) da gosterilen homotopik simmflar kiimesinde bir cebirsel iglem
tanmimlanacaktir. Vt“gje [I",&I";X,x_oj igin MJ* @J= u*§J= [@]

£ (2t,t5 002, ), 0<¢ s%
Byt oty sty )= (o * 8o Ntistysnnt, ) = 1 (5.17)
ga(Ztl —1,12.,...,tn), —Z'St] Sl
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seklinde tanimlamr, yani %,, ¢ e gbre yollarn garpimdar.

Fundamentel gruplarda oldugu gibi bu isleminde iyi tammh oldufu ispatlanabilir.
(5.17) de tamimlanan igleme gore lI "ot X s %o J yapist bir grup olusturur. Bu grup

T, (_X_, Xy ) ile gosterilecektir.

Tamm 5.7: 7,\X, xo) grubuna X ters spektrinin x, noktasindaki »-—boyutlu

spektral mutlak homotopik grubu denir.

Simdi » —boyutlu spektral mutlak homotopik grubun baz1 6zellikleri aragtinlacaktir.
()_(, xo) belirli noktali topolojik uzaylarm ters spektrine kars1 7 @, xo) n —boyutlu

spektral mutlak homotopik grubu karsi gelir. f': (LY_, Xy )—-) (Z, Yo ) ters spektrlerin

morfizmas: igin 7z, (£)= S r o\ X s %o )—) z, (Z_, Yo ) doniistimii

VemlXx), o) Xx)  lel=¢isin £, €)=1. (e)=|r-e]

seklinde tammlanr. f =~ dénistiminin iyi tammli oldufu Teorem 5.5°¢ benzer

bi¢imde gosterilir.

Teorem 5.8:a) f, 7, (_,K, Xy )-—) z, (I_’, Yo ) doniistimii gruplarin homomorfizmasidir.
b) (X% )0 71 (Xx,) , £: (50 ) o By ) £, 70 (X% ) 7 (L 30)

kars1 gelmesi kovaryant funktordur.

ispat: a) vg’g € ”: (X’io_) lgm ?_ € é ’.‘K € .TZ olsun. _]:»” (é *Q)= I_*u (g)*l*n (1_7)
esitliginin gosterilmesi gerekir.
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lellyl=le*y]

le: 4 bblpa rw (o) (x5, ), )

pry =
folorv)=le: B> fhifs o(onp) *wain): (70" ) > (Yﬂ’J’op)}ﬂeB)

ifadesinde Vf € B igin

1
¢7r(ﬂ)(2t19t2 ----- tn)’ OSI.‘I <—
(fﬁ 0((0”(,9) *W”(ﬁ))xfl,tz,...,tn)= f,B o . 2
l//n(ﬁ)(ZZ Lyseenst, )> ESZI <1
1
(fﬂ °€0n(p))(2fufz,---,t,,), 0=t SE
) 1
(fﬂoyln'(ﬁ)XZt 2’ ,t )9 ESZI <1

=/ 0 Pute * J o Waip) Ntist5m,)
saglanir. O halde Sfe (Q * _l/_/_)= (J: ° Q)* (i oz) dir. Buradan

£.¢xn)=1 lellyl=7s lexvl)=lrelory)=llfoo)*{roy )=
“lroolslrovl=1, lode . (W)-£. €)1, )

elde edilir. f dSniglimi homomorfizmadir.

b) P, (_X_ xo) (Z,_y_o) ve &:(X,y_o_)» (Z,z_o) icin
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AT AR AN (5.18)

esitliginin gosterilmesi gerekir.

00 =B > Aipo, 1 Ko T}, ) XY

o=\p:C>Blp Y2, Y-z
morfizmalart igin
oop=lrep:Coalp, 000, Xy >2,] )
dir. V|f|e z:(X,x, ) igin
mile oo r )=lg: o g0)e 1 (5.19)
dir.
:len)o 72 (e N2 D= 72 o ez lo N D)= 72 o Nes o £ =le, oo 1)) (5200

bulunur. (5.19) ve (5.20) den (5.18) elde edilir.

) (&%) > (X %0

morfizmasi igin

71 1e))= Loste) (5.21)

esitligi kolayca bulunur. (5.18) ve (5.21) ifadeleri #; in bir kovaryant funktor
oldugunu gosterir.

73



Teorem 5.9: x’:Im(Top,)—> Group funktoru homotopik invarianttr, yani
frg:\ X%, ) —> (I_’, Yo ) morfizmalari spektral homotop ise

f, =g, m&x)omty) dr

Ispat: V¢ er, (_X, Xo ) icin ped olsun. Burada

Q=(c:A—>{*},{¢a :(I",@I”)—)(Xa,xoa)}aeA):(I”,@I”)—) ({,ﬁ) dir. O zaman

£.6)=g =71 (e)=¢ lo) =lr-0l=le- 2] (522)

esitlifinin gosterilmesi gerekir.

f :g morfizmalarn spektral homotop ise Vf € B eleman icin a>—7z(ﬂ), p(ﬂ)

saflanacak sekilde a € 4 elemam vardir ve

Xa(p)
p,,(
(5.23)
P

p(ﬂ)

diyagram1 homotopik komutatiftir, yani fj o pg ~ 840 Py dOniisiimleri

homotoptur. (5.23) diyagramindan yararlanarak
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diyagramn elde edilir. Burada (2) ve (3) diyagramlan ters spektrlerin morfizmas:
tanimindan komutatif oldugundan

Pr(p) °Pa = Pap) V& Ppis) ° Pu =P p(s) (5.24)
esitlikleri yazilir. (1) diyagram: homotopik komutatif oldugundan ve (5.24) den

T6°Puip) = S5 ° Prip) °Pa ~ 85 ° Ppp) °Pa = &5 °Pois)

(5.25)
= S5 °Paip) ~ 84 ° Polp)

elde edilir. V5 € B igin (5.25) saglandifindan

feo~gop=[fool=lgeo]
bulunur. Béylece (5.22) ifadesi elde edilir.

Simdi homoloji teorinin tammlanmas: igin Inv(Topoz) kategorisinin ele alinmasi

gerekir. Bu kategorinin nesneleri

Q(_,&',J&)=({Xa,X;,xoa },{pz' :(Xa,,X;.,xoa,)e(Xa,X;,xoa )}a*a,)xoa eX, cX,

morfizmalar ise f Xy, i (ﬁ )= ¥, kosulunu saglayacak gekilde ters spektrlerin
f:X —>Y morfizmasidir. Nesneleri ve morfizmalan yukarida tammlanan

kategoriye topolojik uzaylarin ters spektrlerinin ¢iftler kategorisi denir.

I" n-boyutlu kiip icin I = {(t,,tz,...,z‘n)e It =0}c: oI c I,

Jr=or olsun. O zaman J™'UI™'=zor" L,J7NOI" =or™

In—l

homeomorfizmalari vardir.
clrr, 0 %, X%, ) (5.26)
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morfizmalar kiimesi,

IS X _@(J"’l)=x0 (g :J""1—>ﬁ,_)

p:I" > X, , ¢

Jn—l

seklinde tanimlanir. C(I n LI X ,&',x_o ) morfizmalar kiimesinin spektral

homotopik simiflar kiimesi,
”:()_(a_)gafg):’ I.In,]-n—l,‘]n—l;i’l—r’ﬁj

seklinde gosterilsin. »n—boyutlu spektral mutlak homotopik gruptakine benzer
sekilde bu kiimenin de bir grup oldugu gosterilebilir.

Tamim 5.10: 7] (&,&,ﬁ) grubuna (&,_X_’) ¢iftinin x, deki »—boyutlu spektral

géreli homotopik grubu denir.

Teorem 5.11: ()j, X', X, )l—-) z, (1, X, X ) kars1 gelmesi Inv(T opoz) kategorisinden

Group kategorisine giden spektral homotopik invariant kovaryant funktordur.

Ispat: Teoremin ispat1 #—boyutlu spektral mutlak homotopik gruptakine benzer
sekilde yapilir.

Homoloji teorinin aksiyomlarindan kovaryant funktor olma ve homotopya aksiyomu
Teorem 5.11 den elde edilmis olur. Simdi diger aksiyomlar incelenecektir.

Teorem 5.12: (Boyut Aksiyomu) P tek noktalh uzaylardan olusan bir ters spektr,

yani P={x}= ({Pa Yoss {;zg’ :P, - P, }‘M,) ise 7% (P,*) grubu trivyaldir.

Ispat: z°(P*)=7*(P,P)= lI " or";P, EJ seklindedir. P tek noktal uzaylardan
olustugundan dolayr her
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¢:(1",01")— (,P) (5.27)

morfizmas: sabittir. Lemma 5.1 den keyfi sabit iki morfizma homotop oldugundan
7 (P,*) grubu trivyaldir.

Homoloji teorinin diger bir aksiyomu olan simir aksiyomu verilmeden 6nce bununla

ilgili asagidaki tanim verilecektir.

8, 7t (X, X!, %, ) > 7oy (X%, ) donistimit £ e 73 (X, X', x%, ) ve p e ¢
p=le: 4o Bdp, (17T (s Ko ) 0., 7)o e 20,
igin

5,6)=2,(e)=lel,.. (528)

seklinde tamimlanir.

Tamum 5.13: 0, : 7, (&, X', x, )——) p (_){_’,xo) doniislimiine sinir operatorii denir.

o, (g_) ET, (2(_’, Xo ) i elemamdir. Gergekten,
9. =le:d— oo s > X, T > X ve g (01 ) =5

oldugundan 0, (é_’)e T, ()_g:’, Xo ) elde edilir.

Lemma 5.14: 6,,:7::(1,3_’_’,::_0)—”[:_,(&’,{2) sinir  operatdrii  gruplanmn  bir

homomorfizmasidir.

Ispat: 8, iyi tammbhdir. Gergekten, ¢ € 7, (L X' x, ) olsun. ¢, € ¢ igin (5.28)
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oe05,0)-2, 6o, | ve 2.0, e

Qig’:VaeAigin @, ~ @, dir

= ¢a|]"-‘ ~ (0;]1,,~1 = [ alj"-‘ ]= [¢¢'z|]"-1 ]:> an (ISBJ)= 6"([&1)
elde edilir.

0, homomorfizmadir. Gergekten _;: ve ne T, (X, X' ,xo) olsun. pe g WeEn icin

elde edilir.

Teorem 5.15: (Simr Akéiyomu) vf: (&,L’,x_o)—» (Z,L’,&) morfizmasi igin

diyagrami komutatiftir.

Ispat: Vf = (7: :B— 4, {fﬂ : (X,,(ﬂ),X;(ﬁ),xou(p) )—) (Yﬁ,Y,;,yoﬁ )}ﬂeB)

ters spektrlerin morfizmasi ve ¢ ez, (K, X', Xy ) , ped icin
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komutatif oldugunu ifade eder.

Lemma 5.16: _{eﬂjg,z,ﬁ), ped igin Q(]”)c&' ise £ =0 dur.

Ispat: ped i¢in @ :g morfizmalarmin spektral homotop oldugu, yani Va € 4 igin

@, ~ ¢, déniisiimlerinin homotop oldugunu gostermek yeterlidir.
G, (t1stysent, )= 0 61ty ety t 1, —11,)
seklinde tanimlanan siirekli d6niistim i¢in

t=01ise, G, (t,ts00t,) = @y [t1st500e0rtuyot,)

t=11se, G, (t;,ty0nt,) = 0y (l1sty ety s]) = 3, =, (8158550000t

elde edilir. G, doniisimil ¢, ile ¢, doniiglimleri arasindaki homotopyadir, yani

Va e 4 i¢in ¢, ~ ¢, homotoptur. O halde ¢ =0 dur.
V(L X, x, )e Izvzv(Topo2 ) nesnesi i¢in gomme morfizmalar

=l 4> 4%, (Xom, ) Koox, ), ) (% ) > (o5,
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= (1A 14> A’ {ja : ()(at"xO.z )_-) (XIZ’X;’xoa )}aeA): (\K’ﬁ)_—) (X_,&,_{Q)

1%~

seklinde tammlansin.

Tamlik aksiyomu ispatlanmadan 6nce spektral homotopya kavrami ile ilgili bazi

incelemeler yapilacaktir.

Lemma 5.17: Topolojik uzaylann ters spektrler kategorisindeki spektral homotopya

homotopik smiflarda ters spekirlerin morfizmasina doniistiiriilebilir.

Ispat: f.g:X= ({X a }ae A)—) Y= ({Yﬁ } ﬂeB) spektral homotop morfizmalar olsun.
Yoénlendirilmis 4 kiimesindeki “>” bagmtisina gére A iyi sirah kiime olsun. [20]
f,g morfizmalan spekiral homotop oldugundan Vp e B icin a > z(8), p(B)
saglanacak gekilde o € 4 elemam vardir ve fjo plg ~ 8,0 Py dOnilgiimleri
homotoptur. Va'>a igin f,e p,'f( 5~ &p° Pi’(ﬂ) déniigiimleri de homotoptur. 4,
kiimesi,

4, = {0‘ e d:a>n(B),p(B) . J5°Pris)~ &p °Pz(ﬂ)}

seklinde tanimlansm. Agiktir ki 4, c 4 dir. A4 iyi swall kiime oldugundan 4
kiimesinin en kii¢iik elemam vardir. Bu eleman ;g(,B) seklinde gosterilsin. Boylece
Vf € B elemanma karg1 ;{(ﬂ)e A elemam kars1 gelir. Bu kars1 gelme bir izoton
déniigiimdiir. Gergekten B'> feB olsun. O zaman feB elemanma karsi

z(ﬂ) € A karsi gelir ve 4, kiimesinin tanimindan Z(ﬂ) - ﬂ(ﬂ), p(ﬂ) dir ve
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diyagrami homotopik komutatiftir.

Benzer sekilde B'e B elemanmna kargt z(ﬁ’)e A kars1 gelir ve A4, kiimesinin
tanmmindan x(8') > z(B'), p(B’) dir ve

diyagram homotopik komutatiftir.
Eger y(B')e 4, oldugu gosterilirse 7(8") - #(B) elde edilir ve bu y déniigiimiiniin

izoton déniistim oldugunu ifade eder. Bunu gostermek igin ise x(8’) > 7(8), o(B)
bagmtisinin saglandifini ve

Y, (5.29)

diyagramimin homotopik komutatif oldugunu gostermek gerekir.

z ve p izoton doniisiimler oldugundan dolayr B’ > B igin ﬂ(ﬁ')> 71'(,6) ve

p(ﬁ’)> p(ﬂ) saglamr. Z(ﬁ’)* n(ﬂ')>— ﬂ(,B) ve z(ﬂ')» p(ﬂ’) > p(,B) oldugundan
(B ') > 7:(,8), p(ﬂ) saglamir. Simdi (5.29) diyagramin homotopik komutatif
oldugunu gostermek icin
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——wr >
X, P X ()

diyagram ele almsm. Bu diyagramda (1) ve (2) diyagramlarmm komutatif (3)
diyagrammin ise homotopik komutatif olmasi kullamlarak sirasiyla,

x(B) _ o F (B) = 7 p s
TooPis) =45 ° Fp 8o PUG) =45 08y 2Ty o DHE) ~ 85 ° PHG)
ifadeleri yazilir. Bu ifadelerden yararlanarak

) _ =(p’ A _ B () B p) _
FpoPAR) = f5 o i) o X8 =af o fp o PEE) ~af 0 gy o XE) =

— () (#) _ (7)
=85 °P(s) °Pais) = 85 ° Pi)

elde edilir, yani (5.29) diyagram: homotopik komutatiftir. O halde Z(,B ’) € 4, dir ve
;((,B)e 4, en kiiciik eleman oldugundan z(ﬂ')>- z(ﬂ) saglanir. y : B — A4 izoton
doniisiimdiir. Béylece V3 € B igin Hy, : X 5) —> ¥ homotopyasi ele almabilir.

l:B—> 4iH,, FX () ‘*Yﬂ}ﬁes)

ailesi ters spektrlerin genelde morfizmasi degildir. Ciinkii 8’ > B € B elemam icin

H

Bt
X0 > v,
B yia
Pﬁ((ﬂ)) 9p
—HF
X ) B Y,
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diyagrami genelde komutatif degildir.

Vp € B elemam igin H ;, homotopyasi ile homotop olan ve

Gﬁ”t
Xx(ﬂ') > Yﬂ
(8) Vi
Pys) 45
—_—
Xup G Y,

diyagramim komutatif yapan Gg,,:X,, — Y, homotopyas: ele alnsmn. Bu

durumda

W8> 416y, : X, > Voly)

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir.

Teorem 5.18: (Tamlik Aksiyomu) Lemma 5.17 nin kosulu altinda

her (1, X, X ) € Inv(Topoz) nesnesi i¢in gruplarin

i J

Ty X’J_Cg_):"—-l 7 r (K’x_o\)(ai”; (l’-—X—,’ﬁ)z_nﬂ: (—‘K’f‘l)liﬂ: (él’zcﬁ)é—
ters dizisi tamdar.
Ispat: Dizinin tam oldugunun gosterilmesi i¢in

Imi, =Kerj, (5.30)

Imj =Kerd, (5.31)
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ma, = Keri, _ (5.32)
esitliklerinin gosterilmesi gerekir. Once

Imi, < Kerj, (5.33)

kapsamas1 gosterilecektir. Bunun igin ise oi,, =0 oldugunu gostermek

L.,
yeterlidir. Her § e x, (L',ﬁ) (In aln) (__ )e £ icin
(‘Z*n ° i“‘" X€)= Z—n (Z*n (é;))= l*,, (i‘n U.(f.l»= _-]_.*,, (Il ° SBJ)= LZ ° l ° QJ
dir. Burada

jeicp=lc:d> i, i, 00, 1" 5 X L) (.17 0) > (X, X5,

tel" igin (j, o, 0@, Xt)= (i, o1, o (@, )= j, o1, (x,)=x, € X,

dir. Va e 4 igin (j, o, 0@, \I" )< X!, oldupundan Lemma 5.16 dan |joiop|=0

elde edilir. O halde, Imi, < Kerj . kapsamas: saglanir.

Simdi

Keri’*n cImi,, (5.34)
kapsamasi gosterilecektir. Vg e Ker l*n cr, Qg, X ), pe g igin

5.0=1.le)=liop]=0= jop~c

morfizmalan spektral homotoptur.
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lo.@:(c;A‘_}{*}’{ja °¢a :(In’In_l’Jn—l)_—>(Xa’lez’an)}aeA)

morfizmasinda Ve € 4 igin j, o, ~ ¢, doniistimleri homotoptur. Bu déniigiimler

arasindaki homotopya

0n, (1m0, ) > (X, X, x,,)

VxeI" igin 0,0(%)= (/. © 0. Jx) = 0, (), @2, (x)=c,(x) =2,
kosullarin saglar. O zaman ¢, , homotopyasindan yararlanarak

S AN ) 0<2t, <t

Lot tyrenstysty) = (t (5.35)
a,t

2t, —t
1olypenenl gy ——
2-t

formiilii ile g, , : /" — X, homotopyas: tammlamr. g, iyi tammhidir. (5.35) de

t=0 lg‘m ga,O(zl’tZ""’tn)z ¢a,0(tl’t2""’tn)= ¢a (tl’ZZ”"’tn)

{goa,Zt,, (tl 912 LARAES tn—l 90)9 0 S 2tn S 1

t=1icin g, ,(t,t,0rt, 1ot, )=
arlbsty et ty) Qurltistynt, 1,2t =1), 152t <2

oldugundan | a]= [ga,0J= lgaJJ dir ve ga’l( " ) cX,, &a (6[ g )= X, €lde edilir.

O zaman g, :(I",@I")—> (X;,xoa) seklindedir ve

l&.l= (c tA—> {*}’{[ga,l]: (["’a]")_» (Xt;’x()a)}ae/ﬁ)

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir. Bunun iginde Va' > o igin
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( :z’xoa)

ls...

(I",al")\ [p,‘f X;,] (5.36)

el (Klix)

diyagramimn homotopik komutatif oldugunu gostermek yeterlidir.
2. )=[2.] ve lg., J=lp. ] oldugundan dolay: (5.36) diyagram:

(X; ? an )

b
(r,ar") [ P

o] (X3,

x;.] (5.37)

diyagramina d6niigiir. O halde { a} ailesi ters spektrierin morfizmas: oldugundan

[pZ'

yazihr, yani (5.37) diyagramu komutatiftir. Buradan ise (5.36) diyagramimmn
komutatifligi elde edilir. O halde [g, |=7 € 7} (X", %, ) .

X;J°[¢af]=[pi" ., °0e |=lo.]

.

L=t (e)-ltegl-lal=lal=lol=¢ = ¢ e i, = Kerj, | < imi,

bulunur. (5.33) ve (5.34) ifadelerinden (5.30) esitligi elde edilir.
Simdi (5.31) esitligini géstermek icin énce

Imj, < Kerd, (5.38)

86



kapsamas1 gosterilecektir. Bunun igin ise 0, =0 esitliginin gosterilmesi

yeterlidir. Her ¢ e 7, ({xo) (I" 51") (_ )

o.o4. Jo)=0.l, )=a.l, lel)=0. (e eD=Liog]... [=kxo]=0

drr, gtinkt (ar" )= (x, ), 17" cal”, @™ )=x, ve jlxo)= %, dir

Buradan Im j, < Kerd, bulunur.
Simdi de
Kerd, c Im J. (5.39)

kapsamasi gosterilecektir.

V¢ em (XX, ), @i (7, 1,0 ) (X, X%, )e £ igin

2,)=a,(e)=lg|.. |0

5

dir. Burada, gvl I T "1)—> (&',ﬁ) seklindedir. O zaman ¢|  ~c

morfizmalar1 spektral homotoptur , yani Ve e 4 i¢in ¢,|,., ~c, doéniistimleri

i!"“‘

homotoptur. Bu déniisiimler arasindaki g,, : /™" — X, homotopyast igin

2ao ()= 0ul i J5), £ua(F)=c,()=3, WreI™

g (6] ")ex, Viel

kosullar saglanir. g,, homotopyasindan yararlanarak &/" de
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g..(s) seI"'tel

h,,.,(s)={

-1
X, 5 seJ " tel

(5.40)

formiiliiile &, : 81" — X, homotopyast tammmlanir. 8" =I"" UJ"" oldugundan

h,,: 1" UJ"! — X seklindedir. %,, doniligiimii iyi tammbdur. (5.40) da

t =0 i¢in (ha,ol,n-x XS) =&a0 (S) = (¢a|1n—l XS)

(ha,ol e XS ) =X, = Cq (S) = (¢a l gt XS )

elde edilir. (5.41) ve (5.42) den 4, , (s)= ((0,, | ar Xs)::> hyo =9,|, bulunur.

t=1igin (ha,ll,n—l XS)= ga,l(‘g):ca(s):

(ha,l e XS ) =X,

elde edilir. (5.43) ve (5.44) den h, ,(s)=h,, (61" )= x,, bulunur. Simdi,

ar" x {o}—» 1" x {0}

%I% / ?,

1 A% ® N
ha/ (2) ¢ at

I"x]—» " x1I

Xo

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

diyagraminda (I "ol ") ¢ifti homotopyanin genisletilme 6zelligine sahip oldugundan

(1) ve (2) tiggenlerini komutatif yapan ¢, , : /" — X, homotopyasi vardir, yani

(Da,o = ¢a ve %‘J\(az"xl) = ha,t
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saglanir. @, , (6[ " )= h,, (6] i )= x,, oldugundan
Py (100" ) (X, %, )
olur. Burada [, ]=l..,|=|p., | dir. O zaman

l?_l_I: (c t4—> {*}’{[¢a,1]: (In’aln)’* (Xa’xo,, )}E,;)

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir. Bunun iginde Vo' > a igin

(X, %0,)
] t
(r",ar") [p%] (5.45)
s
(X %o.)

diyagrammin komutatif oldugunu gostermek yeterlidir.

le.]=10.. ] ve lo. )= o..]

oldugundan (5.45) diyagrami
(X.,%,)
o.] 1
(1, ar") lp7]
o]
(X2rs%o0)
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diyagramima doniisiir. { a} ailesi ters spektrlerin morfizmas: oldugundan (5.45)

diyagramm komutatiftir. O halde [ﬁ J= ner, (2(_, X', x, ) dir. Buradan

i.0=ile)=lical=lpl=le|=¢=¢ emj = Kerd, cmj,
bulunur. O halde (5.38) ve (5.39) ifadelerinden (5.31) esitligi elde edilmis olur.
Son olarak (5.32) egitligini gdstermek igin 6nce

Imo, < Keri,,_, (5.46)
oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in ise i,,,°0,=0 oldufunun gosterilmesi

yeterlidir.
Her gezr:(i,i’,x_o), Q:(]",I"'l,J”"’)—) (g(_,&',ﬁ,_)eg icin

(s 08, )XE) =100 0, &) =10rs @, (D)= 1., o), D=li o] ..

dir. Burada

Lol =8

e d o bl ) (o, ), 0 0r) o )

joe '3

o J: E]: 0 oldupunu gostermek igin g ~ ¢ morfizmalarmin spektral

olsun. lg ° 9|

homotop oldugunu, yani Ve € 4 igin g, ~ ¢, déniiglimlerinin homotop olduBunun
gosterilmesi gerekir.

G, I"" > X,
AR RSN TN (RN,
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ao(tvtza =n—1)_¢’a(tnt2s :n—lao)_(¢a|, th’t2""7tn—l)=(ia°¢al]"-lxtl’t2”"’tn—l)
al(tl’tv ’n-—l) ¢a(t19t2’ -l -1’1) ‘pa(Jn—l) xoa=ca(xo,,)

dir. O halde G,,, g, ile c, doniigiimleri arasindaki homotopyadir. Buradan

iog]

.]=0 oldupu elde edilir. O halde

Imo, c Keri,,

bulunur.

Simdi;

Keri, , <Imd, (5.47)

oldugu gosterilecektir. V¢ e Keri,, , © 7, \ X xo) ,

o:(r o) (on)e ¢ eint,, ()=t (e)=leel=lol-0= 0~

morfizmalar: spektral homotoptur. O halde Vae 4 i¢n ¢, ~c, dontisiimleri

homotoptur. Bu déniigiimler arasmdaki homotopya

¢a,0 (x) = ¢a (.X), q’tz,l (JC) = Ca (JC) = xoa > ¢a,t (aln—l )': xoa (x € In—l )

kosullarmi saglayan
@I > X, cX,

seklindeki goreli homotopyadur. { .t }ae , homotopyast genelde ters spektrlerin

morfizmas: degildir. Teoremin kosuluna gore {[gpa,, J}ae , ailesi ters spektrlerin
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morfizmasidir. O zaman ¢, , homotopyasindan yararlanarak
gt tsnt)=0,, (toty0nt, ;)

formiili ile g, : I" — X, doniistimii tammlamir. Agiktir ki
ga: (1170 (X, X0, )

bicimindedir. O zaman

EJ: {[ga ]}aeA : (In,I'l—l,Jn"l)__) {(Xa’X;’an )}aeA

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir. Buradan

2,(g)= [_] = lpuootyt, W=lpl=¢ = ¢ emo, = Keri., , cma,

elde edilir. O halde (5.46) ve (5.47) ifadelerinden (5.32) esitligi elde edilir. B6ylece
dizinin tamhif ispatlanmus olur.

92



BOLUM 6

6. TOPOLOJIK UZAYLARIN TERS SPEKTRLER KATEGORISINDE
HOMOTOPIK KUMELER

Boliim 4 de topolojik uzaylarin ters spektrler kategorisinde spektral homotopya
bagmtisinin denklik bagintisi oldugu ispatlandi. Bu nedenle her X,Y e Inv(Top) ters
spektrleri i¢in

b 7] Mor 1)/

ters spektrlerin morfizmalar kiimesinin bu denklik bagintisina gore boliim kiimesi ele
almabilir. Agiktr ki, (X,¥)-[X,¥Y] karsi gelmesi Inv(Top)x Inv(Top)
kategorisinden Ens kiimeler kategorisine giden iki degiskenli funktordur. Bu funktor
birinci degigkene gére kontravaryant, ikinci degiskene gore ise kovaryant funktordur.
Bu béliimde Inv(T opo) belirli noktali topolojik uzaylar kategorisinde tanimli C, §,Q

funktorlarimin homotopik 6zellikleri aragtirilir.

Lemma 6.1: f,g:(X,x,)— (¥, ¥,) belirli noktal: topolojik uzaylarn doniigiimleri
olsun. Eger f ~ g doniistimleri homotop ise

Cf,Cg:CX > CY
déniistimleri de homotoptur.

Ispat: f,g:X — Y homotop déniisiimler ise



F(x0)=7(x), Fx)=g(x). Flx,t)=r(x)=glx)=,

kosullarim saglayan F : X x I — Y homotopyasi vardir. Cf,Cg doniisiimieri

cr:cx>cy  f(xt)=[r(x)]
Cg:CX >CY Cg([x,t]) = [g(x),t]

seklinde tanimlanir. (CX X ) ciftii homotopyamin genisletilme o6zelligine sahip

oldugu i¢in
ix1lg,
X x{0)—PCX x {0}
@)
(1 6.1)
1/ (2;,'\0
Xx] ———» CX xI
ix1,

diyagrammm komutatif yapan G:CXxI—CY homotopyas: vardir. (1)

diyagraminin komutatifliginden

G(x,110)= ¢f (x,2])

(2) diyagramimn komutatifliginden,

Fln,6)=(Go(ix1, )6 = Gli(x) 1) = G(x0)

yazilir. (CX , X ) cifti homotopyamn genisletilme &zelligine sahip oldugundan X
uzaymda tammh her doniigiimiin CX uzayina genisletilmesi yalmz bu déniigiimiin

homotopik smmfina baghdur.

G homotopyasinda ¢ =1 i¢in G(—,l): CX x {1} — CY seklindeki G(—,l) doniistimil
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g: X — Ydoniislimiintin bir genisletilmesidir. Cg:CX — CY doniisiimiiniin
kendiside g doniisiimiiniin bir genisletilmesi oldugundan G(—,1)~ Cg homotoptur.
O halde G(x,210)=Crf(x,z]) esitliginden G; Cf ile Cg arasinda bir
homotopyadir.

Lemma 6.2: f,g:(X,x,)— (¥,y,) belirli noktal topolojik uzaylarn doniistimleri
olsun. Eger f ~ g doniistimleri homotop ise

Sf,S8g :8X - §Y
doniistimleri de homotoptur.

Ispat: X topolojik uzayr tizerinde SX {ist kurumu aym: X tabanh iki koninin
birlegimi olarak yazilabilir. Bu koniler C,X ve C,X ile gosterilsin. Lemma 4.1 den

f~g:X->Y ise C f,C,g:C,X = CY doniistimleri homotoptur. Benzer sekilde,
C,f,C,g:C,X = C,Y doniistimleri de homotoptur. O halde

Sf.Sg:SX =C,XUC,X - SY =CYUC,Y
dontistimleri igin
SflClX=C1f’Sf|C2X=C2f’SgIC1X= lg’SgICz‘X’: 2g’ Sflx=f9 Sg|X=g

saglanir. C.f ve Cg doniistimleri arasindaki homotopya
G :CXxI->CY (=12) olsun. Agiktir ki GllX =G2[X dir, ¢linkii G; ve G,
dontistimlerinin X uzayma daralmasi olan G|y, G,|, doniistmlerif ile g
arasinda homotopyadir. O halde G : SX xI — S§Y homotopyast

G([x, t]v t') _ {Gl ([x, t],t'), [x, t] eCX

G,(xt12),  [xntleCx
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seklinde tanimlanirsa

6(0x,110) = {Gl (x.]0), [xt]lecx _ {Cl f(xz2)  [et]lecx

6,[n0)  [milecx T\ r(n)  uidecx =Y (E3))

bulunur. Benzer gekilde

= Sg([-"’t])

s d)-{0 0 T

G, ([x, t],l), [x, t] eC,X
bulunur. O halde G; Sf ile Sg arasindaki homotopyadir.

Lemma 6.3: f,g: (X , xo)—> (Y , yo) belirli noktali topolojik uzaylarin déniigiimleri

olsun. Eger f ~ g doniigiimleri homotop ise
Qf ~Qg:QX > QY
déniistimleri de homotoptur.

Ispat: f,g:X —> Y homotop doniigiimler ise

F(x,0)= f(x),F(x1)= g(x) ve F(x,t)= f(x,)= g(x0) = ,
saglanacak sekilde F : X x I — Y homotopyasi vardir.
G:QXxI—>QY

doniisiimii, Vo e QX, 1,t' el icin G(p,tft')= F(p(t'),?) seklinde tammlansm. O

zaman G i¢in

Glp0)t')=Flp()0)= (1 = o)) = (@ Yo Xt
Glo)e')=Flot'))= (g o o)) = (QeXo)e)
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saglamir, yani

Gle.0)=(Qf Xo). Glp.1) = (Qg)o)

dir. Diger yandan c:/ — X clt)=x, Vtel sabit déniisimii QX in belirli
noktasi oldugundan

Gle,t)e')= F(elt').2)= Flxo.t)= £ () = 8 )= yo = (@ Yc) = (Qe)lc)

saglamr. O halde G; Qf ile Qg arasmdaki goreli homotopyadir, yani
Qf ~Qgrel {c} dir.

Teorem 6.4: f, g_:(g,ic_o_ )—) (I_’, Yo ) belirli noktali topolojik uzaylarm ters

spektrlerinin morfizmalan spektral homotop ise

Cf,.Cg:CX~>CY
Sf,Sg:8X - SY
Qf,0g:QX > QY

morfizmalari da spektral homotoptur.

Ispat: i=(7z:B—>A,{fﬂ}ﬂeB)i§=(p:B—>A,{gﬁ}ﬁeB) morfizmalar1  spektral

homotop oldugundan Vg e B icin a > z(f), p(ﬂ) saglanacak sekilde o € 4 vardir

ve

X, \Yﬂ (6.2)
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diyagrami homotopik komutatiftir. Eger

CX” ()]
Cp, Cfs
CX CY,
H%A Cgyp
C p(B)

diyagrammin homotopik komutatif oldugu gosterilirse C S ng morfizmalarmin
spektral homotop oldugu elde edilir. Simdi (6.2) diyagramindan

J5°Prip) ~ 85 ° Poip) ’”el{xoa }

dir. Lemma 6.1 den

clfy ° piin)~ Cles ° piis)

déniistimleri homotoptur. C, kovaryant funktor oldugundan
s °Corip) ~ C8 5 ° CPis)

bulunur. Son ifade diyagramm homotopik komutatif olduunu g6sterir. O halde

cf ~ Cg morfizmalan spektral homotoptur.

Benzer sekilde; S ve Q funktorlarimin kovaryant funktor olmasmdan ve Lemma 6.2
ile Lemma 6.3 den yararlanarak

Sf~Sg ,Qf~Og
morfizmalarmin spektral homotop oldugu gésterilir.
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Top, kategorisinde
[s--] @ -]: Top, x Top, — Ens
funktorlar1 dogal denktirler.

Teorem 6.5: Inv(T opo) kategorisinde spektral homotopya bagntisi altinda
[S—,—], [, Q-]: lv(Top,) x Inv(Top,) — Ens
funktorlar: dogal denktirler.

Ispat: Teoremi ispatlamak igin &nce ng, X ), Q, Yo )e InW(Top,) igin [sx,7] ve

M, QY ] kiimeleri arasinda birebir ve 6rten doniisiim tanimlamak gerekir.
0xy :[SX.Y] > [X,0F]

donisstmi; V|f |e [SX, Y], £ =(z: B> 41/, : 85X, () > ¥, ), ) icin

%,z([i]): [z} 1 X - QY

seklinde tammlansin. Burada,

z:(ﬂ':B%A,{fﬂ:Xﬂ(ﬁ)—)QYﬂ} J f;(x)(t):f;;([%t]), VxeXﬂ(ﬂ),tEI
BeB
dir. Pxy 1yl tanimlidir. Gergekten,

ﬁEIJ_'J ) _ﬁ:(f’:B")A’{fxﬂ 15X p(p) *Yﬂ}ﬂeg)
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i¢in f ~ /i morfizmalan spekiral homotop oldugundan Vf € B i¢in « > =(B), p(ﬁ)

olacak sekilde a € 4 vardir ve

'S:Xﬂ 2
Sp,, S g
SX, Y, 6.3)
% Jis
S 105)]

diyagrami homotopik komutatiftir.

S ve f, morfizmalarma kars: gelen _Z, i morfizmalari i¢in

diyagrami homotopik komutatiftir. Gergekten,

(oo i 0= Fo o @)= 7, (el

(6.4)
= £,(p%s) AL, Jt]= £, 0 Sp2sy Inet]
(f :p ° Pf»(m)(x)(’f )= f:ﬁ (025 @NO)= 1, (b2 he)= 65)

= 15 (P20 A1 St = i o S 5]

dir. (6.3) diyagranm homotopik komutatif ve (6.4) ve (6.5) esitliklerinde sag taraftaki
doniisiimlerin homotopik smiflart esit oldufu icin sol taraftaki doniislimlerin
homotopik smiflar esit olur. O halde
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Pxy ([J:]) = [fij = MJ =0xy ([ﬁ])

dir, yani ¢, , doniisiimi iyi tanimhdur.
Wy [X.QF] > [5X,7]

doniisimi; V]g|e [X,QY], g ={r: B> 4,ig, : X, > QY Jigin

WLZ(LS])=[é}S_)£’—>X

seklinde tamimlansin. Burada,

109 <

=[75:B—>A,{gvﬁ 18X 1(5) —->Y/,} J éﬁ([x,z‘])=gﬂ(x)(t), V[x,t]eSX,,(ﬁ)

peB

dir. v, iyl tammhdir. Gergekten;

&elgj’&zkp‘B_’A’{gw F X o) _’QYﬂ}ﬂEB)

igin 8 ~ g morfizmalar1 spektral homotop oldugundan V3 € B i¢in o > n’(ﬂ), p(ﬂ)

saglanacak sekilde o € 4 vardir ve

X
p::(/z WA
X, 0y, (6.6)
Py 8ip
(B
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diyagrami homotopik komutatiftir.

O halde g ve g; morfizmalarina kars: gelen _;,: , _gtl_ morfizmalar icin

SX” (V)]
SP;/ \Q‘
SX, Y,
m Ae

SX

P(B)

diyagram: homotopik komutatiftir. Gergekten,

(gvp o Sp,‘?(p)j([xa 1= g, (8p% 1% 7)= &, (P2in) )= (25 © PZa JENE) 6.7)

(g:ﬂ °8p(p) )([x”]) = g:ﬂ (Sp20 [x:1)= 2, (2 () )= (e oDl (68)

dir. (6.6) diyagrami homotopik komutatif ve (6.5) ve (6.6) esitliklerinde sag taraftaki
doniigiimlerin homotopik smuflann egit olduu icin sol taraftaki doniigiimlerin
homotopik simflan da esit olur. O halde é_ié,, morfizmalan spektral homotoptur.
Bu ise y,, donisiminin iyi tamml olmasi demektir. Aym zamanda ¢,

dniigiimii y, , dSniigimiinin tersidir. Gergekten, VLﬂ € [S XY ] icin

Va0 1) =vasl0s (D) =ves ﬂiD = [f‘ } .SX Y

dir. Burada,

}:(n:BeA,{}ﬂ:X,,(ﬂ)»QYﬂ} J 1 50 = £, (] ve
peB

102



v

jA" =[ﬂ':B-—)A,{}ﬂZSX”(ﬂ)'—>Yﬂ} ] ,]A’;([x,t])=}ﬂ(x)(t)=fﬁ([x,t])
BeB

seklinde tanimlamr. Bu ise _}_ =/ demektir.O halde y,,c0,, =1,y dir

Benzer gekilde @y oWy, =1 oy bulunur. Béylece ¢, , doniisiimii birebir ve

Srtendir.

Simdi {(p X7 }X , ailesinin funktorlarin morfizmas: oldugu gosterilirse ispat

tamamlamr. Vf: X' — X, g:¥Y — Y morfizmalan i¢in

Dxy

[sx.Y] — 5 [x,07]

(6.9)

[sx.7]——» [x,01]

diyagramimin komutatif oldugunu géstermek gerekir. Bu diyagramin komutatifligi
ise agagidaki diyagramlarin komutatifliginden elde edilir:

x.or] —plxor] 5 [x.0r]
) (g).

(1) diyagram komutatiftir: V[i]e [SX,¥] igin
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(o226 D= 0, (57 @)= s (1o 5)= | 1757
bulunur. Burada; 4, 1 ve S f_ morfizmalar

h=lw:B > alhy 85X, >V, L J:SX>¥

_]_”=(p:A—>C,{fa :X;(a)—>X }aeA):x_Y_’ei

Sf=p:a—CASf, : X1y > SX,} ):SX' > 5X

seklindedir. 2 morfizmasi ile S/ morfizmasimn bilegkesi

p

hoSf=\por:B > Clhy o §ris) X ptutay = Yoy ) SX > ¥

dir. O zaman

A

hos_f;:[poﬂ"B’—)C,{hﬂ o'glfn(ﬂ)X;(z(ﬁ))_)QYﬁ} j&l——)gz
peB
bigiminde tammlanir ve x €X' 4y ,f € I igin

(hﬁ ° ‘Agf n(ﬁ))(x)(f )= (hﬁ ° §fa(p) )([x,t D= hy ([f (Xt ]) (6.10)

((]:) °Pyxy X[IZ]) = (J:)* (%g.z ([@])) = (/_')* ([ZD = [é° _in'

bulunur. Burada Z morfizmas: ile éo J morfizmas:
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2{”:3_),4,{11;:)(,,@)-»91’,3} J by ()e)= by (rt]) xe X, tel

peB

A

@0f=[p°ﬂ:B—>C,{hﬁo 5 X oias) —>Qyﬂ} J:'X"'_)QZ
peB

>

seklindedir ve x €X', (4),f € I i¢in

[hﬂ ° fa(p) )(x)(’) = by (£ NE) = 2y ([ fo) (5)2) (6.11)

dir. O halde (6.10) ve (6.11) ifadeleri esit oldugundan dolayr (1) diyagramu
komutatiftir. Benzer sekilde (2) diyagramimin da komutatif oldugu gosterilebilir. (1)
ve (2) diyagramlarmm komutatifligi (6.9) diyagramimm komutatifligini ifade eder.
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BOLUM 7

7. SPEKTRAL HOMOTOPIK KUMELERIN TAM DiZILERI

Bu béliimde spektral homotopik gruplann tam dizilerinin genellestirilmesi olan
homotopik kiimelerin ters ve diiz dizileri verilecek ve bu dizilerin tamhig:
ispatlanacaktir. Burada, ispatlanan genel teoremlerden yararlanarak spektral
homotopik gruplarn dizisinin tamhg: kolayca ispatlanabilir.

Lemma 7.1: f:X —Y morfizmasmm c:X — Y sabit morfizmas: ile spektral

homotop olmas:1 igin gerek ve yeter kosul homotopik smiflarda F| [ 2elt) = i

saglanacak sekilde F : CX — Y morfizmasimin varolmasidir.

Ispat: “=> S ~ ¢ morfizmalan spektral homotop olsun. Ters spektrlerin herhangi

iki sabit morfizmas1 spektral homotop oldugundan dolayr Lemma 5.1’ e gore ¢ sabit
morfizmasi

c=lr:Bo> Al Xy oYy, ) XY

seklinde almabilir. O zaman f ig morfizmalan spektral homotop oldugu i¢in tanim

geregi, VB € B i¢in o > ﬂ(ﬂ) olacak sekilde o € 4 vardir ve

Y, (7.1)



diyagram1 homotopik komutatifiir, yani fj e pr4 ~cs e Py, dOntgtimleri
homotoptur. Bu déniigiimler arasindaki homotopya H,,:X, — Y, olsun. H_,

homotopyalariin yerine Lemma 5.17 den H,, homotopyalar1 ele alinabilir.

Homotopik siniflarda,

(X:BQAJ{H,?,I :X;((ﬂ) - Yﬂ}ﬂeB)

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir. O zaman (7.1) diyagram

X o)
p;!(ﬂ) Hﬁ,t \[{A
X 1) > s
pi’m /
X505

homotopik komutatif diyagramina déniisiir.
[1=l B AV X ) >Vl XY f = 1 o P

ters spektrlerin morfizmasidir. Ters spektrlerin ¢’ sabit morfizmast ise
£ =(Z:B -—-)A,{c}, :Xz(ﬂ) eyﬂ}pep):g_)z ? C;? =Cp °pf((£))

seklinde olsun. H ;, homotopyas: f, ile cj, doniislimleri arasinda bir homotopyadr,

yani Vx € X5 i¢in

Hﬁ(x,0)= c;g(x)= Yog
H,(x1)= ()
Hﬂ(xmt):yo,e ":st(xo):f/;(xo)
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kosullari salayan H, : X, — ¥, seklindeki homotopyadir.

O zaman VB € B i¢in f; : X ;) — ¥, d6nislimiiniin
Fy:CX > Y, Fy(lxt)=H,(x1) (7.2)

olacak sekilde genisletiimesi vardr. VfBeB igin tammlanan bu F,

doniisiimlerinden olusan

F={y:B> 4{F, :CX, ) >V, f, ) CX > Y

ailesi ters spekirlerin bir morfizmasidir ve E] = f' dir. Gergekten, X ~ X x {1}

xx{1}
“homeomorf” oldugundan X ters spektri ile X x {1} ters spektri ayn1 kabul edilebilir

ve bu nedenle X x {1} c CX yazilabilir. VB € B igin F/,| = f; oldufundan

X(ay<tlp}

dolay1 E] i) = L’ saglanir. Ayni zamanda f morfizmasi L’ morfizmas: ile

spektral homotoptur. Gergekten,

f=lrB>alf, X, _>Y/3}ﬁe3)

=B 4dfy X, _)Yﬂ}peli')

morfizmalar ve Vf e B igin x(8)> #(f) oldugundan

Xip)
PEp) \Z{A
X 2(B) Y B
% f B
X «p)

diyagramm komutatiftir, yani fj o p,’f(%) =fp=fpol dir.

X2(8)
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“<” Simdi homotopik simflarda f morfizmas: ile spektral homotop olan [
morfizmasinin f_l ot} = _]_’_’ kosulunu saglayacak sekilde F:CX — Y genisletilmesi
varolsun. (7.2) de verilen F, déniigimi f, » doniistimiiniin genigletilmesidir. O halde
fj ~cj doniistimleri homotoptur. Bu déniistimler arasindaki homotopya H, olsun.

Eger

H=lp:Bo>a{H, : X ) xI>Y, | Hy(xt)=F,(xi)xe X,y

seklinde tammlanirsa

H, (x,O) = c;g (x)

H,(x1)= £5(x)

dirr. VBeB igin f;~c, doniigimleri homotop oldugundan = f ~ c
morfizmalarimn spektral homotop oldugu elde edilir. Buradan,

s s s
= f~f", f' ~c ve c'~c oldugundan

=7 ~ c
morfizmalan spektral homotoptur.

Teorem 7.2: Topolojik uzaylarm ters spekirlerinin herhangi f: X — Y morfizmasi

i¢in ters spektrlerin

L i
X->Y-C,

dizisi kotamdir, yani VZ ters spektri icin

~
*

[x,z]]r, Z]‘l“[cg , Z]
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belirli noktal kiimelerin ters dizisi tamdar.
Ispat: Once

imi" < Ker [~

oldugu gosterilecektir.
i={;:B>B.Y,:Y, >C, |  JY-C,
gémme morfizmasi i¢in

Z°£=(”:B_)A’iiﬁ °fp Xuip) _’Cfp}ﬁeg)‘i"’cf

dir. i f morfizmasi

! m 4
x5cx5cxvysc, =X/

morfizmalarimin bilegkesine esittir. Burada

.=(1A :A_)A’{ja :Xa ‘_>CXa}¢zeA) ’ ja('xa)':[]"xa]

I~

m=(1A :A——)A,{ma :CX, »>CX, vYﬁ}aeA,”(ﬂ):a) ma([xa,t])=([xa,t],yoﬁ)

k=lr:B—> A, : XV, >Cpf ]

dir. Gergekten,

ko mol):_]go(lA:A—)A,{mana :Xa _)CXaVYﬁ}a

=k7[:B'—)A,{kﬂ om, Oja :Xz(ﬂ)=a —»Cfﬁ }ﬂeB)
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dir. O zaman VB e B igin kyom, 0 j, =i, o f, esitliginin gdsterilmesi yeterlidir.

Vxﬂ(p) (S er(ﬂ) IQII'l

kgom, °J'a( Xa(p ) kg °( (ll "n(ﬂ)J» ([l,x,,(,,)l,yoﬂ) = [[l,x,,(ﬂ)ﬂ
ig Ofﬂ( ,,(,3)) (fﬁ x:t(ﬂ)))= |fﬂ (xrr(ﬂ) )J

drr. C, bolim uzaymnda [1,x,,(ﬁ)J ve fg (xn(ﬂ)) elemanlar1 denk oldugundan

ul,x,,( ﬁ)ﬂ= [ S5 (x,,( 5) )J elde edilir, yani (7.4) deki morfizma i¢in

iof=kom (7.5)

o
.

esitligi saglamir. CX ters spektrinin idantik morfizmasi X c CX gémme

morfizmasinin bir genisletilmesidir, yani 1., p = oldugundan Lemma 7.1’ e gore

J . ¢ morfizmalar spektral homotoptur. Buradan

s

1:9, m-m ve k~k
morfizmalar spektral homotop oldugundan

s S
komo j~komoc=c=>komo j~¢

elde edilir. (7.5) den ic f ~ ¢ morfizmalarimin spektral homotop oldugu bulunur.

Béylece Vlg] € lC L VA J icin

7ot (g)=Go ) (e)=lgoiofl=lgocl=ldl= 1" oi" =le]= imi" < Ker®

elde edilir.
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Simdi de
Keri‘ c Imi® (7.6)

kapsamasmmn  saglandign gOsterilecektir. V[g] e Kerf" c [7,Z] icin
f’([g])ng_oi]:[g] dir, yani go f:X > Z morfizmasi sabit morfizma ile

spektral homotoptur. O zaman Lemma 7.1 den g o f morfizmasimn

G:CX—>Z

genisletilmesi vardir.

G:CX—>Zveg:Y>Z

foq

morfizmalanndan yararianarak

morfizmas1 G v gch =G,Gv g| =g seklinde tanimlanabilir. EZer

i"(1)=g] (7.7)

kosulunu saglayan 4 e lC L J morfizmas: bulunursa (7.6) kapsamas elde edilmis

olur. C s ters spektrindeki denklik bagintisi
[Lx] ile f(x) denktir & VJ & B igin |Lx,;] ile f,(x,( ) denktir.

bigimindedir. [, x]e CX i¢in
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(@velLxD=6(LxD=|g- fx)|=[c] (7.8)
f®)eY igin
(@velrx)=glr@)=(g° f)x)=[c] (7.9)

bulunur. (5.8) ve (5.9) esitliklerinden goriildiigii gibi Gv g morfizmasi CX v Y ters
spektrinin smifimm Z ters spektrinin belirli noktasmna tagir. O zaman Gv g

morfizmasindan yararlanarak 4 :C, — Z morfizmasi tammlanir ve

Gvg
CXvY > Z

[
[

cCXvyY/ _
£ N—Cg

diyagrammn komutatifliinden Gv g=heok elde edilir. Buradan @l}, =g dir.

morfizmalarn i¢in
hoi:Y—>Z ve hoi=l|, =g = hoi=g = [hoi]=|g|= 1" ()=|g|

dir. Buradan da (7.7) esitliginin saglandigy ispatlamir. Dolayisiyla (7.6) kapsamas:

elde edilmis olur ve teorem ispatlanir.

Teorem 7.3: VX,Y,Z € Inv(TopO) ters spektrleri ve f : X — Y morfizmasi igin
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x, 2160y, 21 e, 2 e, 20 e 2]

belirli noktali kiimelerin ters dizisi tamdir. Burada i:Y —C,, JjiC,—>C,

[:C, - C; gdbmme morfizmalaridir.

Ispat: Ters spektrlerin f : X — Y morfizmasi igin

CX 5 VY, A
cio{feu-nl) dotpah,.)

i=(ls :B —>B,{iﬂ Y, > Cfﬂ}ﬂeB) morfizmas: i¢in,

Ci =({ . CY ! Cf/} Cqﬂ > CP;((g))’qﬁ ))},9.413']

peB

CY,vC
j= (1 B—éB{ CXﬂ(ﬂ)VY/ f//} }morﬁzmamigin,

C\C C, '
c={fe, =N e| ot otar,, |
feB

seklindedir. Teorem 7.2 de (7.10) dizisinin [X ,Z] kiimesinde tamhig1 gosterildi.

Benzer sekilde |C L | kiimesindeki tamlk (g'*, _}_*) giftinden yararlanarak, [C_. VA

kitmesindeki tamlik ise ([ L *) yararlanarak gosterilebilir. Burada / morfizmas: ise

g:(lB BB, :C, > cjﬁ}m) seklindedir.

Lemma 7.4: Ters spektrlerin V _]: : @, Xy )—-> (}_’, Yo ) morfizmasi i¢in
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YU,Ccx)u,cr
¢:lru, cx)u,cx - EVr EN L)

kanonik morfizmas: homotopik denkliktir.

Ispat: Teorem 7.3 de tamumlanan C ; ters spektri C; = (I_’U s CX )U ; CY seklinde de

gosterilebilir. O halde Cz,, uzayt CX ;v CY; uzaymdaki
x5 € CX o) ve [l Fp (i) )l € € (7.1D)
elemanlarinin yapistirilmas: ile elde edilir.

H=[l,:B>B{H,:C,xI>C,} |CxI->C

homotopyasi

s,tel,yy; €Y, igin Hp(lS,J’pJJ)=l(1_t)SaJ’pJ

1
[(1+I)S,Xﬂ_(ﬂ)] LO0<Ls S;—ﬁ

tel,x,,(ﬁ) S er(ﬁ) 1(}111 Hﬁ s,x”(ﬁ) f)= 1

[2—(1+t)¥,fﬁ(x”(ﬂ))] ,;—-1-55‘ <1

seklinde tammlansin. Bu homotopya Vf € B i¢in

CY,
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seklinin alt ve ist konisinde ayn ayn tammlamr. H, déniistimiintn iyi tanmh
olmas: igin seklin tarali alaninda H, doniisimiintin aym olmas: gerekir. Bu tarals
alanda (7.11) deki  |Lx,;]e CX,() ile [L7,{x, )€ CY, noktalan birbirine
yapistirilmistir. Burada s =1 oldugu igin

ﬂ('.lyﬂ.[’) [1 t)yﬂJ sitel,y, eYy ise
l.l,x” J ,t:O
Hyt. 2,0 1)= {[l—t,(i;] e

dir, yani H ; dSniistimi iyi tammbidar.

H :C, xI — C, ters spektrlerin morfizmasidir. Gergekten, V3’ > B igin

G, x]—-———-—~>

c,
Tx J (7.12)
C,

diyagram komutatiftir. Burada 7 = (ng',(Cp,’,’((,’;’ ).q2 )) dir. C; uzaymm noktalan

iki tiirlii oldugundan diyagramin komutatifligi her biri i¢in ayrica ispatlanacaktr.
Qs,yﬁ.l,t)e CY, x1 igin,

T°H,6'([S=J’ﬁ'l )=1(0-1).7,])= cqp (it-ks, vp)=l=1)s.q] £ vy |

@, o rx1, s,y )= H,(0 (5.5, De)= 1, (caf ([S,yp]l )=

"Hﬁ([s ‘Iﬂ yﬁ)lt =[1 (L-t)s.q5 yﬂ )]
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dir. O halde (ls, Vp J,t)e Cl.p, x I icin (7.12) diyagrami komutatiftir.

Simdi ([s, x,,(ﬁ.)J,t) € CX ,p) 1 icin,

1
[(l+t)s,x”(ﬂ,)] ,0 <s Sm te I,xﬂ.(ﬂl) € X”(ﬂ:)

[2—(1+t)s,fﬁ.(x,,(ﬂ,))] —}——-S s<1

t+1

ToH (s, %0 }ht)=T0

[ 1
TO l 9 ? ,OS S_'
[( +1)s xzr(ﬂ)] s 1

Tol2—Q+2)s, fp(xy )] »—=<s51

( ::(g))’qﬂ X[l"‘t)y xﬂ(ﬂ)]) ,OSss-l—

(Cq/3 X[Z (1+t)s fﬁ(”(ﬁ))]) ,——<s<1

[(1 + f) p,,((,?))( Xa() )] 0<s< _i

[2 - +t)5,61§' (fﬂ (xzt(ﬂ')))] ,——S5=1

(1, o (0 x1, W %20 b2)= (Tl 5,0 )
=H ((Cpn OREY: 15 "z(ﬁ)]’ )

- H/’([S pﬂ(ﬂ)( fr(ﬂ’))l )
[0+ 5,205 o) O<ss—

[ ERAATE ) eee e

[0+ 2)s, p2{2) (e ) 0<s<—0

)
- L[Z ~(+2)s.q5 (oo N ——<s<t
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bulunur. (ls, X p,)l,t)e CX ;) %I igin de (7.12) diyagrarm komutatiftir. O zaman H

ters spektrlerin morfizmasidir.

Vf € B igin

ﬁ([s yﬂ]’o) [S yﬂ] CYn =H/’|cyﬁx{o}

[s,x”(ﬁ)J ,OSSSl
Hy, ([S ’ x”(ﬁ)]’o)= {[1’ 1s (x,,(ﬂ) )] s=1

B ls,x”(p)J 0<s<1
- L%, (5 ,s=1

= I.l’ xn(ﬂ) J

B CX“(mx{O} = 1CX”(/3)

dir. Béylece, H

Pl xfo} - lcw yant; Hﬂ’o = 1C‘ﬂ dar.

Hﬂ([s,yﬂ11)= [O,yﬂ]=* ’HﬂlC}’ﬂx{l} * sabittir.

O zaman

H,=H

. x{}=C, >C,

Ble, <1} = Ciﬂ

déniigimii CY, < Ciﬂ alt uzaym bir noktaya tagir. O halde H,, doéniisiimiinden

yararlanarak
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Hpy=15°4,
saglanacak sekilde
rg: ” cy, — Ci,,

boliim uzaymin déniigiimii tammlanabilir,

C, .
Z:[lB:B—éB,{rﬂ: %Yﬂ—)ciﬂ} ]:%YAQ
BeB -

morfizmasinda VB € B igin H, =7, o q, esitlifi saflandigindan
H=req

elde edilir. H, homotopyasimn baglangic1 ve sonu

Hpo=lc, » Hpy =754

oldugundan

lc,,, ~T5°qp, rel{*}

déniistimleri homotoptur. V5 € B i¢in (7.13) saglandifindan

I ~rog relfy)

morfizmalan da spektral homotoptur.
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Vtel igin Hﬂ([s,yﬂlt)zl(l—t)s,yﬁje CY, dir, yani Hp|

halde Vt e I i¢in H ﬁ( ) H ,, seklinde gosterilsin. O zaman

(q/s °Hﬁ,zXCYp)=qp(CYﬁ)=*
bulunur.
H,:C xI->C, (H,(cy,)ccy,)

doniistimiinden yararlanarak

d,:C/ w1 C
st Jer, T /ey,

homotopyast

Hﬂo(qﬁX1I)=qﬂ°Hﬂ
. C .
olacak sekilde tanimlanir. Burada [z ﬂ]e %}, ,t el igin
;

I-f/, zﬂ],t)-:h;ﬂ(qﬁ(zﬁ),t) Ii (qﬁxl Xzﬁ,) (qﬂoHﬂXzﬂ,t)

dir. O zaman

bley, :CYp = CY, dm. O

ﬁ=[1 B—>B{ / xf*/} ]%z"”cicz

ters spektrlerin morfizmasidir, yani V' > £ icin

120



C, / »Cy
Cy,” ;

T 1, J
Ciﬁ x[ > /
CcY,

,e

. o C. .
diyagrami komutatiftir. Gercekten, ([z ﬂ,],t)e %Yﬂ, x I i¢in

(ot Voo })=1{H, oy J)) <o = 2, opat)=To gy o 01, 1) =
:%([Hﬂ'(zﬂ"t)])z[T°H/3'(Zﬂ"t)]

%xl,))qzﬂl Ao 1l e )= e, D)=, 1, e o -
Hy e M= o051, Yoy ey oot

/ﬁ

ll

elde edilir, yani diyagram komutatiftir. O halde l}_ ters spektrlerin morfizmasidir.

}iﬂ([zﬂ]’o)z (qﬁ OHﬂXZﬂ’O):qﬂ °le, (Zﬂ)= qﬂ(zﬁ)= [zﬁ]=1c%y ([Zﬁ])
I_}ﬁqzﬂll)= (qﬁ °HﬁXZﬁ=1)=(‘1ﬁ °7p °qp)(zﬁ)= (‘Ip °”,3X[Zﬁ])

Hy|, =dp°7p
1%Yﬁx1,

yani
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le , ~dpor (7.15)

déniigtimleri homotoptur. V3 € B i¢in (7.15) saglandigindan

lg, ~gor (7.16)
%z -

morfizmalant spektral homotoptur. (7.14) ve (7.16) ifadeleri géz Oniine alimrsa
homotopik simflarda » morfizmas1 ¢ morfizmasinm tersidir. O halde g morfizmas

homotopik denkliktir. Béylece Lemma 7.4 ispatlanmis olur.

Lemma 7.5: VX,Y e Inv(T opo) ters spektrleri ve V ik (X,ﬁ )—) (Z, Yo ) morfizmasi

icin

¢:(cxu, r)u,cr)u, clexu, r)- lexu, zu, ez, clex, I_/)/c*(cgu ,7)

morfizmasi homotopik denkliktir.

Ispat: Lemma 7.4 iin ispatina benzer sekilde yapalir.

Lemma 7.6: Eger M ters spektri X ters spektrinin alt spektrive i: M — X

gbmme morfizmasi ise o zaman xU, C%ﬂ_l ile X/M_ ters spektrieri
“homeomorfiur”.

|

My ‘a<a’

Ispat: X = ({X a }ae " {Pz }(m,) ters spektr, M = ({M @ }aeA’ {Pg

j_}g'_ters

spektrinin alt spektri ve i : M — X g&mme morfizmasi olsun. Burada

L.:(]‘A :A'—)A:{ia :Ma __)Xa}aeA)
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{0 e
)

o))

e (101t
seklindedir. Va € 4 igin

. Xan CMa
Qa 'th Ui,z CMa - %M

kanonik doniistim,
Jo: X, > X, U, CM,
gémme doniisiimii olsun. O zaman

x, U, CM, : G
€=(1A 4 A’{qa 'Xa Uia CM“ - ) %Ma}aeAJ.Ci ” AM‘

j=ld>ati,x, > x, U, CM,} )X

ac

aileleri ters spektrlerin morfizmalandir.

YoM boliim uzayinda tiim CM , konisi bir noktaya biiziildiiglinden M, ¢ CM

a

da bir noktaya biiziiliir. Bu nedenle
Je 9a .
X,o5>x,U, CM L XU, CM, g 07, X)) =+
a a Mi, a CMa 4 a a
dir. Boylece

.. X, U, CM,
qa°]a°X¢z—) %Ma
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déniistimii M, alt uzayim bir noktaya tagir. O zaman

X, X, U,.a CM,
Pa’ T, cM,

déniigtimil x, € X, i¢in

0, (%)= 0,(p.(x,)) = (g, ° . Jx,)

seklinde tammlanir. O halde

: . LI Xan CMa . Ci
gol=(1A.A—)A,{qa0ja.Xa~—) %Ma} ]K—) %M_

acd

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir. Buradan

X Xan CMa
2=£1A:A—>A’{¢a: %u —> o %M} )
“ %) acd

seklinde tanimlanan ¢ morfizmasi i¢in

Ja
X,— X, U, CM,

P, 9o (7.17)

Xa e Xa Uia CMa
. M,

2

diyagraminin komutatif oldugu agiktir. O halde Vo € 4 igin
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Ci
Qo}—):[l!! .A—)A,{q)aopa .Xa - %Ma}aw,)

_goz:(lA:AaA,{qaoja:Xa—>ci°c } J
@ ) a=a’

morfizmalarindan ve (7.17) diyagramindan yararlanarak

J
X——C,
g (7.18)

X ) —» C
—/M %M
@

diyagrami elde edilir. (7.18) diyagrammmin komutatifligi ise (7.17) diyagramimin
komutatifliinden goziikiir. Simdi Vo € 4 icin

X
k,:X,vCM, —> %Ja (7.19)
doniigtimii

k

o

X :
x, =P X > %,_,a, ku|q,, =* (sabit)

seklinde tamimlansin. %, doniislimiintin  iyi tammh oldugu agiktir.
XvCM = ({X . VCM, }(a,a,)e ” .4) ailesi de bir ters spektrdir. Bu spektrin alt spektri
ise indisler kiimesinin elemanlan 4x 4 nin A(A) kosegenin elemanlarimdan olugan

XvCM = ({X . VCM, }(a,a)e ™ ,4) seklinde ters spektr olsun. O halde

1 . : X, : X
lg—(lA.AeA,{ka.XavCMae AJQ}QJ._X\/CM»/M
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morfizmasi tammlanabilir. Va € 4 i¢in (7.19) da tanimlanan %, doniigtimii CM,
alt uzaym bir noktaya tasidigindan

y,:KaV CM/CMa - X%,_,a v (z.)=k.(z.)

doniisiimii tamimlanabilir. Burada

X,vCM, _Xx,U, cM,
cM, = CM,

dir. O zaman

Z:(lA:A—)A,{v/a:X“VCM%M __)X%/[} j
a 2 J aecd

ters spektrlerin morfizmasidir. Béylece,

.gch/ _XU,CcM _)§/

' CM ™~ CM M
X XU, CM

9"@_" - /cM

morfizmalan elde edilir. XU, CA%M ters spektri ile % ters spekirinin

IS

birbirine “homeomorf” oldugunu gdstermek i¢in

op=1 7.20
Yeg 0 (7.20)
ow =1 7.21
Py xveus (7.21)

esitliklerinin saglandifinin gosterilmesi yeterlidir.
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a) Va e 4 igin [xa]eX%l ve x, ¢ M, ise
a

e er XD =ve o g, o o) =v. @ )= v, (5. D= £, ()=
= pox.) =[x, |

b) Vae d iin [xa}eX%[ ve x,eM, ise [x,]=M, dir, yani [x,] belirli

noktadir.

M,cCM,

Waeeo xD=v. (g, i) =v, o 0. ) =v.lx. D=y, (1,) = =

dir, yami 7, 0o, =1, o bulunur.
M,

a) ve b) siklar1 Vo € 4 icin saglandiindan

X M X, vCM
92°_V{=(14:A—>A,{%°wa‘- «V & %‘M 7 /CM} )
@ 2 ) aed

dir. Yy, e < VCM%Ma igin

2, ov. (v )=0. . (p. 0. =0, k,(3.)

dur.

127



1) y, e X, ise,

@0 v )= 0. o £ )0.) =0, (p. (0. ) =0, 2 o (02) = 0. (0. ) = [y ]

2) y, € CM, ise,

@e v ). D=olv. (. D)= 0. (€, (.) = 0. (+) = »

dir. O halde ¢, oy, =1, wvomg Ly, CM/ elde edilir.
CM,,

1) ve 2) esitlikleri Vo € 4 i¢in saglandigindan

Poy = leCM XU,CA7
M cM

elde edilir. Buradan (7.20) ve (7.21) ifadelerinin dogru oldugu ispatlanir. Bsylece

—‘KUZ CA%M ile % ters spektrieri “homeomorftur”.

Teorem 7.7: Belirli noktahh topolojik uzaylarmm ters spektrlerinin herhangi
S (g xo) (_ yo) morfizmasi i¢in

(x,%, )56, Y )—Z}(cl #)5(5x,95(52.%)
dizisi kotamdir.

Ispat: VX,Y,Z e Inv(Topo) ters spekirleri ve Vf: X — Y morfizmas: igin Teorem
7.3 den

.c

L. 2}y, Z)¢ lc, zje [c,,z] [c Z]

\
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I~
e,
I~
[ Ry

r

diyagrammda Lemma 7.4, 7.5 ve 7.6 dan ¢ ve ¢ morfizmalann homotopik

denkliktir. Bundan yararlanarak

! i ¥ 57
(.3, )50, 30 ) e, 5.9 5(522)
dizisinin kotam oldugu elde edilir.
Teorem 7.7 deki tam dizi sag yonde sonsuz devam ettirilebilir.

Teorem 7.8: Belirli noktali topolojik uzaylarm herhangi f :({,xo)—» Q, Yo )

morfizmas! igin

(x.z, 15(e, w ol ; ,*)i(sg,*)z(sz,*) .o (s g»x«)s—f(s ¥4 c, )#)-
dizisi kotamdir.
Ispat: Ispat agiktr.

Béylece belirli noktals topolojik uzaylarn dizilerinin kotam oldugu ispatland:. Simdi
ise Inv(Top, ) kategorisinde kotam diziye dualite olarak tam diziler tammlanacaktir.
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Lemma 7.9: Belirli noktali topolojik uzaylarmn ters spektrinin f: @, Xy )—) (‘I_’, Yo )
morfizmas1 sabit morfizma ile homotoptur <> Homotopik smiflarda f
morfizmasimn po g = f olacak sekilde g : (X,ﬁ ) - (Pl_’,ﬂ ) kaldirilmasi vardir.

Burad, p=(,:B—>Bip,:¥, =Y} ) PY—>Y  vw,ev]  ign

DPg (Wﬂ )= Wp (1) seklinde tamimlanan morfizmadir.

Ispat: <=’ S (1, X, )—> Q; yo) ters spektrlerin morfizmas: ¢ sabit morfizmas ile

spektral homotop olsun. Burada

g:(ﬂ‘:B-—)A,{Cﬂ 1 X o) -)Yﬂ}ﬂel?) VpeB,xe X 4 icin cﬁ(x)zyoﬂ dur.

O zaman f ig morfizmalar1 spektral homotop oldugu i¢in tamim geregi,

VfeB i¢in @ > n(ﬂ) olacak sekilde € 4 vardir ve

fr(ﬂ)
Prz(ﬂ
m‘ /

fr(ﬂ)

(7.22)

diyagrami homotopik komutatiftir, yani
3 © Pa(s) ~ 5 ° Pxp)

déniisiimleri homotoptur. Lemma 7.1 de oldugu sekilde bu doniiglimler arasinda
H ;, homotopyalar: ele alinabilir. Homotopik simflarda

(ZZB_)A’{H/U :X:r(ﬂ) _-)Yﬂ}ﬂeB)
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ailesi ters spektrlerin morfizmasidir. O zaman (7.22) diyagram

X

ﬂ(ﬂ)
x(ﬂ)
28
p”((ﬁ)) /

X0

homotopik komutatif diyagramina doniistir.
f'= (Z B— 4, {fﬂ 28 > } ):—A:_’L Je=Tp °P§$))
ters spektrierin morfizmasidir. Ters spekirlerin ¢’ sabit morfizmas: ise

=g B> 4, X,y 2 Y, ) XY, ¢y =c,0 )

seklinde olsun. H,, homotopyasi f ﬁ’ ile cﬂ' arasinda homotopyadir, yani

Vxe X, icin

Hy(x.0)=cj(x)= v, ,
Hy(x1)= £ (x)

Hﬂ(xwt):yw =C:6(xo)=f/;(xo)
kosullarim saglayan
Hﬂ,t :XZ(,B) —-)Yﬂ

seklindeki homotopyadir. Simdi
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. P x7
Hy: X, xI =Y, H, ey, =

v X I Yta(p)
E, x5 5y,
doniistimlerinden yararlanarak, VS € B i¢in g, doniiglimii

g,()t)= E5(H, Yo )t) = H 5 (x.2)

seklinde tammlamr. O halde VfB e B igin tammlanan bu g, doniisiimlerinden

olusan

=(Z B — A’{gﬁ ‘X e Yﬂl}ﬁeB): (on)"’ (PZ’E)

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir, yani V' > f icin

gy
_____—’ '
X z(8) Y B
PA) (),
7
X #(8) >, B
&p

diyagramm komutatiftir. Gergekten, Vx € X (5,2 € ] i¢in

(@2 ). o g N )= (a5 ), (B o (0)=(af o H J0) (7.23)
(g5 ° P28 Yo X0) = 2, (p28) )N = H, (25 (x).t) (7.24)

elde edilir. (7.23) ve (7.24) ifadelerinin esitligi ise
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Hy
Xy xI———> 7,

i <1, a;
Xoyp <1 Y,
H,

diyagraminin komutatifliinden bulunur.

Son olarak, pog = f' olduBu gdsterilecektir. Burada

£°§=(Z:B—)A’{pﬁ°gﬂ :Xz(ﬂ)—)yﬂ%d):i-éz
B

dir. O zaman VB eB igin pyog,=f, oldugunu gostermek yeterlidir.

Vxe X ,5,tel igin

(pﬂ °8s X.x)(t)= pﬂ(Hﬂ(x’t)): Hﬁ(x’1)= f/;(x)

bulunur. Aym zamanda Lemma 7.1 den dolayr f morfizmasi f’ morfizmas ile

spektral homotoptur. Buradan teorem ispatlamr.

“<” Simdi homotopik simflarda f morfizmasi ile spektral homotop olan f”

morfizmasnm  pog=f' olacak sekilde g:{X ,ﬁ)—-) (P_Ka‘i’g) seklinde

kaldiniimasi varolsun.

v Xaed ( J)Xz(ﬂ)
Eg: Yy #9" —>1¥,

-1, 1 Yta2(p) Xypyx!
A A S S
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dir. g e (v’ oldupundan VB e B igin g, e (¥, )" dir. O halde

H, =Eﬂ—1(gﬂ):Xz(ﬂ)XI——)Yﬂ

dontisimii H, (x,t)=E 5 - (g P Xx,t) =gs (xf¢) seklinde tamimlansm. Bu sekilde
tanimlanan

Hﬂ:Xx(ﬁ)X]—_)Yﬁ

beklenilen homotopyadir. Gergekten,

H, (x,O) =&p (x)(O) =Yop = C,'e (x)
H,(x1)=g,(x)1) = p,lg, ()= 1, ()

H, (o t)=g P (x, )(t) =Wy (t) =Yog (Wo 4, sabit doniisiimdiir.)

dir. VB € B igin fj ~ ¢, doniigiimleri homotop oldugundan f’ ~ ¢’ morfizmalarmmn
spektral homotop oldugu elde edilir. Buradan

s S s s
=f~ff~dvec~c= f~c

morfizmalan spektral homotoptur.

Lemma 7.10: Belirli noktali topolojik uzaylarn ters spektrlerinin herhangi
g: (Z, zo)—> (2(_, xo) morfizmasi i¢in feg icyo morfizmalar1 spektral homotoptur

< Homotopik smflarda g morfizmasmm moh=g olacak gekilde

h:\Z, Zy ) - (PJ_, ,*) kaldirtlmas: vardir. Burada,
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(p A= YE(B)—)B {m 8) * P —)X,,(ﬂ)}ﬂw),mz(ﬁ)(x,w)=x,xeX”(ﬂ),we PYﬁ
seklinde tanimlanir.
Ispat: =~ Z = ({Zd }deD’{r dd, Zy > Z, }d'»d)
g=lk:4>Dg, : Z,py > X,} ) (7.25)
fog=lkom:B—>D,fs 0805 Zinisy = ¥, §,363)

(koﬂ' B—- D % k(zr(ﬂ)) -7 }ﬂeB) Yz e Zk(”(ﬁ)) 1(}111 cyoﬂ (Z)'_'yOﬁ

P =( 75 © Xaip) X PYp } {(P:((ﬂ))’l’qﬁ) Py "Pfﬂ}

B=p

')c__/KxPI_’

dir. fo _gi c,, morfizmalari spektral homotop oldufundan tamm geregi, VS € B

igin d > (k ° 7[)(,8) saglanacak sekilde d € D vardir ve

Z (kez)(B)
W/v °8 z(ﬂ)
Y, (7.26)
r(ko\rr)(ﬂ'\ /
Z

(ko))

diyagram:  homotopik  komutatifir, yani [, © g5 ° Hemys) ~ Cvo g ° Tiex o)

déniigtimleri homotoptur. Lemma 7.1 de oldugu sekilde bu déniisiimler arasinda
H , , homotopyalar ele alinabilir. Homotopik simflarda,

(kom:B—DAH,, : Zpouys) = Y5 }ﬁeB)

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir. O zaman (7.26) diyagrami
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Z ur)(p)

homotopik komutatif diyagramina déniisir.

[ =lo7: B> DAfntn) Zore) > Y byes 2 X

! — o 14kex B) _ o
‘f(k""')(ﬂ) - fﬂ ° gﬂ(ﬂ) lgkozzggﬂg - fﬂ g;;(ﬁ)
ters spektrlerin morfizmasidir. Ters spektrierin ¢’ sabit morfizmasi ise

Q,‘: (koﬂ' :B —)D,{kam)(ﬂ) :Z(km)(ﬂ) - Yﬁ}ﬂeBJ:Z-..—)Z

Cler(s) = Cray © Lonills) = o,

seklinde olsun. H,, homotopyast, fi..ys il C(.,y s dOnlislimleri arasinda bir

homotopyadrr, yani Vz € Z,,y,) i¢in
H, (z,O) = c'yoﬁ (Z)a Hg (z,l) = f(;con')(ﬂ)(z) , Hy (Zo’t) = c;oﬂ (Zo) =Vop = f(;em)(ﬂ)(zo)

kogullarim salayan H y, 1 Z ..y —> Y, seklindeki homotopyadir. Lemma 7.9°a
£OTE f{jor)(p) QONASUMUDUD Py 0 By = fiiorys) = S5 © 8a(s) SaElanacak sekilde
By : Z sy = PY, kaldmimas: vardir. Bu durum V3 € B igin saBlandigindan

pek=f-g

kosulu saBlanacak sekilde
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K=kom:B—> Dy : Znis) > PY,f,, ) Z— PY
morfizmas: vardwr. $imdi g:Z — X, 4': Z — PY morfizmalarindan yararlanarak

(g.8): 2> xxPY

morfizmasi tanimlanabilir. Burada

XxPY =({x,xPY, }(a,ﬂ)w Ape x(¢f ), : X, x PY, > X, x P¥, }(a,ﬂ)*(a,,ﬂ,))

ters spektri igin X x PY = ({X ;) x P, } ) alt ters spekiri almsm. O zaman
(&.k)=ko7: B> D{{gnp)hp): Zisorys) = X i) X PYs )0y ) (7.27)
dir. Bger (g, 2')Z) c P, oldugu gosterilirse

h:Z—->P

!

morfizmas! tanimlanmis olur. Bunun i¢in ise V5 € B igin (g”( 5)> Mg XZ (ko) ﬂ)) <P,

kapsamasinin gdsterilmesi yeterlidir yani z € Z,,,y,) i¢in

(&a0)- 75 N2) = (20 (2D s (2)) € Py, = 5y (2))= 1, (2)(0)

kosulunun saflanmas: gerekir. 4, d6niislimiiniin tanimindan

(fp ° gﬂ(p)XZ)= (Pﬁ ° h:? XZ)

dir. Bu V/ € B i¢in saglandifindan (g_, | XZ) C P, elde edilir. Béylece
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morfizmasi bulunur. Simdi bulunan 4:Z — P, morfizmasimin
meh=g (7.28)

kosulunu sagladifn gosterilecektir. Tammlanan m ve (g, 4 ) morfizmalar1 i¢in

bileske
mo(g.')=koze p: 4=7(B) > D,{m ) o(grp) p ): Zpurys) > X"(ﬂ)}ﬂels)

seklindedir. 77 Srten doniisiim oldugu igin (7.25) de tamimlanan g morfizmas

g =k:7(B) > D,ig.(s) : Ziporys) = Xoto) fpes)
veya

g=lkem:B - D,ig.(5): Zpurys) > X)) pen)

bigiminde yazilabilir. (7.28) kosulunun saglandigimi gostermek icin VS € B i¢in
M) © (g”( ﬂ),h/’3 )= 8 .(5) Oldugunu gostermek yeterlidir. O halde Vz e Z 4om)(p) 1610

(1,5(5) © (& o> 725 Wz) = 1,5 (& 05 @) 1 (2)) = £, (2)
bulunur.

“«<” Homotopik smiflarda g morfizmasin moh=g olacak sekilde

k:(Z.z,)—> P, ) kaldmimas: olsun. Burada,
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z,) = (P,.%)

ﬁ=(ko7[:B—)D,{hﬁ :Z(koyz)(ﬁ) _’)Pfﬁ}p B) (Z_,

bi¢imindedir,

h
Z——» P, c XxPY

oh

seklinde tanimlansin. Burada,

pi=(13 :B—->B,{p,2ﬁ : X (5 X PYy APYﬂ}ﬂEB)

rz Oh p (_, =(k0ﬂ' B —> D, {p g”(ﬁ)ah ) Z(k 7)(8) — PY }ﬂeBJ

dir. T, = P, ° (g,r(/,),h ) seklinde gosterilirse T, € (Y ; )Z(" ") elemamdir. O zaman

E; :(Y/ﬁ )Z(""“"”) — ¥, homeomorfizmas ve T, doniisimiinden yararlanarak
-1 R

Hy=E;T,): Ziorypy x I = ¥,

doniistimil

Hﬁzt=( ( )zt z)(t
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biciminde tanimlansm. O halde H , doniisiimiinden yararlanarak elde edilen

H=lkon:B—>DAH, : ZpypxI > Y}, ) ZxI>¥

ailesi ters spektrlerin morfizmasidir. $imdi Vz € Z(,,y 4 i¢in
H(2.0)=T,(z}0) = p,,, *(gx(s)sHs f2X0) = 15 (2)O) = 3, =, (2)
H,y(z)=T,(z)1) = kprz o(g (5)? XZ)(l) hy (2)1) = (fﬂ ° &1(5) Xz)

Hﬂ(Zoa ) (Zo)(t) kprzﬂ o(gn(ﬂ)Dh/'S)XZO)(t)=h;i(zo)(t)=yoﬂ (t)=y0ﬂ =
=Cy,, (Zo)z(fﬂ °gn(ﬂ))(zo)

elde edilir. H, doniiglimii Cyyy ile fj© g, dOniistimleri arasindaki homotopyadir,
yani fj° g5 ~C,, rel{x} doniigimleri homotoptur. Bu durum Ve B igin

saglandigindan

morfizmalarinin spektral homotop olmasi elde edilir. Boylece lemma ispatlanir.

Teorem 7.11: Belirli noktalh topolojik uzaylarin ters spektrlerinin
vf: ()_(xo) (_yo)morﬁzmasugm

(Q-’_y_o)‘i— X ’.{a)‘m—(P s #)

dizisi tamdar.
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Ispat: VW € In(Top, ) igin,

L. m,
. v}, 21w, 7,
homotopik kiimeler dizisinin tam oldugunu gostermek gerekir. ngje [Z, Pi J icin
I m 2
YeX <——P£ «W
foomle)=1.(noo)=lfomeg] (7.29)

dir. Eger h =1P, olarak ahmirsa 2 morfizmasi, m morfizmasinin mo h=m sartim

saflayan kaldinimasi oldufundan Lemma 7.10 ’a gore fom ig 5, morfizmalar

spektral homotoptur. Bu (7.29) da yerine yazilirsa

[oemle)=|femeopl=lc, ool=lc, ] (7.30)
bulunur. O halde

Imm, < Kerf, (7.31)

kapsamasi elde edilir. Eger

Kerf clmm,

.oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. VMJE Ker f -olsun.

5

Llw)=1fovl=ll= fop~x
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morfizmalan spektral homotoptur. Lemma 7.10 dan y :W — X morfizmasmimn

homotopik simifta

i
W—— X
r m

by

diyagramim komutatif yapacak sekilde mor =y sartini saglayan

kaldimlmas: vardir, Burada [r]e lZ, PLJ dir. O halde

L"_*([Z])=L”!_°K]=[IKJ:> MJeIm-n_fz*:KerI_* clmm, (7.32)
elde edilir. (7.31) ve (7.32) den
Kerf =Imm,

bulunur.

Teorem 7.12: Belirli noktali topolojik uzaylarin ters spektrlerinin herhangi
vf: (i,x_o)e (X,yo)e Inv(Top, ) igin

(1, yo )t v} B, #pe (B ), ) (7.33)

dizisi tamdir. Burada m, p,o proj eksiyon déniigiimlerinden olusan morfizmalardir.
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Ispat: m: P, — X morfizmas icin

By =Pusis) © Xy PYy x PX )}, Jo Py x PX € Xx PYx PX seklinde
pb, > F morfizmasi i¢in

£, =( s ©Xalp) X PYp ><PX'r(ﬁ)XP(X"(/” XPYﬁ)}ﬂeBJ

bigiminde yazilir. (7.33) deki dizinin tamhigz /' ve m morfizmalar i¢in Teorem 7.11

de gosterilmisti. Benzer sekilde; p ve o morfizmalan iginde dizinin tamhigi aym
sekilde gosterilir.

Lemma 7.13: Belirli noktali topolojik uzaylarin ters spektrlerinin herhangi
Vf: (g xo) (_ yo)e Inv(Top, ) morfizmas1 igin

q:QY - F,
morfizmasi homotopik denkliktir.

Ispat: QY = (¥) ({Y ) } pen’ {Vt e I igin wy )=y, 5 =W (0)}) ters spektri ve
=l :B>Bg, Y, 5P, c X, xPYxPX, ) | VpeB ign
qs (w 5 )= (xO”( ) Wp>Woun( ﬁ)) morfizmasi bu gekilde tanimlamir. Burada Vi e/ igin

Wox”(ﬂ) (t) = xoﬂ(ﬂ) dir.

Py ={xa(a) WpWa) )€ X)X PYp x PX i< [y () ) = W D2 = i, O

dir. Gergekten,

Pﬂ = i(zﬂ ’ Wx:t(ﬁ) ) € Pf B X PXﬂ(ﬂ) ‘ m’f(ﬂ) (Zﬂ ) = wxx(ﬂ) (1)}
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I;U
it

{(xn(ﬂ)’ WesWe )E X o(p) % PYg X PX 5y * [ (xrr(ﬂ) ) =}
=Dp (Wﬁ )’mﬂ(ﬁ) (xﬂ(ﬂ)’ Wg ) = Xz(p)
By = {xa(a) W Wiy )€ Xty X Py % PX iy - F5 %)) = W (W X5 = W, O)f

elde edilir.

Vw, € QY igin g, (wﬁ)e B, (s dir. Gergekten, qﬂ(wﬂ)= (xoﬂ(ﬂ),wﬁ,wom(ﬂ)) idi. O
halde, fﬂ(x(,”(ﬂ))=y0ﬂ = You =wﬁ(l): fﬁ(xoz(ﬁ))=wﬂ(1) dir. W, sabit yol
oldugundan V¢ el igin wom(ﬂ)(l)=x0”(p) bulunur. O zaman f, (xo,[(ﬁ))= wﬁ(l) ve
W,

0x2(5) (1) = Xo,(p) Saglandifn icin g, (w 5 ) € P, , (s dir. Vp € B igin saflandigindan

q(QY)c P, elde edilir.

q:QY — P, ters spektlerin morfizmasidr, yani V' > f igin

(@f)
Y,—> 1,
qp dp

EE—

Mg (g) mz(8)

" (8)

diyagrami komutatif olmalidir. Burada

m

I I 1 1
Funte) © Xut) XY X Xa(gy > Fuzip) © Xa(p) X Yg" x Xy

_ e : (7)) . ; ! ; ;
4=pi3) X(%? ) X(Pz(ﬁ)) )X (8) X Yp XXy = Xo(g) X Yg XX )

icin A| P s Prntp) ™ Fnai) seklindedir. Vw, €Y, igin
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(a2 (a8 ). Jwa )= a5af o wp )= (kanip)oaf ©WpsWorgs)) (7.34)

(4

°q ﬂ')(wﬁ' ) = AI Paais) (xo”(ﬂ')’ Wers wan(ﬁ'))
=000 Cronor 1 ). 0s L2 2)), W)

=(x0”(ﬁ),q§ °Wg, wa”(ﬂ)) (7.35)

Pun(p)

dir. (7.34) ve (7.35) ifadelerinden diyagramin komutatif oldugu bulunur. O halde q
ters spektrlerin morfizmasidir.

Simdi ¢ morfizmasmin homotopik denklik oldugunu gostermek i¢in gerekli olan
bazi morfizmalar tamimlanacaktir.

r=\l,:B>B,¥; 1By > QY ), J: B, > 0F (7.36)

Y ("z(ﬂ)’ Wﬁ’wxn(ﬁ))z L)y (fﬁ © Wea(p) yl

seklinde tanimlansin.

(5 © Wer) O = £ Waniny )= 5 binisy )= 705 = w5 1)
(f £ ° Waz(p) Xl) =75 (Wxn(ﬂ) (1)) =1 ("ﬂ(ﬁ)) =Wp ©

saglandigmdan 736 daki 7, {x,(5), W, W, )€ QY, dr.VBeB igin dogru

oldugundan r(P, ) QY bulunur.

rp iyl tammhdir. VfeB igin 7, iyl tammh olduBundan 7 morfizmasida iyi
tanumhdar.

r: B, = QY ters spektrlerin morfizmasidir, yani V' > f igin
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diyagrami komutatif olmalidir. Gergekten, V(x,,( gy WpsW

*a(8) ) € P"’n(ﬂ') lem

(7). o7 Xewiorr o Wasi) = 5. o G0 (£ i)
=q5 o(wp *(fy oW )
=(a owp ) laf o (s oWariey))
=(af owy )*(af < 1, Wi

-1

=(af owp )* (15 o PZE) 0 Wiris) (7.37)

( o4, m]( Fa(p)> Wps W m(ﬁ)) (P())( ﬂ))’(qﬂ)(wﬁ)’(pn((ﬂ)))(xz(ﬁ')))

=7y (xzr(ﬁ)’ (q gl °Wg )’ (P:(%) ° Wea(p) ))

~(q § oWy ) (f 5 ° DRA) W, i) TI (7.38)

dir. (7.37) ve (7.38) ifadelerinden diyagramin komutatif oldugu bulunur. O halde r

ters spektrlerin morfizmasidir.

H=[,:B—~BjH, :Qyﬂxzemfﬂ} L) QY xI—»>Qy
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seklinde tammlansin. Bu sekilde tamimlanan H iyi tamimlhidir.

H,y(w,,t)e QY, dir. Gergekten,

Hﬂ(wﬂ,tXO)= wﬂ(0)= Yop

Hﬂ(wﬁ,tXl)= Yog

dur, yani yolun baslangic: ve sonu y,, olduBu i¢in H, (wﬂ,t) € QY,dir. VB e B igin

saglandigmdan H(QY xI)c QY elde edilir.

H:QY xI — QY ters spektrierin morfizmasidir, yani V' > £ igin

—_—T I
YixI H, Y}

diyagram komutatif olmalidir. Gergekten, ‘v’(w 5 ,t) eY,' xI igin

wﬁ,(-—zs—) LO0<s S-tLl
t+1

((qf," ) °Hﬂ'Xwﬂ'»’XS)= (‘Ig’)* °

- 2 (7.39)
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(o (@f ). %1, Wyt ko) = Hy o (af ). (we b2 )s)
=Hpo (qﬁ' ° wﬁ»f)(s)

, 2s t+1
Fow, =—| ,0<s<—
s ”[Hlj

(7.40)

dir. (7.39) ve (7.40) ifadelerinden diyagramin komutatif oldugu bulunur. O halde H

ters spektrlerin morfizmasidir.

K:(lB :B—)B,{K/i Bnpy X1 P, ﬂ(ﬂ)}ﬂea):Pm xI—F,

m

K, (xzz(ﬁ)’ WesWyr(p) t) = (Wm(ﬂ) (t)’ P (Wﬁ ’ Wxﬂ(ﬂ)’t)’ Wan(p)e )
seklinde tanimlansin. Burada,

Wx”(ﬂ),t(S)': Wm(ﬂ)(st) S,t € I 5 Wx”(ﬁ) € PX

=(B)
wﬁ(s(Z—t)) ,OSSSL tel,ws € PY,
(Dﬁ(wﬁ’wm(ﬂ)’t s)= 1 <
fﬂ OWxﬂ(ﬂ)(S(t—2)+ 2) ,-2—':—tSS <1 Wxn'(ﬁ) (S PX”(ﬂ)

dir. K, (x,,( 5> Wp ,wxﬂ(ﬂ),t) € B, (5 dir. Gergekten,

1) Wsa(5) > X oldugundan V¢ el iginwx”(ﬂ)(t)e X5 dr.

2) @5 (mew(ﬂ)’txo): w,(0)=y 0p

VB € B i¢in ¢, iyi tammhdir,glinkd s = El_t icin

Pp (Wﬁ s Wea(p)o! (z_l_;j =Ws 0= /] (xﬂ(ﬁ))
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Pp (W,m Wer(8)? (21 ) fﬂ( x;r(ﬁ)(l)) fp(xn(ﬂ))

saglamr. Aym zamanda ¢, siireklidir. O halde ¢, (wﬂ s Wan( ﬂ),t)e PY, dir.

3) WXIr(ﬁ),t (S)= Wx”(ﬁ)(st)e PX”V;) dlI'.

1), 2) ve 3) den K (¥, () Wpo Wy n5)2) € Poisy €lde edilir. VA € B igin 1), 2) ve 3)

saglandigindan K (Pﬂ x I ) < F, bulunur.

K:P,xI—>PF, cXxPYxPX ters spektrlerin morfizmasidir, yani V' > f i¢in

() 1 Kﬂ' & +(8)
A x1 A
Pagpy 7 Faa(pr)
—_—
X
(5) I K £ Ma(p)

diyagramm komutatif olmahdir. Gergekten, (x,,(ﬁ,) Wors Wi () )e P

mz ()
(A Pastp) Kﬂ')(x"(ﬂ')’ Ve W*n(ﬂ’)’t)z 4 Pans) (wxn-(ﬂ')(t)’ Qg (W,g' , wxz(ﬂ')’tl Wer(s) t)

= (Pff(%) (Wx () (¢ ))’ (‘1 5 ) ° (%' (Wﬂ' Wen(p) t))’ (PZ(%) ) .(wxﬂ(ﬂ'lt ))

wﬂ.(s(Z—t)) 0<s L |
=\ lpzly OWxn(ﬂ)Xt 1 270 o) o wange )

oW, (st=2)+2) ,——<s<1
i Wripot-2)+2) s

x I igin
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g5 o wp(s(2-1)) 0<s<

= (p::((g)) ° sz(ﬂ')xt)’ ) 1
05 ° S o Wenpst=2)+2) ,—

)

> (p:tt((g; ° WXﬂ(ﬁ’),t )

(7.41)

Fonlr)

({510 ) Vot oo = s (8 e ). 028, )
=K, (x,,os),q,’?' © Wy Pal5) © wxn(ﬂ’)’t)

= l(P:(%) ° Win(g) Xt) Pp (q 5o Wa p;(%) ° Wm(ﬁ')’t)’ (p:(%) ° Wm(ﬂ’))z J

g5 o wy(s2-1)) ,OSsszlt
= (p :((g)) © w"’:(ﬂ') Xt)’ (8" 1 ’(p :((g)) ° wx:t(ﬂ') )1
T3 o PR Wani st =2)+2) =<1
f5op¥) =q% o f, esitliginden
4 1
: g5 owﬂ,(s(Z—t)) OS5 —
it 2-t¢ (7
- (P,,((g)) ° wxﬂ(ﬂ') Xt)’ , 1 > (P,,((ﬁ)) ° Wx,;(ﬁ') )x
qg ofp' °Wx,,(ﬁ:)(S(t—2)+2) ,;73_951
(7.42)

dir. (7.41) ve (7.42) ifadelerinden diyagramim komutatif oldugu elde edilir. O halde

K ters spektrlerin morfizmasidir.

O zaman H ve K morfizmalarindan yararlanarak

s

re gilgx ve gor~lp (7.43)

morfizmalarimin spektral homotop oldufu gosterilirse ¢ morfizmasimin homotopik

sinifta tersinin varoldugu gésterilmis olur. Gergektende,
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rog=(1,:B—>Bi,0q,:7, -»Yﬂ’}ﬂeB)

(rﬂ °dp Xwﬂ>= Ys (xoﬂ(ﬂ)’wﬁ’woxz(ﬂ))= Wg * (fﬂ © Wora(s) )-1

dir. VB e B i¢in H, :QY,; xI — QY, dbniisiimiiniin baglangici,

wﬁ(2s) 0<s<

N~

Hﬂ(""ﬂ’oxs): =Wg *Yop =Wp *(fﬁ °Wom(,9))_1 =Tp °qﬁ(Wﬁ)

Yog

A
IA
—

1
,—=<§
2

H ; d6niisiimiiniin sonu ise,

Hﬂ(wﬁ,1Xs)= wﬂ(s), 0<s<1

Hy (‘71) = 19)/,9

bulunur. O halde H, doniisimi r,0q, ile 1, ~ doniiglimleri arasindaki

homotopyadir, yani VS € B i¢in 7, og, ~1,, dontistimleri homotoptur. Buradan
g 4p " tar, Y

rog~lay
morfizmalar spektral homotoptur. Benzer sekilde,

g_oz:(lB :B —>B,{q,3 °Fg :Pm;t(ﬁ) __)Pm”(ﬂ)}ﬁeB)

(qﬂ °7p Xxﬂ(ﬂ)’wﬂ’wm(ﬂ)): qﬁ(wﬂ * (fﬂ ° Wx,;(p)}l)

=(x°fr(ﬂ)’ wy (s, 8 ° Wex(p) y' Wo:m(ﬁ))
dir. VB e B i¢in K : P,y xI > F, ;) doniistimiintin baslangica,
Ky a5 ¥ Wan(a0)= W 0005 - ,105):0 s,
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=(x0z(ﬂ)’ Wp * (f £ ° Wer(p) T‘ ’wxzr(ﬂ),o)

= (‘1 8°7s X"z(ﬁ)’ Wﬂ’wxfr(ﬂ))

bulunur. Burada

Wg (2s) 0
P (wﬂ ’ Wx:r(ﬂ) ’OXS) =
fﬂ OWm(ﬂ)(Z—ZS) .

IA

s <

=Wy * (r 5 ° Wen(s) y
1

AN D

lSs
2

dir. K, doniislimiiniin sonu ise

Ky (xap) W Wir(p) 1)= (szr(ﬂ) Do w,, Wea(s) 1) Vs n(a)1 )

= (xz(ﬂ) W (s) Wan(p)i )

yani K, (=)= lpm”(ﬂ) bulunur. Burada, ¢, (wﬂ s Wer(p) ,1)= Wg (s) 0<s<ldmr

O halde K, déniiglimili g, o7, ile 1 Pma(s) doniisiimleri arasmdaki homotopyadir,

yani VB € B igin gz or, ~1 Pma(g) doéntistimleri homotoptur. Buradan da

ger~1,

n

morfizmalan spektral homotoptur. Béylece (7.43) ifadesi elde edilir. P, ters spekiri

ile QY ters spektri homotopik denktir. Teorem ispatlanir.

Lemma 7.14: Belirli noktal: topolojik uzaylarm P,, QX ters spekirleri igin

g:QX P,
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morfizmas: homotopik denkliktir.

Ispat:

r__ . ro. 7
g —(ﬂ'.B ENPRAES S P, X% PY, x PX 5 x P(X ) xPYﬂ)}ﬁeB)

qﬂ, (wﬂ ) = (xOn(ﬂ)’ WopsWrz(s)> Wop )

seklinde tanimlamr. Teoremin ispati, Lemma 7.13 iin ispatina benzer gekilde yapilir,

Sonug 7.15:
c P m Vi
P; > P, —p P, »>X »Y
(1) 2)
7 ge plov
e
QX Qf Qv

diyagramlar1 homotopik komutatiftir. Burada,

!

P =poq s pyWs)=lxousws) » L:O¥>QF

seklindedir.

Ispat: Ters spektrlerin p,o ve v morfizmalar:

£=(lB :B—)B,{pp :Pm”(ﬁ) —»Pfﬁ}ﬁeBJ:Pﬁ —->PZ

g:(lB :B"’)B>{O-ﬂ :Ppﬂ _-)Pmﬂ‘(ﬁ)}peg):Pﬁ ‘_)PQ

v={,:8-B.Y,:7, >7,'} Q¥ >0 ,v,(n, k)= w,(1-1)=w, ()

seklindedir. Morfizmalann bilegkesi ise
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gov={,:B>Blg, 00,17, P, ) oy P,

M (p)

(9,9 °Vg Xwﬁ Xt) =dp (Wﬁ (1 _t))= qﬁ(wﬂ'] )= (xon(ﬂ)’ wﬂ‘l’WOxz(p)ﬁl)

p'O_Q:(lB :B—)B,{pﬂ, oV, :Yﬂ' ePfﬂ}ﬂEB):QZAPJ_,

bi¢imindedir. Simdi Lq_ opoQf J = lg oq' J smmflarimn esit oldugu yani

goveQf geg

morfizmalarimin spektral homotop oldugu gésterilirse (1) diyagramimm komutatif
oldugu elde edilmis olur. O zaman,

€°9°Qi=(”:3"*4’{qﬁ o0, 0 Qf 1 X ) —’Pm(ﬁ)}pea):gi'*Pm

' R - " 7 .
goq_=(7t.B—)A,{dﬂ °qﬂ 'Xlt(ﬁ) ‘—)Pm”(ﬂ)}ﬂeB).Q_X_’—)Pm

dir. VB € B igin
Op Pp M (p) T
Pp >P"‘.-:u)) > Pfﬂ > X”(ﬂ) Yﬂ
1) 2"
Ip gp oV Pp°Ug

X!l of, Y
0 Yp s

(1°) ve (2°) diyagramlar1 komutatif oldugundan (1) ve (2) diyagramlarnn homotopik
komutatiftir. O zaman P, ters spektrinin yerine QX ters spektri, F, ters spektrinin

yerine QY ters spektri yazilirsa
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Qf plev

LA m f
QX—->QY > P > X—>Y

dizisi elde edilir. Elde edilen ters spektrlerin bu dizisi tamdir. Bu tam diziye sol

yonde sonsuz devam edilebilir.
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BOLUM 8

8. TOPOLOJIK UZAYLARIN TERS SPEKTRLERININ HOMOTOPIK
KUMELERI ILE LIMIT UZAYLARININ HOMOTOPIK KUMELERI
ARASINDAKI BAGINTILAR

Bu bsliimde [X, Y] kiimesi ile birlikte lliin X, limy|, limliin[Xa,YﬁJ,

B a

hmh(l_an Y ﬂJ , lhln XY J homotopik kiimelerine bakilacaktir. Once [X,Y] ile

a B

[1i3_ng(_, lim Y| arasida ve [X,Y] ile lim|X,¥, | kiimeleri arasmdaki bagmt:
B

arastirilacaktir.

Ters spektrler kategorisinde morfizmalarin yerine homotopik simiflara gegildiginde
elde edilen yeni kategori Imv[Top| ile gosterilecektir. Inv[T: op] kategorisinde
homotopya tanim1 da benzer sekilde verilir. Burada,

f=1'1m1,g=1img,X=lim£,Y=limX olsun.

Teorem 8.1: f,g: X — Y homotop doniisiimler ve Va € 4 elemani i¢in
p, : X — X, doniisiimii kotabakalanma ve drten ise ters spektrlerin f,g: X —> Y

morfizmalan spektral homotoptur.

Ispat: B, B kiimesinin herhangi bir elemam olsun. 7(8), p(8)e 4 ve 4
yonlendirilmis kiime oldugundan a > n‘(ﬂ) ve o > p(ﬁ) olacak sekilde o € 4
elemani vardir. f,g: X — Y homotop doniistimler ise

F(x,0)= f(x)F(x1)=glx)



kosulunu saglayacak sekilde F': X xJ — Y homotopyas1 vardir. O zaman

pa XI{O}
X x {0} ———pX, x {0}
ey h

N
F/ .

XxI y X, x1
pa X]‘]

N

diyagramima bakildigmda r, : Y — Y, projeksiyon doniisiimil ise F; ve &
déniisiimleri

Fi=rzoF ve h=fﬂop,‘j(ﬂ)

seklinde tanimlanir. ‘v’({x,,( 5) },O) e X x {0} igin

F ({x:r(ﬁ) }’0) =Tg (F ({xﬂ(ﬁ) }’O)) =rg (f ({xﬂ(ﬂ) })) =Tg ({f g (xn'(ﬂ) )}) = f5 (xﬂ(ﬁ)) (8.1)

(hop, )({Xn(/.,;) b0)= 7, 5 ° DPa(s) ° Pa ({xz(ﬂ) bo)= 1, 5o iy (x.)= 15 (xn'(ﬂ)) (8.2)

bulunur. (8.1) ve (8.2) ifadeleri (1) diyagramimn komutatif oldugunu gosterir. O
halde p, : X — X, doniislimii i¢in kotabakalanma kosulu saglandigindan

F*(x,,0)=h(x,) = £, (0% (x.))
F(x0)=(F" o(p, x1,)Jo1)= F* (p,(x).t)= F* (x,,2)
F* (1) = (2, G)) = (7 o (p, x1, 1) = Fy ) = 1 FYod) =7, () =

s (g ({xp(ﬂ) }» =7 ({g B (xp(ﬂ) )}) =& (xp(ﬁ) ) =85 °Dpp) (x,)

kosullarm: saglayan
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F':X,xI—>7Y,

homotopyasi elde edilir. Béylece
F* (xa ,0) = fﬂ (PZ(ﬂ) (xa )) , F* (xa ,1) =8y (Pi(p) (xa ))

bulunur. V4 € B eleman i¢in f; o pyiz ~ 85 © Pys) Olacak sekilde @ € 4 elemam

vardir. Bu ise
f8:X->Y
morfizmalanimn spektral homotop olmas: demektir. Béylece teorem ispatlanr.

Teorem 8.1, Vae A elemam i¢in p, : X — X, doniisimiiniin kotabakalanma

kosulu altinda ispatlandi. Bu kosul homotopik tipler sinifina gecildigi zaman ortadan
kaldinlabilir.

Teorem 8.2: Homotopik tipler smifinda f,g: X — Y doniistimlerinin homotop
olmasindan f,g:X — Y ters spektrlerin morfizmalanmin spektral homotop olmasi

elde edilir.

Ispat: Z,.P, doniigimiintin silindiri, i X—Z, ,j:X, —Z,  gbmme
doniiglimleri ve r:Z, — X, retrakt doniisiimii olsun. i: X —Z, doniisiimil

kotabakalanma idi. O zaman,

g:X, =Y, h:Z, »>Y,ve G:XxI—->7Y,
déniisiimleri

g=fs° 0%, h=gqor ve G(x,0)=h(i(x))
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kosullarim: saglayacak sekilde tanimlanabilir. i: X — Z », d0niisimii kotabakalanma
oldugundan
H(z,0)=h(z) ze Z,.

G(x,t)= (Ho(ixl,))(x,t) xeX,tel

kosulunu saglayacak sekilde H : Z »g X1 = Y, homotopyas: vardir. Béylece

yukaridaki doniistimler kullanilarak
Z, x{0}
Ix 1{0}
Xx{0
n
» V¥V
XxI¥ P, %1, X, xI

diyagrami yapilabilir. G homotopyasi icin
G(x,0)= h(i(x))= g o r(i(x)) = g © p. (x) (83)
saflamr. F: X, xI — Y, homotopyasi

F=Ho(jx1,)

formiilii ile verilsin ve,
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pa XI{O}
X x{0}——x_ x{0}
o

n Yﬂ (2) n
(/ B) \~F
XxI > X, xI
pa xl]

diyagrami ele almsin. $imdi, p, :X — X_, déniisiimiiniin kotabakalanma olmasi
i¢in F homotopyasimn gerekli sartlar saglayip saglamadig kontrol edilecektir.

Flx,,0)= (8 o (%1, (x,.0) = H(j(x, }0) = H ([, }0) = h(x, D = g o ([, D = a(x,)

ifadesi (2) diyagraminm komutatifligini gosterir. (8.3) ifadesi ise (1) diyagraminm
komutatiflifini gésterir. Burada sadece (3) diyagramimin komutatifligi yani,

(Folp,x1,)=G

kosulu kontrol edilecektir. jor ~1 Zp, VE F=Ho ( jx1 ,) oldugundan

Fo(rxl,)=Ho(jx1,)e(rx1,)=Ho((jor)x1,)~Holl,, x1,)=H (8.4)

saglanir. Diger yandan (8.4) ifadesi de dikkate alimrsa
Fo(p,x1,)=Fo((rx1,)e(ix1,))~ Ho(ix1,)=G

bulunur. Boylece kotabakalanmanin ikinci kogulu homotopik tipler smifinda

saglanmus olur.

Teorem 8.3: Inv[T op] kategorisinde spektral homotop morfizmalarin limitleri

homotoptur.
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Ispat: Inv[Top] kategorisinde f,g: X —>Y morfizmalan spektral homotop olsun.

Vp'> f € B eleman: i¢in asagidaki diyagrama bakildifinda

(1) ve (2) diyagramlar: homotopik komutatif, diger diyagramlar komutatiftir. O

zZaman

g _ =(87) _
dp © fg ° Pae) = S5 ° Pa(p) ° Puip) = Jp © Patp)

5 _ (#) _
G5 °8p °Pplp) =85 ° Pols) ° Pois) = &5 ° Ppls)

J5°Pxis)~85°Ppip) » S5 ° Pa(p) ~ &p ° Polp)

elde edilir. Homotopik sinifa gegildiginde

s o 2ainy =185 © Poi) s fs © ooy =125 © Pt

bulunur.
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J5°Puip) Y,

=

&y °pp(ﬂ')

diyagrami homotopik siniflarda komutatiftir. Homotopik simflarda

[lim(f p ° Px(p) )J= [li({n(g p ° Px(s) )J

«—

dir. Teoremin ispatim tamamlamak i¢in
lii'nfp ° Px(p) =1i3_nfﬁ

oldugunu gostermek yeterlidir. Burada,

(ﬁfl(fﬂ ° Px(p) )X{xa }) = {f 8 (Pn(,s) ({xa }))} = {f Vi (xn(ﬂ) )}
lim 7 N D)= 15 (e )

esitlikleri saglandigindan teorem ispatlanir.

Teorem 8.4: h: [)_(, Y ] - lh(]_n_X_ , lig:nZ J , h(lij)= [11(1_31 i J doniigtimii bire-birdir.

Ispat: Teorem 8.3 den % iyi tammmhdir. Ciinkii spektral homotop morfizmalarm
limitleri homotoptur.

h bire-birdir. Gergekten, [hm LI= llim _gJ =lmf ~limg déniigiimleri homotoptur.

Teorem 8.2 den f ~ g morfizmalarinin spektral homotop oldugu elde edilir.
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=|7]-lgl

bulunur.

X ters spektri bir uzaydan olussun.

Teorem 8.5: & :[X,¥]— [X ,imY J déniistimii bire-bir ve 6rtendir.

Ispat: # déniistimiiniin bire-bir oldugu Teorem 8.4 den hemen elde edilir. O zaman

h dontislimiiniin Srten oldugunu géstermek yeterlidir. [f]e [X,limf_ J homotopik
siufimn herhangi bir elemant olsun. f: X —limY ve g, :limY — ¥, projeksiyon

doniistimiinden yararlanarak
fﬂ=qﬂof:X—>Yﬂ

doéniistimil tammlamr. B kiimesi yonlendirilmis kiime oldugundan V' > B i¢in

diyagrami komutatiftir. Gergekten, Vx € X igin

(qgl ° fﬂ'Xx)= qg'(Qﬂ' °fXx)= (qg, °Qﬁ')° f(x)= dp °f(x)= fp(x)
=qpofp=1p
esitligi saflandifindan diyagram komutatifiir. O zaman {f,},_, doniisiimleri X

uzaymdan Y = {Y f } ses ters spektrine giden
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f=le:Bofif x o) x>y

morfizmasimi tammlar. Eger h(l]_’D= [f] oldugu gosterilirse ispat tamamlanir.
Teorem 8.4 den h([L’J)= llim S J dir. O zaman [hin S j=[f] oldugunu gostermek

yeterlidir. Vx € X igin

limf:X »lmY, f: X > LmY

fim 1 L) =1, () =t = 7N, = 7(5)
saglanir. Burada f; =g 0 f dir. = h(_r_n J =/ bulunur.

Teorem 8.6: Homotopik tipler simifinda ters spektrin spektral homotopik grubu ile bu
spektrin limit uzaymin homotopik grubu birbirine izomorftur.

Ispat: Teoremin ispatim Poinkare grubu i¢in ispatlamak yeterlidir. Diger durumlar

benzer sekilde ispatlanir.

(& xo) ({X 2 X, },{ @ }a,m) topolojik  uzaylarm  ters  spektrlerinin  ve

Im{ X, x, )= (X,x,) igin onun limit uzaymm Poinkare grubu,

()_f,icg)l—é ﬂs@,x_o) , (X,x,) - 7(X,x,)
seklinde olsun.
i/ :ﬂ(X',xO)—éﬂ’(/K,Zcﬁ);[qﬂeﬂ(X,xo)(ozl—)X(o(O):go(l):xo

doniisiimil tammlanacaktir. Vo € 4 igin
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] — X =limX

Py Pq

X

o

@, = p, o ¢ seklinde olsun. ¢ den yararlanarak tammlanan
p=lcid>{blo. I X L) > X

ailesi ters spektrlerin bir morfizmasidir, yani ' > a igin

diyagrarm komutatiftir. Gergekten;

PZ 00,()= p% (0o 2 0)t)= (0% © Py o 0)1) = (, ° )t) = 9, (¢)

= pzl ° goa' = ¢)a
elde edilir. O halde
hem(X,x,)— ﬂs(_X_,ﬁ) [p]e z(X.x,) isin #(p)= o]

seklinde tanimlanan % bir izomorfizmadir.
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h dontistimil iyi tamimhdir. Gergekten, ¢’ € [qo] icin ¢’ ~ ¢ dir. O halde p > p ve

@'+ ¢ igin

wlp)=rleD=lo]=p]= oo’

morfizmalarinin spektral homotop oldugunun gosterilmesi gerekir. Va € 4 igin

!

Py =D °P~D,°0 =0, =@, ~0, >¢~0
spektral homotop oldugu bulunur.

k déniigiimii homomorfizmadir. Gergekten, Vo] [w]e z(X,x,) igin

h(o)*[w]) = r(p*w]) dir. Buradan,

1
o) 0srsi  (eaoBhp @l 0sis]]
(p*wle)= . > 1
w(2-1) S (c:Ae{*},{wa(Zt-l)}aeA,EStSIJ
0, (26) O<t<i
=|c: 4> Py, : 2
w,(2t-1) ,—z—sr_<_1
=lp*y o)

bulunur. O halde
Wlo)*ly)=lo*v)=lp*v|=lp|*|v|= #leD=*rly]

elde edilir.
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h doniigiimii bire-birdir. Gergekten, [p][w]e 7#(X,x,) olsun.
PP @ Ve Yy icin h([¢])= @J,h([y/])= IZJ dir.

Farzedelim ki [QJ-—: ll/iJ , yani @ ~ y morfizmalar spektral homotoptur. O zaman
[qo]= [w] stmfinin esit oldugu yani ¢ ~y doniisiimlerinin homotop oldugunun
gOsterilmesi yeterlidir.

O, V= (c:A - {*},{(oa,y/a :I“*Xa}ad)if"’)_( morfizmalari icin,

s

Q"’_l,_l/_:>§0a ~W¥, dir. Burada @y, =Da°@Q, W, =D, oW dir.

¢:I—> X velimg:I— X dbniisiimleri kargilagtirildiginda

(p:l—)lei({nchXa olt)=1{x.},.,.Va<a igin p%(x,)=x,

aeAd

fimg: > X =1mX [ime))= fp, 0} = {p. - o} = {p. b )} = .}

esitlikleri bulunur. vz €/ i¢in limg ile ¢ donilgiimleri esittir. O zaman Teorem 8.3

den

gy =lmg ~limy = ¢~y
elde edilir. # déniisiimii bire-birdir.

Son olarak % déniisiimiiniin 6rten oldugu gosterilecektir. @Je ﬂs()_(, Xo ) olsun.
Burada gz(c:A—) {0, :I—>Xa}aeA):I ~ X dir. O zaman

Q= liin p:I >lmX =X e lg] oldugunu gostermek gerekir.
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q)=1im(oi—->(c:A—>{*},{(lim¢) :I—>Xa} )
- - « —'a acAd
dir. Burada (limga) = p, °limg bi¢iminde tamimhdur.

o)~ Himel- ke 4~ . timo:1 > x. |

aed

dir. O halde Va € 4 i¢gin ¢, = p, olimg dir. Buradan ise

Wlp)=le: 4 - b, : 1> X, Lo )l=lol
elde edilir. / Ortendir.

h doniisiimii 7(X, x,) grubu ile n‘({, xo) grubu arasmda bir izomorfizmadir.
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