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Ozet: Tezde, lineer olmayan eliptik denklem igin,
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u(x,,x2)=0 > (vaz)erl

ou
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karigtk suur deger problemi ele almmistir. Zayif ¢oziimiin varhg ve tekligi
incelenmistir. Problemin sayisal ¢6ziimii i¢in sonlu farklar ve sonlu elemanlar
yontemleri ile fark semalar1 elde edilmistir. Her iki ydntem ile farkli problemler
¢oziilmiis ve elde edilen sonuglar kargilagtirilmistir,

Bu tez, bes bolimden olusmaktadir.

Boliim 1, giris boliimiidiir.

Béliim 2’de, monoton potansiyel operatdrler ile ilgili genel bilgiler verilmistir.
Bolim 3’de, karigik siur deger problemi, sonlu farklar yontemi ile incelenmistir.
Boliim 4’de, sonlu elemanlar yontemi, karigik sinir deger problemine uygulanmis ve
klasik sonlu farklar ile sonlu elemanlar yontemi kargilagtirilmstir.

Bolim 5°de, sayisal olarak gesitli 6rnekler verilmistir.
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MONOTONE POTENTIAL OPERATORS and NUMERICAL SOLUTION OF
MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR NONLINEAR ELLIPTIC EQUATIONS

M. Aylin BAYRAK
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Abstract: In this thesis, the mixed boundary value problem for nonlinear elliptic
equation
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is considered . Properties of monotone potential operators, existence and uniqueness
of a weak solution is studied. For numerical solution of the problem, difference
schemes are obtained via finite differences and finite elements methods. Several
problems are solved by the use of the both methods and the results are compared.

This thesis contains five chapters.

Chapter 1 is introduction.

In Chapter 2, The monotone potential operators are introduced.

In Chapter 3, mixed boundary value problem is studied via the method of the finite
differences. -

In Chapter 4, The method of the finite elements is applied to the above mixed
boundary value problem. The results obtained by yhe use of the methods of classic
finite differences and finite elements are compared.

In Chapter 5, Further examples are given.
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BOLUM 1

1. Giris

Miihendisligin ve fizigin birgok alaninda diferansiyel denklemlerin sayisal
¢ozlimlerini igeren problemlerle karsilasilmaktadir (Ladyzhenskaya 1985). Bu
problemler, lineer olmayan sinir deger problemleri ile modellenir. Lineer olmayan
sinir deger problemlerinin iginde hem pratik hem de teorik agidan &nemli olan bir

sinif da monoton potansiyel operatorler ile ilgili sinir deger problemleridir.

Sonlu farklar ve sonlu e lemanlar yontemleri, birgok uygulamali problemde sayisal
modellemeye temel olusturur. Sonlu farklar yontemi, sinir deger probleminin
varyasyonel formiilasyonuna dayanir(Samarskii 2001). Sonlu elemanlar yéntemi ise,
problemin klasik ¢6zliimiinii temel alir. Gelistirilen her iki sayisal yaklagim,
diferansiyel denklemler iizerindeki bir problemi, cebirsel denklem sistemine
dontstirmektedir (Zienkiewicz 1977). Bu yontemlerde, yaklastirma hatasi ¢ok

Snemlidir.

Béliim 2’de, monoton potansiyel operatérler ile ilgili temel kavramlar, bir tiir lineer
olmayan eliptik tip denklem i¢in karigik siir deger probleminin klasik ve zayif
¢oziimii, varlik ve teklik, lineer olmayan operatdrlerin lineerlestirilmesi i¢in bir
soyut iterasyon yontemi, digbiikeylik prensibi ve yaklagik ¢6ztimiin yakinsamasi ele
almmistir(Hasanov 2000).

Bolim 3’de, karigik sinir deger problemine integro-enterpolasyon (balance) ydntemi

uygulanmugs ve sonlu fark gemasi elde edilmigtir (Samarskii 2001).

Boliim 4°de, incelenen lineer olmayan eliptik tip denklem i¢in karigik sinir deger

problemine, sonlu elemanlar yontemi uygulanmugtir. Once sonlu elemanlar yontemi



1)

ile ilgili temel tanumlar ve kavramlar ele alinmig, daha sonra birinci tip dikdértgen
Lagrange sonlu elemanlar uzayinda, lineer baz fonksiyonlar: tanimlanmis, lokal ve
global sertlik matrisleri olugturulmustur (Hasanov 2001). Karigitk smur deger
problemi igin sonlu elemanlardan bir sonlu fark semasi elde edilmis ve klasik sonlu

fark semasi ile kargilastiriimistir.

Béliim 5°de, sayisal ¢6ziim G6rnekleri verilmigtir.



BOLUM 2

2. MONOTON ve POTANSIYEL OPERATORLER

2.1. Bir Tiir Lineer Olmayan Eliptik Denklem I¢in Karisik Sinir Deger Problemi

Au = i —a—i—(aij(x,u)%] =F(x) , xeQcR" (2.1)

eliptik denklemini alalim. Burada, A 0Ozeslenik operatordiir. Eger, a; (x,u)

katsayilari, u fonksiyonunun kendisine ve/veya tiirevlerine bagimli ise, A operatori,

lineer olmayan operatérdiir. R*’de,

-2 ()2

1

J—;{Z Lk(jVulz)aiij=F(xl,x2) , (x,,%,)eQ (2.2)

u(xl,x2)=0 s (x1>xz)er1 2.3)

quul2 )%2— = ¢(x1,x2) R (xl,xz) el, (2.4)

sinir deger problemini ele alalim. Burada k katsayis1 , ¢0ziim fonksiyonunun

gradientine baglidir.

= = Ou Ou ou
I[(nl,=0 , TTul,=0Q |, é;=§lcos(n,xl)+gx:cos(n,x2) (2.5)

olmak tizere, (2.2)-(2.4) problemine, (2.2) bir tiir lineer olmayan eliptik denklem igin

karigik sinur deger problemi denir.
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Q Dbolgesinde, (2.2) denklemini ve 0Q’da (2.3)-(2.4) kosullari1 saglayan
u(x,,x,)e C* Q)N C! (ﬁ) fonksiyonuna, (2.2)-(2.4) karigik sinir deger probleminin

klasik ¢ozlimii denir.

Co6ztim fonksiyonun ikinci mertebeden siirekli tlirevi olmayabilir, ama bu
fonksiyonlar, (2.2) denkleminin (2.3)-(2.4) kosullarini saglayabilir. Bu durumda,

klasik ¢6ziim kavramim genellestirme gereksinimi ortaya ¢ikar.

(2.2) denkleminin her iki tarafi keyfi v= V(xl,xz) fonksiyonu ile ¢arpilip, Q

bolgesinde integrallenirse,

- y{.a%(kﬁwr)gx‘“_l}+53_2[kQVu12)£—“-ﬂvdxldxz = i [Fvdx,dx, 2.6)

2

elde edilir. (2.6) esitliginin sol tarafina, Green formiilii (Tuncer 1992) uygulanirsa,
E[_[[k@Vuf )Vqu}ixldx2 = Z[J.dexldx2 + r_[k(jVulz )—Zu; vds (2.7)
integral esitligi bulunur ve burada, v = v(x,,x,) fonksiyonunun,

v(xl,xz)———O s (xl,xz)er‘1 (2.8)
kosulunu sagladig: varsayilirsa, u(x,,x, ) ¢6ziimiiniin,

Hlk(]Vu]z)Vqu}lxldxz = Hdexldx2 + I¢VdS , YveC,'(Q) (2.9)

integral 6zdesligini sagladig: elde edilir.

Vve COI(Q) icin, (2.9) 6zdegligini saglayan ue COI(Q) fonksiyonuna, (2.2)-(2.4)

karisik probleminin genellesmis veya zayif ¢6ziimii denir.



Teorem 2.1. (Hasanov 2001) Eger, ue C*(Q)n c‘(ﬁ) fonksiyonu, (2.2)-(2.4)
probleminin klasik ¢oziimii ise, aym zamanda zayif ¢oziimiidiir. Tersine,
eger, u(x,,x, ) fonksiyonu, hem zayif ¢6ziim, hem de u € C* Q) Cl( ) ise, o halde,
aynt zamanda (2.2)-(2.4) probleminin klasik ¢dziimudiir.

ispat: ueC*(Q)n Cl(ﬁ) fonksiyonu, (2.2)-(2.4) problemini saglasin, yani u
fonksiyonu, klasik ¢oziim olsun. Vve COI(Q) fonksiyonu i¢in , (2.6) esitligi
saglandiginda (2.9) integral 6zdegligi saglanir. Demek ki, (2.11) integral dzdesligini

saglayan u fonksiyonu, zayif ¢oziimdiir.

Tersine, u fonksiyonu, (2.9) esitligini saglasm ve ue C*(Q)n Cl(ﬁ) olsun.

(2.9)’da 6zdegligin sol tarafina Green formiiliinii tersinden uygularsak,

_[ [ Vu| )VuVV }ix dx,

- I J{_ kv | j 0
aXZ

elde ederiz. (2.10) integral esitliginin sag tarafim , (2.9) 6zdesliginin sag tarafina

(2.10)

44 quvds
|9

esitlersek,

_Ii__ k(vu | ) ( Qv ’ ) 2] dxldx2+r;[¢vds

@.11)
= [[Pvdx,dx, + [pvds , VveC;(Q)
Q T

olur. Buradan da, (2.2) denklemini elde ederiz. Béylece, teorem ispatlanmis olur.

(2.9) 6zdesliginin sol tarafinda, u ve v fonksiyonlarmm sadece kismi tiirevlerinin
integrallenebilmesi (Lebesque anlaminda) istenmektedir. Bu nedenle, fonksiyonel
analiz’den bilinen L, (Q) ve H' (Q) uzaylarinin tanimlarini gdzden gegirmekte
yarar vardir (Renardy ve Rogers 1992, Kolmogorov ve Fomin 1977).
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Karesi Q) ’da integrallenebilen fonksiyonlar sinifina L, (Q) -uzayt denir (Kolmogorov
ve Fomin 1977).

uel,(Q) Vu=§;u—eL2(Q) , i=1n,
‘ (2.12)
L,(Q):= { ‘u(x):xe Qc R, '[uz(x)dx <+oo}
Q
kosullarin saglayan fonksiyonlar sinifina, H' (Q) -Sobolev uzayi denir:
1 au . Pa— .
H'(Q):= {u(x),x eQ:ue LZ(Q),E)—(— € LZ(Q),I = 1,n} (2.13)
ile gosterilir. Klasik ¢6ziim kavrami genellestirilerek,
o .
Hp= {u eH'(Q):u(s)=0,s¢ 1"1} (2.14)
alt uzayinda zayif ¢6ziim,
0
ueH'(Q),
0 2.15
IﬂkQVulz )Vu‘Vv}ixldx2 = J"[dexldx2 + qu(s)v(s)is , Vv e H{(Q) @13
Q Q o
seklinde ifade edilir. Burada,
kFeL,(Q), peL,([,) (2.16)

olmalidir.
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2.2. Monoton Potansiyel Operatoérler
2.2.1. Operatorlerin ve fonksiyonellerin gateaux tiirevi

B Banach uzaymnda her yerde yogun B, lineer uzayinda tanimli lineer olmayan

A:B, — B operatoriinii ele alalim.

Tamim 2.1. (Rektorys 1975) u e B, olsun. Eger, Vv € B, igin,

o = i 2Ry 21

d
—A
m (u + tv)l

limiti var ise, VA(u,v)’ye ,A(u) operatérinin ueB, noktasinda, Gateaux

varyasyonu veya Gateaux tiirevi denir.

VA(u, v) Gateaux tiirevi, v € B, elemanna gére, tiirdestir ama lineer degildir.
VA(u,av)=aVA(u,v), aeR! (2.18)
VA(u, v, +v,)# VA(u,v, )+ VA(y,v,) (2.19)
Eger verilen u e B, igin, v e B, elemanmna gore, VA(u, v) Gateaux tiirevi lineer ise,
VA(u,v)=DA(u,v)= A'(u)v = (Au), v)= A'(y; v) (2.20)

seklinde gosterilebilir. A’(.)’ya A() operatériiniin u e B, noktasindaki Gateaux

tiirevi denir.

Herhangi u e B, igin, A’()) operatorii surlt ise, bu operatér stirekli olarak, B, ’den

B ’ye genigsletilebilir. Boylece, A'(.) operatdrii , tiim B *de tanimlanmus olur.
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Simdi benzer kavramlari, her yerde yofun B, c B’de tamimlanmis olan lineer

olmayan J (u) :B, &> R fonksiyoneli i¢in verelim.

Tanim 2.2. (Rektorys 1975) Eger, Vv e B, igin

%J(u+tv){t=0 - Jim 1)~ T(0)

t—>0 {

=VI(u,v) (2.21)

limiti, var ve sonlu ise, VJ (u, V) ’ye, J (u) fonksiyonelinin u € B, noktasinda Gateaux

varyasyonu veya Gateaux tiirevi denir.
Eger, verilen u € B, igin v € B, elemanina gére, VJ (u, V) Gateaux tiirevi lineer ise,
VI(u,v)=DI(u,v) = I'(u)v = ((u)v)=7"(y; v) (2.22)

ile gosterilir.J'() lineer fonksiyoneline, J () fonksiyonelinin u e B, noktasindaki

Gateaux tiirevi denir.

ueB, i¢in, J '() lineer fonksiyoneli sinirhi ise, bu fonksiyonel siireklidir ve siirekli
olarak, tim B uzayma genisletilebilir. Bu genisletilmis fonksiyonele, J (u)
fonksiyonelinin u € Bnoktasindaki gradyam denir ve

J'(u)=gradJ(u), ueB (2.23)
ile gosterilir.
Tanmm 2.3. Eger, Vv e B igin,

(grad J(u),v) = (A(u), v), ueB (2.24)
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olacak sekilde bir A:B->B" operatérii varsa, o halde J fonksiyoneline, A

operatdriiniin potansiyeli, A operatériine de potansiyel operator denir.

Varjrasyon hesabindan bilindigi gibi, J (u) fonksiyoneli pozitif ve u =u,’da en kiigiik

degerini aliyorsa,
T(ug;v)=0 . (2.25)

seklindedir.
1 " 2 0
I(u)= 5 [ j{ f | k(f)df}dxldxz ~ [[Fudx,dx, - puds , v e H'(Q) (2.26)
Q Q T
fonksiyonelini ele alalim. Bu fonksiyonelin, Gateaux tiirevi hesaplanirsa,

d
EJ(U + tV)t:O

= %{%!} [2k0v(u +w)izkv(u+tv))Vv}1xldx2 2.27)

- QF(u +tv)x,dx, — j?”(u + tv)ds}

t=0

olur. Sag tarafin t’ye gore tek degiskenli fonksiyon gibi tiirevi alimp, daha sonra
t =0 yazilarak,

T;v)= [fl(ve kvu)wv)fix,dx, - [[Fvdxdx, - [ovds (2.28)

0
elde edilir. u € Hhzayif ¢oziim ise , (2.28) esitliginin sag tarafi sifir olacaktir. Bu ise,

zayif ¢6zlim {izerinde J (u) fonksiyonelinin Gateaux tiirevinin sifir olmast anlamina

0
gelir. u e Higfonksiyonunun,
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jj[kQVuF)Vqu}ixldxz = [[Fvdx,dx, + [pvds , Vve ﬁl[a,b] (2.29)

Q

esitlifinden aranmasi problemine, varyasyonel problem denir. (2.28) esitliginin sag

tarafina ise varyasyonel problemin potansiyeli ad1 verilir.

Teorem 2.2. (Hasanov 2001) H reel sayilar tizerinde tamumlanmis Hilbert uzayi,

1:H — R lineer ve sinurh bir fonksiyonel olmak iizere,

ueH:J(u)=ian(v),veH (2.30)
en kii¢iik deger problemini ele alalim. Burada,

J(u)=0.5a,(u,u)=1{u) (2.31)

seklindedir. u € H elemaninin, (2.30) en kiigiik deger probleminin ¢dziimii olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul,
ueH:a,(u,v)=1(v),¥veH : (2.32)
varyasyonel probleminin ¢6ziimii olmasidir.

Ispat: u e Heleman, (2.30) en kiigiik deger probleminin ¢&ziimii olsun. Bu durumda,

v e H keyfi bir eleman ise herbir t e R sayisi igin,

JW<Iu+tv),u+tveH (2.33)
esitsizligi saglanir.

J(u+tv)=0.52, (u+tv,u+tv) - l{u+tv)

= 0.5a, (u,u) + tay (u, v) + 0.5t%a, (v, v) - 1{u) - t1(v) (2.34)
= J(u)+ tfa, (u, v) = 1(v)]+0.5t%a, (v, v)

10



esitliginin sag tarafi, te< R degiskenine gore, ikinci dereceden bir polinomdur ve

a,(v,v)> 0°dir. Bu durumda, polinomun en kiigiik degeri,

dJ(ud-t*- tV) . - {[ao (u, v)— l(v)]+ ta, (v, v)}t=0 (2.35)

tiirevinin sifir oldugu noktada gergeklesir. Bu ise,

a,(u,v)=1(v), VveH (2.36)

sonucunu gosterir. Dolayistyla, en kiiglik deger probleminin ¢ziimii, ayni zamanda

(2.32) varyasyonel probleminin ¢6ziimiidiir.
ueH, (2.32) varyasyonel probleminin ¢6ziimii olsun ve bu fonksiyonun (2.31)

fonksiyoneline en kiiciik deger veren fonksiyon oldugunu ispatlayalim. (2.34)

esitliginde a,(u,v) =1(v) oldugu gbz 6niine alinirsa,
I(u+tv)=I(u)+0.5t%a, (v, v) (2.37)
elde edilir.

a, (V, v) >0 ve herbir te R sayis1 i¢in, v € H keyfi oldugundan, w =u+tv olmak

lizere,
Jw)2I(u), VweH (2.38)
esitsizliginin saglandig1 sonucuna varilir. Boylece, teorem ispatlanmis olur.

Pozitif tamml ve Ozeslenik A lineer operatdrii, H Hilbert uzay: iizerinde

tanimlanmig olsun.

11



Au=F,ucH,FeH’ (2.39)

operatdr denklemi, veH ile ¢arpilarak sol tarafta elde edilen (Au, v) skaler
arpmundan  yararlamlarak, a,(u,v)=(Au,v) bilineer formu  tammlanabilir
(Hasanov 2001).

A operatoriiniin 6zeslenik olmasi ile ao(u, V) ’nin simetrikligi, A operatdriiniin

pozitif tanimli olmas: ile a, (u, v) ’nin pozitif tanimlilig1 birbirine esdegerdir.

Teorem 2.3. (Hasanov 2001) A lineer operatdrii, H Hilbert uzay: iizerinde
tanimlanmig  6zeslenik ve pozitif tamimli operatdr olsun. Bu durumda,

u € H elemaninin,

veH

0.5(Au, u)— (F,u) = inf {0.5(Av, v)- (F, v)} (240)

en kiiciik deger probleminin ¢6ziimii olmasi igin gerek ve yeter kosul, u

fonksiyonunun,

(Au,v)=(F,v), VveH (2.41)
varyasyonel probleminin ¢6zlimi olmasidir.

U lineer vektor uzayinda,

(u, v) A =3 (u, v) ,u,veU (2.42)

skaler garpim tamimlayalim. Burada, a,(u,v) bir pozitif tammli, simetrik ve sl

bilineer fonksiyoneldir. Skaler ¢arpim 6zellikleri saglandigindan U lineer vektér

uzayl, H, uzay: seklinde tamimlanabilir. H, uzaymda norm,

12



o], =2 (o, u) = (v, u)i? (2.43)
seklindedir.

ay(u,u) nun pozitif tanimliligindan,

Jully = 20(v) = afull, , @ >0 ' (2.44)
ve a,(u,u) nun smurlilik 6zelliginden ise, -

Jully =26 (2, uw) < Mo Ju, =Ml (2.45)
bulunur. Bu esitsizliklerden,

7l <ol <72l - 772> 0 (2.46)
sonucuna varilir (71 =a, V= M )

Teorem 2 .4. (Hasanov 2001) a(w,v) fonksiyoneli, H, xH, {iizerinde tanimlanmig
siirli, simetrik ve pozitif tamumlt bilineer fonksiyonel, I(w) fonksiyoneli de H,

tizerinde tanimlanmis simrh lineer fonksiyonel ise, bu durumda H, *da,

J(w)=0.5a, (w,w)-1(w) (2.47)
fonksiyoneline en kiiglik deger veren tek bir u € H, eleman vardir:

J(u)=infJ(w), weH, (2.48)

ispat: 1(w) fonksiyoneli, H, Hilbert uzayinda tammlanmis bir siurl lineer

fonksiyonel ise, Riesz-Fisher teoremine goére, H,’da 1(w)= (u, w) , esitligini

13



II

saglayan ve l(w) fonksiyoneliyle birebir tammlanan tek bir u e H, elemam vardir

ve
M, =1ul, dir. I(w) fonksiyoneli, (a,(w,w)=(w,w),)

I(w)=0.5(w,w),, —(u,w), (2.49)
seklinde yazilabilir.

ueH, elemaninin, J (w) fonksiyoneline en kiigik deger veren eleman oldugunu

ispatlayalim. Bunun igin ,
Ju)<i(w), YweH, (2.50)

olmasi gerekir.

J(u)=0.5(u,u), —(u,u), =-0.5(u,u), (2.51)
oldugundan,
I(w)- J(u)= 0.5(w —u,w ~u), 20 (2.52)

olur. Dolayisiyla, (2.50) esitsizligi saglandigindan, ueH, elemam, J (w)

fonksiyoneline en kiiglik deger veren elemandir. Boylece,
J(w) = 0.5a, (w, w)—1(w) (2.53)
fonksiyonelinin H, uzaymnda en kiigiik degeri,

J(w)=-0.5a,(u,u) , ueH, (2.54)

14



seklinde tamimlanr.

Bu teoremden ve Teorem 2.2’den zayif ¢oziimiin varlifina iliskin asagidaki sonug
elde edilir.

Teorem 2.5. (Hasanov 2001) a,(u,v) ve I(v), u,ve H, fonksiyonelleri, yukaridaki

teoremde tanimlanmig 6zelliklere sahip ise bu durumda ,,

a,(n,v)=1(v), veH, (2.55)
varyasyonel probleminin H, uzayinda tek bir u € H, ¢6ziimii vardir.

2.2.2. Operatorlerin monotonluk 6ze11ikleﬁ

Tamum 2.4. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974) B, < B olmak iizere

A:B, —» B’ operattr olsun. Eger,
VYu,v e B, ’ (Au-Av,u-v)>0 (2.56)

ise, A ’ya monoton operatdr denir.

Monoton operatéﬂerin bu tamumui, mbnoton fonksiyonlarn tamiminin  bir
genellesmesidir. Gergekten de, f (x): [a, b] — R fonksiyonu, monoton artan (azalan)
ise,

x, <x, ise f(x,)<f(x,) (f(x,)=f(x,)) , x,,x, €[a,b] (2.57)

kosullar1 saglanir. Bu tanim,

(0e) - £0x,)Mx, —x,) 20 (2.58)

15
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seklinde de verilebilir. Boylece, (2.58) esitsizligi, (2.56) esitsizligine benzer.

Monoton operator ile monoton fonksiyon arasindaki iliskiyi inceleyelim. u,v e B,

i¢in,
Puvy (t) = (A(u + tv), V) , te [a, b] (2.59)
fonksiyonunu ele alalim.

Lemma 2.1. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974) A :B, < B — B operatoriiniin

monoton olmasi igin gerek ve yeter kosul, Puv (t) reel degerli fonksiyonun, [0,1]

araliginda monoton artan olmasidur.

Ispat: A operatoriiniin  monoton oldugunu  varsayalim. O  halde,

Vt,t, [0,1] ve t,>t, igin,

Puy (tz)"‘ Puy (tl) = (A(u + tzv): V) = (A(u + tlv)’ V)
1

y . (A(u+t2v)—A(u+tlv),u+t2v-—(u+t,v))z0
271

(2.60)

elde edilir. Béylece, Vt, >t, igin ¢, (t,)= Duy (tl) olur.

Puv (t) fonksiyonunun monoton artan fonksiyon oldugunu varsayalim. Buna gore,

o(1)- (0) 2.0 dur. Puy (t) fonksiyonunun tanimindan,
(1)~ p(0) = (Alu+v),v)-(Au,v) = (Av,v)2 0 (2.61)
elde edilir. Béylece,v=w—u , w € B, alinirsa,

(Aw~ Au,w —u) >0 (2.62)

16



olur. w € B, elemani, keyfi oldugundan, A operatsrii monotondur.

Lemma 2.2. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974) A:B, < B— B’ operatériiniin

Gateaux tlirevinin varoldugunu ve u,v € B, i¢in,

v )=A+tv)v) ,  telo] (2.63)

reel degerli fonksiyonun stirekli oldugunu varsayalim. O halde, A operatdriintin

monotonlugu i¢in gerek ve yeter kosul,

Yu,veB, icin  (A'(w)v,v)=20 (2.64)
esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat: A operatériiniin monoton oldugunu varsayalim. O halde,

Vse[0l] igin (A(u+sv)—Au,sv)=0 (2.65)

ve Newton-Leibnitz formiiliine gore,
(A(u+sv)—Au,sv) = I(A’(u +tv)v,sv )t (2.66)
0

olarak yazlabilir. Bu integrale, ortalama deger teoremi uygulanip (2.65) esitsizligi

gbzoniinde bulundurulursa,
0<(A(u+sv)-Ausv)=s(A'(u+s,v)v,v) , s,€(0,3) (2.67)

olur. Her iki taraf ,s* # 0 ’a boliinerek, s — 0 limit durumunda,

17
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0 < lim A +SV)—ABY) lim(A'(u +s,v)v,v) = (A'(u)v, ) (2.68)

s—>0 S

elde edilir.

(2.64) esitsizliginin dogru oldugunu varsayalim.

1
(Au—Av,u-v)= I(A’(v +t{u—v)fu - v),u— V)dt ,  Vu,veB, (2.69)
0

ozdesliginden faydalamlirsa ve integralin, (2.64) esitsizligi geregi, Vte [O,l] icin

negatif olmadig1 gbzoniine alinirsa,
(Au—Av,u-v)=0, Vu,veB, (2.70)
elde edilir. Bu ise, A’ nin monotonlugu anlamina gelir.

Tanim 2.5. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974) A:B, c B — B operatérii,

Vu,veB, i¢in (Au-Av,u-v)zyu-v],*> , 7>0 (2.71)

kosulunu saghyorsé, A operatériine giiglii monoton operatdr denir.
A operatoriiniin lineer oldugu durumda, eger, A0O=0 ise yani B, uzaymm sifir

operatOriiniin  giiglii
elde edilir. (2.71)

elemanini, B'uzaymin sifir elemanmna doniistiren A

monotonluk o6zelliginden, operatdriin  pozitif tanmlilify
esitsizliginde, v =0 yazilirsa

o . 2
VueB, igin (Auu)=ylul, , ¥>0 (2.72) .

oldugu goriiliir.

18



Tanm 2.6. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974) A:H —>H" ile tamiml

potansiyel operatér,f:H — R fonksiyoneli de A operatdriintin potansiyeli olsun.

Eger,
vuveH , Viel|ol] , fu+(1-A)N)<Af(u)+(1-2)(v) (2.73)
ise, f fonksiyoneline, disbiikey fonksiyonel denir.

Lemma 2.3. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974 , Vainberg 1992) Ac¢ik B, < B

digbiikey alt kiimesinde tamumli bir A operatSriiniin monoton olmas: igin gerek ve
yeter kosul, f fonksiyonelinin B, iizerinde digbiikey bir fonksiyonel olmas:dir.

ispat:u,veB, ve A¢e[0]] igin Au+(1—A)veB, dm.

)+ (1 - D))~ fAu+ (1~ Av) =

A[E(0)— £Cau+ (L= AW+ (- AE(Y) ~ £ + (- )] @74)
esitliginin sa tarafina, fonksiyoneller igin,
fu,)—£(u,)= (£, +=(u, —u,)u, —u,) , 7e]0]] (2.75)
Lagrange formiilii uygulanirsa,
Af(a)— £ (Au + {1 = 2W)] = Alf (A + (1= 2)u) - £(u + (1= A))]

=A1- 2+, (- AYu-v)u-v), 7,1¢[0]] (2.76)

(1= AN (V)= f(Au+ (- 2w)] = (= (A - A)v + av) - £(Au + (1 - A)v)]

= A= ANE 4 Al - v - Loy, defon] &7

esitlikleri bulunur. A(u)=grad f (u) oldugu dikkate alinirsa,
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(f'(u)v) =(Alu) v) (2.78)

esitliginden,
(2.79)

M(u)+(1-A)fE) - A+ (1 - A)v) =

= A1~ i)((A(u +,(1-Afu-v),u- V> - (A(V +7,Av~ u)), u-— V>),
7,7, € [0,1] .

elde edilir. Burada, w, ve w,’yi w, =u+7,(l~Afu-v) ve w,=v+ 7,A(v—u)

ile gosterelim. w,,w, €B, iginw, ~w, = [l +7, - e, -1, fu— v) olur. Buradan,

viel0l] ve Vu,u, eB, igin,
(2.80)

ﬂf(u)+(1-—/?,)f(v)—f(/1u+(l—ﬂ)v)
A(I—)v) (A(Wl)"A(Wz)’Wl"Wz)aTlaTze[o’l] » Wi, W, B,

T 1+(1= A, + Az,
esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafi pozitif oldugundan teorem ispatlanmus olur.

Lemma 2.4. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974 , Vainberg 1992) A

operatdriiniin, Gateaux anlaminda lineer diferansiyeli varsa, A operatorii igin,

{(Alu+h)-Au,v) = (A'(u+sh)h,v)
Lagrange formild gegerlidir.

Ispat:
f(u;v) = (Ay,v)

olmak tizere f{u) fonksiyoneli i¢in,

20
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flu+h;v)-fluv)= (f'(u+rh;v),h) (2.83)
Lagrange formiilii ve Gateaux tiirevinin tanim: kullanilarak,

s )£ vl = T ) - Auv)] @80

yazilir ve limit durumunda,

£'(u; v, b) = (£'(w;v). h) = (A'(wh; v) = (A'(u; ), v) (2.85)
elde edilir. (2.83) ve (2.85) esitliklerinden,

(Alu+h),v)—(Au,v) =f(u+h;v)-£(u;v) = (f'(u+eh;v),h) = (A'(u+h; h), v) (2.86)
seklinde elde edilen esitlige de, A operatorii igin Lagrange Formiilii denir.

Teorem 2.6. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974 , Vainberg 1992)

A operatdriiniin monotonlugu i¢in gerek ve yeter kosul, operatdriin potansiyelinin

disbiikey olmasidir.

ispat: f(u) fonksiyonelinin yerine J(u) fonksiyonelini alalim. Eger,

(@"(w;v)v)=0 (2.87)
ise, J(u) fonksiyoneli, digbiikeydir.

("),v)=(Au,v) (2.88)

oldugundan, bu esitligin bir kez daha Gateaux tiirevi alinirsa,
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(3"(u; v),h):= %(J "(u + th), V)| o (2.89)

elde edilir. Buna, J fonksiyonelinin 2. dereceden h yoniinde Gateaux tiirevi denir.

(2.88) esitliginin her iki tarafinin, (2.89) seklinde tlirevi alinirsa,

(J”(u;v),h)=%(A(u+th),v]t=o ~ (A"(sh),v) : 2.90)
bulunur ve h = v yazlarak,

(07w v),v) = (A"(e;v) v) 2.91)
elde edilir. (2.87) kosulundan,

(A'(u;v),v)=0 (2.92)
esitsizligi saglanir. Bu ise, A ’nin monotonlugu anlamina gelir.

2.3. Coziimiin Varhgi ve Tekligi

A operatdriinlin

Vu,veB, , (Au-Av,u-v)2 }/”u—v”:3 , 7>0 (2.93)
esitsizligini sagladigiu varsayalim. Bu operatoriin, B, uzaymn v=0 elemanni,
B’ uzaymin A0 =0 elemanina doniistiirdiigiinii kabul ederek, yukaridaki esitsizlikte
v =0 yazlirsa,

VueB, , (Auu)> }/||u“f3 , 7>0 (2.94)
esitsizligi elde edilir. Bu ise, A *nin pozitif tanimliliginin ifadesidir.
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A operatdriiniin monoton potansiyel olmasi durumunda,
Au=F , ueB ,FeB’ (2.95)
operatdr denkleminin ¢6ziimii i¢in temel teoremi verelim.

Teorem 2.7. (Browder-Minty Teoremi) (Gajewski , Greger and Zacharias 1974)
A :B — B’ operatorii siirekli, giiglii monoton ve pozitif tamml1 operatér ise o halde ,

VF e B"igin (2.95) operatér denkleminin ¢6ziimii vardir ve tektir.

Eger, A0=0 ise pozitif tanimlilik kosulu monotonlugun sonucu olarak saglanir.

u,,u, €B, (2.95) denkleminin farklt ¢6zlimleri olsun. Bu durumda,
Au, =F , Au, =F oOzdesliklerinin herbiri, u, —u, € B eleman ile carpilip,

birbirinden ¢ikarilirsa,

(Au, - Au,,u, ~u,)=0 (2.96)
elde edilir. Diger yandan da, A operatdriintin gli¢lii monotonlugundan,

(Aul ~Au,,u, —u,)2 yllu1 —u2[| , 7>0 (2.97)
esitsizligi saglanir. Bu ifadelerin, birarada saglanmasi igin sadece u, =u, olmaldir.
Eger, AO=0 vc A opecratérii giigli monoton ise, Browder-Minty Tecoremindeki

pozitif tanimlilik kosulu ihmal edilebilir. Boylece, A giiglii monoton ve siirekli

operatér ise, (2.95) denkleminin tek bir ¢6ziimii vardir.

Boylece, gli¢lii monotonluk durumunda, Browder-Minty Teoreminden ¢dziimiin hem

varlig1 hem de tekligi elde edilir.
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Lemma 2.5. (Gajewski , Greger and Zacharias 1974 , Vainberg 1992)  Eger,

f:B, © B — B’ fonksiyoneli, A monoton potansiyel operatériiniin gradyan ise,
vu,veB, igin f(v)>f(u)+(Au,v-u) (2.98)
esitsizligi saglanir.

Ispat:

Y(t)=(Alu+tlv-u),v-u) , tel0l] (2.99)
fonksiyonunu ele alalim.

v—u:%(u+t(v—-u)—u) (2.100)

olarak alinirsa ve A’nin monotonlugundan,

(A(u+ t(v—u))-Au,v-u)

=%(A(u+t(V—u))“Au,u+t(V—u)—u)2O ,Vu,veB, , telo] (2.101)

oldugu goriiliir. Buradan da,

(Alu+t(v-u)),v-u)>(Au,v- u) (2.102)
esitsizliginden ve

1

f(v)-f(u)= J.(A(u +t(v—u))v—ult (2.103)

formiiltinden faydalanilarak,
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bulunur. Bu ise, u € B, < B elemaninin, (2.95) denkleminin ¢6ztimii olmasi anlamina

gelir. Boylece ispat, tamamlanmis olur.
2.4. Disbiikeylik Prensibi ve Soyut Iterasyon Yontemi

Birgok uygulamali problemlerin matematiksel modellemesi, monoton potansiyel
operatérler (Kufner ve Fucik 1980, Lions 1969) ve eliptik tip lineer olmayan
diferansiyel denklemler ile verilir. Lineer olmayan operatérlerin farkli siiflan igin
varlik, teklik ve lineer olmayan operatorlerin lineerlestirilmesi igin soyut iterasyon
semasini olusturmak ve yaklasik ¢6zlimiin yakinsakligini ispatlamak i¢in (Hasanov
2000) bazi yontemler gelistirilmigstir. Digbiikeylik Prensibi de, monoton potansiyel

operatorler igin soyut iterasyon semasinin yakinsakligi igin yeter kosul olarak

kullanilir.

a(u;.,.) fonksiyoneli, Hx H Hilbert uzay: tizerinde tanimlanmig olan sinirli, stirekli,
simetrik ve pozitif tanimli bilineer form (Lions 1969) ve A operatérii de, a(u;v,h)

lineer olmayan fonksiyoneline karsilik gelen gli¢lii monoton potansiyel operatér

(Gajewski,Greger ve Zacharias 1974) olsun. Bu durumda,

a(u; u, v) = ”kQVuIZ )VuVdeldx 5 (2.110)
Q

olmak {izere

(Au, v) = a(u;u, v) , uveH (2.111)

seklinde gosterilir. A operatdriintin potansiyelini, J (u) ile gosterelim. O zaman,

(J'(u), v) = a(u;u, v) , uveH (2.112)

olur.
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Tanim 2.8. (Hasanov 2000) Eger,
0.5a(u; v, v)—0.5a(u;u, w)-J(¥)+IJ(w)=0 , uveH (2.113)
ise, A operatdri icin ‘digbiikeylik prensibi saglanir’ denir.

Au=F , ueH , FeH : (2.114)

lineer olmayan problemi ele alalm. H' , H uzaymun eslenigidir. (2.114)

probleminin zayif ¢dziimi,

JueH, a(wuv)=1v) VveH (2.115)
seklinde tanimlamir. 1(v) = (F,v) fonksiyoneli, H iizerinde lineer fonksiyoneldir.
Tanim 2.9. ( Hasanov 2000)

M(u)=Ju)-1) , ueH (2.116)

fonksiyoneline, (2.114) lineer olmayan probleminin potansiyeli denir. (2.115) lineer

olmayan probleminin yaklasik ¢éziimdi,
a(un_l;un,v)=l(v) , u,veH , n=123,.. (2.117)
seklinde tanimlanir. Burada, u, € H herhangi bir iterasyon baslangicidir.

(2.117) iterasyon semasini, (2.114) lineer olmayan operatér denklemi igin, soyut
iterasyon semasi olarak tanimlayalim. Once, eger disbiikeylik prensibi saglaniyorsa,

(2.115) lineer olmayan probleminin potansiyeller dizisinin monoton azalan oldugunu

ispatlayalim.

27



Lemma 2.6. (Hasanov 2000) A lineer olmayan operatorii igin digbiikeylik prensibi
saglansin ve {u, }, yaklasik ¢oziimler dizisi olsun. O zaman, {[1(u, )} dizisi, monoton
azalandir.

Ispat: (2.116) probleminde, u yerine u,_, ve v yerine u, yazilirsa,
0.5a(u,;u,,u, )-0.5a(u, u, u, )=, )+ 3w, )= 0 (2.118)

elde edilir.

u, , € H verilen bir fonksiyon, a(u,_,;.,.) ise simetrik ve bilineer form oldugu igin,

(2.117) lineerlestirilen problemin ¢ozlimii, ayni zamanda
0.5a(u, ;u,,u, )- l(un ) = inf{O.Sa(uu_1 3V, v)— l(v)} , veH (2.119)

en kiiclik deger probleminin ¢6zlimiidiir. Burada, v € Hkeyfi eleman oldugu igin

v=u_,eH ahmrsg,

0.5a(u, ;u,,u, ) -1u,,)- [0.5a(u, ;u,,u, )- l(un )] >0 (2.120)
esitsizligi elde edilir. (2.118) denklemi ile (2.120) esitsizlikleri alt alta toplanirsa,
W)= 1)~ o, ) - 1w, )] 2 0 (2.121)
elde edilir. Buradan,

O(u, ,)2T(u,) , n=1,23,. (2.122)
sonucuna varilir. Bu da, {[I(u,)} dizisinin , monoton azalan dizi oldugunu gosterir.

(2.116) ile tammlt ITI(u) fonksiyoneli, agagidan siurli oldugu igin, {TI(u, )} dizisi,

yakinsar.
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H normundau, —u,_, farkini inceleyelim.

Lemma 2.7. (Hasanov 2000) Eger, A giicli monoton potansiyel operatorii igin

digbiikeylik prensibi saglanir ise,

u,-u,,| >0 , n-ow® (2.123)

kosulu saglanir.

[spat: a(un_l;u,u) bilineer formun pozitif tanimliligi kullantlarak ve u yerine

u, —u,_, alinarak,

2
aOHun ~un—1|| = a(un—l;un '—un—-l’un _un—l) (2124)
= a(un—l;un~l’un—l)_ a(un~l;un—1’un)+1(un _un—-l) 3 aO > O

yazilabilir. (2.124) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim i¢in simetriklik ve
(2.117) problemi kullanilarak,

au, 3t 0, ) =a(e, 5,0, -, ) +ale, s, u,)

2.125
:l(un-l _un)+a(un—l;un’un) ( )
seklinde bulunur. Elde edilen esitlik, (2.124) esitsizliginde yerine yazilirsa,
& Hun —U;, Hz < a(u‘n—l sU U ) - a(un—l >Up, Uy )— 21(un—1 ) + 2l(un ) (2126)

<2[r1(u, ,)-11(u, )]

esitsizligi elde edilir. Buradan,

== (2060 -T6E L w0 @12
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bulunur. Lemma 2.6’ya gore,
Jo, ~u,y] >0, n>e (2.128)
olur.

Teorem 2.9. (Hasanov 2000) Eger, A giiglii monoton potansiyel operatdr ise, bu
kogulda (2.117) soyut iterasyon semasi ile tanimh {un} yaklasik ¢dziimler dizisi,

(2.115) lineer olmayan probleminin u € H ¢6zlimiine, H normunda yakinsar.

Ispat: A operatdrii, giigli monoton operatdr olsun. u yerine u,_, , v yerine u alinirsa,

(Au,, —Auvu,, —u)zyfu,, —u)" , 7 >0 (2.129)
bulunur. Ayrica, (2.115) ve (2.117) problemi kullanilarak,

(Aun—-l _Au’un—l —U)= a(un—l;un—l’un-l _u)_a(u;u’un—l '—U)
u,, —u,,u,, —u)-1u,, —u)+1(u,, ~u) (2.130)
u

= a(u
a(un—l; n-1 _un’un—l -U)

n-1?

1l

seklinde yazilabilir. (2.129) esitsizliginden ise,

70““::—1 - u“2 < a(uu—l;un—l —UgU u)S o,

un—l ~un

|

w-u] . >0 (2.131)

elde edilir. Buradan,

H—qs%wm_%u (2.132)

]
bulunur ve Lemma 2.7 uygulanarak, ispat tamamlanmig olur.
(2.127) ve (2.132) esitsizliklerinden,
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foumuf < 232

Yo Aty

[[1(u,) - TI(u, )}2 (2.133)

sonucuna varilir.

2.5. Bir Tiir Eliptik Tip Lineer Olmayan Monoton Operator igin Disbiikeylik

Yeter Kosulu
0 ou) @ du )
Au= _&T(kqwlz)é_x_lj_ . (kﬂvuf)axj , (x;,x,)eQcR (2.134)

lineer olmayan eliptik operat6rii ve bu operator igin

Au=F ,xeQ (2.135)
u=0 , I,co0 (2.136)
k[Vu Jul, =p , T, co02 (2.137)

kangik smir deger problemini ele alahm. Burada, I, "I, = &, I, UT, = 8Q olsun

(Hasanov 2000).

(2.135)-(2.137) lineer olmayan problemin zayif ¢oziimii,

aueﬁl(sz) ,alwu,v)=1v) vVeﬁl(Q) (2.138)

seklinde tanumlanir. Burada,

a(u;v,h)= [k[va] Fvvhax (2.139)

Q
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lineer olmayan,

I(v)= [Fvdx + [gvds (2.140)
Q L,

ise, lineer fonksiyoneldir.

¢}
Burada, H'(Q)= {u e H'(Q):u(s)=0,5¢ I“l} ve 'H'(Q)-Sobolev  uzayidir.
k=k(£) , £e(0,&") fonksiyonunun, sirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon

oldugunu,
c, 2k(&)2c, >0 (2.141)
ve F(x)e H(Q) , p(s)e H*(T') kosullarint sagladigint varsayalim.

Once, HI(Q) uzayinda (2.135)-(2.137) problemi igin ¢oziilebilirlik kosullarin

arastiralim. Bunun i¢in, Teorem 2.7’yi kullanalim.

[vuf*
1
I(u)= > j{ ) k(f)df}ax (2.142)
Q 0
fonksiyoneli, A operat6riiniin potansiyelidir.

(@yv)= | k(v Puvvax (2.143)

oldugu agikca gortlir., J (u) fonksiyonelinin ikinci mertebeden Gateaux tiirevi

hesaplanirsa,
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I"(u;v,h) = % I[kOVu + ch]2 )Vu + chIVv}]x
Q

t=0

= j[zk GVu + tVh° )Vu +tVh|Vh|Vu + tVh[Vv + kQVu +tVh|’ )thV]d (2.144)
= Qj[ (vu* Wvn + 21<'QVu|2 )VthVqu]Jx ;
a
elde edilir.
(ab, +a,b, +..+2,b, ) <(a? +a2 +..+a2 b2 +b2 +..+b2) (2.145)
ve
n 2 n 2 2
[Vuvv]* = [Z%gj 2 (%J > [ng-:} = |Vu[*|v+|’ (2.146)
ozelliklerini kullanursak, h = v olmasi durumunda,
v, v)= [l(vuf Josf + 21(val? juvef fix (2.147)
a
esitligi bulunur.Ayrica, k = k(¢) fonksiyonunun,
kg)+2k'(E)¥2r, >0 , £e(0,¢) (2.148)
kosulunu sagladigim varsayalim.Bu durumda,
"wv,v)2 7| Ly >0 (2.149)

esitsizligi yazilabilir.
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ML <ca|w. . Coa>0,ve H'(Q) (2.150)

Poincare Esitsizliginden (Ladyzhenskaya 1985) yararlanilarak ve,

2 1

-0
v

951, = o9l + 0= W 2 oA, + 2~

, o el01] (2.151)

esitsizligi kullanilarak,

Yo

1"(u;v,v) = e

D +y0c§, >0 (2.152)

elde edilir.
Buise, J (u) fonksiyonelinin giiglii digbtlikeyligi anlamina gelir ve bu nedenle, (2.134)

ile tamimli A operatorii, gliclii monoton operatérdiir (Gajewski,Greger ve Zacharias
1974). Buradan,

0
(Au-Av,u-v)z 22 Au-vll ., wveHY(Q) , #,Co>0 (2.153)
1+C; !

oldugu goriiliir.

Buradan, yukaridaki ifadeler gézoniinde bulundurularak, Teorem 2.7’nin bir 6zel

durumu agagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 2.10. (Hasanov 2000) k =k(&)  katsayisy, (2.141) ve (2.148) esitsizliklerini
saglasin. Aym zamanda, Fe H’(Q), g« H°(I) olsun. O halde, (2.138) lineer

olmayan problemi, H'(2)da tek ¢5ziime sahiptir.
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Teorem 2.11. (Hasanov 2000) Eger, k = k(f) , e (O,f ') katsayist,

k'(€)<0 (2.154)

kosulunu saglarsa, bu durumda (2.134) ifadesi ile tanimli A lineer olmayan operatérii

i¢in, (2.113) disbiikeylik prensibi saglanir.

Ispat:
oft)= [k(ehe (2.155)

fonksiyonunu tanmimlayalim. (D"(t) = k’(§ ) oldugu i¢in (2.154) kosulu kullanilarak,
O"(t)<0 esitsizligi elde edili. Bu nedenle, ®(t) fonksiyonu, bir digbiikey
fonksiyondur. Digbiikey fonksiyonlarin bilinen 6zellikleri kullanilarak,

@'(tNt, —t, )~ O(t,)+ ®(t,)=0 , t,>t, >0 (2.156)
elde edilir. Burada, t, ve t, yerine IVu[2 ve lelz yazilarak,

|vul’

kQVu]Z NVVIZ ~|vuf )+ [klexe =0 (2.157)

ov*

elde edilir. Diger bir ifade ile, (2.139) ve (2.142) esitlikleri ve (2.112) esitsizliginin
sol tarafi kullanilarak,

0.5a(u; v, v)- 0.5a(u;u, u)— J(V)+ I(u)

-o0s J{kqwlznwlz-IVu|2)+Wﬁ(f)d§}dx @159

v’
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bulunur. Buradan, (2.157) esitsizligi géz Oniine alinarak, digbiikeylik prensibinin

saglandig: goriiliir. Béylece, ispat tamamlianmis olur.

(2.117) soyut iterasyon semasint kullanarak, (2.138) lineer olmayan problemin

0
u, € H'(Q) yaklasik ¢6zlimiini tanimlayalim. Teorem 2.9 ve 2.10°u kullanarak,

(2.135)-(2.137) karistk siir deger problemi i¢in asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 2.12. (Hasanov 2000) k = k(&) katsayisi, (2.141), (2.148), (2.154) kosullarim

saglasn ve FeH(Q), o e H'(T) olsun. Buna gore, (2.138) lineer olmayan
0
problemin (2.117) iterasyon semast ile tanimlt u_ e H' (Q) yaklasik ¢6ziimii, #n — ©

0
olmas: durumunda H' normunda (2.138) probleminin ueH'(Q) tek ¢oziimiine

yakinsar.

Ayrica, yakinsaklik hatasi i¢in,

], < ﬁy (o2 VA1, )-TiGo. )1 2159)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Teoremin ilk kismi, Teorem 2.9-2.11°den ispatlanabilir. Yakinsaklik hatasini

degerlendirmek igin, (2.127) ve (2.129) esitsizliklerini kullanalim. (2.141)
kosulundan,

la(u; v, b} < c v, [l (2.160)

sinirlilik kosulu alinarak ve Poincare esitsizligi kullanilarak,

a(u;v,v)> 1_:";; I, (2.161)
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elde edilir. Teorem 2.9 *un ispatindan da,

1—_‘7_,"0—2-||un ~uf* <(Au, - Au,u, -u)
Q
=a(un;um —-u,,u, —u) (2.162)
= Cl"un+1 ~Ual it _ulll
yazilabilir. Buradan da,
2
o, -l sl casy

0

elde edilir. Diger taraftan ise , (2.127) ve (2.161) esitsizliginden,

un ], < 200, ) - i, ) 2.164)

bulunur. (2.163) ve (2.164) esitsizlikleri ele alinarak, (2.159) esitsizligi elde edilir.

Boylece, teorem ispatlanmis olur.
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BOLUM 3

3. SONLU FARKLAR YONTEMI iLE YAKLASIK COZUM
3.1. Sonlu Farklar Y6nteminin Genel Kavramlar:

Kismi tiirevli denklemleri, Sonlu Fark denklemleri ile ifade etmek igin diferansiyel

operatorler yerine fark operatorlerinin yazilmas: gerekir (Samarskii 2001).

u(x,y) fonksiyonunun tanim bolgesi olarak,
Q:{(x,y)OSxSa,OSySb} (3.1

dikdortgenini ele alalim (Sekil 3.1).

¥ A
b
(X1 Y3
¥j
(g 3 ¥ [ iy v
(X].\ j,1)
a X; a ,x
Sekil 3.1 W, =W, x W_ kafesi
Ox ekseninde, ’

W, = {xi € [O,a],i =0,N-1:x,, =%, +h,,,X, =0,xy = a} (3.2)



Il

ve Oy ekseninde ise,

W, ={y; e [0,b],§=0,M=1:y,, =y, +7,,5, = 0,yy = b} (3.3)

kafesini tanimlayalim. Burada, x, ve y ; noktalarina sirasiyla, W, ve W_’nm

dugiim noktalar1 denir. W, ve W, Kkafeslerinin Descartes g¢arpimindan olusan

W,, =W, x W, kafesini ele alalim:

W, ={x,;)] x e W,,y, e W,,i=LN,j =L M] (3.4)

W,, kafesinde, herhangi bir (xi,y j) noktasin ele alalim (Sekil 3.2).

Il( )’:(Xi’yj-%l)
](Xi—l,yj),; X?,yﬁ% (x;,y,) ‘(x

l‘u(x/y) (o)

ﬂxi_’yi-%)

i
E(Xigy j—l)
Sekil 3.2 W, kafesinde herhangi bir (x;,y; ) noktast

i+{>};j)

u(x,y) fonksiyonunun (xi,y j) noktasinda, Taylor seri agilimint kullanalim:

u(x,y)=u(xi,yj)+ux(xi,ijx—-x,.)+uy(xi,ijy—~yj)+
Zl![uxx(xi’ijx _xi)z "‘zuxy(xi’ijx"Xi)(y“yj)"'uyy(xi,YjX}"Yj)zl (3.5)

1 3 o |
+.t+ E[(X - Xi)gx— + (Y— Y )a_y_:l u(X, YX(xi,yj) *R,

Burada, R kalan terimi,
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n+l
1 0 0 '
Ko = (o +1) [(X_Xi)?&Jr(Y—yj)a] u(x’yj(f,u) , £elxex], nelye.y] (36
seklindedir.

(3.5) ifadesinde, (x,y) yerine sirastyla (x w15 Y ), (xi_1 »Y; ), (xi > Y ),(xi, y j—l) yazalim:

2 3

u(xm,yj)= u(xi,yj)+ %ux(xi,yj)Jr h?i!-uxx (xi,yj)—kjum (xi,yj)-i- O(hf) (3.7

2 3
u(xi_l,yj)=u(xi,yj)—hT!i-ux(xi,yj)+7i!—u“(xi,yj)—%!—um(xi,yj)+0(hi4) (3.8)
T. 7.2 3 4
u(xi,yj+1)=u(xi,yj)+1—;uy(xi,yj)+juw(xi,yj)+§-um(xi,yj)+O(z'j) (3.9)
% sz ,~3 4
: u(xi,yj_l):u(xi,yj)—Fuy(xi,yj)+Euyy(xi,yj)—?um(xi,yj)+O(rj) (3.10)

(3.7) ve (3.8) ifadelerinde, u(xi,y j)’ler esitligin sol tarafina alinip, her iki taraf h’a

béliiniirse,
(2“_) o u(xi+1an)—u(xi’Yj) - Ui — U5 —u,, . (3.11)
OX Jx=x; h h ’
Y=Yj
(gu_] e u(xhyj)—u(xi—l’yj) _ Uiy Wi _— (3.12)
ox) 5 h h

sag ve sol sonlu fark tiirev ifadelerini, (3.7)’den (3.8) gikarilip, her iki taraf 2h’a
bolindiigiinde ise,

ou N u(xi+l’yj)_u(xi—l’yj) W Wy
(Gx)‘f"f - 2h T (3.13)

Y=Yj

40



merkezi sonlu fark tiirev ifadesi elde edilir.

Benzer sekilde, (3.9) ve (3.10)’dan y degiskenine gore tiirevler igin,

= =U. ..

(QJ zu(xi:yjn)“u(xiayj) Uige ~ Uy

y=Y;

ve

ou - u(xi’}'ju)"u(xi:}’j-l)_ Ui ~ Wi u
= ~ = =u,
x=X; 2T 2T Vi

ifadeleri elde edilir.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Ikinci mertebeden tiirevin yaklagimi igin, (3.11)’in saf tarafindan (3.12)’nin sag

tarafi cikarilip, h ’a boliiniirse,

x=x; h h? X%,

2 . —U- —
0"u O Usi TUD Wy 20
ox -

(.17)

ve benzer sekilde, (3.14)lin sag tarafindan (3.15)’in sag tarafi ¢ikarilip, 7°’ya

béliintirse,

T T 2 yy.ii

q
|

2 - —U- —_—
(5 u) Ui Y55 Wi T2+ 0
X=X

ay2

¥y=Y;

ifadeleri bulunur.
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Esit adimli olmayan W,, kafesinde, birinci
asagidaki ifadeler elde edilir:

ve ikinci mertebeden tiirevler icin

Wi,y — Wi
u.. = : : 3.19
i hi+1 ( )
.. —u. ..
L) i-1,j
s (3.20)
ui+1j - ui-l] 1
u, =—2b , hy==(h, +h,, 3.21
i hi 2( i i 1) ( )
- Ui ~Ugs R S S B A R S ¥ (3.22)
i hl hi hi+1 hl .
ve
u...—1u..
U,y = (3.23)
Tj+l
u..—u..
_ i, i,j-1
e (3.24)
Uijn “Wijn — 1
u, =— g =5(fj+rm) (3.25)
¥sl T'j
_ — uy,ij: ;g - ___}: u1j+l _ui,j _ ux] _ui,j—l (3 26)
¥ysij T, T Tin 7; '
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3.2. Sonlu Fark Denkleminin Elde Edilmesi

Lineer olmayan eliptik denklem igin,

_.éa;(kﬂwlz )%) —~ %(kQVu\Z )—Z—“y—) =Fx,y) , (x,y)eQ (3.27)
u(x, y) =0 s (x, y) el (3.28)
kQVu[2 )% =o(x,y) , (xy)el, (3.29)

karigik sinir deger problemini alalim.

Boliim 2’den goriildiigi gibi (3.27) denklemi lineerlestirilerek,

124

denklemi elde edilir (Samarskii 2001).

2J—g—uy—]=F(x,y) , (xy)eQ (3.30)

_ —a—(kGVu (u-1)
15).4

Simdi, bu denklemin sayisal integralleme yontemiyle elde edilen sonlu fark
yaklagimini verelim (Samarskii 2001). (3.27) denkleminin sonlu fark yaklagimin elde

etmek i¢in esit adimli W, ve W, kafeslerinde ek noktalar tanimlayalim.
X,y =% -0.5h, X,y =% +0.5h ve iy =Y -0.57 , iy =i +0.57 olsun.

(3.20) denklemi [xi_ e X, y :I ve [yj_ 3 Y, }/} araliinda integrallenirse,
2 2 2

Il 1l
2 ) % dedy = I JF (x, y)dxdy (3.31)
A

’ ) %j " %(k([Vu )

) mfg X;]% [ éa; [kOVu (n-1)

Y hel

ve buradan,
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vu®)

i+ 2j

Pl )3, e
)],

i=1,N-1,j=L,M~1

12,
12, |

Vall

(n~1)
Yu VY

ij+ Y

yaklagik ifadesi elde edilir.

Tiirevlerin ifadeleri yerlerine yazilirsa,

2\u;.—u
-kl v (n-1) i+Lj — 1.1 +k ‘V (n-1) ij i-1,j
U u1+}éj J h ul }/ J h
h
~K qu‘“") ha i u“’ 11 [vald) | |2 R
L) L} .
-F; ,
.

i=,N-1j=1M-1

sekline dontistir. Sonug olarak, bu ifade diizenlenirse (3.27) denklemi,

(V (n-l) J k[‘v (n—-l) ]
i- 2 Jj
1*1 2J + Tz ui, j-1
qu + k(‘Vu(“'1 J k( Vu? (“"1) J + kUVu(““l) J
+ z_2 i,j
(n-l) (n-1)
1 J+}/ kUV i+ )4, )
TZ u; ,j+ + hz ul+l_] i, s

(3.32)

(3.33)

(3.34)

seklinde bulunur. Lineer olmayan (3.34) denklem sistemini lineerlestirmek igin ise,

agagidaki agik sema uygulanir:



== h? 7’ s (3.35)
2
k 'Vuﬁ“f‘} k quF“;‘).
Lit /5 (n) + /20 (n)
+ 1_2 i,j+t + 2 ui+l,j = Fij ’

u-kesin ¢oziim, ul). yaklasik ¢6ziim, ug‘) -yaklagik sayisal ¢oziim olmak iizere,
yaklagim hatasi,

fu—uf)] < u® _y®

o}

ui(Q)

(3.36)

seklinde degerlendirili. h—0 ve n—> o igin [u® —u&l")

— 0 oldugu Sonlu

Farklar teorisinden bellidir. nu—u(“)

—>0 olmast ise (Hasanov 2000)’de

kanitlanmugtir.

45



BOLUM 4

4. SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE YAKLASIK COZUM
4.1. Giris

Sonlu Elemanlar Yonteminin baglangic tarihi, 19.yy’in ikinci yarisi sayilsa da, aslinda
temelini, 1908 yilinda W.Ritz’in Ozeslenik operatorlerle 1ilgili diferansiyel
problemlerin ¢6ziimii igin Snerdigi varyasyonel yontem (Ritz 1908) olusturmustur.
Daha sonra bu yoOntem, B.Galerkin tarafindan 6zeslenik olmayan operatérier

(Zienkiewicz 1977) i¢in de geligtirilmistir.

Dogadaki her olay, fizik kanunlari yardimiyla ifade edilir. Kati hal mekanigi,
akiskanlar mekanigi, kimyasal reaksiyonlar, niikleer reaktdrler, plazma, akustik ve

elektromanyetik problemlere, sonlu elemanlar yéntemi uygulanabilmektedir.

Sonlu elemanlar yénteminin son otuz yilda hizla gelismesi ve hemen hemen biitiin
doga ve miihendislik bilimlerinde kullanilmasindaki temel neden, klasik sonlu farklar
yénteminden farkli blarak, sonlu elemanlar yonteminin dogrudan dogruya sinir deger

problemlerine .degil, bunlarin dengi olan varyasyonel problemlere hitap etmesidir.

Sonlu elemanlar yonteminin hitap ettigi ¢6ziim kavrami, sonlu farklar yonteminin
hitap ettigi klasik ¢6zlim kiimesini de igererek, daha genis ve uygulama agisindan ¢ok
dnemli olan gdziimleri de ele alma olanag: vermektedir. Sonlu elemanlar ynteminin
bu {istiinliigli ayn1 zamanda ona matematik modellerle, bunlarin fiziksel benzesikleri

arasinda bir k6prii roli oynama olanag1 da saglamaktadir.



4.2. Sonlu Elemanlar Yonteminin Temel Kavramlari

Sonlu elemanlar yonteminin herhangi bir varyasyonel probleme uygulanmasi, iki
temel asamadan olusur. Birinci asamada, problemin verildigi Q bolgesi, belirli
kosullar1 saglayan sonlu elemanlara boliiniir ve bu elemanlara uygun baz

fonksiyonlar secilir (Hasanov 2001 , Zienkiewicz 1977).

Ikinci asamada ise, sonlu boyutlu H, c Huzayinda probleme karsilik gelen
fonksiyonel bulunur. Bu fonksiyonele minimum deger veren u, € Hy elemanmin

aranmasl i¢in, lineer cebirsel denklem sistemi olusturulur.

Q c E, bélgesi,n—boyutlu E,_-Euclid uzayinda (n=12,3), smin 8Q olan bir
bdlge olsun. Q=QuUdQ kapal1 bolgesini, asagidaki kosullar1 saglayan sonlu sayida

e, , m= 1L,M kapal: bslgelerine ayiralim:

" . .

a) e =Q; @.1)
m=1

b)Vm i¢in inte, =e \Oe, K #0; 4.2)

c)Vm, #m, i¢in int e, Ninte, =O0; (4.3)

d) Eger, e,, Nne, #0 ise, e, ve e, bdlgelerinin ortak siurlari vardir. (4.4)

Burada, inte, ile e, sonlu elemanin i¢ bélgesi gésterilmistir.(4.1)-(4.4) kosullarim
saglayan e, kapali bolgelerine, sonlu elemanlar denir. Q bélgesinin sonlu
clemanlara bélinmesine ise, Q bolgesinin T, bolgiisii denir. Q bolgesinin T,

bolgiist, sonlu farklar yénteminde oldugu gibi, sonlu elemanlarm ortak siurlarinin |
kesisme noktalarndan olusan W, kafesini tammlar (h, bolgenin béliinme

parametresidir).
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Diigiim noktalar1 olarak, sadece ortak sinirlarin kesisme noktalari olan (xi,y j) kabul

edilmigse, bunlara, temel diigiim noktalar: denir.

Sonlu elemanlarin kdse noktalar, tanmimlanmis kafesin (xi .Y j) diigtim noktalarim
olusturuyorsa, bu tlir sonlu elemanlara uyumlu veya konform sonlu elemanlar denir.

e sonlu elemaninin tepe noktalarini, yani kafesin temel diigiim noktalari p,, (i,
diigtim noktasimin numarasidir) ve bu nokta ile iligkisi olan sonlu elemanlarin sayisini

7, ve bu sayilar kiimesinin kendisini ise N; ile gosterelim. Bu durumda,
n,=measN; , N, = {i:pi € em} 4.5)
olur.

Her bir p; noktasinda, agagidaki kosullart saglayan & (x)e C(Q) stirekli

fonksiyonunu tanimlayalim:

0 ,i#]
&pi)=6; 5ﬁ={1 - (4.6)

’ 1 m ? i * 47
=0 ,xeQ; “4.7)

#0 , Q,

g (X){ *E Q; =Ue
(4.6) kosulu, herbir &(x) fonksiyonunun digiim noktalar: arasindan sadece X;
diigim noktasinda sifirdan farkly, diger diigiim noktalarinda sifir oldugunu, (4.7)
kogulu ise & (x) fonksiyonunun Q bolgesinin sadece Q; kisminda sifirdan farkls
oldugunu gosterir. (4.7) kosulunu saglayan ¢ (x) fonksiyonuna, sonlu dayanakli
fonksiyon denir ve sonlu dayanag Q; = supp &, (x) ile gosterilir (Rektorys 1977).

(4.6) kosulunu saglayan & (x) fonksiyonlar sistemi, lineer bagimsizdir (Zienkiewicz

1977) , yani,
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N —
(2 1=LN , Y cf=0ec;=0,i=] (4.8)

i=1

Yc¢

& (x) fonksiyonlarinin olusturdugu sonlu boyutlu uzay:1 H, c H ile, kafesin diigiim

noktalarimn sayisint ise N ile gosterirsek, herhangi u, € H, fonksiyonu,

uh(x)=icj§j(x) , xe) ' 4.9)

i1
seklinde olur.

Tanim 4.1. (4.6)-(4.7) 6zelliklerine sahip & (x) fonksiyonlar sisteminin belirledigi

H, uzayma Lagrange sonlu elemanlar uzayi, bu ‘fonksiyonlara da Lagrange baz

fonksiyonlar: denir (Zienkiewicz 1977).

Lagrange sonlu elemanlarin tanimindan ve (4.6) kosulundan, c; parametreleri, u, (x)

fonksiyonunun x =P, diiglim noktalarmdaki degerleridir:

u,(P,)=c, , i=1,N (4.10)

Lagrange sonlu elemanlar uzayinin temel zellikleri, bu uzayda fonksiyonlarin siirekli
olmasi, aranan parametrelerin ise yaklagik ¢6ztimiin kafesin diigiim noktalarindaki

degerlerinden olugmasidir.

W,, kafesinin temel diigtim noktalar1 (sonlu elemanlarin tepe noktalari) kullanilarak,
elde edilen sonlu elemanlara birinci tip sonlu elemanlar denir. Baz1 durumlarda,
Huzay: sonlu boyutlu H, uzay: ile yaklagtirildiginda temel diigiim noktalar1 ve

onlara bagl baz fonksiyonlar1 yeterli olmaz ve bu nedenle, ek diigiim noktalarinn

alinmasi gerekir.
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T, bolgiisinde sonlu elemanlarin kenarlarinin orta noktalari olan P; =(P; +P;)/2

noktalarini, aralik nokta olarak tanimlayalim. Boyle, aralik noktalar almarak

tanimlanan sonlu elemanlara ikinci tip sonlu elemanlar denir.

Birgok durumda, sonlu boyutlu H, uzaymda minimum kilinan fonksiyonelin degerini

hesaplamak igin, islemlerin timiinii bir pilot sonlu elemanda yapmak ve daha sonra,
uygun doéniisimlerin yardumi ile, elde edilen sonuglari, her bir sonlu elemana
genellemek miimkiindiir. Sonlu elemanlar y6ntemi teorisinde, bu bagmntilarda, afin
sonlu elemanlar ailesinin énemli bir yeri vardir. Bilindigi gibi, afin d6niigtimiinde,
diizlemde paralel dogrular paralel, kesigen dogrular kesisen dogrulara geger. Afin

d6niistimiintin analitik ifadesi,
X=Ax+b (4.11)

formiilii ile verilir.Burada A , nxn boyutlu kare matris, x , X ve b ise E, Euclid

uzayinda n-boyutlu vektérlerdir. A matrisi igin det A # 0 oldugu varsayilmaktadir.

Tamm 4.2. Eger, T, bolgiistiniin tiim sonlu elemanlari, afin doniistimii ile yalniz bir

pilot sonlu elemandan elde edilirse, bu sonlu elemanlar ailesine afin sonlu elemanlar

ailesi denir (Zienkiewicz 1977).

Tek. boyutlu problemlerde [O,l] araligy, iki boyutlu problemlerde ise tepe noktalari
(0,0), (O,l), (1,0), (1,1) olan dikdortgen, N boyutlu problemlerde ise, kenarlar1 koordinat
eksenleri lizerine yerlesen ve kenarlarinm uzunluklar bire esit olan n boyutlu kiip,
pilot sonlu eleman olabilir. Pilot sonlu elemanimn boyle basit segilmesi, lineer

cebirsel denklem sistemi matrisinin ve sag taraf vektoriiniin bilesenlerinin

hesaplanmast islemlerini kolaylastirir.
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4.3. Sonlu Elemanlar Yonteminin Genel Semasi
Asagidaki varyasyonel problemi ele alalim:
JueH, aluv)=b(v) ,vveH (4.12)

Burada, a(u,v) ve b(v) sirasiyla bilineer ve lineer formlardur. (4.12) probleminin

N

0, (x)=D ¢4 (4.13)
i=1

yaklagik ¢6ziimii arandiginda,

ia(‘fnfj)cj=b(fi) , i=LN (4.14)

1

cebirsel denklem s istemi elde edilir (Hasanov 2001). Lagrange sonlu elemanlarini
kullanarak, (4.14) denklem sisteminin elde edilmesini aragtiralim (Ciarlet and Raviart
1972).

u(x) fonksiyonunun tamumlandigi Q bélgesinin sonlu elemanlara ayrildigini ve T,
bolgiisiiniin birinci tip sonlu elemanlardan olustugunu varsayalim. Once u,(x)
yaklasik ¢oziimiint, H, -birinci tip Lagrange sonlu elemanlar uzayinda arayalim.
Uygulamalarda, a(u,v) ve b{v), diferansiyel denklem ve sag taraf ile ilgili
ifadelerin Q bolgesini veya bunun I'=0Q sinirinda integrallerini ifade eder. Bu
nedenle, a(u,v) ve b(v) formlarmin Q bolgesindeki e, sonlu elemanlarina gore

toplamsal oldugu g6z 6niine alinirsa,

a(,v) =Y an (V) , b(v)ébm(v) 4.15)

m=]
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elde edilir (M, sonlu elemanlarin sayisidir). Burada, am(u, v) ve bm(v), strasiyla

bilineer ve lineer formlarin e sonlu elemamn tizerindeki izdlisimiidr:
a_(u,v)=a(y, v)[e , b, (v)= b(v]e ' (4.16)

Tamm 4.3. &(x) , i=L,N baz fonksiyonlarmin verilmis e, sonlu elemam

lizerindeki,

s (%)=& (x) 4.17)

€m

izdlistimiinden olusan ¢, ; (x) fonksiyonuna, e sonlu elemanmnmn form fonksiyonu

denir (Zienkiewicz 1977).

e, sonlu elemaninda izdiislimleri sifirdan farkli olan baz fonksiyonlarinin

indislerinin olusturdugu,
M, = {i:¢,,(x)= 0} (4.18)

kiimesini tanimlayalim. e  sonlu eleman: {izerinde tamimlanmis form fonksiyonlarinin

sayisim uile gosterelim. (4.15) toplamsallik 6zelligi, (4.14)’de g6z Oniine alinirsa,

Z—:Zam(giagj):j =me(§i) 1=L—N (419)

lineer cebirsel denklemler sistemi elde edilir.

Form fonksiyonunun tanimina gore, am(cfi,é‘j):am(q)m’i,Q)m,j)’dlr ve sadece,

keM_ i¢in ¢, (x)# 0 oldugundan dolayi, her bir i =1, N igin,
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#0 , jeM, '
a, (¢m,i’¢m,j ){= 0, jeM (4.20)

olur. Boylelikle, (4.20) 6zelligi, (4.19) sisteminde géz 6niine alimrsa,

. M M
z zam (gom,i’(am,jkj ='me(¢m,i) ’ i=1,N (421)

jeMy m=1 m=l

sistemi elde edilir.

K, = {8 )= {en 0nio0ns)} » ba={balon )}, £i=1N

M M (4.22)
K=K, , b=Yb,

m=1 m=1
ifadelerini tanumlayalim.

Burada, K, ve K matrislerinin NxN boyutlu oldugu bellidir. K, matrisine e

sonlu elemaninin, K matrisine ise (4.12) probleminin sertlik (stifness) matrisi denir.
(4.20) ozelliginden anlagilacagr gibi, K matrisinin icinde ¢ok sayida sifir elemam
vardir. K matrisinin icinde ¢ok sayida sifir vardir. K matrisinin bu 6zelligi, Sonlu
Elemanlar Yéntemine 6zgiidiir ve bu, & (x) baz fonksiyonlarmmn sonlu dayanikh

fonksiyon olmalarinin sonucudur. K *nin band matrisi olmasi, hesaplar1 basitlestirir ve

bilgisayarin bellegine yazilma islemini kolaylagtirir.

€, sonlu elemamnn K sertlik matrisini ele alalim. Bu matrisin, sifirdan farkhi
elemanlar, (4.20) 6zelliginden anlasildigy gibi, en ¢ok g, x 1 sayida olabilir. Bu
durumda, elemanlarinin sayis1 g olan M_ kiimesinin elemanlarint 1,2,..., 4, diye
yeniden siralarsak, diigtim noktalarnin kafesteki global siralamasina ek olarak, e
sonlu elemaninin kendisine 6zgii bir lokal siralama da elde ederiz. Bu kiimeyi,,
Z, = {1,2,..., ,um} ile gosterelim. M, ve Z  kiimeleri arasinda birebir iligki kurarak,

kafesin her bir sonlu elemaninda indislerin hem global hem da lokal numaralarim
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tanimlayabiliriz. Bu, e, sonlu elemamyla ilgili Nx N boyutlu K sertlik matrisi ve
N boyutlu b, sag taraf vektSriniin yerine, bunlarin sadece sifir olmayan

elemanlarindan olugan ve boyutlari, karsilikli olarak z_ x g ve g, olan,

Ko=fka), - bu={69)k. (4.23)

matris ve vektoriinii tammlama olanafi saglar. M <2=—Z_birebir I doniistimiini
alalim: Q bolgesinin T, bolgiistiniin yapildigt W, kafesinin dtigiim noktalar1 belirli
bigimde numaralanir. Bu numaralamaya dtigiim noktalarinin global numaralanmasi
denir. M, kiimesi, K, matrisinin sifirdan farkli elemanlarinin hangi satir ve siitunda

oldugunu gostermektedir.

I, birebir doniisiimi ile e, sonlu elemaninin diigiim noktalarinin global numaralar
uygun sekilde ‘asagidan yukariya,soldan saga’ numaralama kurali ile 1'den g, 'e
kadar lokal numaralara geger (Sekil:4.1).

M

B 12 18] 24y 30| 38| 42

& 1 17 23| Za| 3§ 4

)
A 9O[ 98| 22| 28| =& &
: 2 4
al d| & 2 27| 33| 20
)
z{ 8| 74 Zo| 28 = 58 1 3
'y
17 13 1@ 25 a1 a7 -

Sekil 4.1 e, sonlu elemaninin diiglim noktalarinin numaralandiriimasi

Bir bagka deyisle,K, matrisinin sadece sifirdan farkli elemanlarimi kullanmakla
My X f, boyutlu K matrisi kurulur. Bu sekilde tanimlanan K° matrisine, e _

sonlu elemaninin lokal s ertlik matrisi d enir. B 6ylece, I, ddniiglimiinden sonra e_

sonlu eleman: i¢in denklemler sistemi,
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fm \
> kfe;=bY | ez, (4.24)

j=1
olur.
4.4 Birinci Tip Dikdortgen Lagrange Sonlu Elemanlar:

Bir boyutlu problemlerde, sonlu eleman e =[x, ,x,]| araligindan olugur. Iki

m~12“*m

boyutlu problemlerde ise, dértgen ve iiggen elemanlar sz konusudur.

Iki boyutlu halde; dikdértgen sonlu elemanlar, bir boyutlu sonlu elemanin topolojik
carpim olmakla beraber, bir boyutlu durumun genellegmis halidir.

4.4.1. Bilineer baz fonksiyonlarmin tanimlanmasi

Sonlu Elemanlar y 6ntemini uygulamak igin Q bolgesine agagidaki gibi dikdortgen
elemanlarla bolgli yapalim. W, =W, x W_ kafesini alalim.Bu durumda, geometrik
olarak, sonlu eleman e = %, %, )% ly Y j+lJ dikdortgeninin olusturdugu elemandir

(Sekil 4.2).

Aranan parametreler olarak , u= u(x, y) ¢cOzlimiiniin (xi,yj) diigiim noktalarindaki

degerlerini kabul edelim. Bu durumda , {5.. (x, y)} baz fonksiyonlartyla yaklagik

ij

¢Ozlimii,

('B-mJ - {nm)

EZ% P,
¥; iz W0 |14 [mEpg

1 5] 2] 13 |17
?f%] %
Do I 35 S
o X - %

Sekil 4.2 Q bolgesinin dikddrtgen sonlu elemanlara béliinmesi
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Uy (x, Y) = i i < (x, Y) (4.25)

j=t i=l1

cij:uh(XDYj) ,i=LN , j=1LM (4.26)

gibi tammlanabilir. Sonlu Elemanlar Yoénteminin genel semasina uygun olarak,

& (x, y) baz fonksiyonlarmun, stirekli ve sonlu dayanikli oldugunu varsayalim.

& (x? y) baz fonksiyonu, kendi indisiyle aym indisli diigtim noktasinda bir, diger
indisli diigiim noktalarinda ise sifir, degerlerini almaktadir. Ayrica, &; (x, y) baz
fonksiyonunun sadece (xi,yj) noktasi ile iligkisi olan sonlu elemanlarda sifirdan

farkli, bunlarm digindaki elemanlarda sifir olmasi kosulunu da buna eklersek,
fonksiyonunun sonlu dayanaginin (supp & (x)),

Q=€) Y ) Y4 Y Gy (4.27)

bolgesi oldugu anlagilir.

U A 5L (8
fij(xk’}’1)—5ij,k1“{1 , (i,j)=(k,1) (4.28)

kogsulunu saglayan stirekli &; (x, y) fonksiyonu, P(x,y) = (a0 + alx)(b0 +b1y) bilineer
polinomlar sifindan aranabilir. Bu durumda, herbir sonlu elemanda, ¢ (x,y)

fonksiyonunu tek degerli tanimlamak miimkiindiir. Béyle bir polinom, her degiskene

gore lineerdir.

Béyle tanimlanmig P(x, y) polinomu, bir bilineer fonksiyon oldugundan ve e, sonlu
elemani, bir boyutlu elemanlarin [xi,xm]x [yj,y MJ garpimindan olustugundan, bu

tiir sonlu elemanlara bilineer elemanlar denir. Arananlar, yaklagik ¢oziimiin, sadece
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kafesin (xi,y j) diigiim noktalarindaki degerleri oldugundan, bu sonlu elemanlar,

birinci tip Lagrange sonlu elemanlaridir. Baz fonksiyonunu énce,

e={st)0<s<10<t <1} (4.29)

pilot sonlu elemaninda tanimlayalim (Sekil 4.3). Bunun igin, (s,t) = (0,0) noktasinda
bire, (0,1),(1,0),(1,1) noktalarinda sifira esit olan iki degiskenli bilineer,

¥(s,t)=(a, + a;s)b, +b,t) (4.30)'

fonksiyonunu tanmimlamak gerekir. Bu dort kosuldan,

a,=1,a =~1,b,=1,Db, =-1 olarak belirlenir ve

P(s,t)=(1-s)1—t) (4.31)

seklindedir.

¥

0 1 “5

Sekil4.3 e= {(s,t]O <s<10<t< 1} pilot sonlu elemam

(0,0) noktasinda bire esit olan ve e(y,€(;),€(;),€(4) pilot sonlu elemanlarinin diger tepe

noktalarinda sifir degerini alan & (s, t) baz fonksiyonu

57



(1-sf1-t) , 0<s<1,0<t<1
(l-sf1+t) , 0<s<1,-1<t<0
£s,t)=
(1+sfi-t) , -1<s<0, 0<t<1 (4.32)
(1+sfi+t) , -1<s<0,-1<t<0

seklinde olur.

Sekil 4.4 (0,0) noktas ile bagli olan f(s, t) Lagrange Baz Fonksiyonu

£ (s, t) baz fonksiyonu (Sekil 4.4) kullanilarak, kafesin herbir (xi,y j) noktasiyla bagli

olan ve (4.28) kosulunu saglayan &; (x, y) bilineer baz fonksiyonu yazilabilir. Bunun

i¢in,
b, =%x,,—%; , T =¥ —Y; » i=0,N-1, j=0,M-1 (4.33)
gosterimlerini kabul ederek,

s,t €[-1,0] igins = X;xi , t= ints
i T;
’ (4.34)
s,te[0] igins=2"%i =7
i+1 Tin

*

afin doéniigiimiinti kullanalim. Bu durumda, kafesin her bir i¢ diigiim noktas1 igin
(1 <i<N-1, 1£j;sM —-1) baz fonksiyonu asagidaki gibi verilir:
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, (xy)e ©6.3)

’ (Xa y) € e(i,j—l)

£6y) =1+ 2221

s (x, y) € €(;1,) (4.35)

4 (X, Y) € ~e(i—l,j—.1)

H —.(X, Y) & Qij

Kafeste, (N+1M+1) sayida digtim noktast - -vardir. Bu noktalardan,

(xo,yj)= (O,yj) , j‘= LM ; (xi,y0)= (xi,O) s i=L_N noktalars, smirn I
kismina aittir. I'; kismina ait olan noktalarin sayisi, N+ M +1’¢ esittir. Bu noktalarda,
(4.20) ozelligi verildigi igin ¢dziim fonksiyonunun bu noktalardaki degerleri bellidir.
Buna gore, (2.2)-(2.4) probleminin bilinmeyen ~ sayisi
(N + 1)(M + l) -(N+M+1)=NM olmahdir. H,, birinci tip Lagrange Sonlu
Elemanlar uzayi, NM boyutludur. Sinir noktalarindan,
M), i=L,N-1; (N,j),j=L,M—-1ve (N,M) igin baz fonksiyonlarmmn
tamimlanmas1 gerekir. (4.41)’deh yararlanilarak bu noktalardaki baz fonksiyonlén
asafdaki gibi yazilabilir: |

[ X—X; = Y
(l + = i J(I + y T;’M ) , (x, y) € €1 m-1)
fi,M (X, y) = (1 — xl;' X; J(l + Y—¥um } , (x, y) € €(,m-1) (436)

3"

0 ) (x, Y) # €6 m-1) Y €6m)
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X—X Y-=Y;
(1+ hNNJ[l-i- - ’} , (x,y)ee(N_lij_l)

]

- y—Y.
En X y)= (1 +X - Ix J[1 ~ ’] , (xy)eepy (4.37)
N Tin
0 > (x, Y) & C(n-1,j-1) Y C(n-1,)
X—X y-y )
1 X 1 N 3 3 - o~
éN,M (Xa y)= ( " hN )( i Tum ) (X y)e e(N L) (438)

10 > (X, Y) # € (N-1,M-1)
4.4.2, Bilineer form fonksiyonlar1 (Hasanov 2001)

Herbir eg, sonlu elemam igin serbestlik derecesini ifade eden My ; kiimesini

tanimlayalim.

Mg, =103 G+L3) G+ ) G+Li+1} , i=LN-1, j=LM-1;

M, = {(l,j),(l,j +1)} , j=LM-1;
(4.39)
Mg ={E0.G+11)} , i=LN-1;
M(o,o) = {(1,1)} .
e(;) sonlu elemam ile bagli olan form fonksiyonunun,
¢ij,lk (X, y) = gl,k (x’ yx o) s (l> k) € M(l,j) (4.40)

tamimindan yararlanilarak, M, kiimesinin elemanlarmn _sayisimin, bu form

]

fonksiyonlarin sayisini belirledigi goriiliir.
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I¢ diigtim noktalarinda tamimlanmug e;,; sonlu elemanmin form fonksiyonlarmin
analitik ifadeleri agagidaki gibi yazilabilir (Hasanov 2001) :

X —X; Y=Y;
?y5(%,)= (1— J 1-
. hi+l Tj+1
X—X; Y—Y;
L X, = 1 + i+1 1_ J
¢l_],l+l Jj ( Y) ( hi+1 J[ Tj.,.l J
{

X —Xi y_y'.'.
Piiin (Xa Y)= (l— j 1+ i
hi+1 Tj+1
X — Xi+ y - Y'+
Py istjr (X: Y) = [1 + m 1 JLI + j+l J

,

- By)eey (4.41)

L i+l T jH

4.43.Lokal sertlik matrisi

Sonlu Elemanlar Y6nteminin genel semasini ,

ue H! @) , a(wu,v)=I1(v), Vve P(I)l @) (4.42)

varyasyonel problemine uygulayalim. Burada,

(4.43)
b(v)= HFVdXdy+ _[qavds

0 : |
H'(Q)=fa e H'(@)u(x, )= 0,(x,y)e T, } (4.44)
seklindedir. Bunun igin , yaklasik ¢6ziimiin (4.25) formiiliiyle verilmis ifadesini,

I, )= O.Sa(uh;uh,uh)—l(uh) (4.45)
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fonksiyonelinde yazmak ve

—J[iicmém X y)] ,k=1LM (4.46)

q=1 p=l

kosulundan lineer cebirsel denklemler sistemini elde etmek gerekir.

q=1 p=1

253w
= ——-0 Sa(iicmfm,iicmfm,iicmfmj b(ii Cququ (447

q=1 p=1 q=1 p=l q=1 p=1 gq=1 p=1
M N - —_
=Zza(§m;qu’fn<)°pq-b( 11<) , 1=1, , k=1,
q=1 p=1

Bu, yukaridaki esitligin sag tarafinda yazilirsa,

M N

Zza(qu;gpq’flk):pq=b( Ik) s 1=1—,— , k=1LM (4.48)

q=l p=1

€; sonlu elemaninda lineer cebirsel denklemler sistemi elde edilir.

. 6g01 Bgol Ik 6¢i., awi',lk
a(ﬁ)(¢ﬁ,m;¢ij,pq’¢ij,lk) ( LAY J”{ lipg 7 7H ipa 9P

dy ,
ox  ox oy oy
(p.q) (Lk) € M, o)
b(u) = _”‘F(kag lkdxdy 1- 5T e J‘(D(S)QIJ |k|
) "2

gibi hesaplamir. Burada, T, I, simirina ait noktalarn numaralari, &, ise Kronaecker

sembolii, (olr2 ise ¢ fonksiyonunun I, smirindaki izdiisiimiidiir. Kullanidan sonlu

Ll

\elemanlar, afin sonlu elemanlar1 oldugu igin, lokal sertlik matrisinin elemanlarin,
Ost diizleminde e pilot sonlu elemanlari igin hesaplayalim (Sekil 4.4). Bunun igin,
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Ty indis doniisiimtinti kullanarak, My indisler kiimesinden Zg; = {1,2,3,4} pilot

indisler kiimesine gegelim:

M(i,j) = {(1’.]): (i’j+1): (1 +laj)> (1+1’J+1)}Ju)_)z(1,)) = {132,3’4} s
i=IN-1, j=LM-1 ;

Mgy = {0l Qi+ D07 = {13}, j=LM-T ; (4.50)

Mg = {01 G+1L)}—2>Z, 0 =13} , i=LN-1 ;

Mg = {LY}—22Z, ) = {1}

Pilot sonlu elemamn indisler {1,2,3,4} kiimesinden olan her diigiim noktasimna kargilik
gelen foﬁn fonksiyonunu, ‘¥, (s,t) ile gosterelim. Bu durumda, degiskenlerin (4.34)
ve indislerin (4.50) d6niigiimii gdzoniine alinirsa, bu form fonksiyonlariyla e sonlu

elemaninin form fonksiyonlari arasindaki iligkiler elde edilir:

X—X; YY; X=X YTY;
‘Pl(S,t)E%,ﬁ[“‘—“ ‘—i] ) \I'B(s,t)sgoﬁ,mj[ : JJ

By Tin hy, Tin .51
X—X; Y=V X=Xy Y Y
¥, (S’ t) = ¢ij,ij+l( . : lj » Y, (S:t) = §0ij,i+1j+1[ h L, - J
i+l j+1 i+l Tj-l-l

Bu iligkilerden ve (4.41) analitik formiillerinden ¥, (s, t) form fonksiyonlarinin
analitik ifadesi elde edilir.

P (s,t)=(1-sXi~t) ; ¥,(5t)=t{i-s)

¥, (s t)=0-th ; ¥,(st)=st (452)

Benzer bigimde, (4.49) integrali de,
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a() (ly“ ’\Pﬁ ) = k[ Vui+ 2,j+y2

%P eZg

00 i+1 j+

2 ]1 Tj"'l a\Pa a\Pﬂ + hi+1 a\Pa 6‘{"8 sdt
h, 0 & 1, ot ot T (4.53)

sekline doniigiir. e ; sonlu elemaninin lokal sertlik matrisini,

kO ={D)} , 9 =ayle,.v,), GeMy , a8 (4.54)
ile gosterilirse, bu matris, agagidaki gibi olur:
() ’
)=y
[ T hi, T by, Tin _ hi, - Tjn _ hy,y J
3hy, 3Tj+1 3h;, 6Tj+1 6h,,, 3T 6h;,, 61'j+1
~Tin hi+1 Tin + hi+1 _ TJ'+1 _ hi«s-l Tin — hi"'l (455)
y 3hy,, 675, 3hy, 37y, 6h;, 67, 6hy, 37,
z'j+1 _ hm _ Tj+1 _ hi+1 Tj+1 hi+l —Tj+l hi+l
6hi+l 3Tj+l 6hi+1 6Tj+l 3hi+1 3Tj+1 3hi+1 6Tj+1
_ Tj-l-l _ hi+1 Tj+1 _ hi+1 —TJ'+1 + hi+l T.i+1 + hi+l
L 6hi+l 67j+1 6hi+1 32'j+1 3hi+l 61'-j+1 3hi+l 3Tj+l ]

(4.55) matrisi, i=1,N—-1 ,j=1,M-1 indislerini kapsayan e sonluelemaninin
lokal sertlik matrisidir. €o,) » =LM~1 sonlu elemanlarinin lokal sertlik matrisini
elde etmek igin, My = {L3)1j+1)} kimesini ele alalm. Ble aldigumz sonlu

elemana karsilik gelen bilinmeyenler vektoriiniin
o) = (cl’j’cl’j+1 )T (4.56)
bi¢iminde, sag taraf vektoriiniin de

b = (bl,j’bl,j-n-l )T 4.57)
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seklinde oldufunu gdsterir. e, ;) sonlu elemanlarinin lokal sertlik matrisi KO, (4.55)

matrisinin birinci ve {i¢iincii satir ve stitunlarini kaldirarak elde edilir: .

Tin + hy, Tjn _ hm

2) 3by, 37, Ohy, 37y, (4.58)
Tjn _ hi, Tim + h1+1
6h;, 375, 3hy,, 37,

kUVu ik

Aynm yontemle, egq , i=1,N-1 sonlu elemanlarinm lokal sertlik matrisi, (4.55)

matrisinin birinci ve ikinci satir ve siitunlarini kaldirarak elde edilir:

Tiv + hi+1 “Tin + l‘1i+1
k ’Vu ) 2 ) 3hi+1 31j+1 3hi+l 6Tj+l (4.59)
l+%'% ~Tin + hi+l Tin + hi+1

3hi+1 62' j+l 3hi+1 37 i+l

Bu elemammin bilinmeyen vektorinin c®0) = (ci,l,cm,l) oldugu agiktir. Son

olarak, e, ;) sonlu elemammn 1x1 boyutlu lokal sertlik matrisi,

2

T h,

et S s 4.60
]( 3h, 37 } ( )

(4.55) matrisinin {i¢ satir ve siitununu kaldirarak elde edilir.

k(qu YW
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4.4.4, Global sertlik matrisi

Bilinmeyenler sayisi L =NM oldugu bellidir. Elemanlarinin ttimii sifir olan LxL

boyutlu matrisi ele alahm ve eg sonlu elemanimn k& = {(kg’g )} lokal sertlik

‘matrisinin elemanlarini, (4.50) doniiglimiinden yararlanarak, L xL boyutlu matrisin

uygun yerlerine yazalim. Elde edilen matrisi, K®ile gosterelim. Bunun igin, 6nce
indislerin kabul ettigimiz ‘agagidan yukariya, soldan saga’ diizeni uyarinca, kafesin
yaklasik ¢oziimiintin arandig1 diigiim noktalarinin (i, j) ikili indisinin tekli kargiligim
bulalum. Kafesin (i,j) no’lu ikili indisine, n=({~1)M+j no’lu tekli indisi kargilik
gelir (Tablo 4.1).

Tablo 4.1 Indislerin lokal ve global siralanmasi (“Asagidan yukariya ve Soldan saga™)

Lokal sira | Sebekedeki global sira | Tekli sira

y (4,3) n=({-1)M+]j
2 G,j+1) n+l=({-1M+j+1

3 (i+1,)) n+M=iM+ ]
4 (+1,j+1) n+M+1=iM+j+1

Boylelikle , ikili indisler kiimesi de M tekli indisler kiimesine doniigtir:

M, = {,)Gj+1),G+15) G +Lj+1)}—=6) sM_={o,n+Ln+M,n+M+1},

n(,j)=({-1)M+j, 1<isN,1<jsM (4.61)

Tablo 4.2 °de e ; sonlu elemaniin 4 x 4 boyutlu lokal sertlik matrisinin,, LxL

boyutlu global sertlik matrisine dontigtiirtilmesi verilmigtir (Matrisler, simetrik
oldugundan kdsegen ve {istii elemanlar alinmustir).Bu tablo, Tablo 4.1 ile birlikte
kullanmildiginda , kafesin herhangi bir (i, j) indisli diiglim noktasina kargilik gelen e

sonlu elemanmnin LxL boyutlu K® sertlik matrisi kolayca olugturulur. Bu matris,

agagida verilmistir.
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Tablo 4.2 e sonlu elemaninin LxL boyutlu K% sertlik matrisinin olusturulmasi

semasi
4 4 boyutlu lokal sertlik k) clemannm K kgj elemannun K
yutlu lokal s :
matrisinin elemanlari matrisindeki satir no’su (n) matrisindeki siitun no’su (m)
k@ n=({-1)M+j m=(i—1)M+]
k@ n=(-1)M+]j m=({-1)M+j+1
k® n=({-1)M+j m=iM+
k® n=i-1)M+] m=iM+j+1
K@ n=({-1)M+j+1 m=({-1)M+j+1
K n=({-1)M+j+1 m =iM +
k%) n={-1)M+j+1 m=iM+j+1
k) n=iM+j m =iM+ ]
k® n=iM+j m=iM+ j+1
kﬁ) n=iM+j+1 m=iM+j+1
(0 0 .. 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0
0 0 0o k¥ ® o 0o k¥ @ o 0 0
0 0 0 k¥ k@ o 0 k¥ k@ o 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
KO =l e e e (4.62)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00
0 0 0o k% k@ o 0 k¥ ® o 0 0
00 .. 0k¥ k% o .. 0xk® ® o .. 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 .0 0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0 0 0

(4.61)’de tamimlanmig M tamsayilar kiimesi, k® lokal sertlik matrisi elemanlarmin

K% matrisindeki satir ve siitun numaralarint gosterdigi icin bu kiime ey, sonlu

elemaninin = K®

(a=G-DM+j).
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4.4.5. Sistemin global sertlik matrisinin olusturulmasi

(4.62) seklinde olusturulmus K% sertlik matrislerinin toplami, (4.48) lineer cebirsel

denklemler sisteminin matrisini veya

N-IM-l N1 M-, ’
K=Y Y KO+ Y b)Yy gld g0 (4.63)
i=l j=1 i=1 j=1

global sertlik matrisini olugturur. Global sertlik matrisinin elemanlarim
K,; (i,j=1T) ile gosterelim: K = {(K,,}}.

() no’lu digtim noktas: €(1,-1)> €(1,j-1)> €(-1,j) V€ €(;) sonlu elemanlarmm ortak
noktast oldugu igin , n=(i—1)M+j no’lu satir , bu sonlu elemanlarin lokal sertlik
matrisinin uygun satirlarindan olusacaktir. Sonlu elemanlarin her birinin lokal sertlik
matrisinin bilinmeyenler vektoriiyle garpmut (k@ x c®) yazalim. (Matrislerde ve

vektorlerdeki {ist indisler sonlu elemanin numarasini gostermektedir.)

S LT
kglz—l,_]—l) kgl:;-l,]—l) kg;I,J—l) c

i1,

1) o G-Li1) b o (4.64)
kgg-l,rl) kg';l’J_l) Ciin
kY |l ey
ki kG g e
(i) 1@ @)
K& o 6 < k™ k™ kgp i (4.65)
kD kG o '
B kg:j~l) __ci+l,j J
) K K K Te |
i-1,j) i-1j i-1,])
1) 3 o) kGG g e (4.66)
) L) fe '
33 34 1,)
L Sl Y
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k) ) kY
kG kY

6 5 o) =

kﬁ;") c.
KE) | i
SR

ij
kguj) Ci+l,j+l

k)

(4.67)

Global sertlik matrisinin satirlarii  olusturmak igin n= (i-1M+j. satmm

olugturalim. Tablo 4.3’de bdyle bir satirin olusturulmast iglemi gosterilmistir.

Tablo 4.3 Global sertlik matrisinin n. Satir elemanlar1

Global matrisin n. Satirina .
n. Satir elemanlarinin katkisi olan elemanlar Global matrisin n. Sat}r |
siitun no’su elemanlari

Ch1i1) | S | GG | CG)
n-M-1 Y .

k (i-1,§-1) k (i-1,-1)
(i _ 1, j - 1) 41 41
n-M . - L -
6i-1) IS By SRR
n-M+1 A .

k(m-l) k1)

(i+Lj-1) » s
n-1

(i—l’j)

) i

kG 4k

ksi;hj—l) + kgis—l,j)

Z, ) ISR S SR + I 16
o K k) R
R
1(1i ’J; ﬁ) ) k&) Kt 4 6
M € K

Lineer olmayan eliptik operatér, pozitif tanimli oldugu i¢in bu matris, simetrik, baz

fonksiyonlarinin sonlu dayanikli olmasi sonucu da, seyreklesmis band sekilli matris

olacaktir.Bu matrisin her bir satirinda sifir olmayan birinci ve sonuncu elemanin
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siitun numaralannin farki bulunarak, biitiin satirlar i{izerinden bu saymnin en biiyiik
degerinin bir fazlas: bandin genisligi olarak kabul edilir.Oyleyse, bandin genisligi
(a+M+1)-(a-M~1)=2M+2 olmak iizere L,, =2M + 3 olur.

4.4.6. Sag taraf vektoriiniin olusturulmasi

e; elemaninin sag taraf vektord,

b(ij)=(b§g),bgll,,b(ij) b )T (4.68)

i+1,j2 Yit+l, j+1

bigimindedir. L okal sertlik matrisinin global sertlik matrisine déniisiimiinde oldugu

gibi, Tablo 4.1°den yararlamirsak, 4 boyutlu b® sag taraf vektoriini global

siralamada,

B =(0,0,...,0,b®,b_0,...,0,b8 b 0,..0) (4.69)

1,j 2 O1,ja19Yse005V5 Ui 55 Digl jarsVsees
bigiminde veya n = (i - l)M + j déniiglimiinii yaparsak, '

B(IJ) = (0’01'"309 bn s bn+M aOr“’O’ bn+l b4 bn+M+1 ’O""’O)T (470)

bigiminde yazabiliriz. Buradaki n sayisi, (i,j) indisinin (4.61) doniisimindeki
dengidir. Herbir ey elemanmin L = NM boyutlu sag taraf vektoriinii olusturduktan

sonra, bunlarin sonlu elemanlar iizerindeki toplamindan (4.48) lineer cebirsel

denklemler sisteminin sag taraf vektori,

B=) BY (4.71)

(i)

elde edilir (Tablo 4.4).
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Tablo 4.4 Sa taraf vektoriiniin n . Bilegeninin hesaplanmast (n = (i —1)M + j)

n=i n= n=(i~1)M+j =L,
=LN-1 FLM-1 i=LN-1j=LM-1| M
(i, M) (N,J) (i.J) (N, M)
bg;{x,MA) b§§,;‘* 1) b gj-x,j—l) bg’I}I—l,M—-l)
+ + +
b3 o0 of
+
(1,51
bi,jj )
+
(i’ ')
‘bi’jJ
Bi,M BN,j Bi,j BN,M

4.4.7. Dortgen elemanlardan elde edilen sonlu fark denklemi

Global matrisin n. satirm ¢ = (cl,ﬁzz,...,cL ), L=NxM bilinmeyenler vektéiriijrle
carpilirsa, (4.45) lineer cebirsel denklemler sisteminin n. denklemi elde edilir.

n =(i—1)M+ j. denklem, global sertlik matrisinin Tablo 4.3’te olusturulmus n.

C

satirinin sifir olmayan elemanlarinin strasiyla c c

i-1,j-12 Vi, j-12 Visl,j-1 2

Cir1,§>Ci,j> Cist,j» Cict,js1> Ci ja15 Cia o PArametreleriyle ¢arpimindan elde edilir. Bu garpim
sonucu, (4.48) lineer denklemler sisteminin n. denklemi agagidaki sekilde olur:

i-1,j-1) (i-1,3~1) i,j~1 i,j~1 i~1,j~1 i~1,j
kgu Ciqja T (k43 +k(21 ) i,j-1 +kg.13] )Ci+1,j—1 + (kglz H) +kgll i) i-1,j

S A RS SRS LS ) S | X TN ) S (4.72)
+ (kgi;l’j) + kgiz’J) ij T k&j)cm,ju =B,;
Burada, sag taraf, '
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B, =b{t 4 plt) 4 pE0 4 p8) | 1<i<N-1, 1gj<M-1 (4.73)
bigiminde hesaplanir.

Kafesin diizglin oldugunu varsayalim.h; =h=sabit , 7; =7 =sabit olsun. Bu

durumda, diizgiin kafeste eg) sonlu elemamnn (1<i<N-1,1<j<M-1) lokal

sertlik matrisi, K = kQVuij 2) olmak tizere agagidaki gibi olur:

[ 22.2h 20 bz 2h 7 h]
h = h r h = h 7
2t h 2r 2h 7 h 7 2h
) 1 w7 h 7 Wt b r
EWl =g &8 " aha Mwln| @
h = h = h T h =
_xh oz 2h 27 b 27 2h
h 7 h = h T h 7|

Bu matrisin elemanlarinin ifadesini, (4.72)’de g6zoniine alirsak, (4.48) sisteminin n.

denklemi asagidaki gibi yazilir:

IK 7 h 7 2h 2r h 2t 2h
20 W) et i LS G ey SR e o
IK T 2h T h 2t 2h 2r h
MG | P i G S Sy T ey
1 2r h 2r 2h T h T 2h
e iy {(T*:}’f—w (e (s (E"T)"‘*”} *7)

+—1~K 2r 2h 2t h [t 2h T h
6 Yl _h“‘"T Cij + "?"‘? Cijn P Ci,j + L7 Cit1ji1

=Bij

Bu denklem, kolayca sadelegtirilerek,
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17
S St =g R o Ko

+(Ki_ 4% +K,_ 2’j+%)ci_1’j + 2(Ki_%’j_% +Ki+%,j_% +K,_ Lk +K,, 2’1'%)%
+(Ki+}§,j—}§ +K,, 4 J+}/) Ciui ~ Ky i 14 CirLint —Z(Ki— 4+ Y +K,, 5.i+% )ci,iﬂ

- Ki+}§,j+ %ciﬂ.jﬂ} ‘ 4.76)
—Z(K;_%,,-_% +K, 21*‘}/) Ciy,j T+ (K Y +K,, S % +K. LirY +K,, 2'j+%)ci'j
_2(Ki+ A A +K,, b ,+}/) Cini ~ Ky 2,j+}§°i—1,1'+1 +(Ki— 5+ % +K,, 2,j+%)°i.i+l

-K,, Wi+ %°i+l,j+1} =B;

yazilabilir. Sonlu Farklar teorisinin tammlarindan yararlanarak, ( QVuI )——J

_‘?_(kQVulz )%] kusmi tiirevlerinin sonlu fark benzesimlerini,

dy

(ool bk, =Ki+%”'um’j_(K‘* 2’+th1-¥ oK @.77)

1.2

(kQVul2 )")by, .= Rigggtion ~ (Ki”’*% A )u M A (4.78)

kullanarak, (k(]Vu]2 }:);x;y ; ( (jVuI }) _ dordiincti mertebeden sonlu fark tiirevini

yazalim:

2 1 :
(kGV‘li };);x;yxj =17 {Ki— iy it ~ 2K G K i
-2K. Wi Cij +2( Y +KlJ }/) -2K., }/J i +K1-}/J+y L (4.79)

—_— 2Ki'j+%ci,j*l + Ki+%’j+%ci+l,j+l}
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(4.76) denklemi diizenlenirse,

T
E{' Kyl +(Ki,j—% +R iy )Ci.j“ LS }gci,jﬂ}

1z'

{I<1_ }/ - / i-1,j-1 2Ki, j,.%ci.j—l + Ki+}é, j-}éci*'lsj“l —2K i—%,j ci"]’j
+ Z(K‘ . + Ki’j+% )Cm— - 2Ki+§§’jcm’j + Ki_%,j+%°i-l,j+1

- 2K, J+y i J+l i+ %’j,{_%ciﬂ,jﬂ
h | } 4.80
K (K Ko P Keggm 5
1 h

1_}/ J“y i~1,j-1 ZKI 1_.}/ i,j~1 K,'.,.%,j_%cii»l,j—l - 2Ki_%',jci—1,j

+2(Ki—}/,j +Ki+ 2,,’)06 +}/ Civyj + 1 2,J'Jf}gci-l.jﬂ
-2K, +}, Ljs KH%J%CM,M =By ,i=LN-1, j=1,M-1

seklinde yazilabilir ve

-l k), —ane v bl - ko B

4.81)
——-h3 (unl )c);my” B; ,1—1 N-1,j=1,M-1

sonlu fark denklemi bulunur. Boylece, (2.1) denkleminin agagidaki sonlu. fark
yaklagimt elde edilir.

(QVul P - S e L,
—'g[hz(kQVHI )CL‘M' -*:Tz(kqvulz});y-xx,ij]= ;%;Bij ,i=LN-1, j=L,M~1

(4.82)

Kafes, kare geklinde diizglin kafes ise yani h=7 ise bu denklem daha basite

indirgenir ve
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o Bl b by - o Bl - o, .

i=,N-1, j=L,M~1

seklinde yazilir,

4.5. Sonlu Elemanlardan Elde Edilen Sonlu Fark Denklemlerinin Klasik Sonlu
Fark Denklemleri ile Karsilagtiriimas:

(4.82) ve (4.83) denklemleri incelendiginde, bu denklemlerden her birinin (2.1)
denklemine sonlu eleman yaklasimmdan elde edilen sonlu fark denklemleri oldugu

goriiliir.

Yipy,j — Wy Ui — Uy, Uil Wi Bij i1
K, o e DTRE g B T e BT
1+%,1 h i- 20, h 4 1,J+% T L=/ T
h T

i=LN-1,j=1M-1

(4.84)

=F;,

sonlu fark denklemi,

~(elvol kL, - (lvaP k) =5 L =T8T, j=T31 (4.85)

seklinde yazilabilir.

(4.85) denklemindeki terimler ile (4.83) sonlu elemanlardan elde edilen sonlu fark
denklemindeki ilk terimler aynidir. Ancak, sonlu elemanlardan elde edilen sonlu fark

denkleminin son terimi olan (k(f)c);x;yu ‘nin sinith oldugu varsayilirsa, klasik
¢oziimiin var oldufu durumda , esit olmayan adim igin yaklagim hatasinin

O(h2 +7? ) , esit adim igin ise O’(hz) diizeyinde oldugu agik¢a goriiliir.
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BOLUM 5

5. UYYGULAMA

(2.1)-(2.4) problemi sayisal olarak k(§)= almarak, (Sekil 5.1)

1

J1+€&
Q= {(x, y] 0<x<1,0<y< l} bolgesinde Sonlu Farklar ve Sonlu Elemanlar
yontemi ile ¢oziilmiigtir. W, kafesinde N=M=21(h=0.05) olarak (Sonlu
Elemanlar y&nteminde 400 dikddrtgen sonlu eleman) ele alinmustir. Yaklagimlar,
max! ui(j“) - ugj“"l) <&, &=0.001 kosulu ile saglanmigtir. Sonlu elemanlar yéntemi ile
yaklagik ¢6ziim grafikleri verilmistir. Problemler, FORTRAN programlama dilinde
yazilmus olan program ile ¢oziilmiistiir.

1.00 —
0.90 —
—~
2p 4
v/
0.80 —
0.70 —
I ' I T I T 7 I T
0.00 0.20 0.40 - 0.60 0.80 1.00

Sekil 5.1 k(¢£) =

fonksiyonu

1
J1+€&



(5.1)
(5.2)

kargilik gelen

1r.

stir. Bu problemde

I
.

ziime
i

11 ¢OZUmu,

kes
Sekil 5.3°de ve
0.005,&" =7.6117 seklinded

Sekil 5.2’de, bu ¢6

Zum

iyonu ise

fonks

)

4+8(x2 + yz)
2 +y2)
[Vl

[1 + 4(x
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olarak ele alinmistir. Bu durumda, problemin
Elde e

Problem 1. Bu 6mekte,
fonksiyonudur.
k(£) fonksiyonu, & e (4’,,,5 ") i¢in &,

F(x,y)
ol
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Sekil 5.3 k(&)=

1
1/1+‘§

; (é" = [Vul* )’nin g?aﬁgi

u(x,y) kesin ¢Oziimii igin J(u)=—2.27435700 *dir. Tablo 5.1°den goriildiigi

gibi, J (ug‘)) yaklasik degerleri azalarak, J (u) degerine yaklagmaktadir.

Tablo 5.1 Problem 1 igin, J(u) fonksiyoneli ve hatann degerlendirilmesi.

u(x,y)=x*+y*

N

U, (x,y)=0.5%> +0.5y*

u,(%,y)= sin(x2 )+ sin(yz)

iterasyon J (ug‘)) ud —uf?| | jterasyon J (u 5;‘)) ul) —yl
1 [-2.32295100 | 1.00000000 1 -2.24798000 | 0.58385320
2 -2.26239600 | 0.07148319 2 [-2.23340700 | 0.05477607
3 -2.25437700 | 0.02059567 3 -2.24029600 | 0.01896930
4 ]-2.25400600 | 0.00882292 4 [-2.24606800 | 0.00897640
5 -2.25479700 | 0.00453508 5 -2.24994800 | 0.00491613
6 -2.25568000 | 0.00259376 6 [-2.25256600 | 0.00291532
7 ] -2.25644700 | 0.00159186 7 ]-2.25438100 | 0.00183958
8 -2.25707500 | 0.00102383 8 -2.25567400 | 0.00120288
9 -2.25757700 | 0.00067872 9 |-2.25661300 | 0.00081378
Jw) |-2.27435700 -2.27435700
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Iterasyon baslangici olarak, u,(x,y)=0.5x> +0.5y* ve u,(x,y)= sin(x2 )+ sin(yz)

fonksiyonlar1 ele alinmug ve yaklagik ¢oziim, her ikisi icin de 9 iterasyon ile
bulunmusgtur.

Yaklasik ¢6ztimiin bagil hatasi, Sonlu Fark yonteminde %1.8 , Sonlu Eleman

yonteminde ise %0.4’dlir.

Problem 2. Bu 6rnekte,

2 3 2
F(x,y)= 2(1+00s .x)—smx(l -;4y ) (5.3)
[1 +4y* + cos? x] 2
olarak ele alinmigtir. Bu durumda, problemin kesin ¢6ziimii,
u(x,y)=y? +sinx (54

fonksiyonudur.

Elde edilen u, yaklagtk ¢oztim Sekil 5.4’de, bu ¢oziime karsihik gelen

k(§)=\/1—1+._§- , (f =|Vu|2) fonksiyonu ise Sekil 5.5’de verilmistir. Bu problemde

k(&) fonksiyonu , & e (£,,&") igin &, =0.3172,&" = 4.8018 seklindedir.
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Yaklagik ¢dziim, uo(x, y)= 0.5y” +sin(0.5x) iterasyon baslangi¢ fonksiyonu ele

alindigimda 6 iterasyon ile, u,(x,y)= sin(x2 )+ sin(yz) fonksiyonu alindiginda ise 7

iterasyon ile bulunmugtur.

Yaklasik ¢6ziimiin bagil hatasi, Sonlu Fark yonteminde %0.08, Sonlu Eleman

yonteminde ise %0.07dir.

Tablo 5.2 Problem 2 igin, J(u) fonksiyoneli ve hatanin degerlendirilmesi.

u(x,y)=y* +sinx

u,y(x,y)= 0.5y +5sin(0.5x) u,(x,y)= sin(x2 )+ sin(y2 )
iterasyon J (u 5;*)) ui(j") - ug‘"l) iterasyon J (uﬁ‘)) ui(j“) - u,%“'l)
1 -1.55629900 | 0.86204540 1 -1.49074100 { 0.54150330
2 -1.58400900 | 0.02580404 2 -1.55689400 | 0.01520348
3 -1.58908700 | 0.00765276 3 -1.57531100 | 0.00658989
4 -1.59114800 | 0.00296426 4 -1.58361200 | 0.00331199
5 ~1.59239200 | 0.00135654 5 -1.58805300 | 0.00176132
6 -1.59321200 { 0.00070417 6 -1.59061500 | 0.00101078
7 -1.59215500 | 0.00060296
Ju) [ -1.63548800 -1.63548800
Problem 3. Bu 6rnekte,
2e™Y ‘
Fl,y)= (5.5)
[1 + 2020y )%
olarak ele alinmigtir. Bu durumda, problemin kesin ¢dziimii,
u(x,y)=e*" (5.6)

fonksiyonudur.
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u(x,y) kesin ¢6zlimil igin J(u)=—6.50408800 ’dir. Tablo 5.3’den goriildiigii gibi,
J (ug“)) yaklagik degerleri azalarak, J (u) degerine yaklagmaktadir.

Iterasyon bagslangici olarak, u,(x,y)=e"*"" ve u,(x,y)= sin(x2 )+ sin(yz)
fonksiyonlar: ele alinmig ve her iki durumda da yaklagik ¢6ziim, 15 iterasyon ile

bulunmustur.

Yaklasik ¢Oziimiin bagil hatasi, Sonlu Fark yonteminde %0.3, Sonlu Eleman

y6nteminde ise %0.16’dir.

Tablo 5.3 Problem 3 igin, J(u) fonksiyoneli vé hatanin degerlendirilmesi.

u(x,y)= e

u, (X, y) = g0Sx+05y u, (X, y) - Sin(X2 )+ Sin(yz)
iterasy on J(ugl)) ugju) _ ugjn~1) iterasyon J(ug‘) ) ui(jn) _ ui(jn—l)
1 -5.82459100 | 4.67077400 1 -5.49069500 | 5.97290900
2 [-6.22358500 | 0.15663650 2 ]-6.08937700 | 0.17448620
3 ]-6.34295500 | 0.05879474 3 ]-6.27328600 | 0.06561470
4 1-6.39063600 | 0.02791810 | 4  |-6.35095000 | 0.03032613
5 | -6.41430200 | 0.01526403 5 ]-6.39072700 | 0.01612139
6 | -6.42812000 | 0.00926018 6 |-6.41384800 | 0.00951266
7 |-6.43715700 | 0.00609684 7 | -6.42850500 | 0.00612378
8 | -6.44352000 | 0.00427032 8 |-6.43834500 | 0.00422406
9 1-6.44819900 | 0.00315213 9 ]-6.44519800 | 0.00308251
10 [-6.45172800 | 0.00243020 10 [-6.45008300 | 0.00235319
11 -6.45440900 | 0.00190520 11 |-6.45361400 | 0.00186586
12 [-6.45645000 | 0.00154924 12 [-6.45619000 | 0.00150204
13 [-6.45800600 | 0.00127721 13 ]-6.45805500 | 0.00125313
14 . [-6.45920200 | 0.00107741 14 [-6.45941200 | 0.00105596
15 |-6.46012000 | 0.00091720 15 |-6.46040700 | 0.00090337
I(u) -6.50408800 -6.50408800
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Problem 4.k =k(¢) fonksiyonunun,

k()20
K'(¢)=<o0 (.7

k(§)+2K(E)K 20

&

kosullarim saglamas: gerektigi teoriden bellidir. Ilk dort &rnekte, ele alinan u(x, y)

fonksiyonlari igin [O,l]x [0,1] bdlgesinde, bu kosullarin tiimii saglanmaktadir. Burada,

1
k(&)= ele alalim. Kesin ¢6zliimii,
©) J1+&2

ux,y)=x* +y> (5.8)

oldugu durumda,

F(x,y)= 4 - (5.9)
[1 + 16(x2 + yz)z}/2

olur. Ele alinan k(§) fonksiyonu i¢in (5.7) kosullarindan son kogulun saglanmasi
igin & <1 olmalidir. Bu problem igin , son kosul geregi, x* +y? < 0.25 esitsizliginin
saglanmasi gerekir. Bu nedenle, aralik kiigtiltiillerek problem, [0,0.35]x[0,0.35]
bélgesinde ¢oziilmiigtiir.

[0,0.35]x [0,0.35] bolgesi igin u, yaklagik ¢oziim Sekil 5.8’de, bu ¢éziime kargihik

1 2 .
gelen k(§)= , (.f = ]Vu]) fonksiyonu ise Sekil 5.9’da verilmigtir.
J1+&2

£ele,&'), (£ =0.0006,£° =0.8962) igin k(£) fonksiyonu, Sekil 5.10°daki
gibidir.
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0.90 —
'S
=
0.80 —
00— — 71 — | 71 = [ " 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
\ll g
i
Sekil 5.10 [0,0.35]%[0,0.35] bolgesinde, g6ziime karsilik gelen k(&)= L —"nin
1+¢&

grafigi

u(x,y) kesin ¢6ziimii igin J(u)=—0.01920664 *dir. Tablo 5.4’den goriildiigii gibi,
J (ug")) yaklasik degerleri azalarak, J (u) degerine yaklasmaktadir.

Iterasyon baslangic1 olarak, yaklagik ¢oziim ,u,(x,y)=0.5x* +0.5y* fonksiyonu

igin 3 iterasyon ile u,(x,y)= sin(x2)+ sin(yz) fonksiyonu igin 2 iterasyon ile

bulunmustur.

Yaklagik ¢oziimiin bagil hatasi, Sonlu Fark y6nteminde %0.53, Sonlu Eleman
yonteminde ise %0.23’dir.
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Tablo 5.4 Problem 4 i¢in, J (u) fonksiyoneli ve hatanin degerlendirilmesi.

u(x,y)=x? +y?

u,(x,y) = 0.5x* +0.5y> u,(%,5)= sin(x2)+sin(y2)
iterasyon J (u &‘) ) ugj“) ~ ui(j“'l) iterasyon | J (ug‘) ) ugj“) - ug‘")
1 -0.01311116 | 0.12250000 1 -0.01605941 | 0.00984219
2 -0.01565713 | 0.00401823 2 -0.01658052 | 0.00080272
3 -0.01644010 | 0.00091963
I(u) -0.01920664 -0.01920664

Bolge genisletilerek, problemin [0,0.6]x[0,0.6] bolgesinde ¢ozillmesi istendiginde
iraksama oldugu goriilmiistiir. 51 iterasyon sonunda yaklagilan u(x,y) fonksiyonu
icin  k(£), £el&,¢7), (£ =0.0018,¢* =2.6314) fonksiyonu, Sekil 5.11°deki
gibidir. Sekilden goriildiigii gibi (5.7)’un son kosulu saglanmadigindan gergek k(f)
(Sekil 5.10) fonksiyonundan ¢ok farkli olan bir fonksiyon elde edilmisgtir.

1.00 —
0.80 —
<
= 060
0.40 —
0.20 . ] 1 i , I
0.00 1.00 - 2.00 3.00
| &
Sekil 5.11 [0,0.6]x [0,0.6] bdlgesinde, ¢oziime kargilik gelen k(f) = ! = nin
1+¢

grafigi
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u(x,y) kesin ¢ozimil igin J(u)=—0.10893550 *dir. Tablo 5.5’dan gorildizi gibi,
J (ug’)) yaklagik degerleri salinimlarla degismektedir.

Iterasyon baslangic: olarak, u,(x,y)= sin(xz)+ sin(yz) fonksiyonu ele alindiginda
islemler 51 iterasyon sonucunda durmasina ragmen , u O(X, y) =0.5x* +0.5y?

fonksiyonu ele alindiginda, islemler stirekli devam etmistir. Yani, (5.7) kosullarindan

herhangi biri saglanmadig takdirde iraksama olur.

Tablo 5.5 Problem 4 igin, J (u) fonksiyoneli ve hatanin degerlendirilmesi.

u(x,y)=x*+y*

uy(x,5)= sin(x2 )+ sin(y2 ) u,(x,y)= sin(x2 )+ sin(yz)
iterasyon J (ug“.) ) ug’) - ui(jn"l) iterasyon J (u g“) ) ug‘) - ug"l)
1 -0.11893910 | 0.08235776 27 -0.10729700 | 0.01774365
- -0.11575940 | 0.00951611 28 -0.10677080 | 0.01088160
3 -0.11506600 | 0.00435597 29 -0.10831330 | 0.01154160
4 -0.11454290 | 0.00296913 30 -0.11032310 | 0.01296192
5 -0.11393230 | 0.00266701 31 -0.11246070 | 0.01080739
6 -0.11316480 | 0.00289258 32 -0.11334490 | 0.01044166
7 -0.11221450 | 0.00346613 33 -0.11367530 | 0.00501543
8 -0.11107370 | 0.00446680 34 -0.11421330 | 0.00434643
9 ° |-0.10973530 | 0.00594410 35 -0.11448560 | 0.00410807
10 -0.10815900 | 0.00812468 36 -0.11437820 | 0.00324208
11 -0.10621940 | 0.01175302 37 -0.11406540 | 0.00231439
12 -0.10363950 | 0.01614958 38 -0.11377860 | 0.00167054
13 -0.09998992 | 0.02566422 39 -0.11357860 | 0.00133914
14 -0.09513280 | 0.03261518 40 -0.11350460 | 0.00139058
15 -0.08895823 | 0.04630226 41 -0.11352400 | 0.00147015
16 -0.08554018 | 0.05937624 42 -0.11361410 | 0.00152266
17 -0.08694071 | 0.04701257 43 -0.11376090 | 0.00146234
18 -0.07801405 | 0.07366025 44 -0.11394240 | 0.00154018
19 -0.07789987 | 0.03130257 45 -0.11413060 | 0.00132126
- 20 -0.08073732 | 0.00514883 46 -0.11428980 | 0.00104606
21 -0.08503354 | 0.00692075 47 -0.11439070 | 0.00104478
22 -0.09050024 | 0.01079059 48 -0.11442050 | 0.00121129
23 -0.09691045 | 0.01521444 49 -0.11437200 | 0.00118494
24 -0.10351880 | 0.01950556 50 -0.11425520 | 0.00120592
25 -0.10862280 | 0.02290565 51 -0.11410430 | 0.00096720
26 -0.10980630 | 0.02343845
I(u) -0.10893550
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Problem 5. Bu 6rnekte,
1 |
k =— F N = O 5.10

olarak ele almmigtir. Bu durumda, problemin kesin ¢6ziimii,
u(x,y)=In(cosx)-In(cosy) , 0<x<1, 0<y<1 (5.11)
fonksiyonudur.

F(x, y) - 0 oldugundan (2.1) denklemi,

[Vul

0 _|-o (5.12)
J1+|vu

div

Plateau denklemine doniigiir.

Elde edilen u, yaklasitk ¢oziim Sekil 5.12°de, bu ¢6ziime karsilik gelen

k(§)=:/—11__’z , (cf =]Vu|2) fonksiyonu ise Sekil 5.13° de verilmigtir. Bu problemde

k(&) fonksiyonu, £ e (&,,£) igin ¢, =0.0013,&" =4.3568 seklindedir.
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Sekil 5.13 k(¢)=——— , (£ =|Vuf* Jnin grafigi

1/1+§

u(x,y) kesin ¢oziimii igin J(u)=—0.34543730 dur. Tablo 5.6’dan gorilldugl gibi ,
J(u®) yaklagik degerleri azalarak, J(u) degerine yaklagmaktadir.

Iterasyon baslangici olarak, yaklagik ¢6ziim, u,(x,y)=In(cos(0.5x))~ In(cos(0.5y))

fonksiyonu igin 5 iterasyon ile uo(x, y)-——- sin(x2)+ sin(yz) fonksiyonu i¢in 6

iterasyon ile bulunmusgtur.
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Yaklagik ¢oziimiin bagil hatasi, Sonlu Fark yonteminde %0.41, Sonlu Eleman

yonteminde ise %0.40°dur.

Tablo 5.6 Problem 5 i¢in, J (u) fonksiyoneli ve hatanin degerlendirilmesi.

u(x,y) = In(cos x)~ In(cos y)

u,(%,y) = In{cos(0.5%)) - In(cos(0.5y)) u,(x,y)= sin(x2 )+ sin(y2 )

Iterasyon J (ug“) ) ui(j“) - ui(j"_l) iterasyon J (u (s) ) ug’) - ug‘—l)
1 -0.30538140 | 0.48504230 1 -0.29801650 | 1.47690900
2 -0.29846570 | 0.01387721 2 -0.29583930 | 0.01545802
3 -0.30083810 | 0.00465652 3 -0.29946290 | 0.00569877
4 -0.30261410 | 0.00203010 4 -0.30185980 | 0.00254962
5 -0.30367340 | 0.00095031 5 -0.30325410 | 0.00120655

6 -0.30404570 | 0.00062484
- I(u) -0.34543730 -0.34543730
Problem 6. Bu émekte ise (5.12) Plateau denklemi,
u(x,y)=-y(y-1), (x,y)e T UT,
(5.13)

kosullar ile ¢oztilmiistiir. Burada, I NI, =@, I, T, = 0Q dir.

Elde edilen u,
1

k(§)=\/_1—+——§‘

k(¢) fonksiyonu ,& e (£,,£") igin £, = 0.0005,&* =1.6383  seklindedir.

yaklagik ¢oziim Sekil 5.14’de, bu ¢oziime karsilik gelen
, (.f =|Vu|2) fonksiyonu ise Sekil 5.15’de verilmistir. Bu problemde
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K(x,y)

Sekil 5.15 k(§)=ﬁ , € =|Vu|2 *nin grafigi

J ug“) yaklasik degerlerinin azaldigi, Tablo 5.7°de goriilmektedir. Iterasyon
baslangic: olarak , u,(x,y)=e"™*" ve u,(x,y)=sin(x?)+sinly®) fonksiyonlar

ele almmus ve her iki durumda da yaklagik ¢6ziim , 5 iterasyon ile bulunmugtur.
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Tablo 5.7 Problem 6 igin, J(u) fonksiyoneli ve hatanin degerlendirilmesi.

u(x,y) = _Y(y - 1) > (X’ Y) el; LI,

u,(x, y) = e2ox0sy u,(x,y)= sin(x2)+ sin(yz)
iterasyon J (ug“)) ufj") - usj" I | iterasyon J(ui“’ ) ugj“) - ug“ )
1 0.03335712 | 2.71828200 1 0.03482987 | 1.41614700
2 0.03179680 | 0.01675189 2 0.03187786 | 0.01751585
3 0.03166267 | 0.00431623 3 0.03166310 | 0.00439946
4 0.03163831 |0.00123248 4 0.03163669 | 0.00124513"
5 0.03163525 | 0.00036120 5 0.03163454 | 0.00038011

Problem 7. Bu problemde,

seklinde iki bolgeye ayrahim: Q, = [0,2] [0.1],Q, =[2.4]x [0,1] .

u(x,y) fonksiyonu,

ulx,y)=

[4 :
-

x? +4x

(X’ y) € Q]
(Xa y) € Q2

Q=[0,4]x]01] olsun. Q bolgesini Q=0Q, U Q,

(5.14)

seklinde olsun. u(x,y)e C! (ﬁ) oldugu bellidir. Fakat, u(x,y)e C*(Q) olmaktadir.Bu

durumda, Sinir kosullart asagidaki gibi olur:

\

k()=

u(x,y)=4 ,
J u(x,y): 0,

u(x,y):{

4 ,

-x%+4x,

1

J1+&

(x) Y) € rl
(x’ Y) € r’.’.

Xx<2

x>2

oldugunda , (2.2)’den
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(5.16)

alahim.

(5.15) fonksiyonunun x=2 {izerinde C* (Q) sinifindan olmadigindan yaklagik ¢oziim

sonlu farklar yontemi ile hesaplanamaz. Sonlu elemanlardan elde edilen u, yaklagik

¢oziim Sekil 5.16’da, bu g¢ozime kargilk gelen k()= \/—I—_I—E , (ﬁ = qulz)
+

fonksiyonu ise Sekil 5.17°de verilmistir. Bu problemde k((j) fonksiyonu
£Eelg,&)ign &, =0,£" =14.4075  seklindedir.

T AZABLSRER
=
s

Sekil 5,17 k{g)=——, (5 = |Vu12)’nin grafigi

,/1+¢f
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u(x,y) kesin ¢oziimit igin J (u) =—0.73953200 *dir. Tablo 5.8"den gorildugu gibi ,

J (uﬁl“)) yaklagik degerleri azalarak, J(u) degerine yaklagmaktadir.

iterasyon baslangict olarak, u,(x,y)=e*¥ ve u,(x,y)=sin (x2 )+ sin (yz)

fonksiyonlar1 ele alinmug, yaklagtk ¢oziim , her iki durumda da 6 iterasyon ile

bulunmustur.

Yaklagtk ¢oziimiin bagil hatasi, Sonlu Eleman yonteminde ise %0.38dir.

Tablo 5.8 Problem 7 igin, J(u) fonksiyoneli ve hatanin degerlendirilmesi.

u(x y)_ 4 b (X,Y)EQI
’ —x?+4x , (x,y)eQ,
u,(x,y)=e*" uo(x,y):sin(xz)Jrsin(yz)
iterasyon Iu fj‘)) u® —u® I | iterasyon | J (uif‘)) ul) —ul )
1 -1.39159800 | 1.33125600 1 -1.34025300 | 1.31313500
2 -1.63996600 | 0.05568963 2 -1.61542000 | 0.04134658
3 -1.70315200 | 0.01253324 3 -1.68752000 | 0.01235609
4 -1.72129000 | 0.00291484 4 -1.72891300 | 0.00431241
5 -1.72666400 | 0.00123353 5 -1.71541800 | 0.00165860
6 -1.72832100 | 0.00043500 6 -1.71767200 | 0.00065898
) | -1.73953200 -1.73953200

Problem 8. Bu Ornekte,

Problem 7°de oldugu gibi

Q=[0,4]x[0,1] ele alalim:

Q=0Q, uQ,. Problem 7" den farkh olarak u(x,y) fonksiyonu,

4 , (x,y)eQ1

G-4F . Gy)en, G0

u(x,y):{

olsun. Burada, u(x,y) € C(Q) dir.

Sinir kosullarini ise agagidaki gibi tammlayalim:
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-

u(x,y) =4 (x,y) el
u(x,y)=0 , (x,y)er, (5.18)

( ) 4 , XxX<2
Lux,y B (x~4)2 , X>2

A

1

J1+&

k(¢)=

oldugunda ,

Jo . (xy)eQ,
F(XJFM] 2 (y)eQ,

+4(x —4)° F’

(5.19)

olur. (5.17) fonksiyonu, Q, ve Q, bolgelerinin ortak sinirinda siirekli tiirevlenebilir

olmadig: i¢in, sonlu farklar yontemi ile bulunamaz. Bu nedenle problem , sonlu

elemanlar yontemi ile ¢oziilebilir.

Elde edilen u, yaklastk ¢oziim S$ekil 5.18’de, bu ¢6ziime kargilik gelen
1

k(§)=ﬁ

k(&) fonksiyonu , & e {£,.£° ) igin £, =0.,£° =17.7849  seklindedir.

, (cf :[Vu!z) fonksiyonu ise Sekil 5.19°da verilmistir. Bu problemde

Yaklastk ¢oziimiin bagil hatasi, Sonlu Eleman yonteminde ise %7.03 dir.

Sekil 5.18 Yaklagik ¢oziimiin grafigi

96



W
7 p
4 4

4 57
’ 7

NN&ZZA 7L FF
LT

AT
NSt

1

Sekil 5.19 k(&)=

T = Vo’ )'nin graigi

u(x,y) kesin goziimii igin J(u)=-0.34543730 dir. Tablo 5.9’dan gorildiigi gibi ,
J (uf!“)) yaklasik degerleri azalarak, J (u) degerine yaklasmaktadir.

Iterasyon baslangici olarak, yaklasik ¢Oziim, uo(x,y)= &Y fonksiyonu igin 4

iterasyon ile | uo(x, y)=sin(x2)+ sin(yz) fonksiyonu igin 5 iterasyon ile

bulunmustur.

Tablo 5.9 Problem 8 igin , J (u) fonksiyoneli ve hatanm degerlendirilmesi.

( ) 4 , (x,y)e Q,
ulx,y)=
Y (x -~ 4)2 , (x,y) €Q,
u,o(x,y) ="e™ u,(%,y)= sin(x2 )+ sin(yz)
iterasyon | J (ug‘)) ul) - ulD iterasyon J (ug“)) ud) uly
1 -1.28156700 | 1.25158700 1 ~1.27055300 | 1.20221400
2 -1.35748200 | 0.04333120 2 -1.32131700 | 0.04232320
3 -1.36872100 | 0.02456130 3 -1.33158500 | 0.02211750
4 -1.36933500 | 0.00157800 4 -1.33923700 | 0.00214340
5 -1.35131700 | 0.00199810
I(u) -1.38154100 -1.38154100
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Farklt k(f) degerleri i¢in J (u) fonksiyonelinin karsilastiriimasi:

k(cf) = :/T—i__—é; ve k(g“) = ?—:2 fonksiyonlar i¢in, degisik u fonksiyonlarimn J (ug“))

degerlerinin J (u) degerine yaklasimi asagidaki tablolarda g6sterilmektedir.

Tablo 5.3 ve 5.10’dan gorildig gibi, u=e™" fonksiyonu i¢in, yaklasik ¢oziim,

once u,(x,y)= e baglangig fonksiyonu alindiginda, k(¢)=

! igin, 15
JI+&

iterasyon ve %0.17 hata ile k(§)= Z‘j:; i¢in, 4 iterasyon ve %0.012 hata ile

bulunmus, daha sonra ise u,(x, y)=sin(x2)+ sin(yz) fonksiyonu alindiginda,

1 .. . . E+3 .. .
k(&)= igin, 15 iterasyon ve %0.16 hata ile k(&)= i¢in, 4 iterasyon ve
(‘f) \/i+—§ Y 0 (é:) §+2 ¢ yon

%0.013 hata ile hesaplanmugtir.

Tablo 5.11 ve 5.12°den goriildiigi gibi, u =e* +e” fonksiyonu i¢in, yaklagik ¢6ziim,

once u,(x,y)=e""* +e* baslangig fonksiyonu alindiginda, k(£)=

! igin, 11
J1+€&

iterasyon ve %0.051 hata ile k(§)= §+; igin, 4 iterasyon ve %2.176 hata ile
+

bulunmus, daha sonra ise, uo(x, y):sin(xz)+ sin(yz) fonksiyonu alindiginda,

1 .. . . E+3 .. .
ki¢)= i¢in, 11 iterasyon ve %0.045 hata ile k(&)= i¢in, 4 iterasyon ve
(‘f) \/i'i'—f ¢ Y Y (f) ¢. +2 ¢ Y

%2.175 hata ile hesaplanmustir.



Tablo 5.10 u(x,y)=e™ ve k(&)= g% icin, J(u) fonksiyonelinin
degerlendirilmesi.
u(x,y)=e*"
U, (x,y) = 0 u,(x,y) =sin(x? )+ sin(y?)
iterasyon J (u (n) ) ui(j“) ~ul iterasyon J (ug“)) ug‘) —ul
1 -22.14494000 | 4.67077400 1 -20.94056000 | 5.97290900
2 -23.43185000 | 0.06500030 2 -23.39864000 | 0.07367182
3 -23.44762000 | 0.00362158 3 -23.44595000 | 0.00342894
4 -23.44714000 | 0.00027633 4 -23.44707000 | 0.00024748
J(u) -24.83798000 -24.83798000
Tablo 5.11 u(x,y)=e*+e’ ve k(¢)= ———11 ; igin,J(u)  fonksiyonelinin
’ +
degerlendirilmesi.
u(x, y) =e* +¢’
U,y (x,y) = €™ +e* u,(x,y) = sin(x2)+ sin(yz)
iterasyon J (u g“)) u® —u®D | jterasyon J (ug“)) uf) —ul
1 -5.91779400 | 2.13912100 1 -5.75149800 | 4.02041700
2 -5.88962900 | 0.08347034 2 -5.78938200 | 0.05500555
3 -5.86581700 | 0.03151679 3 -5.82047700 | 0.02259183
4 -5.87480500 | 0.01521182 4 -5.85368800 0.01158667
5 -5.89064400 | 0.00842309 5 -5.87971100 | 0.00674820
6 -5.90430400 | 0.00513148 6 -5.89816700 | 0.00425577
7 -5.91458900 | 0.00335312 7 -5.91101800 | 0.00284839
8. -5.92212000 _|{. 0.00228977 8 . -5.92006000 | 0.00198698
9 -5.92766800 | 0.00163531 9 -5.92653600 | 0.00143051
10 -5.93180200 | 0.00118661 10 -5.93126400 | 0.00104952
11 -5.93493100 | 0.00088787 11 -5.93474200 | 0.00079107
1) | -5.97535100 -5.97535100
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Tablo 5.2 u(x,y)=e* +e’ ve k(£)=222

igin , J(u)

fonksiyonelinin
E+2

degerlendirilmesi.

u(x,y)=e* +e’

Uy (%,y) =€ +e™ u,(x,y)= sin(x2)+ sin(yz)

iterasyon J (ug’)) ul) — u§“‘”| iterasyon J (u 5;1)) ul) —u -
1 -14.47577000 | 2.13912100 1 -14.32759000 | 4.02041700
2 -14.93520000 | 0.03012943 2 -14.91629000 | 0.01761150
3 -14.97329000 | 0.00241709 3 -14.97160000 | 0.00143266
4 -14.97769000 | 0.00023198 4 -14.97748000 | 0.00014544
J(u) -16.23454000 -16.23454000
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SONUCLAR ve ONERILER

Sonuglar:
1. Monoton potansiyel operatérler ile ilgili tanimlar verilmistir.

2.0Operatdriin monotonlugu ile potansiyelin olugturdugu fonksiyonelin digbiikeyligi

arasindaki iligki incelenmisgtir.

3.Disbiikeylik prensibinden yararlanilarak , bir tiir lineer olmayan eliptik denklemin

yaklagik ¢dziimii i¢in sonlu farklar ve sonlu elemanlar yéntemi uygulanmigtir.
4 Potansiyelin monoton azalan oldugu degisik drmeklerle gosterilmigtir.
Oneriler:

1.Tezdeki sonuglar , fizik ve matematikte gesitli problemlere uygulanabilir.

2.Verilen iterasyon yonteminden ve algoritmadan yararlanarak, bir tiir lineer olmayan

eliptik denklemlerle ilgili problemlerin sayisal ¢oziimii elde edilebilir.
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