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OZET

Yiksek Lisans Tezi

FARK DiZi UZAYLARI

Mehmet Emin OZTURK

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

2002, Sayfa: 43

Bu ¢alisma ii¢ boliimden olugmustur.
Caligmanin birinci boliimiinde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde 7, (A’”), c(A”‘), <, (A'”) dizi uzaylarinin birer Banach uzay: olduklan
gosterilerek bu uzaylar arasindaki kapsama bagintilart incelenmis ve bu uzaylarin siirekli
dualleri verilmigtir. Ayrica l«,( "lc A"’), c, (A"’) dizi uzaylarinin ¢—, f—, y — dualleri de
verilmigtir.

Calismanin tigiincii bolimde ise; (Iw,lw( "’)), (lw,c(A"‘ )), (c, Iw( ”’)), (c,c(A”‘ )) matris
sitflary karakterize edilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Fark dizi uzaylari, @—, f— ve y — dualleri, matris doniigiimleri
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SUMMARY

Ms.D. Thesis

DIFFERENCE SEQUENCE SPACES

Mehmet Emin OZTURK

Firat Universty
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

2002, Page : 43

In this study, which is prepared as three chapter, we investigate generalized difference
sequence spaces which where defined by Et and Colak.

In the first chapter we give the fundamental definitions and theorems.
In the second chapter we study the sequence spaces [ (A'”), c(A"’), c, (A"’) and we show

that these sequence spaces are Banach spaces and give the continuous duals of the sequence
spaces. We also give the a—, f— and y — duals of these sequence spaces.

In the last chapter, we give the matrix classes (l(,,,,lno (A"‘)), (lw,c(A'”)), (c, l, (A'” ))

fe.cla)).

CEYWORDS: Difference sequence spaces, @—, §— and y — duals, matrix transformag;bns.“
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SIMGELER

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: C lizerinde tanimh biitiin diziler uzay1

: Kompleks terimli simrh diziler uzay:

: Kompleks terimli yakinsak diziler uzay
: Kompleks terimli sifir dizileri uzayi

de=(x): Y x| <0 } dizi uzay
k
: X normlu uzayimn siirekli dual uzay:
: X’in a - duali
:X’in f- duvali
: X ’in y - duali
: X dizi uzayindan Y dizi uzayt igine olan tiim matrislerin cimlesi

: X cimlesinin kapams1

o
DA

k=l

: Binom katsayisi

(k™ x, ) dizisinin smrh oldugunu ifade eder.




I. BOLUM

1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmm 1.1 [Maddox,1970] X bos olmayan bir ctimle ve K reel veya kompleks sayilarin
bir cismi olsun, +: X xX —> X ve -:: KxX — X fonksiyonlarn asagidaki ozellikleri
sagliyorsa X ciimlesine K cismi {iizerinde bir vektor (lineer) uzayr adi verilir.

Va,feKvex,ye X igin

L)x+y=y+x

L2) (x+y)+z=x+(y+z)

L 3) Her x € X igin x + & = x olacak gekilde bir 8 € X vardir.

L 4) Her bir x € X igin x+(— x)= @ olacak gekilde bir (— x)e X vardir.

LS 1lx=x

L6) alx+y)=ax+ay

L7 (a+pf)x=ax+fx

L 8) a(fx)=(ap)x
dir.

Tanmm 1.2 [Kreyszig, 1978] X bir vektor uzayi olsun. ““ : X = R doniisiimii asagidaki
sartlan sagliyorsa, bu doniisiime bir norm ve (X N ”) ikilisine de bir normlu uzay denir.

Vx,ye X igin

N1) |x|=0
N2) |x=0ex=06
N3) Hax” = lamx“ (ax skaler)

N4) x+ ¥ <<+

dir.




Bir (X ,]l]]) normlu uzay: tam ise, yani bu uzayda alinan her Cauchy dizisi bu

uzayin bir noktasina yakinsiyorsa, bu normlu uzaya Banach uzay: ad1 verilir.

Bu c¢aligmada kompleks terimli biitlin x = (xk) dizilerinin ctimlesini w ile

gosterecegiz. w, x=(x,), y=(y,) ve « bir skaler olmak tizere
x+y=(xk +yk) ve ox =(ox,)
seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir.

Tamm 1.3. [Goes, G., Goes, S., 1970] X bir dizi uzay: olsun. X bir Banach uzayi ve

7, X >C
xor(x)=x, (k=12,.)

doniistimleri stirekli ise X ’e bir BK-uzay1 denir.

|2) birer normlu

ll) ve (Y,ll.

uzay ve T:X — 7Y bir lineer doniisiim olsun. 7 donlisimii normu koruyorsa, yani

Tamm 1.4. [Kantorovich, L.V., Akilov, G.P, 1982] (X

Vxe X igin ”Tx”2 =‘|qu oluyorsa T doniigimiine lineer izometri denir. Béyle bir

doniistimiin birebir olacag1 agiktir. Eger bu doniisim orten ise 7 ’ye lineer izomorfizm

denir. Bu durumda X ile ¥ normlu uzaylar: izomorfik uzaylar adi alir.

Tanim 1.5. [Maddox, 1970] Eger X ve Y uzaylar1 izometrik olarak izomorf ise X ve ¥

uzaylarina denk uzaylar denir. Bu durumda X ’den Y ’ye bir lineer izometri vardur.

Tammm 1.6. [Maddox, 1970] X ve Y topolojik uzaylar olsun. f:X — Y d6niislimii
birebir, orten, f siirekli ve ' de siirekli ise f ‘e X ’den Y ’ye bir homeomorfizm

denir.

f:X — Y bir homeomorfizm ise, fve f ' acik climleleri korudugundan X ve

Y uzaylar topolojik olarak denk uzaylar olur.




Tanim 1.7. [Kreyszig, 1978] X normlu bir uzay olsun. X lizerinde simrlt tiim lineer

fonksiyonellerin climlesi

00 2 010,76

normu ile bir normlu uzay olusturur. Bu uzaya X ’in stirekli dual uzay1 denir ve X’ ile

gosterilir.
Tanim 1.8. [Kamthan, P.K., Gupta, M., 1981] X bir dizi uzayi olsun.
) X° = {a =(a,): i]akxk| <wo,Vxe X igin},
k=1
b) X’ = {a =(a,): iakxk yakinsak, Vx € X igin}
P

<o VxelX igin}

n
Z A X
k=1

c) X7 ={a=(ak):supn

X, X? ve X7 ’ya sirast ile X ’in a—, [~ vey —duali denir. X%, X? ve X7 birer dizi
uzay1 olup, ¢ € X* c X* < X7 dir. n=a, B veyay olmak lizere X c Y ise Y" < X"
dir.

Teorem 1.9. [Kreyszig, 1978] Bir X Banach uzayimn bir ¥ alt uzayimin tam olmasi i¢in

gerek ve yeter sart ¥ ’nin X° de kapali olmastdir.

Tanmm 1.10. [Kamthan, P.K., Gupta, M., 1981] X < w bir dizi uzay: olsun.
x=(x)eX ve y=(y,)e X olmak iizere x.y =(x,y,)e X oluyorsa, yani X noktasal

¢arpma iglemine gore kapalt ise X ’e bir dizi cebiri denir.

Tamm 1.11. [Choudhary, B., Nanda, S., 1989] X #¢ ve Y #¢,w dizi uzaymn

herhangi iki alt ciimlesi ve 4=/(a, ), (n,k =12,...) kompleks terimli sonsuz bir matris

olsun. Bir x = (x, ) e X dizisinin Ax doniigiim dizisi, Vn e N igin 4,(x)= Zankxk
k=1




serisi yakinsak olmak tizere Ax =(4,(x))e Y dizisidir. 4’ ya X den ¥ ye bir matris
doniisimii ve Ax ’e de x *in 4 doniiiim dizisi denir. (X,Y) ile X’ den ¥ igine olan biitiin

A matrislerinin sinifin1 goésterecegiz.

Tamm 1.12 [Hardy, 1949] o€ R ve n=12,... i¢in

(ajza(a—l)...(a—n+l)

n 71

seklinde tanimlanan sayilara binom katsayilar1 denir. Eger n ve k birer dogal say: ise

n < kigin

e

ve n>k i¢in

o

=0

n

dir.

Teorem 1.13. [Kreyszig, 1978] (X,d) bir metrik uzay M c Xve M,M ’nin

kapanisini gostersin. x € M olmasi igin gerek ve yeter sartx, — x olacak sekilde M de

bir (x,) dizisinin mevcut olmasdir.



II. BOLUM

2.1. FARK DiZi UZAYLARI

Fark dizileri kavrami H. Kizmaz tarafindan [1981] gelistirildi. Kizmaz X =¢_,

¢ ve c,olmak iizere,
X(A)": {x = (xk)e w:Ax = (Axk)= (xk ‘xk+1)€ X}

uzaylarim tanimladi ve bir kisim 6zellikleri verdi. Ayrica bu uzaylarin,
[l = el + e,

normu ile birer Banach uzay: olduklarini gosterdi.

Daha sonra M.A.Sarig6l [1987], X =£_, ¢ ve c,olmak iizere, Kizmaz ’in

tanimladi@ dizi uzaylarim genellestiren
x(a,)=fr=(x)ew:Ax=k(x,~x,.,)e X,q <1}

uzaylarin tanimladi. Bu uzaylar arasmdaki kapsama baglantilarini verdi ve bu uzaylarin
o, =Pl + suplke” (s, — 2.0

normu ile birer Banach uzay1 olduklarim gosterdi.

Sonra M. Bt [1993], X =£,,, ¢ ve c,olmak {izere,
X(8?)=f=(x,) e w: Ax = (A%, )= (Ax, - Ax, ;) e X}
uzaylarim tanimladi ve bu uzaylarm
o, =+ e+ 4]

normu ile birer Banach uzay: olduklarini gosterdi.




Daha sonra M. Et ve R.Colak [1995], m € N,
ANx=(x,), Ax=(Ax,)=(x, —x,,,),
A'x = A"x, = (A%, - A"k, )

ve
Ax, =Y (-1)

olmak tizere
0 (Aam)=fc=(x):A"xe,}
c(am)=fc=(x,):A"x e c}

co(A’"): {x=(xk):A'"xec0}

<
L 3
N
< 3
End
+
A

dizi uzaylari tanimladilar. Ayrica bu uzaylarin,

b, = Sl ax

normu ile birer Banach uzay: olduklarini gosterdiler. Bu uzaylarin m =1 hali Kizmaz’in
tanimladify uzaylari, m =2 hali Et’in ¢aligmalarindaki uzaylari 6zel haller olarak

vermektedir.
Son olarak da C.Bektas [2001], me N  ve r € R olmak lizere,

(A )={c=(x): (k'A"x, )e 2.}
c(A'”r)= {x =(x,): (k'A”’xk)e c}
Co (A”’r)= {x =(x,): (k’A’”xk)e co}

dizi uzaylarim tanimladi ve bu uzaylarin

m
A xk\

m
[, = 2.l +sup, 7
i=]

normu ile birer Banach uzayi olduklarini gosterdi.
Bu bolimde c,(A"),c(A") ve £_(A") dizi uzaylanmn bam 6zelliklerini

teoremler halinde ispatlari ile birlikte verecegiz.



Teorem 2.1.1. [Et, 1992] ¢, (A”’ )c c, (A”’” ) dur.
Ispat: xec, (A"’) olsun. Bu takdirde £ — « igin
(A”’xk)—> 0 dir

m+l | Am m

< ‘A’”xkl + 'A”’x,m =0 (k — )

oldugundan x € c, (A’”“) dur.

Teorem 2.1.2. [Et, 1992] c(A’"“‘)c c( "’) dir.

Ispat: x e c(A”'") olsun. Bu takdirde en az bir £ igin
(A’""xk )—) £ (k- )
dir.

A = A, — AT <A - 4+ AT -4 >0

olur ki bu (A”’xk)e ¢, < c demektir. O halde x € c(A’”) dir.

Teorem 2.1.3. [Et, 1992] £, (a"")c 2, (A7) dr.
Ispat: xe?, (A"’"‘) olsun. Bu takdirde her bir £ € N i¢in ‘A’""‘ (ka < K olacak sekilde

en az bir K > 0say1s1 vardir. Boylece her £ € N i¢in

2K

A'x,|=|A""x, — A" 'x,,,
&7 =|

< lA’""'xk] + lA"‘"‘xk+1

ve buradan x e £ (A”’) elde edilir.

Yukaridaki i¢ teoremden su sonucu yazabiliriz:

Sonu¢ 2.1.1. X,/ _,c veya c, uzaylarindan birini gostersin. n,me N olmak {izere

n<m ise X( ”)CX( ’”)dir.




Teorem 2.1.4. [Et, Colak, 1995] ¢ (A" )< ¢(A™) dir.

Ispat: x e co( ”’) olsun. Bu takdirde (A”’xk )e ¢, cc olup xe C(A”’) dir.

Teorem 2.1.5 [Et, Colak, 1995] c( "’)c { w( "’) dir.
Ispat: c( Y ), £ w( " ) uzaymin kapal: bir alt uzayidir. Bu nedenle c( ¥ ) c Ew( '”) dr.
Simdi ¢ m( " ),c(A’" ) ve ¢, (A'” ) uzaylarimn siirekli duallerini verecegiz.
D:2 (A")~> e, (A")
x>Dx=y= (O,O,...,xm+1 ,xm+2,...)
seklinde tanimlanan D operatdrii lineerdir.

Gergekten, x,ye £ (A’”) ve « skaleri igin

1) D(x+y)=(0’0""’xm+l +ym+1’xm+2 +ym+2"")
= (0,0,...,xm+l b, ,...)+ (O,O,...,y,,,ﬁu1 ,ym+2,...)
= Dx+ Dy

D D)= 00 s Bpras)

= 05(0,0,...,xm+l e ,)

= aDx

dir. D stmrhdir. Gergekten

[}, = 3y} + supufa|

= sup{

dir. Ayrica

N
i(-l)"(’")xm

v=m-1 v

A" Y b A e

=sup{|A’”yl‘,...,

A" x A'x

> H > m+1)? m+2

ST

v=]

Sen ("

y=m

)

dir. Buradan |Dx|, < K|x|, olacak sekilde bir X > 0 vardir. O halde D smrhdir:

A'x

,...,lA”’x

m|> m+1

b, = e+ supflars




D[Zw(A”')]=D£w( ’”)= {x=(xk):erw(A'”)ve X, =X, =...=X, =O}C Ew(Am)

alt kiimesini alalim. Bu Ew( ”') ’un normlu bir alt uzay1 olup, D/ a(,(A"’) lizerindeki
norm

. =”A'"x||w seklinde tamimlidar.
Simdi,

A":De_(Am)> 2,

x=(x)->y=0 )=(A'"xk) 2.1.1)

seklinde tamimlanan operator bir lineer homeomorfizmdir. A" nin lineerligi agiktir. A"

nin homeomorfizm oldugunu gdsterelim.

1) A" birebirdir. x,ye? (A'") ve A"x = A"y olsun. Bu durumda

3= S0 =)= Jon o)
S () CUERRN ISy g CRESAREY

olur. Buradan her k € N igin x, = y, elde edilir. O halde x = y dir.

2) A" ortendir. Yy e £ igin y, = A"x, olacak sekilde en az bir xe Dﬂm(Am) vardir.
Gergekten,

X, = k‘Zm(— 1y (k 7 'l)yv (2.1.2)

v=l m—1

olarak segilirse A"x, = y, elde edilir.
3) A" simrhdar.

L P g )

“Am”-;supxaeo ”x”A = Sup,.o A,,,x” =1

00

k-m —_y —
4) (A'” )-] smurhdir ve y, =Y. (-1)" (k ’ | lev olmak tizere

m_

v=l
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(A} 2, — De (A7)

x> (&)'5)=0)

seklinde tamimlidir. Gergekten,

A" (A"’ )—] X,

sup,
=1

o = sup e
(A ) ” = SUP .0 “x“w =Sup,.q Supklxkl

dir. O halde A" bir lineer homeomorfizmdir. Demek ki D/ w(A’”) ile £ uzaylan denk

topolojik uzaylardir. Bundan bagka, lA”'x”m =, = supk‘A”’xk‘ ve

& (") x| = sup 3, | =[],

( ”’)_] x“A = sup,

oldugundan A" ve ( " )4 operatorleri normu korur.
[DE m( " )] " ve Ew, sirastile DZ (A”’ ) ile £, uzaylarinn stirekli duallerini géstersinler.
T:[De (o) '> 2.
Sa —>T(fA)=fA °(Am)~l =f

seklinde tanimlanan operator bir lineer izometridir. Gergekten

furgs €D, (8" )| ve Ve skaleri igin

1) T(fA+gA)=(fA+gA)°(Am)()
= fuo()' + g, (an)
=T(fA)+T(gA)
2) T(OfA)z(OgrA)°(Am)‘l
=a(on(A’”T’)
=aT( A)

oldugundan 7 lineerdir. Simdi 7" nin normu korudugunu yani,

TARON
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oldugunu gosterelim.

”fA ” = SUpP|, =1 lfA (x], xe DL, ( $ )

vE

”T(fA )” =|fl= SUPp i|fa © (Am )_ 1 (x)‘, xel,
g ORI ACORE)

= SUP"),"A =]lfA (y1 = llﬁll

oldugundan T normu korur. Buradan T bir lineer izometridir. T nin birebir oldugu
agiktir. Diger taraftan T Ortendir. Ciinkii her f e Zw, icin T ( fA)z f olacak sekilde en
azbir f, € [Dﬁw( ’”)]' vardir. Gergekten

T(,)=1(f - 4")
=(foar)o(a)"
el o) s

demek ki T': [Dﬁm(A'” )]’—> Z m’ bir lineer izomorfizmdir. O halde D/ w(A”’) nin duali

¢ un dualine denktir.

o

D:c(A’”)—> c(A”’)
x —»>Dx=y= (0,0,...,xm+,,xm+2,...)

seklinde tanimlanan D operatori x,y € c(A”’) ve herhangi @ skaleri i¢in
1) D(x+y)=(0’0""’xm+l +ym+l’xm+2+ym+l"")

= (0,0,...,xm+1,xm+2,...)+(0,0,...,ym+1,y,,,+2,...)
=Dx+ Dy

2)  D(x)=(00.,...,0x,,,,00%,,,,..)
= a(O,O,...,xm+,,xm+2,...)

=aDx
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saglandigindan lineerdir.

|Dx, ="y, +sup,[a"y,]
i=1

N

= sup{'A’“yll,..-,lAmym A" Yo

3

= sup{ i(_ l)m (T}VH ? i (— l)m (T}vﬂ 20003 i(_ 1)"7 (T}wm ’lAmme H Amxma-z 2 }
v=m v=m-1 v=1
ve
I, = ;]x,.l + sup{]A”’x, !,. : .,IA”’x,,,],lA”’x,,,+1 e }
dir. Buradan |\Dx|, < K]x{, olacak sekilde bir K >0 vardur.
O halde D sinirhdir.
D[c( '")]= Dc(A'")z {x =(x,):ixeA"(c) ve x,=x,=...=x, = O}C c( '")

alt kiimesini alalim. Bu c( "’) ‘nin normlu bir alt uzay olup, Dc( "’) tizerindeki norm
], =“A”’x“no =sup,JA"’xk’

seklinde tanimlidir. Simdi

A" :Dc( "’)—)c
x=(x,)—> Am(x)=y=(Yk)=(Amxk)

seklinde tanimlanan operator bir lineer homeomorfizmdir. A" ‘nin lineerligi agiktir. A"
nin homeomorfizm oldugunu gésterelim.

1) A" birebirdir. x,y € Dc( ”’) ve A"x = A"y olsun. Bu durumda

s -2)= Vo)

v=0

_ ("’)( )t (m”j J(ka_] s el (::](x i) =0

0

olur. Buradan Vk e N i¢in x, = y, elde edilir. O halde x = y dir.
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2) A" értendir. Her y e ¢ i¢in y, = A"x, olacak sekilde en az bir x e c(A”') vardir.

Gergekten (x, ) dizisi (2.1.2) deki gibi segilirse A"x, = y, elde edilir.

3) A" sinirhdir.

L R 5 N

“Am “ = SUPxo =N =SUp, .o W =1

k—m

4) (A’" )_1 siirhidir ve y, = Z (- 1)”1[

v=l

k-v-1

Jxv olmak tizere
m—1

(A"} :c > Defam)
x=(5,)- ()5 )= ()
seklinde tanimlidir. Gergekten,
N (',

supklxkl

b, "

(Am )l ” =SUp, .o H: =SUP,. -=1

dir. O halde A" bir lineer homeomorfizmdir. Demek ki Dc(A”’) ve ¢ uzaylan denk

topolojik uzaylardir. Bundan bagka,

“x"A =“A"’x[Lo :supklA”’xk'

A (Am )] Xe| = Squ‘xk| = “x”m

(A”’Tlx“ =sup,
A
oldugundan A” ve (A’" )_l operatorleri normu korurlar.

Eger T operatdrii

T:[DC(AM)]'-—) c'
Ja _)T(fA)zfA °(Am)_1 =f

seklinde tanimlanirsa, T operatorii bir lineer izometridir. Gergekten f,,g, € [Dc( " )]’

ve VYa skaleri i¢in



14

1) T(fA+gA)=(fA+gA)°(Am)_l
= foo (@] +go (&)
=T(fA)+T(gA)
2) T(‘#A): (WA)° (Am }]
=a(fA°(A”’V)
=aT(fA)

oldugundan T lineerdir. Simdi 7" ‘nin normu korudugunu yani,

Ial=lr ()

oldugunu gosterelim.
A SupuxﬂA=1lf A(x), xeDaA"(c)

, XEC

”T(fA )l = “f |= SUP4_ =1 Jae (Am )~1 Xy
=SU (xMA:llfA (CONE)

= sup“yufl‘f,s (y)[ = "fAn

oldugundan T normu korur. Demek ki T bir lineer izometridir. T nin birebir oldugu

agiktir. Diger taraftan 7 ortendir. Clinkii her f e ¢’ igin T( A)= f olacak sekilde en az

bir f, [Dc(A"’ )]' vardir. Gergekten,

T(f)=T(f~A")
=(foAm)o(a"
=f°(Am°(Am>1)=f

1

dir. Buradan 7 bir lineer izomorfizmdir. O halde [Dc(A’” )]’ ile ¢’ uzaylan denk topolojik

uzaylardir. Béylece £, = {x = (%)= x < oo} olmak iizere [Dc(A’" )]’E £, dir.
k

D:co( ”’)—) co( "’)
x—=>Dx=y= (0,0,...,xm+l,xm+2,...)
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seklinde tammlanan D operatérii lineerdir.

Gergekten, x,y ec, (A'”) ve a skaleri igin

1) D(x+y)=(0’03”"xm+l+ym+1’xm+2+ym+23"‘)
= (0,0,...,xm+,,xm+2,...)+(0,0,...,ym+1,ym+2,...)
= Dx+ Dy

2) D(COC)= (0?03 ..,oocm+1,oocm+2,. * )
= a(0,0,. s X 1o Xmagse )

=aDx

oldugundan D lineerdir. Diger taraftan

“Dx“A = Zlyil "‘SqulAmyk’
i=1

N

Ay,

= sup{lA"’y1 ‘,. . A’V

2

= Sup{ i (— 1)" (;:l)xv-rl 2 i (— 1)v (’:)xHZ LA i (_ l)v(m}xwm ’ lAmme ’ Amxm+2 O-N }
v=m v=m-1 v=] v
I, = glx,l +sup{]A”’x1|,..., Ax,|,|A"x, ., ,}

oldugundan |Dx], < Kilx|, olacak sekilde bir K > 0 vardir.

O halde D sinirlidur.
D[cO(A’")]= Dco(A'”)= {x =(x,):xe co(A”')ve X=X =...=X, = O}C cO(A'”)

alt kiimesini alahm. Bu alt kiime co(A”’)’in normlu bir alt uzayr olup, Dc, (A’")
tizerindeki norm,

T

x|, = "A’”x“w = sup,(lA"’xk~

seklinde tanimhdir.
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A" :Dco( "’)——> c,
x=(x) —&E)=y=0)=8"x)

sekliden tarumlanan operatdr bir lineer homeomorfizmdir. A" nin lineerligi agiktir.

A™ nin bir homeomorfizm oldugunu gosterelim.

1) A" birebirdir. x,y € Dc, (A’”) ve A"x = A"y olsun. Bu durumda

=)= 507 Jon )

(e ey (e =310

olur. Buradan Vk e Nicin x, = y, elde edilir. O halde x =y dir.
2) A" brtendir. Her y € ¢, i¢in y, = A"x, olacak sekilde en az bir x € Dc, (A”’)
vardir. Gergekten (xk)dizisi (2.1.2) deki gibi segilirse A"x, =Y, elde edilir.

3) A" simrhdar.

led, L

nAmll Supx;eo " " Supx;eo A,,, "

k—m _y —
4) ( " )_l siirlidir ve y, = Z(— 1)" (k Y : I}xv olmak {izere
m

v=] -

(A'" y] :¢, = D, (A"’)

x= (xk)—> (( m)#lxk)= y= (}’k)
seklinde tanimlidir. Gergekten,

bl, )

m ! _ -
(A )_ “ =SUPofiy " " SUP,..0 Supklxkl

=1

dir.
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O halde A" bir lineer homeomorfizmdir. Buradan Dc, (A”’) ve ¢, uzaylart denk

topolojik uzaylardir. Bundan bagka,

I, = “A”’le = sup klA”’xkl

Ve

(&) | = sup x| = 4,

(A”’ yl x” = sup,
A
oldugundan A" ve (A”’ )_1 operatorleri normu korurlar.

T:[Dc(A"‘ )],——> co’
Ja —)T( A)=fA °(Am)—l =f

seklinde tammlanan, 7 doniistimii bir lineer izometri olur. Gergekten

Jar84 € [DcO(A"’ )]’ ve Va skaleri igin

1) T(fA+gA)=(fA+gA)°( m)*l
= fuo() o e
:T( A)+T(gA)

ful= ”T(fA )] dir. Gergekten,

oldugundan 7 lineerdir. 7 normu da korur. Yani,

17 = SupnxufxlfA (x)la Xe€ DCO( m)

ve
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, X€Ec,

”T (f A )" = "f ” =Suppy o Jae (Am )_1 Xy
=SBl i /2 (") ()

= Sup[ly"A=1 IfA (y] = "fA"

oldugundan T normu korur. Buradan T bir lineer izometridir. 7 nin birebir oldugu

aciktir, Diger taraftan T ortendir. Clinkii her fe (:0, i¢in T( f,)=f olacak sekilde en

azbir f, € [Dc0 (A”’ )] ' vardr. Gergekten,

T(f)=T(f=A")
=(roar)o(a"
=fo(A'"o(A"’f‘)=f

1

dir. Buradan 7 bir lineer izomorfizmdir. O halde [Dco (A”’ )]’ile co’ uzaylar1 denk
topolojik uzaylardir. Boylece ¢, = {x =(x,): D | < oo} olmak tizere [Dco (A'” )],s Z,
k

dir.

Teorem 2.1.6. [Et, Colak, 1995] £_(A").c(A") ve ¢,(A") dizi uzaylan
I, = glel +|ams] 2.1.3)

normu ile birer normlu uzaydir.
Ispat: X, ¢ w( ‘ ),c( '") ve co( "') uzaylarindan birini gostermek lizere x,ye X ve

« bir skaler olsun.

N1) ], = i[xil + ”A”’x”a° >0 oldugu agikardur.
i=1

N2) x|, = i|x,.| + ”A"’x”w =0 olsun. Bu takdirde
i=1

x,=x,=...=x,=0 ve her keN i¢in
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=0 oldugundan her £ € N igin x, =0 elde edilir

(’:;Jx _mx N 1)"'(;’}“,7

ki buradan x =@ bulunur.

Tersine x =6 olmas halinde ||x|, = 0oldugu asikardur.

SV

ST

v=0

m

N3) oo, = Sl + sup,

i=]

|

- M(gx,.} +sup,

=lall,

> 1)”[’:1)(%” - ykw%

v=0

N4) ”x+y||A = Z|x, +y,|+sup,
i=1

+Z]y,.|+supk

i=l

(7

S

v=0

mn
<> |x|+sup,

i=1

=[pd +1,

Teorem 2.1.7. [Et, Colak, 1995] (Zw (A'"), I A) bir Banach uzayidir.
Ispat: x° = (xf’ i A .)e 4 w(A”‘) olmak tizere (xs),zw(A’”) da bir Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda s,f —  igin

x; ~x}]+supklA”’(x,‘(" —x,")l -0

RIS

olur. O halde k <mves,t > igin|x, — x, ‘ — 0 veher ke Nves,t - oigin

-0

S (-t

v=0

dir.



20

Diger taraftan

< + +.ot

(mn:l_ lj(xlf+m—l - xltc+m—1)

g(—l)”(ﬁ’,’](xz+v %) (’;’j(x; -%)

s i
Xivm ™ Xkam

olmasi nedeni ile her k€ N ve s,t — o0 igin

x,f—xLl—)O

elde edilir. Buna gore (x,j)=(x,1(,x,f,...) her sabit k=12,... i¢cin C de bir Cauchy

o0
s=

dizisidir. C tam oldugundan (x{ ), , C de yakinsaktir. lim, x{ =x,, (k =1.2,...) diyelim.

(x’), fw( '”) da bir Cauchy dizi oldufundan her &>0i¢in s,02>N oldukc¢a

k

x'—x' “A < golacak gekilde bir N = N(g) dogal sayis1 vardir. O halde s, >N i¢in

n

2,

i=1

s t
X, —xi|_<.6've

1

<&

) g TR

v=0

dur. Bu son ifadede ¢ — o igin limit alinirsa her s > N i¢in

m
lim, )’
i=l

m

s o _ s

X; —x,l—Z[x, —xilsg
i=1

ve

: m § ! .
hm,‘A (x,m, —x,w) = lim,

(- 1)"(’:’}(@” -%..)

v

> (- 1)"@&:” ~%,..)

<¢

_am{.s
= ‘A (xk+v ~xk+v)

bulunur. Buradan s > N igin
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g(— 1y (T)(xzw - x,mi <26

olur. Buise lim, x* = x demektir. Simdi de x= (x,)e Zw( "’) oldugunu gosterelim.
(— 1)" (m]xkirv
v
Jfm
SNG4 SN

: :o 3 1){’:1)(’6’1‘1” —ka) i(“l)v(’:q)xﬂv

< \x” - x“A +|A’”x,‘fl =0(1)

x* —x“A =lZ::|xf -—x,.|+supk

R

n
v
m

=0
0

4+

olmasi nedeniyle x=(x)e Zw( '") elde edilir. O halde (ZQ(A'”),“H A) bir Banach

uzayidir.

Teorem 2.1.8 [Et, Colak, 1995] (c(A”’), I A) bir Banach uzayidir.
Ispat: c(A’”),é w(A'") uzaymin kapali bir alt uzayi oldugundan Teorem 1.9 geregince

c( ”’) bir Banach uzayidir.

Teorem 2.1.9. 2 [Et, Colak, 1995] (co (A”’) I A) bir Banach uzayidur.
Ispat: ¢, (A"‘),E m( "’) in kapal bir alt uzayl oldugundan Teorem 1.9 geregince ¢, (A'”)

bir Banach uzayidir.

Teorem 2.1.10. [Et, Colak, 1995] Zw( ’"),c( "’) ve co(A"') uzaylan (2.1.3) deki norm ile

birer BK uzaydir.

Ispat: “x" - x“A —0 (n—> o) olsun. Bu takdirde k <mve n—> icin,
le - xl —0

ve Vk e Nve n—> o igin
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-0

S (7ot

v=0

dir. Diger taraftan

< + +...+

" )
Xesm-1 ~ Xgam-1

m—1

(3 ==)

yazilabilir. Bu egitsizlik gz Oniine alimrsa Vke N ve n— wigin lx,:’ —xkl — 0 elde

S (7 Jor )

n
xk+m - xk+m

edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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2.2. DUAL UZAYLAR

Lemma 2.2.1. [Kizmaz, 1981] ( ,,) pozitif sayilarin monoton artan bir dizisi olsun.

w
Zak <

k=n+1

1) Eger sup, < oo ise sup,

n
> p.a,
v=]

k=n+1

i)  Eger Y. p.a, yakmnsakise lim, p, Y a, =0
k
dir.

Lemma 2.2.2. [Et, Colak, 1995]

supk{A”’"’xk - A’”"xk“] <o olmast igin gerek ve yeter sart

i) sup, k"lA’””‘xkl <o

<

if) sup, |A" "z, — k(k +1)" A",

olmasidir.

Ispat: supklA"’“xk - A%,

~oft)

k
< ZIA"'”]J«:v ~A"'x,,,

v=1

Zk: (Am_lxv - Am_lxvn )

v=]

m—1 m—1
IA R A G

yazilabileceginden

A < kA - A | AT — A |4 A
egitsizliginden

sup, k™' !A’"“lxkl <o (2.2.2)
elde edilir.
Simdi de sup k‘A”"ka —k(k+1)"A""'x,,| < o0 oldugunu gosterelim.

< o0 olsun. Bu durumda (2.2.2) saglanir.

m—1 m~I
supk|A x,—A"x,,

< oo olsun. 2.2.1)

Sk
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+(k+1)" ;A”'—‘xk]

A7, ~ (e +1) " x, 0 < k(E+1)7 A", — A,

<|Ax, - A" x|+ k""A”’“‘xkl

esitsizliinden (2.2.1) ve (2.2.2) g6z 6niine alimirsa

<0

supk'A’""'x,c —k(k+1)"' A",

elde edilir.

(1) ve (ii) saglansin. Bu takdirde

(ke + 1) A, = Ay |~ (1) |8 | = e+ 1) A — 8y = G+ 1) A

= ’k(k +1)” (Am—lxku - Am_lxk)" (k+1)" A'"—‘xkl
= lk(k p 1)—1 Am_lxku y (k + 1)(k + 1)_1 A"x, l
= lA’”"xk ~k(Ek+1)A ',

elde edilir. Buradan

k(e + 1) Ay, — A", | < (k+1)'1|A”’"xk|+lA”’"'xk — k(e +1)" A x,,

dir. Bu esitsizlikten

A, ~ A" x, < k""A”’"xkl + k7 (ke + 1)A’”“xk —k(k+1)"'A"'x,

<KAo+ k7 (e YA, — k(e + 1) A

A x, =kl + 1) A,

= k7' |A" x|+ 2

bulunur. (i) ve (ii) goz 6niine alnirsa sup klA’""xk - A"’“xk+,l <o elde edilir.

Lemma 2.2.3 [Et, 1993] sup, k'|Ax,| <o olmast sup, k™*|x,| < o0 olmasim gerektirir.
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Sonug 2.2.1 [Et, Colak, 1995] sup, k"lA”’“xkl < oo ise sup, k™" |x,| < o dir.
Sonug 2.2.2 [Et, Colak, 1995] x = (xk)e ! w(A”’) ise sup, k""’lxk| <o dur.

Teorem 2.2.3 [Colak, Et, 1997] X =/£_ veya c¢ olsun. Buna gore

R, = iav

v=k+1

olmak iizere
i) [DX(A’”)]“= {a =(a,): Y k"|a| < oo}
k
11) DX A”’ ]ﬂ { =(a,) Zk”’ak yakmsak, Zk’" ]|Rk|<oo}

<o Zk"’ 'R, l<oo}

iii) DX A’” ’ = {a (a,):sup,

Zk a,

dir.

Ispat: X =/ _ icin ispat1 verecegiz.
iy U= {a =(a,): Zk”’ la,| < oo} diyelim. aeU, olsun. Bu takdirde her x e DEQ(A”')
k
icin
Plar] = Sk ek sl <0 (223)
k k

dir. Buradan a e [Déw( Y )]” elde edilir.
ae [Déw(A”' )]“ olsun. Bu takdirde her x € D/ w( ”’) icin

> x| <o dur. x=(x,) dizisi
p

(2.2.4)

0, k<sm ise
Xe =Y om ,
kK" k>m ise

seklinde tanimlansin. Bu dizi i¢in

oty
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S kg = S k7l + Sl < o0 (22.5)
k k=1 k

olup, buradan a € U, elde edilir.
i) U, = {a =(a,): Y k"a, yakmsak Y k""'|R| < oo}
p p

diyelim. a € U, olsun x e D{ ( ) ise
View =Yoo ==Y, =0 ve (xk) dizisi (2.1.2) deki gibi olmak tizere (2.1.1) saglanacak

sekilde bir tek y = (yk ) € £, vardir. Bu durumda
k- k-v-1
Zakxk = Zak(Z(—l ( )y] (2.2.6)

= —l)mni?(k +m=1" R, [(—‘iﬁ i(k +m_v_2]yvj (2.2.7)
& )

dir. Lemma 2.2.1 (ii) ve Sonug 2.2.2 gdz Oniine alinirsa 7 — o igin

r=(z)- [(]H _1)m1§,(k+m V- 2},]

olmak iizere Zk""l
k

R,| < oldugundan

Z(k +m—1)""'R,,,_z, serisi mutlak yakimsaktir.
k

O halde Zakxk serisi her x e Déw( ”’) i¢in yakinsaktir. Buradan a e [Dlw( "')}H elde
k

edilir.
ae [DZw(A”’) olsun. Bu takdirde her xe D/ w(A’”) iginZakxk yakinsaktir.
k

(2.2.4) de verilen x = (x, ) dizisi igin

Zk"’ak = Em:k'"ak +Zakxk (2.2.8)
k k=1 k
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olup, buradan Zk"’ak serisi igin yakinsak oldugu ¢ikar. Bu ise Lemma 2.2.1 (ii) den
k

n"R, = o(l)olmasin: gerektirir.

Simdi ae [Dlw (A’” )]ﬂ ~U, olsun. Bu takdirde ) &"”'|R,| serisi wraksaktir, yani

k

Zk'""’(Rkl =00 dur. x = (xk) dizisi Vk igin a, >0 veya Vk igin a, <0 olmak lizere
k

0, k<m

k1
X, = -
T v 'senR, k>m

v=1

olacak sekilde secersek k>m igin iA’” (xx = (m—l)! oldugundan, agik¢a

x=(x,)e DI, (A’”) olur. Bu takdirde » > m igin

n-m

Y ax, ==Y R Axy =Y RypiAxy,, —n"R,17x, (2.2.9)
k=1 k=1 k=1

yazabiliriz. »n — o igin limit alirsak

; ApXy = _Z Rk+m-l Axk+m—1
k

= ;(k +m— l)m_IIka—ll =®

elde ederiz. Bu ise ae [Dlw(AM )]/’ olmas: ile celigir. Demek ki a¢ U, kabuliimiiz

dogru olmayip a € U, dir.

ik”’a,{

k=1

<0, > k™ |R,] <oo}
k

i) U, = {a = (ak): sup,

diyelim. ae U, ve xe D/ w( '") olsun (2.2.6) gbz 6niine alinirsa

n—m

< Z(k +m=1)"R, .2,
k=1

+n" R, ", (2.2.10)

n
Zakxk
k=1
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yazabiliriz. Lemma 2.2.2 (ii) ve sonug 2.2.2 dikkate alinursa »_ £"'|R,| serisinin kismi
k

toplamlar dizisi sinirh olacagindan

iakxk <o

k=1

sup,,

elde edilir. Buradan a e [Déw (A”‘ )]7 olur.
ae [DZ w( " )]7 olsun. Bu takdirde her x € DZQ( ”’) i¢in

sup, <

n
Z QX

=1

dir. (2.2.4) de verilen x = (xk) dizisi ve n>m igin

m

Zk”’ak

k=1

< + .2.11)

ik"’ak

k=1

n
Zakxk
k=1

yazilabileceginden

jk"’a,{

sup,, <®

elde edilir. Bu ise sup, n”’R,,I < olmasim gerektirir.
Simdi ae[Dl,,a(A"’)]—U3 olsun. Bu takdirde Y £"~'|R,| serisi waksaktir. Yani

k" R,|= o0 dir. x=(x,) dizisi V% igin a, >0 veya a, <0 olmak iizere
- k k

= kg , k<m
£ Zv"’“sgnRv , k>m

v=1

olacak gekilde segersek & >m igin IA’" (x)‘ = (m-l)! olacagindan x e DI (A’”) dir. Bu

takdirde n > m igin
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Zakxk = —ZRk—lek-l - ZRk+m—lek+m—l - nmRnn—mxn
k=1 k=1 )
yazabiliriz. x € Dlw( ”’) oldugundan sag taraftaki ilk terim sifirdir. Béylece
i a.x, = —S'f(k +m—~1)""|Rx, |- n"Rn"x,
=1 k=1

elde edilir. Sag taraftaki ikinci terim smurli ancak » k"”'|R|=co oldugundan ilk
k

terimin kismi toplamlar dizisi sinirli degildir. Buradan (Z akxk) sinirlt degildir. Bu ise
k=1

ae [Dlw( ”’)]’ olmasi ile geligir. O halde
n—zm(k +m=1)""|R,x, ;| <o
k=1

dir. Boylece a € U, diir.

Teorem 2.2.4.

dir.

Ispat: Sadece (i) ‘nin ispati1 yapalim. Digerleri benzer olarak yapilir. X =1_ olsun.
Dlw( ”’)c lw( ’”) oldugundan [lw(A’" )]"c [Dlw( '”)]“ elde edilir. ae [Dlm(A'" )]" ve

xel, (A”’) olsun.
;lakxk| = ;km lak|(k"m|ak|)

esitliginden a e |1, (A")]* elde edilir.
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Bu teoremde m =1alindify zaman Kizmaz ’a ait olan asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 2.2.5. [Kizmaz, 1981] R, = Zay ve X =1 veya ¢ olmak iizere

V=k+1

(o)~ {a=(@): Sl <=}
(x(A))’= {a ~(a,): gkak yakinsak ve Z[R,J < oo}

ikak

k=1

(x(a))= {a=(ak):sup <oovekZ:1:]Rk|<oo}

n

dir.

Teorem 2.2.4 de m =2 alindi1 zaman M. Et ’e ait olan agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.2.6. [Et, 1993] X =£_ veya c igin
@)= {a= ) T¥a <]
dir.
Teorem 2.2.7. [Malkowsky, Parashar, 1997 ] m bir pozitif tam say1 ve
M?(m) = {a ew: ki[ak]k’” < oo}
0

olmak tizere

[CO( 3 )]a =M*(m)
dir.
Ispat: a € M*(m) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

Zlaklk'" <o 2.2.12)
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dir. xe co( ’”) olsun. Buna gére IA"’xk' < M olacak sekilde pozitif bir M sabiti vardir.

Ayrica
o @© (m)
2lax|= Zlak|Z(A"‘x)k
k=0 k=0
ok (mik—j-1
SZI‘ZkIZ(m+k J )l( mx)jl
k=0 j=0 —J
SMi|ak|(m+kJ < MM, g, k" <oo
k=0 k=0
elde edilir. Béylece
M= (m) e, (am )| (2.2.13)

olur.

Tersine a ¢ M“(m)olsun. Bu takdirde

k(s+1)-1
Zlakl(m/:k}2s+l (s=0],..)

k=k(s)
olacak sekilde 0= k(O) < k(l) <...sartina uyan bir
(k(s)), pozitif tam sayilar dizisi vardur.
Simdi x = (x, )dizisi
K "(“‘)"(m+k—j—l]+ 1 & (m+k—j—1]
=0 Z +1 Jj=k() k —'_] s+ 1 Jj=k(s) k —j

(k(s)<k<k(s+1)-1; s=0,1.)

Xy

seklinde olsun. Bu takdirde

A", | = —— (k(s)<k<k(s+1)-1;5=0,1,..)

yani x € ¢, (A’") olur. Buradan

k(s+1)-1 —k(s+1)—l 1] K (k- j~1 1 & (m+k—-j-1
2 fowsl= ZIGI‘I(ZHIJZ( k-Jj J+S+lf;(s)( k-j j]

k=k(s) ke=k(s) ¢=0 =k(0)
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ko=t 1k (m+ j_l‘J
> _—
k;sl)%ls'*‘lj:o( J

k(s+1)-1 (m+k

1
1, ek
S+ 1 gzk(s)

j21 (s=0],...)

elde edilir, yani a € ¢, (A’" )dir. Boylece [co (A”’ )]" = M*(m)

olur. Buna gore;

Jeo(a" )= 247 (m)

elde edilir.
[Bektas, 2001] de Teorem 3.7. deki r=0 aldigimz zaman asagidaki teoremi elde

ederiz.

Teorem 2.2.8: c; ,c, daki biitiin pozitif terimli dizilerin ciimlesi ve v € ¢; olsun.

2 ) k—m k_j_l © k—m+1 k__j_l .
ME(m)=<acw:Y.a,). P yakinsak ve Y |R,| Y s Vvec,
k=l el k=) A\ m

0
ve R, = Zav olmak tizere

v=k+1

(De,(a)f = M (m)
dir.
ispat: Eger x € Dc, (A”’) ise, yeterince biiyiik k, 6rnegin k > m igin

olacak sekilde bir tek y =(y,) € ¢, meveuttur. aeM (m)
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olsun. Bu takdirde Vv € c; i¢in
o kom(f—j—1
a, .

) (k- j-1
yakinsak oldugundan Lemma 2.2.1 (i1) de p, = Z PP alirsak

J=1 -
n—m __'._1
lim,__ R, (” J ]vj:o
jl m_].

elde ederiz. Simdi (2.2.7) de n—> icin limit alalm. |y |<v, olacak sekilde bir

(v j)e ¢, bulunabileceginden

k+m- ] 2
l) Rk+m—12[ J
J=1

@
k=1

k
k+m-1 IZ( é )’y_]l

J=1

DI ¥ G TP

Jj=1

w k(k+m—j—2
elde edili. Yani > (~1)" Rk+m_12( y ;

jy ; serisi mutlak yakmsak ve
k=1 J=1

dolayisiyla yakimsaktir. Yine ( ,.)e Cco Ve en az bir (v j )e cg igin t y j( <v,oldugundan

min—j-1 ) n-j-1
R | <lim :
. "j=1( o ]yj r ,_1[ o ]Iy,l

nfn—j-1
snmmknz( / jvj:

0<lim,

n-—m —_T _1
bulunur. Buradan lim,_,, R, (n / ) jy ; = 0elde edilir.
AN

Boylece her x € Dco( "’) i¢in iakxk serisi yakinsak olur. Buise a e cho (A’” )J” olmas1
k=1

demektir.
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Tersine ae [Dco (A’” )]ﬂ oldugunu kabul edelim. Bu takdirde her bir
xe Dco( ”’)ic;in Zakxk yakinsaktir. x=(x,) dizisini, ve ¢ herhangi bir dizi olmak
k=1

lUzere

0 , k<m ise
=dkmlk~j-1
X, = J s :
2 , >m  ise
j=1[ m-1 }'j

seklinde segersek, x = (xk )e De, (A"’) olur.

iakkf(k /- }’ Z“kxk

k=1 Jj=1

i -1
yazilabileceginden ) a - serisi yakmsak olur. Lemma 2.2.1 (ii) den
k 1 J

k=1 =l
n — oo iken

R, ( )v -0
J=1

k-m+1 1
Simdi ae[co(A’”)]ﬂ M?(m)olsun. Bu takdirde Z[Rk| > ( b }j serisi

k=1 Jj=1

dir.

en az bir (vj)e ¢, i¢in 1raksaktir. x=(xk)dlZISl Vk igin a, >0veya Vkiging, <0

olmak iizere

0 , k<m 1ise

ngnRvafl(v JH} k>m ise
1

olacak sekilde segersek & > m igin lA’"xkl =v, ve(v, ) ¢; oldugundan x=(x,)e Co( ”’)
oldugu agiktir. Bu takdirde Vn > migin

n -m
Zakxk Z kv m— 1Axk+m—1 - Rnxn
k=1

=1

yazabiliriz. Ty,
o Y, L{?;};J 7
BOSUIMAMTASY OGN BIERKTZ)
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-1
v=m+l V- ]+1 n~m n__j._l
S . : i
(RIS ieH b i
olacagindan »n —» oo igin limit alirsak

Zakxk ZIRM 1!;(]”’” - 2};=°°

elde edilir. Buise ae [Dc0 (A"’ )]ﬂ olmasi ile geligir.
[Bektag, 2001] deki Teorem 3.8. de r=0 aldifimiz zaman asagidaki Teoremi elde

ederiz.

Teorem 2.2.9. v € ¢; olsun

n k-m k_j_l
) (i

k-m+1
ve ZIR,J Z (k ']H)vj <w,Vvec,

.

M (m)= {a € w:sup,

0
ve R, = Zav olmak iizere

[Dey(a = M5 (m)

dir.
Ispat: xe Dco( ”’) ise yeterince biiylik her k, 6rnegin k£ >m igin
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olacak sekilde bir tek y =(y,)e c, meveuttur. ae M7 (m) olsun. Bu takdirde ly j. <v,
olacak sekilde bir v = (v j.)e ¢, bulunabileceginden (2.2.7) den

)y Kl Ty o
<SReal3(* 7 S

elde edilir. Lemma 2.2.1. (i) geregince

i"kkznf(k j_l 1}'

n-m _‘___1
RY "I
j=] m_l

bulunur. Dolayisiyla, a € M (m) olmasi nedeniyle (2.2.14) den

n
Z"k"k
k=1

sup, <o

ise

sup, <o (2.2.14)

n
3 a5, <o0
k=1

sup,,

olur. Buradan a e [Dc0 (A’") ” bulunur.

Tersine ae [Dco(A'”)]y olsun. Bu takdirde her xe Dc, (A'") i¢in

n
Z Xy

k=1

sup, <oo dir.

v= (v ; ) € ¢; herhangi bir dizi olmak iizere x = (x,) dizisini,
0 , k<m ise

~lkem(p— -1
X = J o k>m ise

seklinde alalim. Boylece x = (xk) € Dco( '") olup, n>m igin

n

=2 @
k=1

ST,

k=1 j=1

yazilabileceginden,
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sup,, iak i(k {_1 1}/‘ <0
elde edilir. Lemma 2.2.1 (i) den sup,, Rn'in(n;iz IJV ;| < codir.
=
Simdi ae [Dc0 (A’" )]7 — M (m) olsun. Bu takdirde
Z|Rk[ -szl( }» =oodir. O halde bu serinin kismi toplamlar dizisi smrh

degildir. x = (x, ) dizisini Vkigin a, >0 veya Vk igin a, <0 olmak iizere

0 , k<m 1ise

ngnva—Zm(v J_zljvj, k>m ise

J=1

olacak  sekilde segelim. k>m  igin IA”'xk’=vk ve (v,)ec;  oldugundan

x=(x)e co( ”’) oldugu agiktir. Bu takdirde n>m igin

n n—m
Zakxk = —Z R %, —R,x,, yazabiliriz.
k=1 k=1

Buradan » > m igin

o k+ -2
Zakxk Zle+m llzl( "o ] }/ - Rnxn
J=

yazabiliriz. Bu esitligin sag tarafindaki (R, x,) dizisi sinirlt fakat ilk terimi genel terim
kabul eden dizi sinirli olmadigindan (Za,,ka sinirli degildir. Bu ise ae [co (A”’ )]’
k=1

olmasi ile geligir. Demek ki a € M (m) dir.

Teorem 2.2.10. [Bektas, 2001] 7=/ veya y igin

[eo(am ) =[Dey(am ) dit.
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Ispat: n = g olsun. Dc, (A"’)c Co (A”‘) oldugundan
leola" P [, (o™
dir. Simdi x = (x, ) dizisini

X, , k<m ise
X, =

X, , k>m ise

seklinde tammlayalim. Bu takdirde n > m igin

Zakxk = Zakxk +Zakx,'(
k=1 k=1 k=1
m mn—m k k+ - ‘_2 , n-m - '_1 o
“San e TS - r "
k=1 k=1 m— =1

j=1 m~1

olacak gekilde bir (y’.) dizisi vardir. Lemma 2.2.1. (ii) ve Teorem 2.2.8. den

J
ae [Dco( " )]ﬁ elde edilir.

n =y i¢in benzer ispat yapilir.
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IIL. BOLUM

3. MATRIiS DONUSUMLERI

Bu bolimde, 4=(a, ) kompleks terimli bir matris olmak iizere (lm,la0 (A’”)),

(Iw,c( "’)), (c,lw(A”’)), (c,c( ’")) matris siniflarini verecegiz.

Teorem 3.1. A& (loo > 1 (A”’ )) olmasi icin gerek ve yeter kosul
B = (bnk ) = (Amank )= (Am_lank - Am_lann,k) (3.1

olmak iizere

i D la,| <o , (Her neNigin)
k
ii. Be(l,,L)
olmasidir.

Ispat: Ae (lm,lﬂo (A’" )) olsun. Bu takdirde her x e/, ve her ne N igin 4,(x)= Zankx,,
k

yakinsak ve (4,(x))e lw( ’”) dir.
i. Her xel_,  icin Zankxk yakinsak (lw)ﬂ =/, oldugundan her neN igin
k

(@,)=(a,,,,....) €], yani, D |a,| <o dur.
k

ii. A"4,(x)=> A"a,x, =) b,x, =B,(x) (3.2)
k k

olmasi nedeniyle (4,(x))el, (A’") oldugundan (A”’A,, (x)) el, olup, buradan Be(l,,l,)

elde edilir.

i. ve ii. saglansin ve x €/, olsun. (B,, (x))e 1, olmasi nedeniyle

Bn (x) = ankxk = ZAmankxk = AmAn (x) (33)
k k
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n

esitliginden (A"4,(x))el, bulunur ki buradan (4,(x))<l,(A") elde edilir. O halde

Ael,,1, (&) dir.
Teorem 3.2. B matrisi (3.1) deki gibi olsun. 4e (lw,c(A'” )) olmasi igin gerek ve yeter
kosul
i. Yla,|<o , (Herne Nigin)
k
ii. Be(l,c)

olmasidir.

Ispat: 4¢ (lw,c(A"’ )) olsun. Bu takdirde her x €/, ve her ne N igin 4,(x)=) a,x,
k

yakmsak ve (4, (x))e c(A’”) dir.

i. Her xel, i¢in Zankxk yakinsak (lm)ﬁ =/, oldugundan her ne N igin
x
> la,| < olur.
k

i. (4,(x)e c( '") ise ( "’A,,(x))e ¢ dir. (3.2) kullamlirsa B e (/,,,c) bulunur.

i. ve ii. saglansin ve x el keyfi bir dizi olsun. (3.3) den (A’”A"(x))e ¢ elde edilir.

Buradan 4 e (Zw,c( "')) dur.

Teorem 3.3. B matrisi (3.1) deki gibi olsun. 4 (c,lﬂu (A’” )) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul
i. Ylau|<o , (Herne Nigin)
%

ii. Be(cl,)

olmasidir. e e

R N

PITE e A
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Ispat: 4¢ (c,lw(A'” )) olsun. Bu takdirde her x ¢ igin (4,(x))e lw(A”’) ve her neN

veigin " a,,x, yakinsaktir,
k

i. Her xec igin Zankxk serisi yakinsak ve c¢” =/, oldugundan, her ne N
k
igin ) |a,| <o elde edilir.
k
ii. (A'”A,, (x))e I, oldugundan (3.2) den B e(c,l,) olur.

i. ve ii. saglansim ve x e c olsun. (B,(x))e, oldugundan (3.3) dikkate alinirsa

(A"4,(x))e1, elde edilir. Buradan A e (¢, (&")) dur.

Teorem 3.4. B matrisi (3.1) deki gibi olsun. 4 (c,c( "’)) olmasi igin gerek ve yeter

kosul
i Ylau <o , (Herne Nigin)
p
ii. Bel(ec)

olmasidir.

Ispat: 4e (c, c( "’)) olsun. Bu takdirde her x € cigin (4,(x))e c(A’”) ve her ne N igin

z a,x, yakinsaktir.
k
i. Her xec ve her ne N igin Za,,kxk yakmsak ve ¢’ =1, oldugundan her ne N
P

igin Y '|a, | < elde edilir.
k

ii. (3.2) yi gbz ontine alalm. (4,(x))e c(A'") oldugundan (A"’A"(x))e ¢ olup buradan
B e(c,c) elde edilir.

Tersine i. ve ii. saglansin ve x € ¢ olsun. (3.3) goz oniine alinirsa (A”’A,,(x))e ¢ elde

edilir. Buise 4,(x)= A"(c) demektir. O halde Ae (c,c( " )) dir.
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