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SMOOTH TOPOLOJIK UZAYLARDA KOMPAKTLIK
Banu PAZAR

Anahtar Kelimeler: L-Fuzzy Kiimesi, L-Fuzzy Topolojik Uzaylar, Smooth L-Fuzzy
Topolojik Uzaylar, a - Alttan Yan Siirekli Fonksiyon, o -Scott Siirekli Fonksiyon,
Iyi Genellestirme, Smooth Hausdorff Uzay, Smooth Kompaktlik, Smooth Yerel
Kompaktlik, Smooth Parakompaktlik.

Ozet: Bu galigmanin amaci, smooth topolojik uzaylardaki temel kavramlan vererek
smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda verilen iyi genellestirme O6zellifine sahip
kompaktlik kavramlannin ve 6zelliklerinin tamitilmasi ve bu kavramlar arasindaki
iligkilerin incelenmesidir.

Birinci béliimde latis (kafes, 6rgii) kavramina ve bu kavrama iligkin temel 6zelliklere
deginildikten sonra L-fuzzy kiimesi ve L-fuzzy topolojik uzay tammm verilmigtir.
Klasik topolojik uzaylar ile fuzzy topolojik uzaylar arasindaki iligkiler incelenmistir.

fkinci bolimde smooth topolojik uzay kavramu ve temel ozellikleri verilerek
“Uretilmis Fuzzy Topolojik Uzaylar” bagh@ altinda I-fuzzy topoloji-ile smooth I-
fuzzy topoloji arasindaki iliskiler verilmigtir. Scott siireklilifin derecelendirilmesi
tamm verilerek klasik topolojik uzaylar ile smooth L-fuzzy topolojik uzaylar
arasindaki iligkiler incelendikten sonra smooth Hausdorff uzay tanimi verilmisgtir.

Uglincii bsliimde smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda iyi genellestirme dzelligini
saglayan smooth kompaktlik, smooth relatif kompaktlik ve smooth yerel kompakthk
tammlar: verilmis ve bunlarin temel 6zellikleri incelenmigtir.

--Dordiincii - bdliimde ise L-fuzzy- kiimelerin smooth parakompakthf ele .alinmig;

kiimenin yerine uzaym kendisi alinarak iyi genellestirme Gzelligine sahip smooth
parakompakt uzay tammi verilmis ve baz 6zellikleri incelenmigtir.
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COMPACTNESS IN SMOOTH TOPOLOGICAL SPACES
Banu PAZAR

Keywords: Fuzzy Set, L-Fuzzy Topological Spaces, Smooth L-Fuzzy Topological
Spaces, o.-Lower Semi-Continuous Function, a.-Scett Continuous Function, Good
Extension, Smooth Hausdorff Spaces, Smooth Compactness, Smooth Local
Compactness, Smooth Paracompactness.

Abstract: The purpose of this study is to introduce the basic concepts of smooth
topological spaces, the concepts of compactness which have good extension property
and their properties in smooth topological spaces and to investigate the relations of
these concepts.

In the first chapter, after mentioning some basic concepts inlattice theory, the fuzzy
set and the definition of L-fuzzy topological spaces have been given. The-relations
between ordinary topological spaces and fuzzy topological spaces have been
investigated.

In the second chapter, after giving the concept of smooth topological space and its
basic properties, the relations between I-fuzzy topology and smooth I-fuzzy topology
have been given in the subsection entitled “Produced Fuzzy Topological Spaces™.
Giving the definition of gradation of Scott continuity, relations between ordinary
topological spaces and smooth L-fuzzy topological spaces have been investigated
and then the definition of smooth Hausdorff space has been given.

In the third chapter, the definition of smooth compactness; smooth relative
compactness and smooth local compactness which satisfies good extension property
have been given in smooth L-fuzzy topological spaces and some basic properties
have been investigated.

In the fourth chapter, the smooth paracompactness for L-fuzzy sets have been
introduced, after taken the space itself instead of set, the definition- of smooth
paracompact space which has good extension property has been given and some
properties have been investigated.



ONSOZ ve TESEKKUR

Fuzzy kiime kavrami ilk kez 1965 yilinda L.A.Zadeh tarafindan verilmigtir. Bu
kiimeler baz alnarak 1968 yilinda C.L.Chang, fuzzy topolojik uzay kavramim
vermig ve genel topolojideki bir ¢ok kavrami ve ozelligi fuzzy topolojik uzaylara
genellestirmigtir. Daha sonra R.Lowen, 1976 yihinda yaptign “Fuzzy Topolojik
Uzaylar ve Kompakthk” isimli ¢aligmasinda, Chang’ in fuzzy topolojik uzay
tammindaki eksiklikleri ortadan kaldirarak yeni bir fuzzy topolojik uzay tamimi
vermisgtir. Ayrica Lowen bu ¢alismasinda klasik topolojik uzaylar ile fuzzy topolojik
uzaylar arasindaki iligkileri de incelemigtir.

A.P.Sostak’ a gbre tiim bu tammlarda fuzzy topoloji, baz1 fuzzy kiimelerinden olugan
ve klasik ii¢ 6zelligi salayan bir crisp alt ailedir ve “fuzzy” olma sadece fuzzy kiime
kavram ile siirh kalmigtir. Bu ise fuzzy topolojik uzay kavraminin “fuzzy” olarak
diiginiilmesinde bir eksik gibi algilannmgtir. Bu nedenle, A.P.Sostak [20] 1985
yilinda “smooth fuzzy topoloji” ad1 verilen yeni bir fuzzy topoloji tamimim vermigtir.
A.P.Sostak’ 1n yaklasimimn ilk amaci, fuzzy topolojiyi bir fuzzy alt kiime olarak
diiginmek idi. Ikinci amaci ise fuzzy kiimelerini belli derecede agik olmasim
saglamakti. [20, 21, 22] nolu makalelerde Sostak bu yeni fuzzy topolojik -uzayin
teorisini ~ geligtirmigtir. - 1992’ -de- aym yap1 “agikhik- derecelendirilmesi”. adryla
K.C.Chattapodhyay ve arkadaglan [6] tarafindan Sostak’ in ¢aligmasindan habersiz
olarak yeniden yapilmmugtir. Aym yil A.A Ramadan {18] Sostak’ m tanimina benzer
bir fuzzy topoloji tammim “smooth topoloji” ad1 ile vermigtir ve I = [0,1] kapah
araligimn yerine daha genel latislerin de alinabilecegini ileri stirmiigtiir.

[6] nolu makalede Chang fuzzy topolojilerin azalan bir ailesinden smooth topoloji ve

verilen bir smooth I-fuzzy topolojiden de Chang fuzzy topolojiler elde edilerek
aralarindaki iligkiler incelenmistir.
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H.Aygiin, M.W.Warner, S.R.T.Kudri [2] tarafindan, verilen bir klasik topolojik
uzaydan I = [0,1] kapali aralifina “a -alttan yar siirekli fonksiyonlar” (aeL)
tammlanarak klasik topolojiden smooth I-fuzzy topoldji elde edilmigtir. I yerine L
latisi (fuzzy latis) almarak “a-Scott siirekli fonksiyonlar” adi verilen yeni bir
fonksiyon simfi tamimlanmig ve bu fonksiyonlar kullamlarak klasik topolojiden
smooth L-fuzzy topoloji elde edilmistir. Boylece, klasik topolojik uzaylar kategorisi
(TOP) ile smooth L-fuzzy topolojik uzaylar kategorisi (SLFT) arasinda bir funktor
tammlanmugtir. Bu funktor yardimiyla smooth L-fuzzy topolojik uzaylar i¢in de “iyi
genellestirme 6zelligi” verilmigtir.

Klasik topolojik uzaylardaki kompakilik tammina benzer bir tanimm I-fuzzy topolojik
uzaylarda ilk olarak Chang 1968 yitlinda yapmis oldugu gahismada vermistir. Ancak
bu tanim “iyi genellestirme Ozellii”ne sahip olmadifindan Lowen 1976 yilinda,
klasik topolojideki kompakthgm bir ¢ok o&zelligini salamasimin yam sira iyi
genellestirme ozellijini de saglayan ve bu ¢aligmada “Lowen Fuzzy Kompakthk”
olarak adlandirilan bir kompakthk tammlamistir. L-fuzzy topolojik uzaylarda fuzzy
kompakthk tanimu ilk kez 1993 yilinda Warner ve McLean tarafindan verilmistir.
Daha sonra Kudri, 1994 yilinda bu tammu L-fuzzy kiimeler igin genellestirerek
kompakt L-fuzzy kiimelerin 6zellikleri {izerine-caligmgtir.

Smooth L-fuzzy topolojik uzaylar igin kompakthik kavrami ise 1997 yilinda
H.Aygiin, M.W.Warner ve S.R.T.Kudri [2] tarafindan verilmigtir. [2]’ de smooth
Hausdorff uzay, smooth kompaktlik, smooth yerel kompaktlik tammlan verilerek bu
kavramlarin iyi-genellegtirme Gzelligini sagladiy gosterilmis ve bazi temel 6zellikleri

incelenmistir.

Daha 6nce Malhang ve Benchalli [15] tarafindan I-fuzzy topolojik uzaylarda
calisilmis olan “parakompaktlik” kavrami, 1995 yalinda Kudri tarafindan L-fuzzy
topolojik uzaylarda ele almp bazi. Ozellikleri incelenmig ve iyi genellegtirme
Ozelligini sagladif1 gosterilmisgtir.



Smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda parakompaktlik kavramu ise H.Aygiin’ iin [2]’
de verdigi smooth kompaktlik kavram: baz alinarak, 2001 yilinda A.A.Ramadan ve
S.E.Abbas [19] tarafindan verilmigtir. [19] nolu makalede smooth parakompakthFin

baz1 6zellikleri incelenmis ve iyi genellestirme 6zelligini sagladig gosterilmigtir.

Bu tezin konu segiminde ve ¢ahgmalarn yiiriitilmesi sfirecinde yardimlarim
esirgemeyen Saymn Hocam Prof. Dr. Halis AYGUN’ e (K.O.U.F.EF.) yogun
galismalari arasinda g6stermis oldugu ilgi, sabir-ve desteginden dolay: tesekkiir eder,
saygitanim sunarim. Ayrica tez galigmalanm sirasinda yardimlarm eksik etmeyen
Saymn Aras. Gor. A.Arzu BURAL’ a (KIO.U.E.F) ve desteklerini esirgemeyen sevgili
aileme tegekkiir ederim.
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SIMGELER DiZiNi

XY, Z,... : Klasik kiimeler

f,gh,... : Fuzzy kiimeler

o,V,... : Fonksiyonlar

I : [0,1] kapal aralifx

L : Latis

’ : Stray: tersine koruyan déniisiim

M(L) : L latisinin sifirdan farkl: indirgenemez elemanlarinin kiimesi

Pr(L) : L latisinin birden farkli asal elemanlarimn kiimesi

B(e) : o’ nin tim minimal kiimelerinin birlesimi

B’ () : o € L. olmak tizere B(a) ve M(L)’ nin arakesiti

La : A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

LX : X {izerindeki tiim L-fuzzy kiimelerin ailesi

Suppf : f fuzzy kiimesinin destegi

X, X : L-fuzzy noktas1

M(L*) : {x, :x € X, o € M(L)} kiimesi

Pr(L*) : {x,:x e X,p e Pr(L)} kiimesi

X,7) : Smooth topolojik uzay

(D) : f fuzzy kiimesinin agiklik derecesi

g : X iizerinde kapaliligin derecelendirilmesi

F( : f fuzzy kiimesinin kapalilik derecesi

T, : T smooth topolojisinin o - seviyesi

@ : T klasik topoloji tarafindan iiretilen smooth topoloji

X o) : (X,T) klasik topolojik uzay: tarafindan iiretilen smooth L-
fuzzy topolojik uzay

G, : pePr(L) ve g e L* olmak tizere {x € X:g(x)>p'} kiimesi

X,t,) : (X, 7) ’ nun asal seviye uzayl

viii



BOLUM 1. ON BILGILER

1.1. Latisler ve Bazx Ozellikleri

Tanim 1.1.1: (L, <) kismi siralt bir kiime olsun. Her x,y € L igin

X vy :=sup{X,y} ve XAy =inf{x,y}

mevcutsa L kiimesine bir latis (lattice, kafes, 6rgii) denir ve L =(L,<A,v) ile
gosterilir. [1]

Tanim 1.1.2: (L,<,A,v) bir latis olsun. Eger L’ nin her alt kiimesinin supremum ve
infimumu mevcutsa L’ ye tam latis denir.

L’ nin en biiyilik elemam v L =1 ile gbsterilir ve L’ nin en kii¢lik elemami AL =0 ile
gosterilir. 0’ 1 bog kiimenin supremumu 1’ i de bog kiimenin infimumu olarak g6z
Ontine alabiliriz. [1]

Tanim 1.1.3: (L,<,A,v) bir latis olsun. Eger her x e L i¢in
xAX'=0 ve xvx'=1
olacak gekilde bir X' elemani mevcutsa x’ elemanina x’ in tiimleyeni denir.
Asagidaki 6zellikleri saglayan

“L-L

x> x'

déniiglimiine siray: tersine koruyan déniigim denir. 1]}
a)a<b=>b'<a’

b) (@)’ =a

Tanim 1.1.4: (L,<,A,v) bir latis olsun. Eger bu L latisi asagidaki dzellikleri saflarsa
L’ ye-dagilimh latis denir. [25]



a) Vx,y,zeL i¢in xv(yAz)=xVvy)Aa(xvz)

b) Vx,y,zeL gin xA(yvzZ)=XAY)V(XAZ)

Tanim 1.1.5: (L,<,A,v) bir tam latis olsun. Eger {{a;;|je J;}|ieF} c p(L)-{J}
(F+#D) ailesi igin agafidaki Ozellikler saflamiyorsa L’ ye tam dagilimhi latis
denir. [25]

) AlVa D= v (Aliem)

ieF jel; Q’GHJi ieF
ieF

b} viaa)= A (Vi) (0:F>I@) =)
ieF jeJ, q,eHJi ieF

Tanim 1.1.6: Siray1 tersine koruyan doniigiim ile bir tam dafilimh latis fuzzy latis
olarak adlandiniir ve L = (L,<,A,v,’) ile gosterilir. [1]

Tamim 1.1.7: L bir latis ve aeLolsun. Efer a,bel i¢in a<avb esitsizligi
a<a veya o<b olmasim gerektiriyorsa a’ ya L’ nin bir indirgenemez
(irreducible, coprime) elemam denir.
L’ nin sifirdan farkl: indirgenemez elemanlarin kﬁmesi

M(L):={a € L|a, L’ nin indirgenemez eleman ve a # 0}

ile gosterilir. {9]

Tamm 1.1.8: L bir latis ve pe L olsun. Eger-a,beL icin a Ab < p esitsizligi a<p
veya b <p olmasim gerektiriyorsa p’ ye L’ nin bir asal (prime) eleman: denir. L’ nin
birden farkl asal elemanlarn kiimesi

Pr(L)={p eL|p, L’ nin asal elemam ve p #1}
ile gosterilir. [9]

Tanimlar karsilagtinidiginda, L bir fuzzy latis olmak fizere a e M(L) < o' € Pr(L)
oldugu kolaylhikla goriiliir.

Teorem 1.1.9: L bir fuzzy latis olsun. Bu durumda I’ deki her a elemani igin L’ nin
indirgenemez elemanlarindan olugan en az bir B kiimesi vardir yle ki vB=a’ dur.
Ispat: ( [9], sayfa 66 )



Bu teorem L’ nin her elemaninin L’ nin indirgenemez elemanlarindan olusan bir
kiimenin supremumuna egit oldugunu ifade eder. Benzer olarak 1.’ nin her elemam
asal elemanlannin infimumuna egittir.

Tanim 1.1.10: L bir tam latis, a € L ve & # B cL olsun. Asagidaki dzellikleri
saglayan B kiimesi o’ min bir minimal kiimesi olarak adlandirilir. [8}

a)vB=a

b) VbeB ve vK2a olan her K c L i¢in k >b olacak gekilde en az bir ke K
vardar.

Uyan 1.1.11:

1. Bir tam latiste o’ min minimal kiimelerinin birlesimi de¢ o’ mn bir minimal
kiimesidir. o> min tiim minimal kiimelerinin birlesimi B(c) ile gdsterilir.

deB(a) © vK2aolan her K<L igin k>d olacak gekilde en az bir ke K
vardir.

B(a) "M(L) := B’ (ax) olarak gosterilir.

2. B, a’ mn minimal kiimesi olsun. Bu taktirde her b& B i¢in b< a’ dir.

3. B, o’ min minimal kiimesi, A < B ve v A =a ise A kiimesi de o’ nin minimal
kiimesidir. [8]

Teorem 1.1.12: L bir fuzzy latis olsun. Eger a e L —{0} ise B"(a) o’ nin bir
minimal kiimesidir. Ayrica, eer o € M(L) ise B’ () yonlendirilmis bir ktimedir. -
Ispat: ([8], sayfa 68 )

Omek 1.1.13: L=[0,1] igin PLY=[0,1), ML)Y=(0, 1], B(0) = {0} ve her o € (0,1] igin
B(at) =[0,a) dir. [1] |



1.2, L-Fuzzy Kiimeler

Tanim 1.2.1: X klasik bir kiime ve g(X) X’ in gii¢ kiimesi olsun.
A € p(X) olmak tizere ¢, : X —> {0,1}

1, xeA

x— =y T

olarak tanmmlanan y, fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Onerme 1.2.2: Vme M igin A, c X olmak iizere
Q) A a, = Via,
b) XNa. =~ AXa,

Ozel olarak; a) %,,5=%s Vs
b) Xans =Xa AAs

saglanir.
Onerme 1.2.3: A, B X olmak fizere

AcBoy,<Ys-
Tanim 1.2.4: A <X verilsin. A kiimesinin tiimleyeni olan A’ kiimesinin karakteristik
fonksiyonu
Ao i X —> {0,1}

1, xeA' 1, xgA
0, xgA'

x——)xA.(x):={ - 0, xeA

bi¢iminde tanumhidur.
Buradan goriiltir ki y, = 1—1y, ’ dir. [4]

Tanim 1.2.5: X bogtan farkh bir klasik kiime ve L bir fuzzy latis olmak {izere her
f:X — L fonksiyonu X’ in bir L-fuzzy alt kiimesi olarak adlandirlir.

Ozel olarak L = [0,1] alinirsa her f : X — [0,1] fonksiyonu X in bir fuzzy alt kiimesi
olarak adlandirihir. Yani X -in her klasik alt kiimesi X” in-bir fuzzy alt ktimesi olur.
X in biitlin L-fuzzy kiimelerinin ailesi L* ile gosterilir.

L* = {f|f:X — L bir fonksiyon }



xe X ve f e L* olmak iizere f(x) degerine, x elemamnin f fuzzy kilmesine ait olma
derecesi denir.

X kiimesinin herhangi bir A klasik alt kiimesi crisp fuzzy alt kiime olarak
adlandinlir.

{xeX| f(x) >0 }c X alt kiimesine f fuzzy kiimesinin destegi denir ve supp f ile
gosterilir. [4]

Her x e X i¢in X dizerinde f(x)=0 ve g(x)=1 olarak tanimlanan f ve g L?fuzzy
kiimeleri sirastyla 0, ve 1, olarak gosterilir. [1]

Tezin bundan sonraki kisminda, aksi belirtilmedikge L bir fuzzy latis olarak
alinacaktir.

Tanim 1.2.6: f ve g iki L-fuzzy kiimesi olsun.
a)f=g = VxeXi¢in f(x) = g(x)
bfcg:e VxeXiginf(x)< gx)
c)f':X-> L
x> f'X)=FEX®)
seklinde tanimlanan ' L-fuzzy kiimesine f L-fuzzy kiimesinin tiimleyeni denir. [1]
Eger L=1=[0,1] ise f’'=1-f olur.
L-fuzzy kiimelerinde birlegim ve kesigim iglemi sirastyla
(fve)(x)=sup{f(x),g(x)} ve (fAg)x)=inf{f(x),g(x)} olarak tammlanmak
{izere L-fuzzy kiimelerinin birlesim, kesigim ve tiimleme iglemleri ile L* bir fuzzy
latistir.
(V£ = v £,(%) = Sup{f; () i € T} ve (A£)(0) = Af,(0) = Inf{F, () li € T} dir.

Tamm 1.2.7: M(L), L’ nin sifirdan farkl: indirgenemez elemanlanimin kiimesi olsun.
Bu takdirde, M(L*)={x, | x € X,a e M(L)} kiimesinin elemanlan X’ in L-fuzzy
noktalar: olarak adlandirilir.

Burada x,:X —>L

— X W)=
X =
y <Y 0, y#x

seklinde tanymhdir.



Bu durumda x’ e x, fuzzy noktasimn destegi , o degerine de x, fuzzy noktasimin
degeri (ytiksekligi) denir ve suppx,= x ve h(x,) = a ile gdsterilir.

x, e ML*)i¢inx_ ef 1= f(x) 2’ dir. [8]

Ayrica Pr(L) L’ nin birden farkl asal elemanlarin kiimesi olmak {izere

Pr(L*) = {x, | x e X,pePr(L)} olur. Bu durumda da x,’ ye X’ in L-fuzzy noktasi
denir.

Burada x,: X —> L

P. Y=X
l, y#x

Y —> X,(¥) :={
seklinde tanimlanir.

x, € Pr(L*) igin x, e f :> £(x) £ p’ dir.

Uyan 1.2.8: Teorem 1.1.9° dan X fizerindeki her L-fuzzy kiimesi M(L*)’ deki L-
fuzzy noktalarinin birlesimi seklinde ifade edilir. [8]
Diger bir deyigle f= \, x, yazabiliriz.

Xq&f

Onerme 1.2.9 (De Morgan Kurallan): {f, € L*{ me M } ailesi X iizerindeki L-fuzzy
kiimelerinin bir ailesi olsun.
(v =Al

meM

meM
) (Af)=vIi,
meM meM

Ispat : ([41, sayfa3)

Tamm 1.2.10: X ve Y iki klasik kiime ve ¢ : X— Y bir fonksiyon olsun.
(@) f e L* L-fuzzy kiimesinin ¢ fonksiyonu altindaki g6riintiisii
e®H:Y>L

y = oOF) = sup{fx)| xeX, 9(x)=y} (VyeY)
olarak tanimlanur.
(b) g €LY L-fuzzy kiimesinin ¢ fonksiyonu altindaki ters gériintiisti



ol(g): X-L
X =07 (@ =(g-0)X)=g(e(x) (vVxeX)
olarak tanimlamr. [4]
Onerme 1.2.11: @: X—Y bir fonksiyon ve AcX,BcY klasik kiimeleri verilsin.
a) @(Xa)=Xow
b) (P—l ( XB )_= xq,-l B)
Ispat: Kolaylikla goriiliir.

Onerme 1.2.12: ¢ : X — Y bir fonksiyon, f,f,,f,e L* ve g,g,,2, €L olsun.
Bu takdirde
a) f co™(@(f)
Eger ¢ fonksiyonu 1-1 ise f= @' (g(f)) saglanir.
b) p(¢7' () 8
Eger @ fonksiyonu &rten ise @(@™ (g))= g saglamr.
o) ficf,=>e()co{,)
d) g cg, =9 (g)co™(g,)
e) ¢ ortenise o (f) 2 (o ()Y
f) @ bire-birise ¢ (f') < (¢ (f))’ ve-bdylece @ bire-bir ve drten ise ¢ (f) = (¢ (F))’
olur.
297 ()=0"@®)
h) {f, e L*{ me M} X lizerindeki L-fuzzy kiimelerin bir ailesi ise
(v )= v o(t,)

meM meM

(A DS /Q:p(fm)

meM

i) {g, eL'|meM} Y iizerindekiL-fuzzy kiimelerin bir ailesi ise

v En)=Vv 07 (8

meM meM

AL =A P (8)

meM meM

Ispat: ([5], sayfa 186-187)



1.3. L-Fuzzy Topolojik Uzaylar

Tamm 1.3.1: X bostan farkh klasik bir kiime ve L bir fuzzy latis olsun. Eger © < L*
fuzzy alt kiimelerinin ailesi asafidaki Gzellikleri saghyorsa, 1’ ya X {izerinde bir

(Chang) L-fuzzy topoloji ad: verilir.
1)0ler

2)f,getr=>fAgenr
H{f,liehct=yfer
iel

(X,t) ikilisi de bir (Chang) L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilhir.t’ nun
elemanlarma agik L-fuzzy kiimeleri denir. Eger f'et ise £ ye kapah L-fuzzy
kiimesi denir. Kapah L-fuzzy kiimelerinin ailesi de 1’ ile gosterilir. [5]

L=1=[0,1] olmasrdurumunda (X, ) ikilisine bir I-fuzzy topolojik uzay denir.

Tamm 1.3.2: (X, 1) ve (Y,1") iki L-fuzzy topolojik uzay olsun.

a) ¢: (X, 1)—> (Y,7") fuzzy siireklidir : &> Vge 1 igin ¢ (g) e .
b) ¢: (X, 1)~ (Y,7") agiktir : <> Vg e 1 igin p(g)e 1 .

¢) ¢:(X,1)>(Y,7") kapahdir: <> Vg e ' igin p(g) et .

Uyan 1:3.3: Klasik topolojik uzaylar arasinda sabit fonksiyonlar stirekli oldugu halde
fuzzy topolojik uzaylar arasinda sabit fonksiyonlarin fuzzy siirekli olmas: gerekmez.
-Bu- 6nemli- 6zelligi -fuzzy-topolojik-uzaylarda elde etmek ve sabit fonksiyonlarn
‘6nemine -dikkat ¢ekmek icin Lowen, Chang’ in fuzzy topoloji tamimmmn birinci
ozelligini degistirerek asagidaki tanim1 vermigtir.

Tanim1.3:4: X bogtan farkh klasik bir ktime, L bir fuzzy latis ve © < L* olsun. Eger
v ailesi asagidaki -6zellikleri sagliyorsa 1° ya X ilizerinde bir (Lowen) L-fuzzy
topoloji denir.

L1) Vo : X — L sabit fonksiyonu igin c € ©

12) fget > fAagen

L3) VmeMigin f et = \e{;fn’, €1



(X, 1) ikilisine de (Lowen) L- fuzzy topolojik uzay denir. [13]

Tamm 1.3.5: (X,1) bir L-fuzzy topolojik uzay ve f € L* olsun.
a) E‘:= v{g|gcf,get } fuzzy kiimesi f fuzzy kiimesinin i¢i olarak adlandirilyr.

b) f== A{h|hof,he } fuzzy kiimesi f fuzzy kilmesinin kapanig1 olarak
adlandinlir. [13]

Klasik topolojik uzaylarda bilinen i¢ ve kapams 6zellikleri L-fuzzy topolojik
uzaylarda da gegerlidir.

Tanim 1.3.6: (X,1) bir L-fuzzy topolojik uzay ve Y ¢ X olsun.

1y = {f|y | feT} ailesi Y lizerinde bir fuzzy topolojidir.

Bu fuzzy topolojiye ©’ nun Y alt kiimesi iizerinde tirettifi fuzzy alt uzay topolojisi
denir:

(Y, ) L-fuzzy topolojik uzaymna da (X, ) L-fuzzy topolojik uzaymn alt uzays ad
verilir. [4]

1.4. Klasik Topolojik Uzaylar ile Fuzzy Topolojik Uzaylar Arasmdaki iligkiler

Tanim1.4.1: (X,T) bir klasik topolojik uzay, f: X— IR bir fonksiyon ve x, € X
olsun.

f: X, T) » (IR, T,) fonksiyonu x,’ da alttan yan-stireklidir : < Ve >0 igin

AW evU(x,): VxeU iginf(x) > f(x,) - €

Buradan goriiliir ki;

£f:(X,T). — (R, T,) fonksiyonu x, noktasinda alttan yari-stireklidir. <>

f-XT) —» (IR, T,,) x, noktasinda stireklidir.

(Ty = {(a,@) | eR }w {G,IR})

Eger f X kiimesinin her noktasinda alttan yan-siirekli ise f fonksiyonuna alttan yarr-

stirekli fonksiyon denir.
IR yerine I=[0,1]c IR aldigimizda alt uzay topolojisi tanimindan



(Teg): =T, ={In(a,0)| (a,®) € Ty } = { (a,]] | 0= <1 }U{QB,]}
I=[0,1] kapal: aralifinin sag topolojisi elde edilir.

Buradan su ifade elde edilir:
f:(X,T) » 1 alttan yan-siireklidir < f: (X,T) — (I, T,) stireklidir.
& Vaef0) igin ' (a,1] € T. [4]

Onerme 1.4.2: (a) Her sabit fonksiyon alttan yari-stireklidir.

(b) f ve g alttan yari-siirekli fonksiyonlar ise f A g alttan yari-stireklidir.

(c) {{;},.; alttan yan-siirekli fonksiyonlarn ailesi ise \/f; alttan yan-stireklidir.
iel

@G eT & % alttan yan-siireklidir. [4]

Onerme 1.4.3: T, X kiimesi {izerinde klasik bir topoloji olsun. Bu takdirde
o(T)={f|f: X,T) > I alttan yan-siireklidir } cI*
ailesi X kiimesi fizerinde bir fuzzy topolojidir. [16]

Tanim 1.4.4: L bir tam latis ve U c L olsun. Eger U agagidaki 6zellikleri sagliyorsa
U’ ya L’ nin Scott agik alt kiimesi denir.

a)aeU vea<bise beU’ dur.

b) D < L yOnlendirilmis bir kiime ve vDe U=3d e D dyleki d € U’ dur.

L’ nin biitiin Scott acik alt kilmelerinin ailesi L {izerinde bir topoloji olugturur. Bu
topoloji L’ nin Scott topolojisi olarak adlandirilir ve Ty ile gsterilir. 23]

Onerme 1.4.5: L bir tam dagihml latis olsun. Bu taktirde L tizerindeki Scott topoloji
{xeL|x £p} (pePr(L)) formundaki kiimeler tarafindan firetilir.

Ispat: ( [24], sayfa 104)

Tamm 1.4.6: (X,T) bir klasik topolojik uzay, L bir fuzzy latis ve f :(X,T) - (L, Ty)
bir fonksiyon olsun. Eger L’ nin ker Scoft agik alt kiimesinin ters gorintlisi (X,T)
topolojik uzayinda agik ise f fonksiyonu Scott siirekli (veya stirekli) olarak
adlandirlir,

10



Onerme 1.4.5° ten f:(X,T)—>(L,T;) Scott stireklidir < VpePr(l) igin
f'({xeL|x£p})eT.

L =1 olmas: durumunda Scott siireklilik alttan yari-siireklilik ile ¢akigir. Yani
f:(X,T)—> 1 Scott siireklidir. < Vp € Pr(I) =[0,}) icin f " ((p,1) e T
<> falttan yan-stireklidir. [9]

Onerme 1.4.7: (X,T) bir klasik topolojik uzay ve L bir fuzzy latis olsun. (X,T)’ den
(L,T;)’ ye Scott siirekli olan tiim fonksiyonlarin ailesi
o, (T)={f|f:(X,T) > (L, T;) Scott stirekli }
X {izerinde bir L-fuzzy topolojidir.
Ispat: ( [23], sayfa 88 )
L=1 olmasi durumunda o, (T)=wo(T) elde edilir. [16]

Tamm 1.4.8: T, X iizerinde bir klasik topoloji olmak tizere o, (T)’ ye T topelojisi
tarafindan iiretilen L-fuzzy topoloji denir.

(X,7) bir L-fuzzy topolojik uzay olsun. Eger o, (T) =1 olacak sekilde X {izerinde
klasik bir T topolojisi mevcut ise (X,t) L-fuzzy topolojik uzayma topolojik olarak
tiretilmigtir denir. [1]

Onerme 1.4.9: (X,T) bir klasik topolojik uzay, f e L* ve A X olsun.

ayf, X,0,(T)) ’de agtktir < VpePr(L)i¢inf'({xeL|x£p})eT dir.

b) £ (X,@,(T)) de kapalidir < VaeLi¢inf~({xeL|x>a}) kiimesi (X,T)’ da
kapalidur.

0) A, XT) deagiktir & ¥, , (X,0,(T))’ de agiktir.

d) A, X, T) dekapalidir & %, ., (X, 0 (T))’ de kapalidir.

Ispat:-( [1], sayfa 53)

Lemma 1.4:10: (X,T,) ve (Y,T,) iki klasik topolojik uzay olsun.
¢0:(X,T,)) > (Y,T,) siireklidir < ¢:(X,0, (T,)) = (Y,0,(T,)) fuzzy streklidir.

11



Ispat: (=) f e w,(T,) olsun.

VpePr(L) icin {teL|t£p}eTy=>f'({teL|t£p})eT,’ dir.
@ stirekli oldugundan o '(f'({teL|t£p})) e T,’ dir.
xe@'(f'({teL|t£p})) e T, alahm.
ooxx)ef'({tel|t£p})

e fex)e{teL|t£p}

< fle(x)) £p

<o ()X £p

> xe(@’(@){teL|t£p}

Buradan (@ '(f)) H{teL|t£p}=o ' (f'({teL|t£p}) e T, dir.
Dolayistyla da ¢ (f) € @, (T})’ dir.

(<) A eT, alalm.Onerme 1.4.9(c)’ den %, € o, (T,)’ dir.
0:X,0.(T))) > (Y,0,(T,)) fuzzy stirekli oldugundan

7 (Xa) =X yiga) € OL(T) 07 (A) e Ty dir.

Sonug 1.4.11: KT klasik topolojik uzaylar ile onlar arasindaki stirekli fonksiyonlarn
kategorisi, L-FT de L-fuzzy topolojik uzaylar ile onlar arasindaki fuzzy siirekli
fonksiyonlarn kategorisi olsun.
o, :KT—->L-FT

T > o (T)
olarak tammlanan doniigiim KT ile L-FT kategerileri arasinda bir funktordur. [1]

Tamm 1.4.12: (X,T) bir klasik topolojik uzay olsun. Eger

“(X.T) Klasik topolojik uzay1 P ozelligine sahiptir. <> (X, 0, (T)) iretilmis L-fuzzy

topolojik uzayr P, Ozelliine sahiptir.”6zelligi saglamiyorsa L-fuzzy topolojik

uzaylardaki bir P, ozelligi klasik topolojik uzaylardaki bir P Ozelliginin iyi
_genellestirilmisidir denir. [1}
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BOLUM 2. SMOOTH FUZZY TOPOLOJIK UZAYLAR

2.1. Smooth Fuzzy Topolojik Uzaylar

Tamm 2.1.1: X bogtan farkh klasik bir kiime olsun. Eger bir 1:1* — I doniigiimii
agafidaki Ozellikleri saflarsa, bu 1t dOnifisimiine X {izerinde bir smooth I-fuzzy
topoloji denir.

(S1) t(0x)=1(Ix) =1

S2) Vv £ gel*igin 1(fag) =2 1(f)a(g)

(83) V(f),, < I igin < (‘\E/J f) 2 A t(f;)

(X,7) ikilisine de smooth topolojik uzay ( kisaca stu ) veya smooth I - fuzzy
topolojik uzay denir.

©” ya agiklik derecelendirilmesi, T (f )’ ye f fuzzy kiimesinin agiklik derecesi denir.
[20]

Ornek 2.1.2: X bir kiime olsun.
1, £=0,1
: o1, ()= ;"x
0, feI” —{04.14}

ile tammlanan t doniigiimi X {izerinde bir smooth topolojidir.

Omek 2.1.3: X bir kiime ve o € (0, 1] olsun.

1, £=0,,1
X 1, t(f)= .
a, fel” {041y}

ile tammlanan 1t donlgimid X fizerinde bir smooth topolojidir.



Not: L bir fuzzy latis olmak iizere 1:L* — L déniiglimii Tamm 2.1.1° deki (S1),
(S2), (S3) ozelliklerini saglarsa bu t doniiglimiine X {izerinde bir smooth L — fuzzy
topoloji denir.

( X, 7) ikilisine de smooth L- fuzzy topolojik uzay ( kisaca smooth L- ftu ) denir.

Her f € L¥ igin t(f), f fuzzy alt kiimesinin agiklik derecesi olarak adlandinhir.

L fuzzy topoloji L*’ in klasik bir alt kiimesi iken smooth L~ fuzzy topoloji L*’ in
fuzzy alt kiimesidir.

Ornek 2.1.4: ( X, T ) klasik topolojik uzay olsun. © =y, :2* — 2 = {0, 1} olarak
tammladifimizda (X, T) yi smooth fuzzy topolojik uzay olarak g6z 6niine alabiliriz.

Ornek 2.1.5 : (X,1) L- ftu olsun. 1 := %, : L* — 2 olarak tammladiimzda
(X, t)’ yusmooth L- ftu olarak goz dniine alabiliriz.

Tamm 2.1.6: Bir ¥: L* —» L doniigimii asagidaki 6zellikleri sagliyorsa & ye X
tizerinde kapalih@in bir derecelendirilmesi denir.

CHFO,)=%(1,)=1

(C)V £ g e L* igin F(fv g) > FE)AF(2)

(C3) ¥ (£} € L igin F(AT) = AF(E). 1201

Onerme 2.1.7: 1, X {izerinde bir smooth topoloji-ise F,: L* — L, #.(f) =1(f") ile
tanimlanan ¥, doniiglimii X {izerinde kapaliligin derecelendirilmesidir. [20]

Onerme 2.1.8: ¢, X tizerinde kapahhgin bir derecelendirilmesi ve 1,: L* - L,
1. (f) =F({'} ise 1, X ilizerinde bir smooth topolojidir. [20]

Sonu¢ 2.1.9: © ve ¥, X iizerinde sirasiyla smooth topoloji ve kapaliifin

derecelendirilmesi ise T, = © ve ¥, = ¥ dir.

Ispat: Onerme 2.1.7 ve 2.1.8’ den kolaylikla goriilir.
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Tamm 2.1.10: 1, ve 1, , X iizerinde iki smooth topoloji olsun.V f € L* igin
t,(f) = =,(f) ise t,, 7, den giicli veya t,, 1, den zayif denir. 7, 2 =, ile

gosterilir. [20]

Onerme 2.1.11: {«,: ie A } ailesi X’ de smooth topolojilerin ailesi ise,
=a{t, keA}, 1 =An{r, B :keA}

ile tanimlanan t doniiglimi X {izerinde bir smooth topolojidir.

Ispat: ([18], sayfa 372)

Onerme 2.1.12: (X, t) bir smooth L-fiu ve A < X olsun.
1,:L*>L,1,®=v {t(g): ge L*veg|,=f}ise 1,, A iizerinde bir smooth
L- fuzzy topolojidir. [21]

Tamim 2.1.13: ( X, 1) bir smooth L-ftu ve A < X olsun. (A,t,) smooth L-fuzzy
topolojik uzaymna ( X,t)’ nmn bir alt uzay1 ve ©,’ ya da ©’ nun A fizerinde {irettigi
bir smooth topoloji denir. [21]

Teorem 2.1.14: (A,7,), ( X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzaymin bir alt uzay1 ve
fe L* ise,

8) 7, (= v{f@: ge ¥ veg|,~f}

b)Bc Ac Xise 1, =(%,)s

ozellikleri gegerlidir.

Ispat: ([18], sayfa 373 )

Tanim 2.1.15: ( X, ) smooth L-ftu ve fe L* olsun.

a) = A{g elX: f < gve t(g')> 0} ile tammlanan f kiimesine f nin T-smooth
kapanis1 denir.

b) f= v{ge L*: g < fve t(g) > 0} ile tanimlanan ;' kiimesine f"nin 1 -smooth-i¢i
denir.

¢) £ ye smooth yari-agik denir: <> VpePr(L) igin 3 ge L*:t(g)%p ve g<f< g 7
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Onerme 2.1.16: (X, t) smooth L-flu ve f, g € L* olsun.
af<g = f< évef‘sédir.

b) (Y =(f)° , @'=(£)" dir

) t()>0 = f=f dir.

d @) >0 = = dir.
Ispat: ([7], sayfa 84-85)

Tanim 2.1.17: (X, 1,) ve (Y, 1,) iki smooth L-ftu ve ¢ : X — Y bir doniisim olsun.
a) @ ye smooth stireklidir denir : <> V fe LY igin 1, (¢ (§) 2 7, (f). [20]

b) @ ye smooth zayif siireklidir denir: <> V fe LY igin 1,(>0 ise 1,(9™ ())>0.[18]
d) @ ye smooth yar-siireklidir denir : <> Vfe L' ve VpePr(L) igin t,(H)Lp ise
¢! (f) smooth yan-agiktir. [17]

d) ¢’ ye smooth kararsiz (irresolute) denir :<> Vg € L' yan-agik kiimesi igin
07" (g) X’ in smooth yari-a¢ik kiimesidir. [17]

Tamimlar kargilagtinldiginda smooth stirekli her fonksiyonun zayif smooth siirekli
oldugu goriiliir.

Onerme 2.1.18: (X, 1,) ve (Y, 1,) iki smooth L-ftu ve ¢: X — Y bir doniigiim olsun.
a) ¢-smooth-streklidir <> ¥ fe LY i¢in 7, (0™ () 2 €, (D).

b) ¢ zayif smooth streklidir <> Vfe L¥ igin , (f)>0ise & (o™ () > 0.[18]

Teorem 2.1.19: (X, 1,), (Y, 1,), (Z, T;) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
0 :X > Y, y:Y > Zsmooth siirekli doniigimler ise wo¢ : X — Z doniistimil
smooth siireklidir. [20]

Teorem 2.1.20: X, 1,), (Y,1,) iki smooth L-fiu, ¢: X — Y smooth stirekli ve
A c Xise 9],: (A, 1,) = (Y, 1,) smooth stireklidir.
Ispat: ([18], sayfa375)
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Onerme 2.1.21: (X, 1,), (Y,7,) iki smooth L-ftu ve ¢ : (X, 1,)— (Y, 7,) smooth
stirekli ise Vg e LY icin ¢™(g) <o¢™'(g)’ dir.
Ispat: ( [7], sayfa 86 )

Tamm 2.1.22: (X,1,), (Y.7,) iki smooth L-ftu, %, ¥, swrasiyla X ve Y {izerinde
kapalilifin bir derecelendirilmesi ve @ : X — Y bir doniislim olsun.

a) @ ye smooth agiktir denir : < Vf e L* igin 1,(o (D) = 1, (D).

b) @’ ye smooth kapalidir denir: < V£ e L* i¢in &, (¢ (f) 2 &, (). [20]

Tamm 2.1.24: (X, 1,), (Y, 7,) iki smooth L-fluve ¢ : X — Y bir doniisiim olsun.
@’ye smooth homeomorfizm denir : <> ¢ bire-bir, rten, ¢ ve @' smooth
stireklidir. {18]

Tamm 2.1.25: Smooth homeomorfizmi altinda korunan 6zellige smooth topolojik
ozellik denir. [18]

Teorem 2.1.26: (X, Tt,), (Y, t,) iki smooth L-ftu ve ¢ : X — Y bire-bir, orten bir
déniisiim olsun. Bu durumda agafidaki ifadeler denktir.

a) ¢ smooth homeomorfizmdir.

b) @ smooth agik ve smooth stireklidir.

¢) @ smooth kapal ve smooth stireklidir. [18]

2.2. Uretilmis Fuzzy Topolojik Uzaylar

Teorem 2.2.1: (X, 1) smooth I-fuzzy topolojik uzay olsun.

a) Voae(,1] igin t,= { fe*: 1(f) 2 a} ailesi X tizerinde bir Chang fuzzy
topolojidir.

b) a; <@, isin 7, c 1, dir.

¢y Y ae(0,1]igin t,= n{ t,:s<a} dir.
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Ispat : (a) ve (b) nin ispat:1 kolayhikla yapilir.
¢) Vs<aigin 1, c 1, dir.

=1, N{T:s5<a}..... ¢))

f ¢ t, alahm.

>t 2a = Ise(0,1]: t(H<s<a
= Jse(0;1]:fet, = fen{r,:s<a}
= N{T:s<a}cT,.nen. )

(D) ve (@)den 1,= N { 1,:s<a} ele edilir.

Tamm 2.2.2: (X,7)smooth I-fiu ve ae(0,1] ise 1,== {fel*:x(®) 2a} ile
tanmumlanan Chang fuzzy topolojisine 1’ nun a - seviyesi (a - diizeyi, kesimi) denir.
(6]

Teorem 2.2.3: {T,: ae(0,1] }, X fizerinde Chang fuzzy topolojilerin azalan bir
ailesi ise

a) :I" o1, 1(f) =v{ae(0;1] : fe T, } ile tammlanan t doniistimi X lizerinde
bir smooth topolojidir.

b) Vae(,l1]icin T,= n{T:s<al}lise, 1,= T, dir.

Ispat: (@) (S V o €(0,1] igin Oy, 14 € T, oldugundan (04 )= t (1) = lolur.
(S2) £, g € 1*-alahm.

tf)=v{ae,1]:feT, }=a2sve t1(g)=v{ae(,l1]:ge T, }=b >s olsun.

Bu taktirde, V €> 0 i¢in 3y,B€(0,1] : a-& <y < aveb-& < f§ £ b saglanur.
r:==min{y,B} ,.d=min {a, b} olarak alahm.

Y2r > t,Cr,,Bfr> 1,

gertgcrt vefer, o1, isefager,
1(fag)=v{ae(0,1]:fageT, }>r>d-€ >s-¢

V_e> 0 icin saglandipindan T (fA g) >s olur.

t(f)=s ve 1(g) > s aldhifimizda T (fAg) > s elde ettik.
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{a: fag €eT,} D{a: feT, ve geT,} oldugundan T1(fAg) = t(HHA 1(g)

saglanr.
(S3) (f),; cI" alalum.

{o:vfieT, }o{a:f,eT,,Viel} oldugundan t(\/f;) =27(f) =2 A 1(f)
ieJ ieJ

saglanir.
b)feT, = t@=v{re(0,1]:feT.}2a =>fen1,

fetr, > 1t 2a.1(f)=v{ae(0,1]:fe T, } =solsun.

Bu taktirde, V £> 0 i¢in 3k € (0,1]: s-€ <k vef e T, saglanir.

s 2 a oldufundan a-¢ < s-¢ <k ve fe T, dir. Buradan fe T olur. €> 0 keyfi
_oldugundan f € T, dir.

DT, T, i (2)

(1) ve (2) den t,=T, elde edilir.

Tamm 2.2.4: Bir onceki teoremde verilen Tt smooth topolojisine {T,: ae(0,1] }

Chang fuzzy topoloji ailesi tarafindan tiretilen smooth topoloji denir. [6]

Teorem 2.2.5: (X, ) smooth I-fuzzy topolojik uzay ve V a€(0,1] i¢in t,, T’ nun
a-seviyesi olsun. 7,, {1, :a €(0,1]} fuzzy topoloji ailesi tarafindan firetilen smooth
topoloji , yani

I >I , t(@=v{a:fer, }ise 1, =71 olur

Ispat: Vfel* i¢in t,(f)= v{a:fet }= v{a : () 2 a} = t(f) oldugundan
1, = 1 elde edilir.

Sonug 2.2.6: T ve T X tizerinde iki smooth topoloji olsun.
1=1 © Vae(01l]igint, =1,

Ispat : (=) Teorem 2.2.5” den kolayhkla goriiliir.

(<)V fel* igin
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1t =v{ae®Il:fer,}=v{ae®ilil:fet,}=v{ae@ll:t1@d 2 a}=1®
oldugundan t = 7 elde edilir.

Teorem 2.2.7: (X, 1) Chang fuzzy topolojik uzay olsun. V a €(0,1] i¢in

o,fet-{0,1,}

kilde tammlanan 1*: I* > I
0fet—{01} R

(0,) = (1) = 1, (D) = {

donitigiimii X tizerinde bir smooth topolojidir ve (t*),= t saBlanir.
Ispat: Kolayhkla goriilir.

Teorem 2.2.8: {T :ae(0,1]}ve {T,:a €(0,1]} swrasiyla X ve Y tizerinde fuzzy
topolojilerin azalan bir ailesi, © ve 1 sirasiyla bu aileler tarafindan iiretilen smooth
topoloji ve @ : X — Y bir doniigiim olsun.

a) Voae(0l] igin ¢:(X,T,)—>(Y,T,) fuzzy sirekli ise ¢:(X,7)— (Y,7)
smooth siireklidir.

b) V ae(0,1] isin @:(X,T,) - (Y,T,) fuzzy agik ise ¢:(X,7) = (Y,t) smooth
agiktir.

¢) V ae(0,1] igin 0:(X,T,) = (Y,T,) fuzzy kapali ise ¢:(X,t) > (Y,7) smooth
kapalidur.

Ispat: a) fe IV alahm.

¢ fuzzy sirekli oldugundan {a.: 9" (e1,} D {a:fe1,}

= vi{a: ¢ Ner,}ovia:fer,}= 1(o7'®) 21

=> ¢ smooth siireklidir.

(b) ve (c) de (a)’ ya benzer sekilde kolaylikla yapilir.

Teorem 2.2.9: (X,1) ve (Y,7) iki stuve ¢:X — Y bir dénfigiim olsun.

¢ smooth stireklidir © V a €(0,1] igin ¢:(X,1,) = (Y,1,) fuzzy sireklidir.
Ispat: (=) €(0,1] ve f € 1, alahm.

Buradan 1 (f) > a olur.

¢ smooth stitekli oldugundan t(@'(f)) 2 1 () 2 o dir.
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= ¢"'(f)et, = ¢ fuzzy streklidir.

(<) fe I alalm.

Eger 1 (f)=0ise 1(¢™'(f)) 2 7 (f) olur.

1= ae(0,1]isef e 1, dir. ¢ fuzzy siirekli oldugundan ¢~ (He 1,.

= 1(¢7'()) 2 a = T (f) = ¢ smooth siireklidir.

Teorem 2.2.10: (X,1) ve (Y,7) iki stuve ¢:X — Y bir déniistim olsun.

a) ¢ smooth agiktir & V a €(0,1]igin ¢:(X,t,) — (Y,1,) fuzzy agiktrr.

b) @ smooth kapahdir < V a €(0,1] igin @ : (X,t,) = (Y,t,) fuzzy kapalidir.
Ispat: Teorem 2.2.9” un ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.2.11: (X,t,), (Y,7,) iki fuzzy topolojik uzay ve @:X — Y bir doniislim
olsun.

o fuzzy siireklidir © V a €(0,1] igin @ :(X,z7) — (Y, 15 ) smooth siireklidir.

Ispat: (=) ¢ :(X,1;) = (Y,1,) doniisiimi fuzzy siirekli olsun.

a€(0,1] ve fe I¥ alahm.

@) f= 0, veyaf=1, ise o7 ()= 0, veya o' (= 1,

= (o7 @) =12 (@

(i) fe 1, - {1,0y} alalm.

=>1ud=a

f € 1, ve @ fuzzy stirekli oldugundan ¢7'(f) € 1, olur.

= 1 07'(D)) 2 o = 15(f) elde edilir.

(i) f ¢ 1, ise 13() =0 < (97" () olur.

Sonug olarak, V a €(0,1] i¢in @:(X,t;) = (Y, 1) smooth stireklidir.

(<) Teorem 2.2.9° dan 9:(X,(7}),) = (Y,(73),) fuzzy strekli ve Teorem 2.2.7
den ¢:(X,7,)-— (Y,t,) donisimi fuzzy streklidir.
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2.3. Klasik Topolojik Uzaylar ile Smooth Fuzzy Topolejik Uzaylar Arasimndaki
Tliskiler

A. Alttan Yan Siirekliligin Derecelendirilmesi (Uretilmis Smooth I-Fuzzy Topolojik
Uzay)

Tanim 2.3.1: (X, T) klasik topolojik uzay ve o €I olsun.

f :(X,T) > I fonksiyonu o- alttan yan-siireklidir :<> VB<a igin (B€[0,}))
1PN eT dir. [2]

« Bu tammdan agiktir ki her alttan yari-stirekli fonksiyon V a €1 igin a - alttan yari-
stireklidir.

. falttan yan-siirekli ise f 1- alttan yari-streklidir.

« Her f: (X,T) — I fonksiyonu 0- alttan yarn-siirekidir.

Lemma 2.3.2: (X, T)klasik topolojik uzay olsun.
a) f, g : XT)> I siastyla «, -alttan yan-siirekli ve o,-alttan yan strekli
fonksiyonlar ise fAg : (X,T) > I fonksiyonu o, A o, - alttan yarn stireklidir.
b) Vied igin f;: (X,T) = I a;- alttan yan siirekli fonksiyonlar ise
v fi: X,T) - Ifonksiyonu A a;- alttan yan siireklidir.

iel
Ispat: a) f ve g-sirasiyla -, -alttan yari-siirekli ve a, -alttan yan siirekli olsun.
Bel01) ve B <a, A a, olsun. = P <a, ve < a, olur.
f «,-alttan yan-siirekli oldupundan f*(B,1JeT ve g «, -alttan yan siirekli
oldugundan g™ (B,1]e T’ di.

£ BUNg B =(F Ag) B €T olur. = fAg, a, A a, - alttan yan-siirekli olur.
b) Viel i¢in f,: (X,T) -1 «,- alttan yan sfirekli fonksiyon olsun.

Bel0]) ve Viel igin f<aa, olsun. =>Viel] i¢in Aa;< a; oldufundan
B <ea,; olur.

Viel igin f; a,- alttan yan sirekli oldugundan £ (B,1] ¢ T dir.
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= Y f1PB1e T.ve U £1@.1] = (v £)7(B,]] € T oldugundan v/ f,, A a;- alttan
t 1 I ieJ

yan stirekli olur.

Teorem 2.3.3: (X, T) klasik topolojik uzay olmak lizere agagidaki sekilde tammlanan
@, : I* — I déniisiimf X Gzerinde bir smooth topolojidir

o, (®) = v{a eI:f a -alttan yan-sirekli}

Ispat: (S1) Her sabit fonksiyon alttan yari-siirekli ve alttan yari-sirekli her fonksiyon
1- alttan yan-stirekli oldugundan o, (04) =0,(1x) =1 olur.

(82) £, g e I* alalim.,

o, (f) = v{a €1:f o -alttan yan-siirekli}

o (g)= v{Bel:g B- alttan yan-siirekli}

o, (fag)=v{yel:f Ag y-alttan yan-siirekli}

o, (DA o (8)= v{aAB:f a- alttan yan-siirekli, g B - alttan yan-siirekli}

iddia: A:=={ A B : f a - alttan yan-siirekli, g § - alttan yani-stirekli} c{y: fag,

vy alttan yan-siirekli}:= B saglanir.

anP €A = f a-alttan yan-siirekli ve g § - alttan yan-siireklidir.

Lemma?2.3.2 a)dan fAg, a A - alttan yari-siireklidir.

v:= o AP olarak alirsak fA g, y- alttan yari-stirekli olur.

= y=a AP € Bolur

=>AcB = vASvB = o.(fag) 20, (f) A ©;(g) elde edilir.

(S3) (f),, < I*alahm.

Viel i¢in o, (f))=v{«a, € I f, ,a,- alttan yan stirekli}.

Viel igm-o(\/ ;)= v{ye Ly f;, v-alttan yan siirekli}.

ie¥ iel

VieJ igin A o, (f))= A {v{a;el: f ,a,;-alttan yan strekli}}

iel iel :

= v { A Q; : f; ,a;-alttan yan stirekli}.
o;el  iel

iddia: A={A o;: {,, a,- alttan yan siirekli} < {y € I: v f,,y- alttan yan siirekli}:=B
saglanir.
Ao, e A= Vie] igin f; ,«,- alttan yan stireklidir.
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Lemma 2.3.2 b)den v {;, A «,- alttan yan siirekli olur.
¥:= A a,; olarak alirsak v f, , y- alttan yan siirekli olur.
= y=Aq;, € Bolun > AcB = VA SvB= o;:(\/f) 2 A 0 (f;) elde

ieJ iel
Bir onceki teoremde her T klasik topolojiden bir smooth fuzzy topoloji (w,)
tiretildigi gosterildi.

Tamm 2.3.4: ©, smooth topolojisi T klasik topolojisi tarafindan tretilmis smooth I-
fuzzy topoloji olarak adlandirilir. (X, . ) ikilisine de (X,T) klasik topolojik uzay:
tarafindan tiretilmis smooth I-ftu denir.

Lemma 2.3.5: (X,T) klasik topolojik uzay olsun. Ae T & o, (%,)= 0.

Ispat: (=) Ae T olsun.

= 7y, streklidir. => x, 1-alttan yan stireklidir. = ©,(y,)=1= 0 dur.

(=)o (%,)= 0 olsun.

=>v{ae Ly, o-altan yan-stirekli}+ 0 = I a e I: y, o -alttan yansiirekli
= VB< a igin 5 B,1]e T dur.

1aBl={x: x,®>B }=A = Ae Tolr

Lemma 2.3.6: (X,T) , (Y,T") klasik topolojik uzaylar ve ¢:X—Y bir fonksiyon
olsun. ¢ : (X, T) - (Y, T") streklidir & ¢:(X,@,) = (Y,®,.) smooth streklidir.
Ispat (=) @: X, T)—>(Y,T") stirekli olsun.

fel” igin @, ve @, mn tammmdan

0. (07' (D)= vi{ael: 7' (f),a-alttan yan-sirekli} ve

.. (f) = v{a e I:f o-alttan yar-stirekli} olur.

iddia: A=={ & eI:f o - alttan yan-siirekli} c {a €1: 97 (f) , @ -alttan yan-siirekli} :=B
saglanr.

acA = £ (Y,T) »I o-alttan yan-siireklidir.

Dolayisiyla, B<a olan VB e[0,1) igin £'(B,1] € T dur.
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@ siirekli oldugundan ¢~ (£ (B,1]) € T ohur.
@7 0)' B = {xeX: 07 () ) (B,1]}
= {xeX: o E)e(B.1]}
={xeX: p()e f'(B,11}
= {xeX:xe o7 (f'B1D}
= (f'®IDeT
= ¢ '(f) a- alttan yan-siireklidir. = ceB=> A cB = vVA<vVvB
vA=v{ae I: f a- alttan yan-siirekli}<v {a el: ¢7'(f),a-alttan yan-siirekli}
oldugundan o, (¢~ (f)) 2 o_. (f) olur.
(<)9:(X,0;) - (Y,0_.) smooth sirekli olsun.
Ae T'=> Lemma23.5’ den @ (3,)=1olur.
¢:(X,07) - (Y, 0. ) smooth siirekli oldugundan o1 (¢7(x,)) 2 @.(x,)=1

= 0 (07(a))=1 = 0:(Kyu,) =12 ¢7(A) € Tolur.

Sonu¢ 2.3.7: Klasik topolojik uzaylar ile onlar arasindaki siirekli fonksiyonlarin
kategorisi TOP, smooth I-fuzzy topolojik uzaylar ile onlar arasindaki smooth stirekli
fonksiyonlarin kategorisi SIFT olmak {izere,

®: TOP —» SIFT

T > o

olarak tapimlanan do6nistim bu kategoriler arasinda bir funktordur.

Lemma 2.3.8: 7 X iizerinde bir smooth I-fuzzy topoloji olmak {izere
W1)={AcX: 1(y,) =1} ailesi X {izerinde bir klasik topolojidir.
Ispat: (T1) %o = Ox Ve xx=1y olarak alindifinda t(0y) = t(1y) = 1 oldugundan
@,X e y1) olur.
(T2)G,He 1) = 1(y1e)=1ve t(yy) =1 olur.
T(Xrm) =T (L A %Ag) Vet X ilizerinde smooth I-fuzzy topoloji oldugundan

(%o A )2 T(XIAT(Xa) =1 2 1 (X ) =1 = GNH € (x) olur.
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(T3) (Gy)sen € UT) = VA e igin t(%6)=1= A T(x,)=1dir.
Aea

t(xu Gy, )=1( \s Xg, ) ve T X lizerinde smooth I-fuzzy topoloji oldufundan
Aev
ien

T(vie)2 AT )=1 > t(qu )=1= UG, € (1) olur.
den z.a:\"‘

Aev AeA

Lemma 2.3.9: (X,1), (Y,t ) smooth I-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢:X—>Y bir
fonksiyon olsun.

¢:(X,7) > (Y,7) smooth stirekli ise @ : (X, (1)) = (Y, «(z")) stireklidir.

Ispat: Gey(t') = v () =1 dir.

T(X'q)'1((})) = 1(9™ (%)) ve @ smooth siirekli oldugundan t(x@.,(G)) 21 (%) =1

= t(xq’_,«}))=l = ¢ (G ewr) = ¢:(X 1)) = (Y, 1)) siirekli-olur.

Sonu¢ 2.3.10: Klasik topolojik uzaylar kategorisi ile onlar arasindaki siirekli
fonksiyonlarin kategorisi TOP, smooth I-fuzzy topolojik uzaylar ile onlar arasindaki
smooth siirekli fonksiyonlarin kategorisi SIFT olmak {izere,
1: SIFT —» TOP

T - 1)
olarak tanimlanan doniigiim bu kategoriler arasinda bir funktordur.

Onerme 2.3.11:1: SIFT — TOP ve @: TOP - SIFT-funktorlan igin 10 funktoru
Ozdeslik funktorudur.
Ispat: A € Yo;) © 0, (3 )=1 <A e Tolur.

B. Scott Stirekliligin Derecelendirilmesi (Uretilmis Smooth L-Fuzzy Topolojik
Uzay)

Tanmim 2.3.12: (X, T) klasik topolojik uzay ve o €L olsun.
f: X, T) > (L, T,) fonksiyonuna a=Scott siirekli denir : < a % p olan VpePr(L)

igin f1({teL:t£p)e Tdir [2]
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L =1ise a-Scott stireklilik o -alttan yan siireklilie denktir.

Yani, f: (X, T) -1 o-Scott stireklidir <> a>p olan V pePr(I) = [0, 1) i¢in
f1((p, 1]) € T < f a-alttan yan stireklidir.

. f Scott siirekli ise V a €L igin f o -Scott siireklidir.

. £ Scott siirekli ise f 1-Scott stireklidir.

« Her £: (X, T) = L fonksiyonu 0-Scott siireklidir.

Lemma2.3.13: f, g : (X, T) — L iki fonksiyon olsun. V pe Pr(L) i¢in
(Eag)*({tel: t€ph) = f({teL:t€p) ng*({teL : t<p}) dir.

ispat:x e (fAg) ' ({teL: t¥p}) © frg) M € p © A g £ p
ofx)tpvegd)£p © xef'(fteL:t€p}) vex e g'({teL : tp})

o xe fl({telt£p}) ng'({tel : t£p}) ohur.

Lemma 2.3.14: VieJigin f;: (X, T) — L bir fonksiyon olsun. V pe L igin
(vE) ' ({tel : t£p}) = U 7' ({ teL : t£p}) saglamr.

iel ieJ

Ispat: x € (\/f;) " ({teL : t¥p}) & () () £p < JieJicin f;(x) £p
il iel

o Jieliginx e f({teL:t€p}) © x e U f; ({teL: t€p})olur.

iel

Lemma 2.3.15: (X, T) klasik topolojik uzay olsun.

a) f, g: X, T) > L swrasiyla o, -Scott siirekli ve a,-Scott siirekli ise fag: (X, T)—>L
a, A o,- Scott sireklidir.

b)Vielicin f;: (X, T) - L o,;-Scott siirekli ise !fi:(X, - L, gai- Scott
stireklidir.

Ispat: a) f ve g sirasiyla o, -Scott siirekli ve o, -Scoett siirekli olsun.

pePr(L)ve a, A a;¥polsun. = a, ¥pve o, £p olur.
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f o,-Scott stirekli oldugundan f'({teL:t€p}) € T ve g a,-Scott sirekli
oldugundan g’ ({teL : t€p}) e T dir.

p asal oldufundan Lemma 2.3.13’ den

(EAag)'({teL: t€p})= ' ({teL:t £p}) ng'({teL : t%p}) e T olur.

= fAg, a, A a,- Scott siireklidir.

b) A«; ¥polan pePr(L) alalm.
iel)

= VielJigin o, £p.
Vieligin f; a;-Scott siirekli oldugundan f;'({ teL : t«£p}) € T’ dir.

= kel) f'({teL:t€pP e T
Lemma 2.3.14’-den (gfi)'l ({teL: t&p})) = H) f7'({ teL: t¢p}e T.
= v§ . A9, - Scott stireklidir.
iel iel
“Teorem 2.3.16: (X, T) bir klasik topolojik uzay olmak iizere
o . (f) == v{aeL: f a-Scott slirekli} olarak tamimlanan @ . : L* — L doniistimi
X fizerinde bir smooth L~fuzzy topolojidir.
Ispat: (S1) Sabit her fonksiyon Scott stirekli ve Scott stirekli her fonksiyon 1-Scott
stirekli oldugundan ., (0,) =®;(1y) =1 olur.
(82) £, g € L* alahm.
o, (= v{aeL :f a-Scott siirekli}
o, (g)= v{AeL :g A=Scott siirekli}
-0 (fAg)=v {P €L : fAg B -Scott stirekli}
L tam dagihml oldugundan
oA o (@=(v{a <L :f a-Scott stirekli}) A (v {A €L :g A-Scott siirekli})
=v{a AXeLl:f a-Scott stirekli, g A-Scott siirekli}
iddia: A ={a A A €L : T a-Scott siirekli, g A-Scott stirekli}c {B el :fag
B -Scott siirekli}:= B saglamr.
ark €A = f a- Scett siirekli ve g A-Scott stireklidir.
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Lemma2.3.15a)danfAg, a A A-Scott siireklidir. => B =a AA € B
=>AcB = vASVvB = 0,(fAag) 20, () A o, (g) elde edilir.
(83) (f,),; < L* olsun.

Viel igin o, (f))=v{a,eL: f, , a,-Scott siirekli} ve

mT(_\; f)=v{BeL: v f, , B- Scott siirekli} dir.

L tam dagilimh oldufundan,
A 0 (£)= A(v{a;e L: f; ,a;- Scott siirekli}
iel

iel

=v{iAa;eL:f ,a;-Scottsiirekli} olur.
iel
iddia: A={ A &, € L: f;, ;- Scott stirekli} = {B e L: v f;, B - Scott siirekli}=B
iel

A € A Viel igin f; ,a,-Scott siireklidir.

iel”

Lemma23.15b)den \/ f; , A a;-Scott stirekli olur. > =A a; e B> AcB
iel

iel

= vASvB = o,(\ ) 2 A o (f;) elde edilir.
ie) ie

Not_: L =1 olmasi durumunda,
o: ¥ 51, o, (@)= v{a €l:f a-alttan yan-siirekli} olur. Yani, bu 0, donisimi

Teorem 2.3.3” deki doniigiimle aym olur.

Tamm 2.3.17: Bir 8nceki teoremde elde edilen @, smooth L-fuzzy topolojisine “T
klasik topolojisi tarafindan liretilmis smooth L-fuzzy topoloji” veya kisaca “liretilmis
smooth L-fuzzy topoloji” ve (X, ® ;) smooth L-fuzzy topolojik uzayina da “tiretilmis
smooth L-ftu” denir. [2]

Bir (X, 1) smooth L-fuzzy topolojik uzaymnm iiretilmis olmas: i¢in gerek ve yeter sart
o, = 7 olacak sekilde bir T klasik topolojisinin var olmasidir.

Lemma 2.3.18: (X, T) bir klasik topolojik uzay ve A< X olsun.
Ae T &, (1 )= 0.

29



Ispat: (=>) Ae T = ¥, streklidir. = , Scott siireklidir.=> %, 1- Scott stireklidir.
= 0;(x)=1=0olur

(<)o (%4)= 0 olsun.

0 (xa)=Vv{ae L:x, a-Scottslirekli}» 0 = 3 a e L:y, a- Scott stireklidir.
= a % polan VpePr(L)icin i ({teL:t€p}) e T

= xa({teL:t £ p})=Ae Tolur.

Onerme 2.3.19: (X,T) bir klasik topolojik uzay olsun.
a) VeeL igin £ ({teL:t%e}) € Tise o (f)> 0" dur.
b) VpePr(L)igin £ ({teL:t £p}) € Tise 0, (f)> 0 dur.
¢) VbelL igin f'({te L:t2b}) (X,T)’ de kapal ise o, (f')>0’ dur.
ispat:a) Ve e L icin f'({te L :t £e}) € T olsun.
= f Scott siireklidir = f 1-Scott siireklidir = o, (f)=1>0 dur.
b) (a) nin ispatina benzer sekilde yapilir.
¢) VbeL igin £'({teL:t>b}) (X,T)’ de kapal olsun.
= Vbel igin (' ({teL:t2b)) T’ dir.
(1 ({teL:t2bY) = (fx e X :f(x) > b})
= {xeX: fx)#b}
={xeX:f'(x) £b' :=e}
=) '({teL:tge})

= VeelL igin (f)" ({teL:t<£ e}) € Tolur. (a)’ dan w,(f')> 0 elde edilir.

Lemma 2.3.20: (X, T), (Y, T") klasik topolojik uzaylar ve ¢:X— Y bir fonksiyon
olsun. @ :(X,T) > (Y,T") siireklidir & ¢:(X,0,) = (Y,_.) smooth stireklidir.
Ispat: ¢: (X, D —(Y,T") stirekli olsun.

fe LY alalim.

0. (97' (D)= v{aeLl: 07 (®:X, T)=> L a-Scott stirekli}
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o.®=v{peL:£(Y, T")—> L B-Scott siirekli}
iddia: A ={BeL : f ,B-Scott siirekli }c{a eL:¢™'(f), a-Scott siirekli}:= B

saglanir.
BeA = £ (Y,T") -»L,B-Scott siireklir.

= B« polan VpePr(L)igin f'({teL:t £ p}) e T dur.
¢:(X,T)—>(Y,T") strekli oldugundan B £ p olan V pePr(L) igin
@' (f'(f{teL:t £ p}) e T olur.
@ @) ({teL:t£ph)={xeX: o7 (HX) £ p}
={xeX: o) £p}
={xeX: p(x) € fi({teL:t£p})}
={xeX:x e ¢ (f'({teL:t £ p})}
=o' (f'({teL:t£p) e T
= ¢7'(f): (X, T) - L B-Scott sireklidir > pe B=> A cB = VA <VB
vA=v{BeL:f,B-Scottslirekli } <v {a eL: ¢ (f), a-Scott siirekli}= vB
oldugundan o, (¢™(H) = ©_. () saglan.
(<)0:(X,0;) - (Y,0,.) smooth stirekli olsun.
AeT' alalim. Lemma2.3.18’ den o_.(x,) =1 dir.
¢:(X,0;) = (Y,0,.) smoothsiirekli oldugundan o (97 (X,)) 2 0. (X,) =1.

= 0@ X)) =1 07 () =1 = ¢7(A)eT olur.

Sonug 2.3.21: Klasik topolojik uzaylar ile onlar arasindaki stirekli fonksiyonlarin
kategorisi TOP, smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ile onlar arasindaki smooth stirekli
fonksiyonlarm kategorisi SLFT olmak {izere,
®: TOP —» SLFT

T = oy

olarak tammlanan doniiglim bu kategoriler arasinda bir funktordur. [2]
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Boylece, bir klasik topolojik uzaydan bir smooth L-fuzzy topojik uzay ve bunun
sonucunda TOP ile SLFT kategorileri arasinda bir funktor elde ettik. Bu bize smooth
L-fuzzy topolojik uzaylar i¢in ¢ iyi genellestirme’ kriterini verir.

Eger “ (X, T) klasik topolojik uzay P &zelligine sahiptir <> (X, ®,) smooth L-ftu P,
Ozelligine sahiptir.” ozelligi saflamyorsa L-fuzzy topolojik uzaylardaki bir
P, 6zelligt klasik topolojik uzaylardaki bir P 6zelliginin iyi genellestirilmesidir denir.
[2]

Lemma 2.3.22: 1 X {izerinde bir smooth L-fuzzy topoloji olsun.

y(t)={AcX: 1(y,) =1} X izerinde bir klasik topolojidir.

Ispat: (T1) %= Ox ve xx=ly ve 1(04) = (1) =1 oldugundan @, X € wy(7)
olur.

(T2)G, He y(t) = 1(xe)=1ve t(yy)=1 ol

T(Xerm) = T(XgA%y) ve T X flizerinde smooth topoloji oldugundan
T(Xe A Xa)2 T(X)A T(Xp)=1"dir.

= 1(%gu)=1 = GNnH € y(r)olur.

-~

(T3) (G c¥(m) = VAeaigin T (% )=1=2> A T(Xg )=1olur
Aen

T (xu Gy, )=1( \/ %g, ) ve T X lizerinde smooth topoloji olduundan

lev

(Vi) Z AT )=1
Aen

rev
= T(qul)=l = gG,ﬂe y(7) olur.

Lemma 2.3.23: (X,1), (Y,t") smooth L-ftu lar ve @ :X — Y bir fonksiyon olsun.
¢:(X,t) > (Y,t") smooth siirekli ise @: (X, ¢ (1)) = (Y,w (1)) stireklidir.
Ispat: @: (X,7) — (Y,t") smooth siirekli olsun.

G e y(t') alalm,

y(1') mn tammndan t° (g) =1’ dir.

(X)) = T(9" (Xe) ve ¢ smooth stirekli oldugundan 7% ¢ ) = T (%g) =1
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= (o) =1 = 0@ € v (x) = : Ky (1)) > (¥,y (<)) strekli ofur.

Sonug¢ 2.3.24: Klasik topolojik uzaylar ile onlar arasindaki siirekli fonksiyonlarin
kategorisi TOP, smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ile onlar arasindaki smooth siirekli
fonksiyonlarin kategorisi SLFT olmak iizere,

y :SLFT —» TOP

T = y(1)
olarak tamimlanan doniiglim bu kategoriler arasinda bir funktordur. [2]

Onerme 2.3.25: y: SLFT — TOP ve o: TOP — SLFT olmak tizere y o @ funktoru
idantiktir.
Ispat: (oo )(T)= y(o;)={AcX: 0:(x,)=1}={AcX:Ae T} =T olur:

2.4. Smooth Hausdorff Uzay

Tanim 2.4.1: (X, t) smooth L-fuzzy topolojik uzayina smooth Hausdorff denir : <
[Vp.q € PrL) ve Vx, yeX (x#y) i¢in 3f, g € L*: t(f) £p, T(g) %q ve f(x)%p,
g(y) ¥qve Vz e Xigin f(z) =0 veya g(z) = 0’ dur.] [2]

Diger bir ifadeyle;

Vp, q € Pr(L) ve Vx, yeX (xzy)i¢in 3 f, g € L*: t() %p, 1(g) £q ve

x, €f,y, €egve ¥z € Xi¢in f{z) =0 veya g(z) = 0’ dur.

T crisp ise; yani- t:L* — {0, 1}ise, bu tamm asagidaki sekilde ifade edilir.
(X, ) (smooth) Hausdorff* tur : & V p,qePr(L) ve Vx,ye X (x#y) igin 3f, ge L*:
(=1, 1(g)=1 ve f(x) £p, g(y) €qve Vz e Xi¢in f(z) = 0 veya g(z) =0’ dur.

Boylece, 17’ nun crisp olmasi durumunda bu tamm Warner ve. Mclean [24]
tarafindan L-fuzzy uzaylarda verilen tamimla ¢akigir. Dolayisiyla, smooth L-fuzzy
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topolojik uzaylarda verilen bu tamim L-fuzzy topolojik uzayda verilen Hausdorff
ayirma aksiyomunun bir genellestirilmesidir.

Teorem 2.4.2: (X,T) klasik topolojik uzayr Hausdorff® tr <& (X,0;) iretilmis
smooth L-ftu smooth Hausdorff” tur.

Ispat: (=) (X,T) klasik topolojik uzayr Hausdorff olsun.

p.q € Pr(L)vex,y € X (x#y) alalim.

Hipotezden 3 G, He T:xe G,ye Hve GNnH=¢ dir.

p.q € Pr(L) oldugundanp =1 ve q = 1 dir.
Lemma 2.3.18” den o, (yg) =1 ¥ pve 0, (¥y)=1 % qolur.

xeG=yX=1¢p=> x, eysveye H= ,(y)=1€ g =y, € %y olur
Vz e Xigin %x5(z) =0 veya i (z) = 0’ dir. Gergekten,

z e Xigin ¢;(z) #00lsa,ze Golur. = z¢ H = y,(z) =0 elde edilir.
Baylece, (X, @, ) smooth Hausdorff olur.

(<) X, o1 ) smooth L-ftu smooth Hausdorff olsun.

p.q e Pr(L)vex,y € X (x#y) alalm.
Hipotezden,

ifge X o) %p, o (@*qvex,ef,y egveVze Xiginfz)=0
veya g(z) =0’ dir.
o, () € p ve ©,(g) £q oldugundan f'({te L:t £ p}) € Tve

gl({te L:t £ q}) € T olur.

x,ef > f(® £ p=>xe ({te L:t £ p}) dur.

yeg=>e@ ¥p=>ye g'({te L:t £ q}) dur.

f(fte L:t £ p}) M g”({te L:t £ q}) = @ dir.Gergekten,

fl({te L:t £ p}) N g ({te L:t £ q))= Solsa,

Jae f'({te Lit€p) ngl(fte L:itt q) =>f@ £pveg@ £q

= f(a #0 ve g (a) #0 olur. Bu ise (X,®,)’ nin smooth Hausdorff olmas: ile
celisir. O halde, (X, T) klasik topolojik uzayr Hausdorff* tur.
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Onerme 2.4.3: (X,1) smooth L-ftu ve Y < X olsun. Eger (X, 1) smooth Hausdorff
ise (Y, Ty ) smooth alt uzay1 da smooth Hausdorff’ tur.

Ispat: (X, 1) smooth Hausdorff olsun.

p.q€ Pr(lL)vex,y € Y (x#y) alalm.

(X, 1) smooth Hausdorff oldugundan 3 f, g € L*: 1(f) £€p, t(g) £q ve f{x) £p,
g(y) ¥#q ve Vz € Xigin f{z) =0 veya g(z) = 0’ dir.

h e LY olmak tizere 1, (h) = v{t(f): f € L* ve f|, =h } oldugunu Onerme
2.1.12’ den biliyoruz.

f'=fly ,g'=gly almusa

f', g" e LY ve 1, nin tammndan ©,(f" ) £ p ve t4(g" ) % qolur.

f'xX)£pveg (y) £q di.

Vz e Xigin f () =0 veya g (z) =0 dir. Gergekten,

z € X icin £ (z) # 0 olsa, f(z) #0 olur.= g(z) =0 = g" (2) = 0 elde-edilir.

Sonug olarak (Y, T, ) smooth alt uzayr smooth Hausdorff” tur.
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BOLUM 3. SMOOTH L-FUZZY TOPOLOJIK UZAYLARDA
KOMPAKTLIK

3.1. Smooth L-Fuzzy Topolojik Uzaylarda Kompakthk

Tamm 3.1.1: (X, 1) bir smooth L-ftu ve g € L* olsun.
g’ ye smooth kompakt L-fuzzy kiimesi denir :<> Vpe PrL) ve (\/f;)(x) ¥ p
i€l

(gx) 2p’,VxeX ) olan L-fuzzy kiimelerinin her {f;:t(f;) ¥ p},, ailesi i¢in

IFc Jsonlu: (yfi)(x)$ p(gx) =p', VxeX)dir. [2]

g = X ( =1y) smooth kompakt ise, (X,t) smooth kompakt smooth L-ftu olarak
adlandinlr.

< crisp ise, yani 1:L* — {0, 1} ise, bu tamim asagidaki sekilde ifade edilir.
g (smooth) kompakttir : <> Vpe Pr(L) ve (\/£)X) ¥ p (gx) 2p’, VxeX ) olan
i€l

L-fuzzy kiimelerinin her {f, : T (f;) =1}, ailesi i¢in
dFclsonlu: (/f;) (X)¥p (gx)2p’, VxeX)dir.
ieF

Boylece, 1 'nun crisp olmast durumunda smooth kempaktlik Warner ve McLean [24])
tarafindan tlim uzay i¢in tanmmlanan ve Kudri’ nin [19] keyfi L-fuzzy kiimelerine
genellestirdifi- L-fuzzy kompaktlik tanimina denk olmaktadir. Dolayisiyla, smooth
kompaktlik L-fuzzy kompakthigmn smooth L-fuzzy topolojik uzaylara bir
genellestirilmesidir.



L =1 olmas1 durumunda biitiin uzay i¢in verilen tanim agagidaki gibi olur.
(X, 1) smooth I-ftu smooth kompakttir : <> V a €[0, 1) ve (\/f;)X) >a (VxeX)

ieJ

olan I-fuzzy kiimelerinin her {f,:7(f;) >a },_ ailesii¢in
dFc Jsonlu: (\/f)(X)>a (VxeX)dir.

ieF
Bu durumda egier © crisp ise, yani 7:1* = {0, 1} ise, Fuzzy topolojik uzaydaki
smooth kompakthk Lowen’ 1n [14] gii¢li fuzzy kompakthk tanimi ile ¢akigir.

Asagidaki teorem smooth kompakthfm kapali kiimelerle karakterizasyonunu
vermektedir.

Teorem 3.1.2: (X, 1) smooth L-fluve g € I* olsun.
g smooth kompakttir &V o eM(L) ve (A B )®X)Za (g(x)2a, VxeX) olan L-
ieJ

fuzzy kiimelerinin her {h, :¥(h,) € a'},,, ailesi i¢in
dFclsonlu: (Ah)X)Za (gx)2a, VxeX)dr.

ieF
Ispat: Tanimdan kolayhikla gériiliir.
Teorem 3:1.3: (X, ) smooth L-ftu ve-g € L* olsun.
g smooth kompakttir < VpePr(L) ve (\/f; vg')x) £ p (VxeX) olan L-fuzzy

ieJ

kiimelerinin ber { f; :t(f;) % p},, ailesi i¢in
JFcJsonlu: (\/f; vg' )x) € p(VxeX)dir.

ieF
Ispat: (=) pePr(L) ve VxeX igin (\/f; vg')(X) % p olan L-fuzzy kiimelerinin

ie]
{f,:1(f,) ¥ p},, ailesini alalim.
(v vENE =(v£)X) v g’ x) £ p= g(x)2 p’olan her xe X igin (\/ f; )(x)¥p’dir.
iel jet ieJ
g smooth-kompakt oldugundan IF < Jsonly : (\/£;)}(x) ¥ p (g(x) 2 p)dir. =
: icF ’

x € X alalim.
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g 2p' =g’ ®<pve (VE)X)€p= (VE)®VE®=(/fve)X)£p

ieF ieF icF
olur.

g0 2P = g'®WEp=>(vHXVEE=(vf ve' )x) £ polur.

icF ieF
Boylece, VxeXicin (\/f; v g’ }(x) £ p saglanur.
ieF
(<) pePr(L) ve (\/£)X) € p (g(X) = p') olan L-fuzzy kiimelerinin
iel

{f,:1(f;) £ p},,, ailesini alalim,

gx) 2p' = g'X) <pve(vE)X) £ p
ieJ
= VxeX igin(\/f)X)v g'x)= (\/f; vg')X) £ polur.
iel ie

Hipetezden, 3F < Jsonlu: VxeXigin (\/f; v g')(x) £ p’ dir.

ieF

= g(x) 2p’ olanherxeX igin (\/f;)x) € p, g'(x) £ p olur.

ieF

Sonug olarak, g smooth kompakttir.

Lemma 3.1.4: (X, 7) smooth L-ftu ve p e Pr(L) olsun.
{f1({tel:t £ p}) : fe I* ve 1(f) £ p} kiime ailesi X {izerindeki bir klasik topoloji

i¢in tabandar.
Ispat: Kolaylikla goriiliir.

Notasyon: (X,t) smooth L-flu ve VpePr(L) olsun. Bir 6nceki lemmadan elde
edilen X tizerindeki klasik topolojiyi 1, ile gdsterecegiz.

Tamm 3.1.5: (X, 1) bir smooth L-ftu olsun. Her bir pePr(L) i¢in (X,t,) klasik

topolojik uzayma (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzaymmn asal seviye uzayi
denir.{2]
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Smooth kompaktlik, asal seviye uzaylarinda klasik kompaktlik ile agagidaki sekilde
karakterize edilir.

Teorem 3.1.6: (X, t) smooth L-ftu ve g € L* olsun.

g smooth kompakitir <> VpePr(L) i¢in G,= {xeX : g(x) 2p'} kiimesi (X,7,)
asal seviye uzayinda kompakttir.

Ispat: (=) ge L* smooth kompakt olsun.

pePr(l) ve {A;},; (X.t,)’de G,’ nin taban elemanlarindan olugan agik bir 6rtiimii
olsun. Bu takdirde,

Vieligin 3f, e L¥:1(f,) € pve A,= £ ({teL : t £ p}) dir.

G,c gA,. oldugundan Vx € G, iginx € g A, olur.

= Vx eG, iginx € ( ;' ({teL : t £ p}) dir.
ie
=>VxeG,isinx e (/)" ({teL:t & p}) (Lemma2.3.14’ den)
iel
= (v € p (gx) 2p’) dir.
iel
g smooth kompakt oldugundan 3F < Jsonlu : (\/f;)(X) € p (g(x) >p’).
ieF
> xe (i) ({teL:t€p}) =y ({teL:t £ p}) = A
ieF ieF icF
= G,c YA, olur.
ieF

O halde G, kiimesi (X, <, ) asal seviyeuzayinda kompakttir.

(=) pePr(l) ve (\/f)X) ¥ p (gx) 2p’,V xeX) olan L-fuzzy kiimelerinin
ieJ

{f,: 1(f,) € p},, ailesini alalim.

“Ohalde, G = {xeX:gx) 2p'} ke{ £'({teL : t £ p}) olur.

Boylece, {f;'({teL : t £ p}) : f, eL* vet(f;) € p},, ailesi (X,t,) asal seviye
uzaymda G,’ nin agik bir drtiimd olur.

G, kompakt oldugundan 3Fc Jsonlu: G, c %?;f{l ({teL :t £ p}) olur.
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= Vx eG, i¢in (ypfiXx) £ p (gx) 2p') = g smooth kompakttir.

Sonug 3.1.7: (X, 1) smooth L-ftu smooth kompakttir. <> (X, 1)’ nun her asal seviye
uzay1 kompakttir. (Yani, V pePr(L) i¢in (X, 7, ) Klasik topolojik uzay: kompakttir.)

Ispat: Bir dnceki teoremde g yerine X ( =1y ) uzay: alinarak kolaylikla goriildr.

Lemma 3.1.8: (X,T) klasik topolojik uzay olsun. V pe Pr(L) i¢in (@), = T" dir.
Ispat: pePr(L) ve A e (o), olsun.

(1), nin tammindan A = £ ({teL : t £ p})-olacak sekilde bir
iel

{£'({teL :t £ p}) :f, eL* ve o, (f,) £ p},, kiime ailesi mevcuttur.
Vieligin o, (f,)% p oldufundan f;'({teL:t < p}) €T olur. = A e T olur.
= (o), cT........ (1)

A € Tolsun = Lemma 2.3.18° den 0, (3,)=1 ¥ p olur.

= A=y, (fteL -t £ p}) € (w,), olur.

(1) ve (2) den esitlik saglanir.

Asagidaki teorem smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda tamimlanan smooth
kompakthgin klasik topolojik uzaylardaki kompakthifin bir iyi genellestirmesi
oldugunu géstermektedir.

Teorem 3.1.9: (X, T) klasik topolojik uzay: kompakttir. <> (X, @) smooth L-ftu
smooth kompakttir.

Ispat: Sonug 3.1.7 ve Lemma 3.1.8’ den (X, ®,) smooth kompakttir < V pePr(L)

igin (X, (4),) = (%, T) kompakttr.

Onerme 3.1.10: Sonlu her kiime tizerindeki smooth L-fuzzy topelojik uzay smooth
kompakttrr.
Ispat: X sonlu bir kiime ve t X lizerinde bir smooth L-fuzzy topoloji olsun.
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O halde, VpePr(L) igin T, X iizerinde bir uzay: klasik topolojidir. X sonlu
oldugundan her bir pe Pr(L) i¢in (X, t, ) klasik topolojik uzay1 kompakt olur. Sonug
3.1.7’ den (X, ) smooth L-ftu smooth kompakt olur.

Onerme 3.1.11: Smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda sonlu destekli her L-fuzzy
kiimesi smooth kompakttir.

Ispat: (X,7) bir smooth L-ftu, g X {izerinde sonlu destekli bir L-fuzzy kiimesi ve
pe Pr(L) olsun.

Teorem 3.1.6’ dan G,= {xeX : g(x) 2p'} kiimesinin (X,t,) asal seviye uzaymnda

kompakt oldugunu gdstermek yeterlidir.
g’ nin destegi sonlu ve p’ # 0 oldufundan G, klimesi sonludur.
= G, kimesi (X, t,)’ de kompakttr.

Onerme 3.1.12: (X, t) smooth L-ftu ve g, h € L* olsun. g ve h smooth kompakt ise
g v h smooth kompakttir.

Ispat: pePr(L), G,= {xeX:g(x) 27}, H, ={xeX:h(x) 2p'} ve

K, ={xeX:(gvh)x) 2p’} olsun.

p asal oldugundan K /= G, U H_’ dir.

g ve h smooth kompakt oldugundan Teorem 3.1.6’ dan G, ve H, kumeleri (X,7,)

asal seviye uzayinda kompakttir.
Béylece, K, = G, U H kiimesi (X, t, ) asal seviye uzayinda kompakttir.
Teorem 3.1.6° dan g v h smooth kompakt olur.

Onerme 3.1.13: (X,t) smooth L-fiu ve g, h € L* olsun. &, X’ de kapalihgmm bir
derecelendirilmesi olmak iizere ' (h) = 1 ve g smooth kompakt ise; gAh smooth
kompakttir,

Ispat: pePr(L), G, ={xeX:gx)2p'}, H,={xeX:h(x)2p'} ve
K,={xeX:(gah)x) 2p'} olsun.
K,=G,nH, dir
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g smooth kompakt oldufundan Teorem 3.1.6° den G, kiimesi (X,t,) asal seviye

uzaymda kompakttir.
Simdi de H,’ nin (X, 7,)’ de kapal oldugunu gsterelim.

X\VH,={xeX:hx) 2p'} ={xeX: WV X)< p} = M) ({tel:t<£p})

F(h) = t(h’)=1< pve 1.’ nin tammundan X\ H € 7, olur.

Yani, H, kiimesi (X,t,)’ de kapaldur.

G, kompakt ve H, kapali oldugundan K, = G, n H, kiimesi (X,7,)’ de kompakt
olur. Teorem 3.1.6’ dan g A h smooth kompakt olur.

Sonug 3.1.14: (X, 1) smooth L-ftu olsun. g € L* smooth kompakt, h < g ve
F(h) = 1 ise h da smooth kompakttir.
Ispat: Bir 6nceki 6nermeden kolaylikla goriiliir.

Onerme 3.1.15: (X,t) , (Y,t") smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve @ : X — Y bir
fonksiyon olsun. Eger ¢ : (X,t) — (Y,7 ) smooth siirekli ise, V pePr(L) i¢in
¢:(X,1,) - (Y,1,) stireklidir.
Ispat: pe Pr(L) ve B, (Y, 7, ) klasik topolojik uzaymm bir taban elemani olsun.
Yani, fe LY, 1" (f) € pve B= ' ({teL :t £ p}) olsun.
0 :(X,1) > (Y,") smooth siirekli oldugundan t (¢ ' (f)) = ' (f) dur.
1" (f) % p oldugundan (¢~ (f)) £ p’ dir.
o' @)= ' (f'({teL:t £ p}))

=(fop) " ({teL :t % p})

={xeX: (fop)(x) % p}

={xeX:{(p() % p}

={xeX: 97 (D¥p}

=7 @ ({teL:t<£p})
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Boylece, ¢ ' (B) kiimesi (X,t,) asal seviye uzayinda bir taban elemamdir ve

dolayistyla agiktir.
Sonug olarak, ¢ : (X,7,) — (Y, 7, ) stireklidir.

Onerme 3.1.16: (X, 1), (Y,© ) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve

0: (X,1) - (Y,1 ) smooth siirekli, drten bir d6niistim olsun. (X, t) smooth kompakt
ise (Y,t") smooth kompakttir.

Ispat: pe Pr(L) ve (X, ) smooth kompakt olsun.

~ Sonug 3.1.7° den (X, 1)’ nun-(X, 1, ) asal seviye uzay kompakt olur.

¢ :(X,1) = (Y,t") smooth siirekli ve 6rten oldugundan bir 6nceki dnermeden
¢:(X,t,) - (Y,7,) siirekli ve ortendir.

Kompakthk stirekli doniigiim altinda korundugundan (Y,t")’ m (Y, ) asal seviye
uzayr kompakttir. Sonug 3.1.7° den (Y, 7" ) smooth kompakt olur.

Tamm 3.1.17: L tam latisinin bir p elemanina tam asal denir : < /}ai < polanL
latisinin her (a,),; ailesi i¢in 3i eJ: a; < p dir. [2]

Tammlar kargilagtirildiginda, her tam asal eleman asaldur.

Ornek 3.1.18: X bir kiime ve L, X* in gii¢ kiimesi olsun. O halde, L bir tam latistir ve
xeXigin X\ {x}, L’ de bir tam asal elemandir. [2]

Lemma 3.1.19: L, 0’ 1 tam asal eleman olan bir fuzzy latis, (X, t) bir smooth L-ftu ve
f e L* olsun.

1(f) #0 < x, € folanV x, € P(L*)icin 3g e L*: 1(g) z0ve x, € g < fdir.
Ispat: (=) ©(f) #0, x, € Pr(L*) ve x_ € folsun.

g := folarak alindifinda 1 (g) #0 ve x, € golur.

(<) Hipotezden f=v { g € L*: 1(g) 20 ve x € g < f} dir.

()= t(v{ge L*:1(g)=0ve x, €g<fP2 A({1(g):t(g)#0 ve x, eg< f}) olur.
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0 tam asal oldugundan A {t(g): t(g) #0ve x, € g < f}# 0’ dur.
Boylece, t(f)= 0 olur.

Teorem 3.1.20: L, 0’ 1 tam asal eleman olan fuzzy latis, (X, 1) smooth L-ftu ve

FcX olsun. Eger (X,t) smooth Hausdorff ve y; smooth kompakt ise y;’ nin
kapalilik derecesi 0° dan bityiiktiir. Yani, F(x;)# 0’ dur.

Ispat: F(3z)= t(x;) # 0 oldufunu géstermek igin dnceki lemmadan dolay:

X, €%, olan V x, e Pr(L*)i¢in 3g e L*: 1(g) #0ve x, € g < ¥ saflandifim
ispatlamaliy1z.

x, € Pr(L*) olmak iizere x, € % olsun.

X, €% = X, X) €p > xe F =>x¢Fdir

Vy eF igin (X, t) smooth Hausdorff oldugundan 3 f,, g, € L*: 7(£,) £ p,
1(g,)¥pvex,e g, y,€ f ve Vz eXigin f (2) =0 veya g, (2) = 0 dur.

Bdylece, Vz e Figin (\/ g,)(2) € pve Vy eFigin ©(g,) % p dir.
yeF

¢ Smooth kompakt oldufundan 3 g, ,....g, :Vz € Figin(\/g, X(z) ¥ p saflanur.

i=1

g:= /u\ g, olarak tanimlayalim.

i=1

-Ohalde, t(g)=t( A8, ) = AT(g,) dir

i=1 i=1
= Vie{l,..n}icin t(g, ) £ p oldufundan t(g) « p olur.

X, € gveg <y, dir. Cinkd, ¥, (x)=1 2 g(x)’ dir.



3.2. Smooth L-Fuzzy Topolojik Uzaylarda Relatif Kompakthk

Tanim3.2.1: (X,7) smooth L-fuve g € L* olsun.
g’ ye smooth relatif kompakt L-fuzzy kiimesi denir : <> Vpe Pr(L) ve VxeX icin
(v 1)) % p olan L-fuzzy kiimelerinin her { f;:t(f;) £ p}, ailesiigin

iel
AFc Jsonlu: (\/f)(®) £ p (gx) 2p’,Vx e X) dir. [3]

ieF

Eger g = X ( =1, ) smooth relatif kompakt ise (X, 1)’ ya smooth relatif kompakt ad:
verilir.

Tammlar karsilagtinldifinda her smooth kompakt L-fuzzy kiimesi smooth relatif
kompakt oldugu goriliir.

Asagidaki teorem smooth relatif kompaktligin kapal: kiimelerle karakterizasyonunu

vermektedir.
Teorem 3.2.2: (X, 1) smooth L-ftu ve g € L* olsun.
g smooth relatif kompakttir < V a e M(L) ve VxeXi¢in ( A h; )J(x) # « olan
ieJ
L-fuzzy kiimelerinin her {h, :# (h;)¥a'},, ailesi icin3FcJ sonlu :(A h,) Za
ieF
(g(x) 2a,VxeX)dr.
Ispat: Tanimdan kolaylikla goriiliir.

Teorem 3.2.3: (X, t) smooth L-flu ve g € L* olsun.
g smooth relatif kompakttir <> VpePr(L)i¢in G,= {xeX: g(x) 2 p'} kitmesi

(X, 1,) klasik topolojik uzayinda relatif kompakttir.

fspat: (= ) ge L* smooth relatif kompakt olsun.

pePr(L) ve {A;},, ailesi (X,1,)’ nin taban elemanlarmdan olugan agik bir SrtGm
olsun.

T, ’nin tamm geregince, Vie Jigin 3 £ € L* :1(f) £p ve A, =f;"({teL:t%p}) olur.

X= ke{ A= k’,’ fl({teL:t£ ph)= (‘\G(in)"1 ({teL : t £ p}) (Lemma 2.3.14 den)
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=>Vx eXiginx € (f)"({teL:t < p})
ieJ
= Vx eXigin (\/f, )(x) € p olur.
ieJ

g smooth relatif kompakt oldugundan
dFcJsonlu: (/£ )®%p (g(x)2 p’,V xeX) dir.
ieF

= Vx eG, igin (\/£)(X) £ p
ieF

= VxeG,ignxe (i) ({teL:t€p}) = Uf ' ({teL:t£p})= A,
ieF

ieF ieF
= G, c YA, olur.
ieF
O halde G, kiimesi (X, 7, ) asal seviye uzayinda kompakttir.
(<)pePr(l) veVx eXigin (\/f;)x) £ p olan L-fuzzy kiimelerinin
ies

{f; :7(f,) % p},., ailesini alalim. Bu takdirde,

Vx eXiginx € (vf)"(fteL:t £ p}) =1 f'({teL:t & p})
iel ie]
= X=yf'({teL:t £ p}) ve Vieligin f'({teL:t £ p}) e T, dir.
iel

Boylece, {f'({teL : t € p}) : f, e L* ver(f,) € p},, ailesi (X,7,) uzaymm agik
bir Srttimii olur.
G,, (X,1,) de relatif kompakt oldugundan IFcJ sonlu: G, < \f;" ({teL:t<p})

ieF

= Vx €@, iginx e Uf ({teL: t € pp)= ()" (teL -t £ p})

icF ieF
= g(x) 2p’ olan her x-€ Xigin (\/f; )(x) € p saBlanir.
ieF

= g, X, 1)’ da smooth relatif kompakt olur.

Teorem 3.2.4: (Relatif Kompakthigin Iyi Genellestirilmesi)

(X, T) klasik-topolojik uzay ve AcX olsun: A, (X, T) -de relatif kompakttir < 7, ,
(X, 0 ) smooth L-fuzzy topolojik uzayinda smooth relatif kompakttir.

Ispat: Lemma 3.1.8° den ve Teorem 3.2:3’ den kolaylikia goriilir.



Teorem 3.2.5: (X, 1) smooth L-ftu ve g € L* olsun.
g smooth relatif kompakttir <> V pePr(L) ve Vx eXigin (\/f;}(X) % p olan
ie]

L-fuzzy kiimelerinin her {f,:t(f;) € p},, ailesii¢in 3Fc J sonlu:
(v ve )x) £ p (VxeX)dir.
ieF

Ispat: Teorem 3.1.3’ {inispatina benzer gekilde yapilir.

Teorem 3.2.6: (X, 1) smooth L-ftu ve f, g, h € L* olsun.

a) g ve h smooth relatif kompakt ise gvh smooth relatif kompakttir.

b) g smooth relatif kompakt ve f < g ise f smooth relatif kompakttir.

Ispat: a) Onerme 3.1.12’ nin ispatina benzer sekilde yapilr.

b) g smooth relatif kompakt ve f <g olsun.

G,= {xeX:g(x) 2p'}, F, = {xeX: f{x) 2p'} olsun. g smooth relatif kompakt
oldugundan Teorem 3.2.3° den -G, kiimesi (X, t,) klasik topolojik uzaymda relatif
kompakt olur.

f < g oldugundan F, ¢ G, olur.

G, kiimesi relatif kompakt oldugundan F, kiimesi de relatif kompakttir.

Teorem 3.2.3” den dolay: f smooth relatif kompakt olur.

Teorem 3.2.7: (X, 1), (Y,t ) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve Vye Y i¢in ¢ ™ (y)
sonlu olmak fizere ¢ : (X,t) — (Y, ) smooth stirekli bir fonksiyon olsun.-Eger g ,
(X, )’ da smooth relatif kompakt ise p(g), (Y, T )’ da smooth relatif kompakt olur.
Ispat: p € Pr(L) ve g, (X, 1)’ da smooth relatif kompakt olsun.

g smooth relatif kompakt oldufundan Teorem 3.2.3° den G,= {xeX : g(x)2p’}
kiimesi (X, 7, ) Klasik topolojik uzaymda relatif kompakttir. Ayrica,

o(G),={y €Y : 0(g)(y) 2p'} = @(G,) dir.

¢ :(X,7) = (Y, )-smooth stirekli oldufundan Onerme 3.1.15° den

0 :(X,t,) - (Y,,) siireklidir.Dolayistyla (G, ); (Y, <, )’ da relatif kompakttur.

O halde, Teorem 3.2.3° den ¢(g) , (Y, T )’ da smooth relatif kompakttir.



3.3. Smooth L-Fuzzy Topolojik Uzaylarda Yerel Kompakthk

Tanim 3.3.1: (X, t) smooth L-fuzzy topolojik uzayina smooth yerel kompakt denir

A X
1> Vx, e Pr(L*) igin t(f) € polanf e LX ve k(z)={(e) le:c (eel)

formundak € L* vardir: x, smooth kompakt ve x, € f < k. [2]

Ozel olarak t crisp ise, yani 7: L* —{0,1} ¢ L ise, smooth yerel kompaktlik
L-fuzzy topelojik uzaylardaki yerel kompakthiga denk olur. [11]

Tamimlar kargilastinldifinda, her smooth kompakt uzayin smooth yerel kompakt
oldugu goriiliir.

Asagidaki teorem smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda tammlanan smooth yerel
kompakthgm klasik topolojik uzaylardaki yerel kompakthgin bir iyi genellestirmesi
oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.3.2: (X, T) klasik topolojik uzay yerel kompakttir < (X, @, ) smooth L-ftu
smooth yerel kompakttir.

Ispat: (=) (X,T) klasik topolojik uzay yerel kompakt olsun.

x, € Pr(L*) alalm.

(X, T) yerel kompakt oldugundan JU € Ux) : Uc X kompakt.

= 3GeT:xeGc U

= o (xg)=1 ¥ pve X, € Y6 < %y olur.

U, (X, T)’ de kompakt oldugundan Teorem 3.1.9° a gérey, , (X,®;) de smooth

kompakt olur.
Sonug olarak (X, @, ) smooth yerel kompakt olur.

(<)%, e Pr(L¥) alahm.
(X, ®; ) smooth yerel kompakt oldugundan @, (f) € polanf € L* ve

k@)= {; ;;r( <X eel)

formunda k e L* vardir : 3, smooth kompaktve x, e f<k.
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o, (f) £ p oldugundan A = f'({teL :t £ p}) € T olur.
U=k"({teL:t£p})={zeX :k(z) £ p} olsun.
etpiseU=Kolur. e <pise U= dir.

Ag » (X,;0;) de smooth kompakt oldugundan Teorem 3.1.9° a gore K, (X,T)’ da

kompakt olur. Bdylece U kompakt olur.
x € A < U olur. Gergekten,

x,ef > fx)€p=>xef'({teL:tLp})=A =>xecA

a € A alirsak f(a) £ p olur.

f < koldugundank(a) € p > aek’({teL:t€p})=U=>2ae U
= A < U saglanr.

Onerme 3.3.3: (X, ) smooth.L-fuzzy topolojik uzay: smooth yerel kompakt ise,
(X, t)’ nun her bir asal seviye uzay: yerel kompakttir.

Ispat: (X, ©) smooth yerel kompakt ve p e Pr(L) olsun.

x € X alalim.

(X, ) smooth yerel kompakt oldugundan <t (f) € polanf e L* ve

k(@)= {;’ :I;I: =X (eeL)

formunda k e L* vardir : x, smooth kompakt ve x, € f < k.

x,€ f= xef’({teL:t« p})dir.

t(f) £ p oldugundan ve (X,,)’ nin tammindan A = f*({teL:t £ p}) € t,” dir.
%x » (X,7)’ da smooth kompakt oldugundan Teorem 3.1.6” dan

K= {z € X:y¢ (2) 2 p'} kiimesi (X, 1, ) asal seviye uzaymnda kompaktir.

x € Ave A c K’ dir. Gergekten,

a € A alirsak f(a)% p olur. £ < k oldugundan k(a) £ p olur. Bdylece, a € K elde
edilir. Sonug olarak, K x noktasmm (X,7,)-asal seviye uzayinda kompakt bir
komsulugu olur.
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Teorem 3.3.4: (X,7), (Y,7 ) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve :(X,7)—>(Y, ")
smooth agik, smooth siirekli ve Orten bir doniigim olsun. (X,T) smooth yerel
kompakt ise (Y, ) da smooth yerel kompakttir.

Ispat: pe Pr(L) ve y € Y alalm.

¢ Orten oldugundan @(x) =y olacak gekilde bir x € X mevcuttur.

(X, 1) smooth yerel kompakt oldugundan T(f) € polanf e L* ve

e, zeKcX

k(z) = {O diger (eecl)

formunda k € L* vardir : y, smooth kompakt ve x, € f < kdur.

@ smooth a1k oldugundan <" (@(£))> © (f) ve T (f)%p oldugundan 1" (¢(f)) £ p olur.

. ._le, uegpK)cyY oy ae
<p(k)(u)—{0, diger (eeL) dir.

Ak > (X,7) da smooth kompakt ve ¢ smooth stirekli oldugundan @(Xx )=%ou
(Y,t")’ da smooth kompakt ve ¥, € o(f) < o(k) saglanir.

Boylece, (Y,7 ) smooth yerel kompakt olur.

Teorem 3.3.5: (X, 1) smooth L-ftu, Y < X ve (%) =1 olsun.

(X, t) smooth yerel kompakt ise (Y, T, ) smooth alt uzayi smooth yerel kompakttir.
Ispat: pe Pr(L) ve ye Yc X alahm.,

(X, t) smooth yerel kompakt oldugundan T(f) % polanf € L* ve

e, zeKcX

k(z) = L
A) {0’ diger (eel)
formunda k € L* vardir : %, smooth kompakt ve y, e f < kdur.

e,zeKNY
=f =17 .
fy iy ve ky (2) {0’ 2eY-K (e € L) olarak alalim

Ohalde, y, € f; < ky ve Ty(fy) € polur.

Gergekten,
1(f) % p oldugundan t,(f,)= v{1(@):g € L* vegl| y = f,}% polur.
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%k > X,7) da smooth kompakt ve ¥ (yy) = 1 oldugundan Onerme 3.1.13’ den
X A Ly = Agny» X>1)” da smooth kompakttir. O halde, %,y (Y,7y)’ de smooth

kompakttir.
Bdylece, (Y, Ty ) smooth yerel kompakt olur.
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BOLUM 4. SMOOTH L-FUZZY TOPOLOJIK UZAYLARDA
PARAKOMPAKTLIK

4.1. Smooth Parakompakthk

Tamm 4.1.1: (X,1) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun. (f,),, L-fuzzy
kiimeler ailesine g de smooth yerel sonlu denir : <> Vpe Pr(L) ve g(x) =p’ olan
Vx e Xigin Ire L*, I, I ve I, sonlu vardir : T(f)€ p, ((x)& pve Vi € I\],

i¢cin f;(zZ) =0veyar(z)=0(Vz e X). [19]

g = X olmasi durumunda “g’ de yerel sonludur” yerine sadece “yerel sonludur”
kullanlir.

1 crisp ise, yani © : L* — {0, 1} ise bu tamm agagidaki sekilde ifade edilir.

(£); L-fuzzy ktimeler ailesi g’ de (smooth) yerel sonludur : <> V pe Pr(L) ve

g(x) >p' olan Vx e Xigin Ire L*, [, cl ve [ sonluvardir: t()=1,1(x) £ p
ve Vie I\, icin f,(z)=0veyar(z)=0(Vz e X).

Bdoylece, t° nun crisp olmas1 durumunda smooth yerel sonluluk Kudri’ nin [12]
tammladif yerel sonluluk ile gakigir.

Smooth yerel sonluluk L-fuzzy topolojik uzaylarda [12] de verilen yerel sonlulugun
smooth L-fuzzy topolojik-uzaylara bir genellestirilmesidir.

Tamm 4.1.2: (X,7) bir L-fu ve {f; }id, {g j}jel L-fuzzy kiimeler ailesi olsun. {f, }’ieI
ailesine {g,}}d ailesinin bir inceltilmigidir denir : < Viel i¢in JjeJ:f, < g;’ dir.

[12]



Tamm 4.1.3: (X,1) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g e L* olsun. g’ ye smooth
parakompakttir denir : <> Vp € Pr(L) ve (\/f;)(X) € p (g®=p’, Vx € X) olan

iel
her 4:={f,:t(f,)% p},y < L* ailesi i¢in asagrdaki 6zellikleri saglayan bir
B:={g;:7(g;)¥ p} .y © L ailesi vardur.

(i) Bailesi A ailesinin bir inceltilmisidir.

(ii) Bailesi g’ de smooth yerel sonludur.

(iii) (}eégj)(x)$ p (gx)=p',Vx € X)dir. [19]

g yerine X uzaym alwsak (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzayina smooth
parakompakttir denir.

T crisp ise, yani T : L* — {0,1} ise bu tanim agagidaki sekilde ifade edilir.
g L-fuzzy kiimesine (smooth) parakompakt denir : <> Vp € Pr(L) ve (\/f)(X) ¥ p

iel
(g®)=p’, VxeX )olan her 4:= {f,:7(f))=1},, c L* ailesi i¢in bir
B={g;:1(g;) =1}y c L ailesi vardir: .
(i) Bailesi A ailesinin bir inceltilmigidir.

(ii) Bailesi g’ de (smooth) yerel sonludur.

(i) (}égj)(x)$ P (g®)2p',Vx e X)dir

Boylece, T’ nun-crisp olmasi durumunda smooth parakompakthk-1.-fuzzy topolojik
uzaylarda Kudri’ nin [12] de tamimladify parakompaktlik ile c¢akigir. Dolayisiyla
smooth parakompaktlik L-fuzzy topolojik uzaylardaki parakompakthifm smooth L-
fuzzy topolojik uzaylara bir genellestirmesi olur.

L =1=[0,1] ise X uzay: igin verilen tamim agafndaki gekildedir.
(X,t) smooth I-flu smooth parakompakttr : < Vae [0,1) ve (X)) >a

iel
(VxeX)olanher 4:= {f,:t(f,)>a}, c L* ailesii¢in bir
B:={g;t(g;) >}y < L ailesi vardir:
(i) Bailesi A ailesinin bir inceltilmigidir.
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(ii) @ailesi X’ de smooth yerel sonludur.

(iii) (.\Jégj)(x)ip (Vx e X)dir

Bu durumda t crisp ise, yani ©:I* —{0,1} ise, smooth I-fuzzy topolojik
uzaylardaki parakompaktlik tanum fuzzy parakompaktlik tamm: ile ayni olur. [15]

Asagidaki teorem smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda tamimlanan smooth
parakompaktlifin klasik topolojik uzaylardaki parakompakthgin bir iyi
genellestirmesi oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.4: (X, T) klasik topolojik uzay: parakompakttir <> (X, ®;) smooth L-ftu
smooth parakompakttir.

Ispat: (=) pePr(L) ve VxeXigin (\/f;) (x)%£p) olan 2 ={f; : 0, (£,)%p},q < L*

iel
ailesini alalim.
Vi e ligin o, (f;)% p oldugundan f;'({teL:t € p}) € T’ dir.

Vx e Xigin (\/f;)(®) € poldugundan Vx € Xi¢cinx € (/)™ ({teL:t £ p}).

iel iel

Lemma2.3.14’ den Vx € Xiginx e \ ' ({teL: t £ p})
iel

= X=f'({teL:t £ p})

iel
= 8=(f'({teL : t £ p})),, ailesi X’ in bir agik drtiimii olur.
(X, T) klasik topolojik uzay1 parakompakt-oldugundan @ ailesinin X’ i Orten, agik,
yerel sonlu bir & inceltilmisi vardir.
8, @’nm bir inceltilmisi oldugundan V C € 8igin 3f, € A:
C c fa({teL:t £ p}) olur.
Vv = (Xc Afic)ces ailesini alahim.
Her ac¢ik kiimenin karakteristik fonksiyonu I-scott siirekli _oldugundan
®; (L) =1%pve Vi e Iigin o, (f.) < p’ dir.

o (e Af) 20 X)) A0 () ¥p = 0r (X Af) ¥ -
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O halde, y:= (yc Afic)ces ailesi (X,0;) de A ailesinin bir inceltilmigidir ve
(v £p (Vx € X) saglanr.

hey
Gergekten, V yo Afce vy ve £, e Aigin . Af. < f oldugundan vy ailesi 4
ailesinin bir inceltilmigidir.
Ayrica, 8 X’ in agik bir 6rtfimfi oldugundan Vx € Xigin 3C° €5:xeC’
= Vxe Xigin g . (x)=1%p
8, 3’ mn bir inceltilmisi oldugundan x € C"'c . ({teL:t£p}) = f . x) £ p

= (e A )X) ¥ p= Vx € Xigin (\/ h)(x) % p elde edilir.
hey-

Simdi de y’ nin smooth yerel sonlu oldugunu gésterelim.

x € X alahm.

& yerel sonlu oldugundan sonlu sayidakiler hari¢ dier tim C € 8 igin UNnC =
olacak sekilde x in bir U komsulugu vardir.

Vx € Xvep e Pr(l) igin r ==, e-L* alrsak &,(@) € p, r(x) € p ve sonlu
sayidakiler hari¢ diger tim h ey i¢in h(z) = 0 veyar(z) =0 (V z € X) saglamr.
Cinkii, aksi taktirde h(z)# 0 = h(z) =g (@) A f(2) %0 = z € C olur.

1(z2)#0 = 1(z2) =Y, (@) #0 = z € Udur.

Boylece, z € UNC olur ki bu Un C = olmas: ile geligir.

Sonug olarak (X, . ) smooth L-ftu smooth parakompakttir.

(<) X, ©;) smooth L-ftu smooth parakompakt olsun.

A= (A,),, ailesi (X, T)’ nin agtk bir drtiimi olsun.

B (i i alles] (X, 07 ) de (v, ) 09 % P (¥ x € X0 Ozelligini saflar

Her agik kiimenin karakteristik fonksiyonu 1-scott stirekli oldugundan-Vi € I igin
O (Y )=1%p dir.

(X, 0 ) smooth parakompakt oldufundan @-ailesinin asafidaki dzellikleri saglayan
bir B = {f: 0, (f) € p} < L* ailesi vardur.

()P ailesi Bailesinin bir inceltilmigidir.

(ii)p smooth yerel sonludur.
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(iif) (fvf)(X) ¥p(VxeX)
p

A= (f({teL : t £ p})) ., olarak tanimlayalim.

A’ ailesi A ailesinin yerel sonlu bir inceltilmigidir ve X’ in bir acik Srtiimiidiir.

Gergekten, Vx € Xi¢in (/) €p=> VxeXiginIfeP :f{x) £ p
fep

=>VxeXiginxe f'({teL:t€p}) > X= fl{teL:t £ p})
fep

= A", X in bir rtiimidiir.

p € Pr(L) i¢in o (f) £ p oldugundan f'({teL:t < p}) e T olur.

Baylece, 4" X’ in agik bir Srtiimiidiir.

B ailesi @ ailesinin bir inceltilmisi oldufundan Vfe B igin 3%, €3:f < y, olur.
= f'({teL:t£p}) cxa ({teL:t£ph)= A,

= A", Aailesinin bir inceltilmigidir.

Simdi 4" ailesinin yerel sonlu oldugunu gdsterelim.

B, X, @, ) de smooth yerel sonlu oldugundan 3 r € L* : @, () € p, 1(x) € p ve
sonlu sayidakiler hari¢ diger tiim f € f i¢in f(z) =0 veyar(z) =0 (V z € X) dur.

U = r'({teL : t £ p})olarak alalim.

o, (r) £ p oldugundan U=r"'({teL : t € pPeT ve r(x) £ p oldugundan x e U olur.
=>Ue¥, (x) olurve sonlu sayidakiler hari¢-digertiim f € 8 i¢in

f1({teL:t £ pH)NU=2 dir.

Ciinkii, aksi durumda 3y € f'({teL:t€pP)nU:yef'({teL:t€p})veyeU
= f(y) € p ver(y) £ p-olur.

= f(y) # 0 ve r(y) # 0 olur ki buf ’ nin smooth yerel sonlu olmasiyla gelisir.

= A ailesiyerel sonludur.
Sonug olarak (X, T) klasik topolejik uzay: parakompakttir.
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Omek 4.1.4: X = {1, 2,....,50} olsun. f, eI* veie X olmak iizere Vj € X igin

1 e
fi(j)={ ’l, J, olarak tammlansin.
0,i#]

X tizerindeki smooth topoloji ise,
1% 1

1 ;;f=0veyaf=1
f>1()=406;f=vf ,ieX olarak tanimlansin.
0 ; diger

Bu durumda (X, T) smooth topolojik uzay: smooth parakompakttir.

4.2. Baza Ozellikler

Teorem 4.2.1: Bir smooth L-fuzzy topolojik uzaydaki her smooth kompakt L-fuzzy
kiimesi smooth parakompakttir.
Ispat: Tanimlar kargilagtiriidigiinda agikga goriiliir.

Teorem 4.2.2: (X,t) smooth L-ftu ve g € L* smooth parakompakt olsun.

#(h) = l-olanherh € L* icin g A h smooth parakompakttir.

Ispat: g smooth parakompakt ve F(h)= 1 olsun.

p € Pr(L) ve (\/f) () £p (eAh)®)21’, VxeX)olan A={f; :1(f,)%p};q = L*

iel
ailesini alalim.
B = (f,),q ¥ {b'} olarak tammlayalim.
Vieligin t(f;)% pve t(h")= F(h) =1 oldugundan herke B i¢in t(k) ¥ pve

herx e Xigin (ly'k) (x) € p (g(x) 2p’ ) saglanir.
<B
Gergekten, x € X ve g(x) 2p’ olsun.

(). () 2p’ = (@AD)X)2p’
= (vi)®V h'x) #p ((vf)(®) % polduundan)

iel iel
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= (i Vh)®) £p

iel

= (v (x) £ pdir.
ke

(). bXx) 2p' = ') L p

= (vE)@Vh' @ £p
= (vEvh)x)£€p
iel
= (kX £ p elde edilir.
kep

g smooth parakompakt oldugundan agagidaki 6zelliklere sahip
§=1{k e L*:t(k) € p}< L* ailesi vardir:

(i) 3 ailesi B ailesinin bir inceltilmigidir.

(ii) &, g’ de smooth yerel sonludur.

(iii) (v k) (x) % p (g(x) 2p’) dir.

ked
§"={k € 8:3f, € Avek <f,} olarak alalim.
3, A" nin bir inceltilmisidir, g Ah’ de smooth yerel sonludur ve
(v ) ¢p (grh)x)2p’)olur.

ked®

Aksi taktirde, 3x € X: (gAah)x)2p’ ve (\/ k)(x) < p olur.
kes’
Fakat g(x) =p’ olan Vx-e-X-igin (\/k) (x) ¥-p oldugundan 3k, € &: k, (x) £ p.
ked

§, B’ mm bir inceltilmigi oldufundan Ik, ef : k, < k, ve (\,K)(x) < p

ked'
oldugundan k, ¢ § dolayisiyla k, ¢ 4ve k,= h’ olur.
Boylece p # k, (%) < k, (x) = h'(x) < p olur. Bu bir ¢eligkidir.

O halde Vx € Xigin (\/ K)(x) £ p olur.

kes®
Simdi de 8°* m gah’ de smooth yerel sonlu oldugunu gdsterelim.
(gAh)®)2p' olanx € X alalim.
Buradan g(x) >p’ ve h(x) >p’ ohur.
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3, g’ de smooth yerel sonlu oldugundan 3Ir € L*:1(r) & p, 1(x) £ p ve sonlu
sayidakiler harig difer timk e §’igin k(z) = 0 veyar(z) = 0 (V z € X) saglanur.

8, B’ mun bir inceltilmisi oldugundan &°, g Ah’ de smooth yerel sontu olur.

Sonug olarak g A h smooth parakompakitir.

Sonug 4.2.3: (X,7) smooth L-ftu olsun. g € L* smooth parakompakt ise #'(h) =1 ve
h < golanherh € L* smooth parakompakttrr.
Ispat: Bir 6nceki teoremden kolayhkla goriiliir.

Lemma 4.2.4: (X, 1) smooth parakompakt smooth L-ftu ve p € Pr(L) olsun.
VxeXigin (\/f;) (x)%£p olan her 4= {f;:7(f;)¥€p},q < L* ailesi i¢in agagidaki

iel
ozelligini saglayan bir 8= {g,:1(g;) % p},q < L* ailesi vardur.
(i) Bailesi 1 ailesinin bir inceltilmigidir.

(ii) @smooth yerel sonludur.

(i) (v8;) x) £ p(Vx € X) dir.

iel
Ispat: (X,t) smooth parakompakt smooth E-fuzzy topolojik uzayinda Vx € X igin
(vE)® € polan A= {f;:1(f;) € p},;  L* ailesi verilsin.

iel

Smooth parakompaktliktan 4 ailesinin 3 8= {h;:t(h;)¥ p},, smooth yerel sonlu

inceltilmigi vardir ve (\/h;) () ¥ p (Vx € X) saglanir.

jel
3, A" nin bir inceltilmisi oldugundan Vj € Jigin 3i € I: h; < f; olur.
Buradan bir ¢ : J —-1, ¢(j) =1 dOniigtim{ tamimlanabilir.
Burada, j € Ji¢in h; < £’ dir.

by, 9() =i e oo .

Vieligin g; = v (PG_) l,olarak tammlarsak B=(g;),,, ailesi istenen 6zellikleri
0 ,oe() =i

-saglar.

¢’ nin tammindan Vi € Tigin t(g;)="Tt(\/ h;) > A t©h;)£p

o= oG)=i
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= Vie ligin 7(g;) € p olur.

Vie ligin g; < f; ve (\/g;)(X) ¥ p(Vx € X) saglanir.

iel
Simdi @ nin smooth yerel sonlu oldugunu gosterelim.

8 smooth yerel sonlu oldugundan Ir € L* ve 3J_ cJ sonlu :1(r) € p, r(x)% p ve
VjeJ\J, igin h;(z)=0veyar(z) =0 (V z € X) olur.

=>Vje ], igin hi(2) # 0ver(z) # 0 olur.

Boylecej € J, igin @ (j) =i oldugundan g;(z) # 0 ver(z) # O olur.

Sonug olarak @ smooth yerel sonludur.

Tanmm 4.2.5: (X, 1) smooth L-ftu smooth regiilerdir : <> Vpe Pr(L) ve Vx € Xigin
Jy e X: f{y) 2p'. fix)=0ve F(f) = 1 olan her f € L* igin Ju, v e L*:

(t(@ £ p, t(v) £ p), (®x) £ p), ((y) 2p’ olan Vy € Xigin v(y) % p) ve

(Vz e Xigin u(z) = 0 veya v(z) = 0)’ dur. [19]

Teorem 4.2.6: Her smooth parakompakt ve smooth Hausdorff uzay smooth
regiilerdir.

Ispat: (X, v) smooth parakompakt ve smooth Hausdorff olsun.

pePrl),x e X, fx)=0, F() =1 ve Iy € X icin f(y) 2p’ olanf € L* alahm.
F= {teX : f(t)=p’} olarak tanimlarsak ye F oldufundan F= D ve f(x) = 0
oldugundan x ¢ F olur.

(X, t) smooth Hausdorff oldugundan Vy € Fi¢in 3f,, g e L*:

(z(f,)¥p,7( g,)¥p), (£, (X)¥p, g, (¥)¥p) ve (Vze X igin {f (2)=0 veya g, (2)~0)
olur.

A= (8, )yer V{f'} olarak tammlayahm.

Bu durumda ¥z € Xigin (h\e/A h)(z) ¥ p saglamir.

Gergekten,
zeF=2>g,@%p= (ve,)AVvI@£p=> (v, viNd ¥p
yeF yeF
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= (v b)(z) % p olur.

z¢F=>fz)2p = '@<€p = (veg,)@ Vvi@%€p= (W@ <£p
heA

yeF
elde edilir.

Aynca t(g, vf') 2 1(g, ) At(f)=1(g,) ¥p= 1(g, vI') £ pdir.

(X,t) smooth parakompakt oldufundan Lemma 4.2.4° den asafidaki ozelliklere
sahip bir B = (k,),r V{k,} ailesi vardir.

@iy Vk e B i¢in (k) % p dir.

(iiy B smooth yerel sonludur.

(i) Vy e Figin k, < g  ve k, < ' dir.

(iv) (wk, vk )@ %€ p (Vz e X) dir.

yeF

B smooth yerel sonlu oldugundan V x € Xi¢in 3r € L* ve 3B, < B sonlu:

@) Lp,rxy£pve Vb € B \ B, i¢in b(z) =0 veyar(z) =0 (V z € X) elde edilir.
Buradan 3r € L* ve 3 F, c F sonlu alt kiimesi i¢in ©(r) € p, 1(x) € p ve

Vy € F\F, igin k _(z) =0 veyar(z) = 0(V z € X) elde edilir.

VyeFigink, <g veVze Xigin f (z)=0veya g, (2)=0 oldugundan

Vy e Fve Vz e Xigin f () =0 veya k (z) =0 olur.

u=rA (A f,) vev:i=y/k  olarak tanimlayahm.

yeFy yeF
Buradan 7 (u) € p, 7(v) £ p ve u(x) £ p elde edilir.
Gergekten, (W)= t(tA (A L)) 2 TMA A ) $p = (@) £p.
yeFp yeF,
1V =1(vk,) 2 Atk,)¥p=1(V) £ pdir
ux)=r(x)A (/e}ofy)(x) £ p (p asal oldugundan) dir.

Ayrica f(y)2p' olan VyeX igin v(y)%p ve V z € X igin u(z) = 0 veya v(z) = 0 olur.
Gergekten, f(y) 2p’ olany € X ahrsak buradan y € F olur ve
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v(y) = (v k, )(y) £ p elde edilir.

yeF

Son olarak V z € X i¢in u(z) = 0 veya v(z) = 0 oldugunu gosterelim.

z € Xigin

(a) u(z) = 0 alalim.

wW2)20 = XA (A L) X)#20 = r(x)20ve Vy €, i¢in f (z)# 0 olur.

yeFy
(x)20 = Vy e F\F, icin k () =0 du.
Vye F, ig¢in f (2)#0 = Vy €F, i¢in k (z) =0 dur.
Buradan v(z) = (\/ k, X(2) = 0 olur.
yeF

(b) v(z)# 0 alalim.
v(z)#20 = (vky)(i);eo =>3yeF: k(2 #0 = { (2)=0elde edilir.
yeF

y € F, iginu(@) = (@A (A £,)(@)=0vey € F/ F, kinr(z) =0 = u(z) =0 olur.

yeFp

Sonug olarak (X, t) smooth regiilerdir.

Tamm 4.2.7: (X,1) smooth L-ftu smooth normaldir: < V pePr(L) ve x, ye X i¢in
fix)2p’, g(y)2p' ve Vz € Xicin f(z) =0 veya g(z2) =0 ve T(f) =1, 7(g) = 1 olan
herf,g e L¥ jgin Ju,v e L*: (v (w)%p, 1(M%p), ()2’ icin u(z)%p),

(g(z)=2p’ igin v(z) £ p) ve (V z € Xigin u(z) = 0 veya v(z) = 0)’ dur. [19 ]

Teorem 4.2.8: Her smooth parakompakt ve smooth Hausdorff uzay smooth
normaldir.
Ispat: Bir dnceki teoremin ispatina benzer gekilde yapilur.

Teorem 4.2.9: (X,z) ve (Y, ) iki smooth L-ftu ve ¢: (X,7)—> (Y,1" ) donfigimi
smooth siirekli, smooth agtk ve VyeY i¢in ¢~'(y)sonlu olsun. g € L* (X,7)’ da
smooth parakompakt ise ¢ (g)e LY de (Y,1’)’ da smooth parakompakttir.

Ispat: p € Pr(L) ve (\/£;)(y) %p (@ (@)(¥)2p') olan A= {f;:7'(f;) € p},q < LY

iel

ailesini alalim.
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¢ smooth siirekli oldugundan Vie Iigin t(¢7'(f,)) = ©'(f,) £ p
= Vie Iigin ©(¢™'(f,)) % p olur.

g(x) 2p’ olan herx € X igin ¢ (g)(@ (X)) >p’ oldugundan

(v ) (@)= (vo ' (£)) (x) £ p saglanr.

iel iel

Buradan g(x) >p’ olan her x € Xigin (\/9™(f;))(x) % p dzelligini saglayan bir

iel
B={0"'(f): t(¢7'(f)) £ p},y c L* ailesini elde ederiz.
g, (X, 1)’ da smooth parakompakt oldugundan agagidaki dzelliklere sahip bir
8={h;:t(h;) € p},; < L ailesivardir.
(i) d ailesi P ailesinin bir inceltilmigidir.
(ii) 8, g’ de smooth yerel sonludur.
(ii) (}gh,-)(X) ¢ p(g(x) 2p’', VxeX)dir

¢ smooth agik oldufundan Vj € Jigin v (9 (h;)) 2 t(h;) £p
=1 (¢ (h;)) « p olur.
-Boylece 2" = {@(h;):7 (9 (h;)) £p} c L ailesini elde ederiz.
A’ ailesi 2 mn bir inceltilmigidir, ¢ (g)° de smooth yerel sonludur ve
(\étpch,-))(y) %p (o(2)y) 2p', Vy € Y) sajlanir.
8, B nin bir inceltilmisi oldupundan V h, € 5 igin 3 ¢ (f;) € : b, < 9'(f))
= o(h;) < ¢(¢7'()) < f; = A ailesi 2 mn bir inceltilmisidir.
oY) 2p' = v &X 2p’ olur. Buradan, p asal ve ¢ (y) sonlu oldugundan

xe¢' (y)

Ixe X:gx)2p' ve o(x)=yolur.
(\;(P(h,-—)) = (}4(!) ) (o) = (\e/J<P‘1(fP(hj))) x) 2 -(\/]'hj‘) X #p

= (}é(p (h))) () £ p elde edilir.

Simdi 4" mn ¢ (g)’ de smooth yerel sonlu oldugunu gdsterelim.
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5, g’ de smooth yerel sonlu oldugundan g(x) >p’ olan V x € Xigin Ir € L* ve
F c Jsonlu: t(r) £ p,r(x) £ pve Vj € J/Figin h;(2) =0 veyar(z) =0

(V z e X) olur.

¢ (g)(y) 2p’ olany € Y alalhm.

PE@M= v gX®2p = 3xeX:gk) 2p' ve o (x)=V.

xep ' (y)

g(x) = ¢ (g)(¢ (X)) 2p’ oldugundan Ir € L* veF c Jsonlu:
T(e®) 2 1@ £p = T (9@) £ pver(x)= @ ()(9 (X)) % polur.
Ayrica, Vj € J/Figin ¢ (h; X9 (2)) = h;(z) =0 veya ¢ ()¢ (2)) =1(z) =0

(V z € X) olur.
Sonug olarak @ (g) smooth parakompakttir.
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