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SIMGELER VE KISALTMALAR

X:y:z veya (X,y,z) :Homojen koordinatlartyla verilen nokta
X y z
X, ¥, z|=0veya/x+my+nz=0 :dogru

X, Y2 7z,

P” : P noktasinin izogonal eslenigi

£, : Sonsuzdaki dogru

h(T,r) : T merkezli r oranli homoteti

P’ : P noktasinin Miguel noktas1

A : ABC referans liggeninin alani

a : ABC referans tliggeninin BC kenarinin
uzunlugu

b : ABC referans liggeninin CA kenarinin
uzunlugu

c : ABC referans liggeninin AB kenarinin
uzunlugu

r : ABC referans iiggeninin i¢ teget
¢cemberinin yarigap1

R : ABC referans liggeninin
cevrelgemberinin yarigapi

s = %(a +b+c) : ABC referans tiggeninin ¢evre
uzunlugunun yarisi

S :ABC referans iiggeninin alaninin iki kat1

H=tanA:tanB:tanC :ABC referans tiggeninin yiikseklik
merkezinin homojen barisantrik
koordinatlari

G=1:1:1 : ABC referans tliggeninin kiitle
merkezinin homojen barisantrik
koordinatlari

S, =Scot0 : Conway notasyonu

Ayy, : XYZ tiggeninin alani

A(a) : Merkezi ABC referans iiggeninin A
kosesi, yaricap uzunlugu a olan gember

[X,Y,Z,T] veya {XY, ZT} : X, Y, Z, T noktalarinin gifte orani
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UCGEN GEOMETRISINDE BAZI OZEL CEMBERLER VE DORTGENLER
ICIN KELEBEK TEOREMI

Giilfer ACAR
Anahtar Kelimeler: Perspektivite, cemberler, referans liggen, kelebek

Ozet: Bu calismada iiggen geometrisindeki bazi cemberler ve bazi perspektiviteler
ile “kelebek” tiirlindeki teoremler ele alinmistir. Birinci bdliim giris boliimiidiir.
Ikinci béliimde ilerideki béliimlerde kullanilacak olan temel sonuglar gosterilmistir.
Ucgiincii boliimde iicgen geometrisinde bazi énemli ¢emberler verilmistir. Ek olarak
ABC referans t¢geninin kenarlar1 iizerine yerlestirilen dikdortgenlerle ilgili
perspektiviteler gosterilmistir. Dordiincli bolimde klasik kelebek teoreminin bazi
kanitlart verilmis ve dortgenler icin kelebek teoremi ile baglantili baz1 sonuglar elde
edilmistir.

vii



SOME SPECIAL CIRCLES in TRIANGLE GEOMETRY and BUTTERFLY
THEOREM for QUADRILATERALS

Giilfer ACAR
Keywords: Perspectivity, circles, reference triangle, butterfly

Abstract: This study is concerned with certain circles and perspectivities in triangle
geometry and theorems of the “butterfly” type. The first chapter consists of an
introduction. In the second chapter preliminary results are presented which will be
used in the sequel. In the third chapter certain remarkable circles of triangle
geometry are introduced. In addition certain perspectivities are presented that emerge
in connection with rectangles erected on the sides of the reference triangle. In the
fourth chapter, some proofs for classic butterfly theorem are given and some results
related to butterfly theorem for quadrilaterals are obtained.
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BOLUM 1. GIRIS

Bu calismada tiggen diizleminde baz1 6zel cemberler ve perspektiviteler ile kelebek
teoremi verilmistir. Bu calisma birinci boliim giris olmak iizere dort bolimden
olusmaktadir. Ikinci béliimde calismanin konusu ile ilgili temel tammlar ve
kavramlar verilmistir. Ugiincii béliimde, homojen barisantrik koordinatlarda genel
cember denklemi, ABC referans iicgeninin g¢evrelgemberi, dokuz- nokta ¢emberi,
Cevian ¢evrelcember, ABC referans {liggeninin i¢ teget ve dis teget ¢cemberleri ile

Lucas ¢emberleri verilmistir. Daha sonra ABC referans iiggeninin sirasiyla BC, CA,
AB kenarlan tizerine ZCX,B=60, ZAY,C=¢ ve ZBZA=0 (0<0,¢p,0< g)

olacak sekilde BCX,X,, CAY,Y, ve ABZ,Z, dikdortgenleri yerlestirilmistir. Bu

dikdortgenlerin kose noktalarinin koordinatlari

X, =-a":S.:S, +S,,

X, =-a’:S.+S,:S,;,

Y, =S, +S,:-b”:S,, (1.1)
Y, =Sc:-b*:S, +S,,

Z, =S,:S,+S, :—¢’

Z,=S,+8S,:S, :—¢

oldugu gosterilmistir. AY,Z,, BZ X,, CX,Y, liggenlerinin kiitle merkezleri olan

G, =S +8S5 +S,+S, +1: =S : =S5,
G,=-S.:S, +S, +S. +S, +1:-S,, (1.2)
G, =

—Sp =S, S, +S+S,+S, +1



noktalarinin ~ olusturdugu  G,G,G;  licgeninin ABC referans iicgenine

H=tan A :tan B: tan C yiikseklik merkezinden perspektif oldugu gosterilmistir.

Dordiincii boliimde, Kelebek teoremi ile ilgili literatiir arastirmasi yapilarak bu
teoremin ¢esitli kamtlar1 verilmistir. Zvonko Cerin’ in [1] bir ¢alismasinda koseleri

A(0,0),B(f,g),C(1,0),D(p,q) (f,g,p,qeR) olan bir ABCD dortgeni {iizerinde

verdigi genellestirilmis kelebek teoreminin ve bu dortgenle ilgili baska bazi
bagintilarin bu dortgenden farkli 7 dortgen icin de gegerli oldugu gdosterilmistir.
Boylece Cerin’in ¢alismasindaki kelebek dahil olmak iizere sekiz kelebek elde

edilmistir.



BOLUM 2. GENEL BILGILER
2.1. Bir Dogru Uzerindeki Noktalarin Koordinatlari

B ve C bir ¢ dogrusu iizerinde sabit iki nokta olsun. ¢ dogrusu lizerindeki her bir

nokta asagidaki yollardan biri ile koordinatlanabilir:
) t= BX bolme oran,
XC

2) Tam barisantrik koordinatlarda X noktast B ve C noktalarinin bir konveks

bileskesi yani,
X =(1-t)B+tC (2.1)

seklinde ifade edilir.

3) P noktast ¢ dogrusunun disinda keyfi bir nokta ise PX vektorii PB ve PC

vektorlerinin bir bilesimi olarak yazilabilir(Sekil 2.1).

Sekil 2.1: Bir dogru tizerindeki noktalarin koordinatlari



Homojen barisantrik koordinatlarda X noktas1 B ve C deki kﬁtlelerin]);—; orani ile

yazilabilir. Burada X noktasi bu kiitlelerin olusturdugu sistemin denge noktasidir{2,

s. 1].
2.2. Bir U¢gene Gore Homojen Barisantrik Koordinatlar

ABC referans liggeninin kose noktalarinin homojen barisantrik koordinatlari sirasiyla
1:0:0, 0:1:0 ve 0:0:1 dir ve bu licgen referans iiggeni olarak adlandirilir[3]. ABC
ticgen diizleminde herhangi bir P noktasinin homojen barisantrik koordinatlar1 BCP,
CAP ve ABP fiiggenlerinin yonlii alanlarinin oranlaridir. Simdi bu yonli alanlar

hesaplanacaktir(Sekil 2.2).

Sekil 2.2: ABC ii¢gen diizleminde herhangi bir P noktasinin homojen
barisantrik koordinatlari

|PQ| =t,, QC| =t,, BQ| =t,, AP| =t, olsun. CAP ile CPQ ii¢genlerinin alanlarinin
oranlari

Acap _ b (2.2)
ACPQ t1

olur ve buradan x # 0 bir gercel say1 olmak {lizere



Acap = X (2.3)
\
=t,X (2.4)

CPQ

yazilir. Benzer sekilde ABP ve PBQ tiggenleri i¢in de

Bawr _ G 2.5)
Apgg 1

oldugundan y # 0 bir gergel say1 olmak iizere

A =1,y (2.6)
ve

Appg =ty (2.7)
elde edilir. Buradan

Acpp = 14X, (2.8)
A =1,y (2.9)
ve BCP liggeninin alant Ay, = App, + Ay 0ldugundan

Agep =1, (X +Y) (2.10)

elde edilir. Ayrica



AABQ _ APBQ +APAB

AAQC ACPQ + ACAP
_Ly+ty
tx+t,x

_Y

X

olur. Bununla birlikte

AABQ _ t

-3
A AQC t,
oldugundan

y_b
X t,

yazilabilir. Buradan

—

2

X=—
t3

y

elde edilir. BCP, CAP ve ABP ii¢genlerinin yonlii alanlarinin oranlari

Agep “Acpp " Appp =t (X+Y) it xit,y:

t t
=t1(t—2y+y):t4(t—2)y:t4y

t t
= tl(_4)y:t4 t—2y2t4y

t

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

t,

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



Apcp 1 Acap “Appe =1 11, 1 (2.16)

elde edilir[3]. Sonug¢ olarak ABC referans iiggenine gore P noktasinin homojen

barisantrik koordinatlari
X1Y:iZ=Agep 1 Acup 1 Aupp (2.17)
olacak sekildeki x:y:z siral tigliistidiir[2, s.25].

Ornek 2.2.1: ABC referans iiggeninin i¢ teget gemberinin merkezi I ve BC, CA, AB
kenarlarinin uzunluklar1 sirasiyla a, b, ¢ olarak alinsin(Sekil 2.3). ABC ii¢geninin

icteget ¢cemberinin yarigapt r olmak iizere BCI, CAIl ABI iiggenlerinin alanlari

sirastyla
—ra,lrb,lrc (2.18)
2 2

bicimindedir. Dolayisiyla bu iicgenlerin alanlarmin oranlart olan a:b:c ticlisii I

noktasinin homojen barisantrik koordinatlaridir[2, s.25].

PN

Sekil 2.3: ABC referans liggeninin i¢ teget cemberinin merkezi



2.3. Bir iicgene Gore Tam Barisantrik Koordinatlar

ABC referans iicgen diizlemindeki bir P noktasinin homojen barisantrik

koordinatlar1 x:y:z olsun.

Xx+y+z#0 (2.19)

ise yani, P noktas1 sonsuzdaki dogru iizerinde degil ise P noktasinin tam barisantrik

koordinatlar1
p_xA+yB+2C (2.20)
X+y+z

bicimindedir. P ve Q gibi iki noktanin tam barisantrik koordinatlar1 verildiginde

[PQ] dogru parcasini

PX p
—== 2.21
X0 g (2.21)

oraninda bolen X noktasinin tam barisantrik koordinatlari

qP +pQ
p+q

(2.22)

bicimindedir. Buna gdre homojen barisantrik koordinatlarda P=u:v:w ve

Q=u":v':w' noktalari

u+v+w=u+v+w' (2.23)

kosulunu sagliyorsa [PQ] dogru parcasini

PX_p (2.24)

XQ ¢



oraninda boélen X noktasinin homojen barisantrik koordinatlari

qu-+pu :qv+pv QW +pw (2.25)

olur[2, s. 27].

Ormnek 2.3.1: ABC referans iiggeninin yiikseklik merkezi olan nokta H ile gosterilirse

bu nokta Euler dogrusu iizerindedir ve [OG] dogru pargasini distan

OH 3

~ 2.26
HG 2 (2-26)
oraninda boler. O zaman, H noktasinin homojen barisantrik koordinatlari
tanA:tanB:tanC (2.27)
veya buna denk olarak
1 1 1
: = (2.28)

b2 +c?—a% c?+a’-b? a’+b>-¢?

olur[2, s. 28].
2.4. Bir Ucgene Gore Trilineer Koordinatlar

ABC tiggen diizlemi ele alinsin. ABC {iggeninin BC kenar1 bu diizlemi iki yari-
diizleme ayirir(Sekil 2.4). A kosesinin oldugu taraf BC kenarinin pozitif tarafidir ve
diger yari-diizlem ise negatif tarafidir. Bu liggen diizleminde herhangi bir P noktasi
verilsin. P noktasmin BC kenarina Oklid uzaklig1 o olsun. P noktasmnin BC kenarina
yonlii uzakligi

-1, P, BC kenarinin negatif tarafinda ise
(2.29)

1, P, BCkenarmin pozitif tarafinda ise



olmak iizere oo olur. P noktasinin CA ve AB kenarlarina olan yonlii uzakliklar1 da
benzer sekilde verilir. Bu uzakliklarin biri, ikisi veya ligii de negatif olabilir. Bu
uzakliklar gercek(actual) trilineer uzakliklardir. P noktasinin BC, CA, AB

kenarlarina olan gergek trilineer uzakliklart a,, B,, v, olsun. k # 0 olacak sekilde
o, =ka, B, = kB, Y, =ky (2.30)

esitliklerini saglayan o :f:y tgliisiine P noktasinin homojen trilineer koordinatlari
veya kisaca trilineerleri denir. Bu noktanin trilineer koordinatlar1 (a,p,y) ile de

gosterilebilir. [4, s. 25-26].

P noktas1 ABC {i¢geninin i¢inde bir nokta olsun. PBC, PCA, PAB ii¢genlerinin

alanlari sirastyla A g, Apes > Appp V€ ABC referans tiggeninin alan1 da A olsun.

Buna gore P noktasinin sirasiyla BC, CA, AB kenarlarima olan gercek trilineer

uzakliklar1 olan a,,B,,y, sayilar i¢in o, >0,B, >0,y, >0 dir. P noktasinin

trilineer koordinatlar1 P=a::y olmak tizere

1 1 1 1 1 1
A=Apge +Apcp +Appp =ancl +Eb[31 +ECYI =§aka+5bk[3+§cky (2.31)

olur. Buradan

k=28 (2.32)
ao + bp + cy

elde edilir[4, s. 27]. k=1 alindig1 zaman o, :fB,:y,, P noktasinin tam (exact)

trilineer koordinatlaridir[5].
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Sekil 2.4: ABC referans tiggeni diizleminde herhangi bir P noktasinin kenar dogrularina
gergek trilineer uzakliklart (o, > 0,3, >0,y, >0)

2.5. Trilineer Koordinatlar ile Homojen Barisantrik Koordinatlar Arasindaki

Mliski
ABC {iggen diizleminde herhangi bir P noktasinin trilineer koordinatlar

o:B:yolsun. P noktasinin ABC referans fli¢geninin sirasiyla BC, CA, AB

kenarlarina yonlii uzakliklar

a, = kOL, B1 = kB, Yi = ky (233)

seklindedir. Buna gore PBC, PCA ve PAB ii¢genlerinin alanlari sirasiyla

aka  bkp cky

> ) 2.34
2 2 2 (234)
dir. Buradan P noktasinin homojen barisantrik koordinatlari

ao:bB:cy (2.35)
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olur. Dolayisiyla o : :y trilineer koordinatlarina karsilik gelen homojen barisantrik

koordinatlar ao:bf:cy dir ve tersine olarak o:B:y homojen barisantrik

koordinatlarina karsilik gelen trilineer koordinatlar d : % : Y dir[5].
a c
2.6. Conway Notasyonu
S =2A olmak {izere bir 0 gercel sayis1 i¢in
S, =Scot0 (2.36)

ifadesi S, ile gosterilir. Buradan kosiniis teoreminden faydalanarak bu notasyonun

2 2 2 2 2 2 2 2 2
b°+c”—a _c +a b,SC=a +b" —c¢ (2.37)

2 2 2

0zel durumlar elde edilir. Burada 0 ve ¢ keyfi iki gergel say1 olmak tlizere S,S,

yerine S, alinarak gosterim kolayligi saglamir[2, s. 33].

Lemma 2.6.1:

(1) S, +S. =a*,S. +S, =b*,S, +S, =c’.

(2) S5 +Spe +Sca =S7[2, 5. 33].

Simdi yukaridaki notasyonlar altinda Conway formiilii verilebilir.

ABC iicgeninin BC kenart ile —g <0,0 Sg olmak tizere ZCBP =6 ve ZPCB = ¢

acilarin1 yapacak sekilde BC kenarinin {ist tarafinda bir P noktast alinsin(Sekil 2.5).
|PM| =h ve |CM| =x olsun. ABC iiggeninin BC, CA, AB kenarlarinin uzunluklar

sirastyla a, b, ¢ olmak iizere |MB| =a —x olur.
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Sekil 2.5: ABC liggen diizleminde bir P noktas1 alindiginda PCB, PCA, ABP {iggenlerinin

alanlar
Buradan
cot(p=% (2.38)
ve
cotf=2"% (2.39)
olur. Boylece
x =hcot@ (2.40)
ve
a—x=hcot0 (2.41)
oldugundan bu iki esitlikten h = m elde edilir. Buradan
|CH| =|PH|cot(¢ + C) (2.42)
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olur. CHK ile PMK ii¢genlerinin benzerliginden (Aci- Agi- A¢)

PM| ~ |PK]|

= 2.43
ICH| |CK] (243)
dir. Buradan
h B [KM|” + [PM[* ”
|PH| cot(p + C) - |CK| (2.44)
veya
h” +h?
h cot* C (2.45)

[PH|cot(@+C)  x—|KM|

olur. Ayrica (2.38)’ den x — |KM| =hcoto— }th oldugundan gerekli diizenlemeler
co

yapilirsa
[PH| = h'sin C(cot ¢ + cot C) (2.46)
olarak elde edilir. Buradan PCA {i¢geninin alan1

_ bPH|  bhsin C(cot ¢ + cot C)

pea T, > (2.47)
olarak elde edilir. BPM dik iiggeninde Pisagor teoreminden
h*+(a-x)* =|PB’ (2.48)

veya
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h” +h*cot’ 0=|PB[’ (2.49)

olur. Gerekli diizenlemeler yapilarak

h
PB|=— (2.50)
sin 0
elde edilir. Buradan ABP {i¢geninin alan1
A, = l|AB||BP| Sin(B+0) = ch s1n'(B +0) _ ch(cos B + cotOsin B) (2.51)
2 2sin0 2

olarak bulunur. Buna gore ABC iicgen diizlemindeki P noktasinin homojen

barisantrik koordinatlar1

ah bhsinC(cot@+cotC) ch(cosB+cotBsinB)
P=Apcp 1 Apcy 1A = :

2 2 2
(2.52)
veya
p_ 'a : bsinC(c?t(p+ cotC) : c(cosB + cot Osin B) (2.53)
sin B sin B sin B
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
b t tC
P= .a : c(coto +co ):c(cotB+cot6) (2.54)
sin B b
olur ve buradan da
P:%:c(cot(p+cotC):c(cotB+cot6) (2.55)
ac
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bulunur. Son olarak bu koordinatlar S ile carpilirsa ve c carpani sadelestirilirse

Conway notasyonundan
P=a2:S¢+SC:SB+Se (2.56)

elde edilir. ZCBP ve ZCBA agcilarmin ayni yonlii olmalart durumunda 6 agis1

negatif, farkli yonde olmalar1 durumunda da pozitiftir[2, s. 34].

Omek 2.6.1: ABC referans iicgeninin BC kenar1 iizerine distan yerlestirilen

BCX, X, karesi ele alindiginda BC kenarina gore X, noktasi i¢in ZCBX, :% ve

/BCX, =§ olur(Sekil 2.6).

Sekil 2.6: ABC referans tiggeninin kenarlari lizerine distan yerlestirilen kareler
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cot% =1ve cotg =0 oldugundan

X, =-a":S.:S; +S (2.57)
ve benzer sekilde

X,=-a’:S.+8S:S, (2.58)
olarak elde edilir[2, s. 35].

2.7. izogonal Eslenikler

ABC tiggen diizleminde herhangi bir P noktasi alinsin. AB, BP ve CP dogrularinin

sirastyla A, B ve C acilarmin agiortaylarina gore yansimalari olan dogrular bir
noktada kesigir. Bu nokta P noktasinin izogonal eslenigidir ve P* ile gosterilir. P

noktasinin homojen barisantrik koordinatlar1 x:y:z, AP dogrusunun BC kenarini

kestigi nokta X ve ZBAP =0 olsun(Sekil 2.7). X noktasinin koordinatlar1 Conway

notasyonu ile
X=0:y:2=0:S, —S, : -’ (2.59)

olur. Buradan
e (2.60)

bulunur. A agisinin agiortayma gore AX dogrusunun yansimasinin BC kenarmni

kestigi nokta X' ile gosterilirse bu noktanin koordinatlari

2 2
X'=0:-b*:S, =S, =0:-b’c’:c*(S, —Se)=0:b2Z:czy=0:b—:C— (2.61)
y V4
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olarak elde edilir. Benzer sekilde B ve C agilarinin agiortaylarina gore sirasiyla

2 2
BP ve CP dogrularinin yansimalari, CA kenarm Y'=—: 0:< noktasinda ve AB
X z
a’ b’
kenarimi Z'=—:—:0 noktasinda keser. Buradan AX',BY',CZ' dogrular
Xy
2 2 2
P’ =a—:b—:c—=a2yzzbzzx:czxy (2.62)
X y z

noktasinda kesisirler. Buna gore P = x : y: z noktasinin izogonal eslenik noktas1

2 2 2
P*:a—:b?:% (2.63)

noktasidir[2, s. 61].

Sekil 2.7: ABC iiggen diizleminde herhangi bir P noktasinin izogonal eslenigi
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Ornek 2.7.1: ABC referans iicgeninin yiikseklik merkezi H:L:i:
Sy Sp Sc

noktasinin izogonal eslenigi, ABC {i¢geninin ¢evrelgemberinin merkezi olan
a’S, :b’S, :¢’S,. noktasidir[2, s. 62].
2.8. Harmonik Eslenikler

X,Y,Z,T noktalar1t ABC {iggen diizleminde dogrudas noktalar olsun(Sekil 2.8). Eger

Xz _XT

= 2.64
ZY TY (2.64)

ise yani Z ve T noktalari [XY] dogru pargasini igten ve distan ayni1 oranda boliiyorsa

o zaman Z ve T noktalarina X ve Y ye gore harmonik eslenikler denir[6].

Sekil 2.8: ABC ii¢gen diizleminde herhangi bir noktanin harmonik eslenigi

X, Y, Z dogrudas noktalar1 verildiginde Z noktasinin X ve Y noktalarina gore
harmonik eslenigi olan T noktasini elde etmek icin Y' noktas1 XY {izerinde olmayan
bir nokta ve X' noktasi ise, [ZY'] dogru pargasi lizerinde Z ile Y' noktalar1 arasinda
bir nokta olarak alinsin. Ayrica Z'= XY'"YX' ve T'=XX'"YY' olsun. O zaman
T=XYNZT olur. Z ve T noktalarinin X ve Y ye gore harmonik eslenik oldugunu
yani Z ve T noktalarmin [XY] dogru parcasini icten ve distan ayni oranda bolen
noktalar oldugunu gdstermek i¢in 6nce XYZ' iicgeni ve ZX'Y' dogrusuna gore

Menelaus teoremi uygulanirsa
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LYYZRAY (2.65)
ZX Y'X X'Z

esitligi elde edilir. Daha sonra XYZ' iicgeni ve T' noktasina gore Ceva teoremi

uygulanirsa

YA XZ_ (2.66)
TX Y'Z' X'Y

esitligi elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa ¢arpilirsa

zy

ZX _ (2.67)
YT

TX
olur. Buradan

XZ XT

— = 2.68
ZY TY (2.68)

elde edilir[6]. Boylece Z ve T noktalarinin X ve Y noktalarina gére harmonik eslenik
noktalar oldugu goriiliir. X, Y ve Z (veya T) noktalar1 verildiginde T (veya Z)

noktasinin koordinatlarinin elde edilisi su sekildedir:
X=a:B:y, Y=a"B:y ve Z=a+a": B+By+7 (2.69)
noktalar1 verilsin. T =x:y:z alinirsa (2.68)’ den

X—o _o+o'-o

(2.70)

'

a-x o'-o-a
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olur. Buradan x = a —a' elde edilir. Benzer sekilde y=f—f' ve z=7y—v' bulunur.
Ohalde X=a:B:y, Y=a"B"y', Z=a+a":B+p":y+7" noktalar1 verildiginde Z

noktasinin X ve Y noktalarina harmonik eslenigi olan T noktasinin koordinatlari

T=a-a""B-pB:y-y (2.71)

olarak elde edilir[7].

2.9. Genel Dogru Denklemi

X,!y,:z, ve X, Yy, :Z, gibi keyfi iki noktadan gegen dogru

X, y, z;|=0 (2.72)

X Yo 7

esitligini saglayan x :y:z noktalar kiimesidir ve denklemi

l=y,z,-2y,, m=z,X, —X,Z,, n=x,y, - yiX, (2.73)

olmak iizere /x + my +nz =0 dir[4, s. 28].

2.9.1. Dogrudashk

P =x,:y,:2z,, P,=x,:y,:2,, P, =x, 1y, :z, noktalar verilsin.

X, Yz
X, ¥y Z,/=0 (2.74)

X3 V3 Zy

ise bu noktalar ayni1 dogru tlizerindedir[4, s. 28].
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2.9.2. Noktadashk

{x+my+nz=0, /,x+m,y+n,z=0, /,x+m,y+n,;z=0 dogrulan verilsin.

¢, m; n,
¢, m, n, =0 (2.75)

f; m; n,

ise bu dogrular noktadastir. Bu dogrularin kesistigi noktanin koordinatlari ise

m,n, —n,m, :n,¢, —¢,n, :/,m, —m,/, seklindedir[4, s. 28-29].

2.10. Sonsuzdaki Dogru, Paralel Dogrular ve Dik Dogrular

2.10.1. Sonsuzdaki dogru

Bir dogru flizerinde herhangi iki noktanin olusturdugu dogru pargasinin orta
noktasinin bu iki noktaya gore harmonik eslenigi sonsuzdaki dogru iizerindedir.

Ornegin ABC referans iiggeninin B ve C kdse noktalarmin olusturdugu dogru

parcasinin orta noktasinin tam barisantrik koordinatlari

11
=0:—:— 2.76
2 2 2 (276)
dir. Bu noktanin B ve C noktalarina gére harmonik eslenigi
B__C:():l;_l (2.77)
2 2 2

noktasidir. Bu nokta sonsuzdaki dogru {izerindedir ve homojen barisantrik
koordinatlar1 0:1:-1 seklindedir. Dolayisiyla bir L dogrusunun sonsuzdaki noktasinin
homojen barisantrik koordinatlar1 bu dogru iizerindeki farkli iki noktanin tam

barisantrik koordinatlarinin farki alinarak bulunabilir[2, s. 46].
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Ornek 2.10.1.1: ABC referans iicgeninin BC, CA, AB kenar dogrularinin sonsuzdaki
noktalar1 smrastyla 0:-1:1, 1:0:-1, —1:1:0 dwr. B=0:1:0 ve C=0:0:1
oldugundan BC dogrusunun sonsuzdaki noktasi

C-B=0:0:1-0:1:0=0:-1:1 (2.78)

olarak elde edilir. Benzer sekilde CA ve AB dogrularinin sonsuzdaki noktalar1 da

elde edilir[2, s. 46].

Ornek 2.10.1.2: Genel olarak herhangi bir px +qy +1z=0 dogrusunun sonsuzdaki

noktasi

q-r:r—p:p—q (2.79)

dir. Sonsuzdaki tiim noktalar bir dogru tizerinde kabul edilir. Bu dogruya sonsuzdaki

dogru denir ve £ ile gosterilir. Denklemi ise asagidaki gibidir[2, s.46].

XxX+y+z=0 (2.80)

2.10.2. Paralel dogrular

Birbirine paralel dogrularin sonsuzdaki noktasi aynidir. Yani paralel dogrular
sonsuzdaki dogru lizerindeki bir noktada kesismektedir. P=u:v:w noktasindan

gecen L:px + qy + rz=0 dogrusuna paralel olan dogrunun denklemi
q-r r—p p—q

u v w |=0 (2.81)

seklindedir[2, s. 47].
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2.10.3. Dik dogrular

Bir L:px+qy+r1rz=0 dogrusu verilsin. L dogrusuna dik dogrularin sonsuzdaki

noktasi su sekilde belirlenir:
L dogrusunun CA ve AB kenar dogrularint kestigi noktalarin koordinatlar

Y=-1r:0:p ve Z=q:—p:0’ dir. A noktasindan gecen ve L dogrusuna dik olan

dogrunun denklemini bulmak i¢in dnce Y noktasindan AB dogrusuna dik c¢izilen ve
Z noktasindan CA dogrusuna dik ¢izilen dogrunun denklemi bulunmalidir. C

noktasindan AB kenarmma ¢izilen yiikseklik dogrusunun sonsuzdaki noktasi

S,:S,:—c’ ve B noktasindan CA kenarma gizilen yiikseklik dogrusunun
sonsuzdaki noktast S.:-b”:S,’ dir. Bdylece Y noktasindan AB dogrusuna dik

c¢izilen ve Z noktasindan CA dogrusuna dik ¢izilen dogrularin denklemleri sirasiyla

Sy, S, -¢’ S. -b> S,
-r 0 p(=0velq -p 0]=0 (2.82)
X Yy z X y z

dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

S,px +(c’r=Sgp)y +S,12=0 (2.83)
ve
S,px+S,qy+(b’q—S.p)z=0 (2.84)

olarak bulunur. Bu iki dik dogru AYZ ii¢geninin ylikseklik merkezinde kesisirler ve

bu noktanin koordinatlari

X'=S’qr- Czscpr - szqu + pZSBSC SAPS,r- bq+ Scp):S,p(S,q+Sgp— c’r)
(2.85)

veya gerekli diizenlemeler yapilirsa
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X'=8’qr—c’Spr—b’S;pq+p’SySc :Sc(p— ) =S, (q—1):S,(q—1)—S5(r—p) (2.86)

olarak elde edilir. AX' dogrusu A noktasindan gecer ve L dogrusuna diktir ve

denklemi de

| 0 0
S’ qr—c’Scpr—b’Sypq+p’SeSe Sc(P—q) =S, (@—1) S,(q—1)—Sz(r—p)|=0 (2.87)
X y z

veya gerekli diizenleme yapilirsa

—(SA(@-1)=S5(r=p)y+Sc(P-9 ~S,(q-1))z=0 (2.88)

olarak bulunur. Bu dogru ile sonsuzdaki dogrunun kesisim noktasi

Sp(r=p) =Sc(P~q):Sc(P~q) =S,(q-1):S,(q—1)=Sg(r—p) (2.89)

dir. Simdi L dogrusunun sonsuzdaki noktasinin q—-r:r—p:p—q oldugu goz

oniinde bulundurularak asagidaki teorem verilebilir[2, s. 54].

Teorem 2.10.3.1: Bir L dogrusunun sonsuzdaki noktas1 f:g:h ise L dogrusuna dik

olan dogrularin sonsuzdaki noktast

f:g"h'=S;g-S.h:S.h-S,f:S,f-S;¢g (2.90)

dir. Buna es deger olarak sonsuzdaki noktalar1 f:g:h ve f':g':h' olan iki dogrunun

birbirine dik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

S, ff'+S,gg'+S hh'=0 (2.91)

olmasidir[2, s. 55].
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BOLUM 3. UCGEN DUZLEMINDE CEMBERLER VE
PERSPEKTIVITELER

Bu bolimde ABC referans iiggeninin ¢evrelgemberi ve homoteti kavrami verilerek

genel ¢ember denkleminin nasil elde edilecegi gosterilmis ve bazi ¢cember ornekleri

verilmigstir. Daha sonra 0 < 6,0, ® < g ozelligini saglayan ZCX,B=6, ZAY,C=¢

ve /ZBZ,A=w acilart olusacak sekilde ABC referans iiggeninin BC, CA, AB
kenarlar1 lzerine swrasiyla BCX X,, CAY|Y, ve ABZZ, dikdortgenleri
yerlestirilmistir. Daha sonraX, noktasindan ABC referans liggeninin CA kenar
dogrusuna ve X, noktasindan AB kenar dogrusuna paralel ¢izilen dogrularin kesisim
noktas1 A,, Y, noktasindan AB kenar dogrusuna ve Y, noktasindan BC kenar
dogrusuna paralel ¢izilen dogrularin kesisim noktast B, olsun. Benzer sekilde Z,
noktasindan BC kenar dogrusuna ve Z, noktasindan CA kenar dogrusuna paralel
cizilen dogrularin kesisim noktas1 C, olarak alinsin. O zaman A B,C, liggeni ABC

ticgenine H =tan A :tanB:tanC yiikseklik merkezinden perspektiftir. Ayrica bu
boliimde daha once [8] de verilen ve AY,Z,, BZ X,, CX,Y, ili¢cgenlerinin kiitle

merkezleri G,, G,, G; olmak iizere G,G,G, iicgeninin ABC ii¢genine

H=tanA:tanB:tanC yiikseklik merkezinden perspektif oldugunu gdsteren bir

teoremin farkli bir kanit1 verilmistir.
3.1. Ucgen Diizleminde Cemberler

3.1.1. Sonsuzdaki dogrunun izogonal eslenigi olarak ABC referans iicgeninin

cevrelcemberi

P, ABC referans iiggeninin ¢evrelgemberi iizerinde bir nokta olsun. AX ve AP

dogrular1 A acisinin i¢ aciortayina gore, BY ile BP dogrular1 da B acisinin
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aclortayina gore simetrik olsunlar(Sekil 3.1). Ayrica Z/PAB=0ve /PBA=¢

olarak alinsin. Buradan 6+ ¢ =C olur[2, s. 63].

Sekil 3.1: ABC referans iiggeninin ¢evrelgemberi

ZXAB=A+0ve ZYBA=B+¢@oldugundan ZXAB agis1 ile ZYBA acisinin

oOlgiileri toplam1 180° dir ve buradan AX dogrusu BY dogrusuna paraleldir. Benzer
sekilde CP dogrusunun C agisinin agiortayina gore simetrigi CZ dogrusu ise o zaman

CZ dogrusu da AX ve BY dogrularina paraleldir. O halde AX, BY, CZ dogrularinin

kesisim noktasi, yani, ¢evrelgcember iizerinde bulunan herhangi bir noktay1 temsil
eden P noktasinin izogonal eslenigi sonsuzdaki dogru {izerindedir. Boylece
cevrelcember tizerindeki bir noktanin izogonal eslenigi, sonsuzdaki bir noktadir.
Bunun tersi de gecerlidir. Buradan sonsuzdaki dogrunun izogonal eslenigi
cevrelcemberdir ve sonsuzdaki dogrunun denklemi

Xx+y+z=0 (3.1)
oldugundan ¢evrelgemberin denklemi

a’yz+b’zx +c’xy =0 (3.2)

olur[2, s. 63].
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Tanim 3.1.1.1: Bir X noktasim1 X' noktasina % :§ bolmesiyle tasiyan  h(T,r)
benzerlik doniistimiine “T merkezli ve r oranli homoteti” denir[2, s. 15].

3.1.2. Genel ¢cember denklemi

Tam barisantrik koordinatlarda, herhangi bir (C) ¢emberi h(T,k) homotetisi ile ABC

referans tliggeninin ¢evrelcemberine homotetiktir. (C) ¢emberi ve ABC referans

licgeninin c¢evrelcemberinin benzerlik merkezinin koordinatlart T=u:v:w olsun.

P(x 'y z) noktasi (C) ¢emberi lizerinde ise t = % olmak iizere

hT,KP=kP+(1-k)T=x+tu(x +y+z):y+tv(x + y+z):z+ tw(x +y+z) (3.3)
noktasi ¢evrelgember iizerindedir. Bu nokta ¢evrelgember iizerinde oldugundan,

Zaz(yz+t(wy+Vz)(x+y+z)+tsz(x+y+z)2)=0 (3.4)

¢embersel

veya daha acik olarak

a’yz+b’zx+c’xy+ t( D a’ (wy+vz)x+y+ z)] +t (asz+ b’wu+ cquXx +y+z) =0

¢embersel

(3.5)

yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa her bir cember
azyz+bzzx+czxy+(x+y+z)(px+qy+rz)=0 (3.6)

genel formunda gosterilir. Burada px+qy+1z=0, (C) ¢emberi ile ABC referans

ticgeninin ¢evrelgemberinin kuvvet eksenidir[2, s. 68].
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3.1.3. Dokuz-nokta ¢emberinin denklemi

Dokuz-nokta ¢emberinin denklemi h(G,—%) homotetisi uygulanarak ABC referans

ticgeninin ¢evrelgemberinden elde edilir. P=x:y:z noktas1 dokuz-nokta ¢emberi

uzerinde bir nokta ise 0 zaman

Q=3G-2P=(x+y+2z)(l:1:1)-2(x:y:2)
=(X+y+z:x+y+z:x+y+2)—(2x:2y:22) 3.7
=(y+z—-X:1Z+X—-y:X+y—2)

noktast ¢evrelcember iizerindedir. ABC referans iiggeninin ¢evrelgemberinin

denkleminden
A2(z+x—-y)x+y-2)+b*xX+y-2)(y+z-x)+c’(y+z-x)(z+x-y)=0 (3.8)

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa dokuz-nokta ¢gemberinin denklemi

> at(x*-y +2yz—z')= Y (a’—c’-bP)x*+2a’yz=0 (3.9)
gembersel gembersel
veya

Y8, x*—a’yz=0 (3.10)

gembersel

olarak elde edilir[2, s. 67].

3.1.4. Miguel bagintisi

ABC ii¢gen diizleminde herhangi bir P noktas1 alinsin. AP, BP ve CP dogrularinin

ABC ti¢geninin sirasiyla BC, CA, AB kenarlarin1 kestigi noktalar bu P noktasinin

izleridir.
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Teorem(Miguel Teoremi) 3.1.4.1: X,Y,Z noktalar1 ABC liggen diizleminde bir P
noktasinin izleri olsun. A,Y,Z; B,Z,X;C,X,Y noktalarindan gegen C,,,, Cgx,

Cxy cemberleri ortak bir noktadan geger[2, s. 69].

AYZ g¢emberinin denklemini bulmak igin

a’yz+b’zx +c’xy+ (X +y+z)(px+qy+1z) =0 (3.11)

genel cember denklemi ele alinsin. Bu gember A =1:0:0 noktasindan gegtigi igin

p=0, (3.12)

X =u:0:w noktasindan gectigi i¢in

2
po_ U (3.13)
w+u
veY =u:v:0 noktasindan gectigi icin
c’u
q=- (3.14)
u+v
olur. O halde C,,, ¢emberinin denklemi,

2 2
azyz+bzzxJrczxy—(ererz)(Cu y+ bu z)=0 (3.15)
u+ w+u

olarak elde edilir. Ayn1 sekilde diger iki cemberin denklemleri de

c’v a’v
Cpoyx 2’ yz+b’zx +c’xy — (x + y + z)( X+ z) =0,

u+v V+ W

b2 , (3.16)
Ceogy 127 yZ+bzx +c°xy — (X +y + 2)( Vo 2 W y)=0

w+u V+w
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olarak elde edilir. Miguel teoreminden bu ii¢ ¢ember bir P' noktasinda kesisir. Bu

nokta P nin “Miguel noktas1” olarak adlandirilir ve P' noktasinin koordinatlar

2 2 2 2 2 2
cu b u cv a’v b°w a’w
+ X + z= X + (3.17)

u+v w+u u+v V+Ww w+u V+w

esitliklerini saglar. O halde bu denklem sistemi ¢6ziilerek P' noktasinin koordinatlari

2 2 2 2 2 2 2 2
a avw+bwu+cuv_b a‘vw bwu+cuv

V+W V4+W W+U U4V WHU VHEW WHu u+v (3.18)
c? (asz+bzwu ctuv

‘U+V V+W wW+u u+v

olarak bulunur|[2, s. 69-70].
3.1.5. Cevian cevrelcember

P=u:v:w noktasinin cevian c¢evrelgemberi, P noktasinin izlerinden gecen

¢cemberdir. Genel ¢cember denklemi
(@’yz+b’zx+c’xy)+ (X +y+2z)(px+qy+12) =0 (3.19)

oldugundan P noktasinin izleri olan O:v:w, u:0:w, u:v:0 noktalar1 bu

denklemde yerine konulursa

(3.20)

esitlikleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse
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1 a’vw  b*wu c’uv
p:__(_ + + ),
20 V+W W+Uu u+v

1 a’vw b?wu c’uv
q=—— - + ), (3.21)
2v V+W W+UuU u+v

1 a’vw b*wu c’uv
r=——o + -
2W V+W W+u u+v

elde edilir. O halde P =u:v:w noktasinin cevian ¢evrelgemberi,

2 2
(@’yz+b’zx +c Xy)+(X+y+z)((_(a vw  b'wu ¢ uV))x
2u V+W W+4+u u+v

. | . (3.22)
+(E(_a VW+ wu_cuv))y+(_(_a VW_ wu CUV))) 0

V+WwW w+u u+v 2w vV+w WwW+u u+v

olarak bulunur|2, s. 70].

3.1.6. Cyclocevian eslenik

P=u:v:w noktasinin ABC referans iicgeninin BC, CA, AB kenarlar1 {izerinde
bulunan izleri, sirasiyla X=0:v:w, Y=u:0:w ve Z=u:v:0 dir. P noktasinin
cevian ¢evrelgcemberinin BC, CA, AB kenarlar1 ile ikinci kesisim noktalar1 sirasiyla

X', Y', Z' olsun. Cevian c¢evrelgemberin BC dogrusunu kestigi noktalarin ilk

koordinatlari sifirdir. Genel ¢ember denkleminde x =0 alinirsa bu noktalar
a’yz+(y+2)(qy +12)=0 (3.23)
denklemini saglar. Bu denklem diizenlenirse,

Q> +(q+r+a’)yz+rz’ =0 (3.24)

olur. Her iki taraf z* ye boliiniirse
g +(q+r+a>)T+r=0 (3.25)
z z
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elde edilir. Bu denklemin kdklerinin ¢arpimi L olur. Denklemin koklerinden biri

Y dir, Ciinkii cevian ¢evrelgemberin BC dogrusunu kestigi noktalardan biri
W

X =0:v:w oldugundan diger kok ™ dir. Boylece, ikinci kesisim noktast
qv

X':O:rw:qV:O:L:L (3.26)
qv w

dir. Benzer sekilde XYZ cevian c¢evrelgemberinin diger iki kenarla ikinci kesisim

noktalar1 da bulunabilir. AX',BY' ve CZ' cevianlari Lii noktasinda kesisir.
pu qv rw

Bu kesisim noktas1 P noktasinin Cyclocevian eslenigi olarak adlandirilir ve ¢(P) ile

gosterilir. O halde c(P)’ nin koordinatlari

1 _ 1 ' 1

2 2 2 * 2 2 2 : 2 2 2
aVW+bWL1+CLIV a‘vw bWLl+CLIV aVW+bWL1 cuv

(3.27)

V+W W+4+UuU Uu+vV V+W W+U U+V V+W WH+U UuU+v
dir[2, s. 71].
3.1.7. ABC referans iicgeninin i¢ teget cemberinin denklemi
ABC referans iiggeninin i¢ teget ¢emberinin BC, CA, AB kenarlarina degme
noktalar1 sirastyla X, Y, Z olsun(Sekil 3.2). ABC referans iiggeninin i¢ teget

cemberinin BC kenarina degme noktasinin ilk koordinati sifir olacagi i¢in genel

cember denkleminde x =0 yazilirsa

a’yz+(y+z)(qy+12)=0 (3.28)

seklini alir[2, s. 73].
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Sekil 3.2: ABC referans liggeninin i¢ teget gemberinin kenar dogrularina
degme noktalarinin homojen barisantrik koordinatlari

s, ABC referans liggeninin ¢evre uzunlugunun yarisi olmak iizere i¢ teget cember BC

kenarina X =0:s—c:s—b noktasinda degdiginden LA %
z s-—

a’yz+(y+z)(qy+1z)=0 (3.29)
denkleminin tek kokiidiir. Buradan k bir skaler olmak tizere

qy’ +(q+r+a’)yz+rz’ =k((s—b)y — (s —c)z)’ (3.30)
olarak yazilabilir. Bu esitlikten

k=1, q=—(-b)’, r=—(s-c)’ (3.31)

bulunur. Benzer sekilde, gemberin CA dogrusuna teget oldugu diistintiliirse

p=—(s—a)’> ver =—(s — c)’(sabit olarak) (3.32)
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elde edilir. O halde i¢ teget cemberin denklemi,
a’yz+b’zx+c’xy—(x+y+z)((s—a)’x +(s—b)’y+(s—¢c)’z) =0 (3.33)
olur[2, s. 73-74].

3.1.8. ABC referans iicgeninin dis teget cemberleri

ABC referans iicgeninin i¢ teget ¢emberinin denklemini elde etmek icin kullanilan

yontem dis teget cemberlerin denklemlerini elde etmek icin de kullanilir. X', Y', Z'

noktalar1 A- dis teget ¢emberinin sirastyla BC, CA ve AB kenarlarina degme

noktalar1 olsun(Sekil 3.3). s, ABC referans iiggeninin ¢evre uzunlugunun yarisi
olmak {lizere |AZ‘| =s, |AY'| =s, |BZ'| =s—c, |BX'| =s—c¢, |CY'| =s—Db,
|CX'| =s—b’ dir. Buna gore X',Y',Z' noktalarinin homojen barisantrik
koordinatlar1 sirastyla 0:s—b:s—c, —(s—b):0:s, —(s—c):s:0’ dir. Buradan, A-

dis teget cemberinin denklemi
a’yz+b’zx +c’xy —(x+y+z)(s’x+(s—c)’y+(s—b)’z)=0 (3.34)

olarak elde edilir. Benzer sekilde B-dis teget ve C-dis teget cemberlerinin
denklemleri de

a’yz+b’zx+c’xy—(x+y+2z)((s—c)’x+s’y+(s—a)’z)=0 (3.39)
ve
a’yz+b’zx +c’xy—(x +y+z)((s—b)’x +(s—a)’y+s°z) =0 (3.36)

olarak bulunur|2, s. 74].
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Sekil 3.3: ABC referans iiggeninin A-dis teget cemberinin ABC {i¢geninin kenar
dogrularina degme noktalari

Buradan ABC referans {iggeninin ¢evrelgemberi ile dis teget ¢emberlerinin kuvvet

eksenleri

0
(s—cfx+s’y+(s—a)z=0 (3.37)
( 0

Bu ii¢ dogru, kose noktalari

A’:—(b+c)(a2+(b+c)2) b(212+b2 2) c(c2+a2—b2)
B’:a(a2+b2— ) (c+a( >+(c+a) )c(b2+c —a ) (3.38)
C':a(a2 +c’ -b? ) b(a +b? - b)( Pt a+b)2)
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olan bir liggen belirtir. A'B'C' liggeni Clawson noktasi olarak bilinen 2. b . &
SA SB SC

noktasinda ABC referans tiggenine perspektiftir[2, s. 78].

3.1.9. Kuvvet merkezi

Denklemleri

a’yz+b’zx +c’xy — (x +y+ z)(pix +q,y+ riz) =0, 1=123 (3.39)

olan C; ¢emberleri ele alinsin. Bu ¢emberlerin kuvvet merkezi, li¢ cembere gore esit

kuvvetli olan noktadir. Bu noktanin koordinatlar1t a € R olmak tizere

pX+q,y+rz=a
p,x+q,y+rz=a (3.40)
p;Xx+q,y+rz=a

denklem sisteminin ¢oziimiidiir. Kuvvet merkezinin koordinatlar1 P =u:v:w olarak

alinsin. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi

P &4 1
M=|p, a (3.41)
P; 43 1.4

olmak tizere P noktasinin koordinatlar1 sirasiyla

1 q 1 p, I 1 p, q 1
1 q o |p, 1 5} [py q, 1 (3.42)
1 q; q; p; 1 1 Py q; 1

matrislerinin determinantlaridir[2, s. 90].
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3.1.10. ABC referans ii¢geninin i¢ teget cember ile dokuz-nokta cemberinin

kuvvet ekseni(Feuerbach tegeti)

ABC referans iiggeninin i¢ teget cemberi ile dokuz- nokta ¢emberinin denklemleri

daha once sirasiyla

a’yz+b’zx+c’xy—(x+y+z)((s—a)’x +(s—b)’y+(s—¢c)’z) =0 (3.43)
ve
a’yz+b’zx + czxy—%(x +y+2)(S,x+Szy+S.2)=0 (3.44)

olarak elde edilmisti. Bu ¢emberlerin kuvvet ekseninin denklemini bulmak ig¢in

(3.43) ile (3.44) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

» 1 » 1 » 1
((s—a) —ESA)X +((s—b) —ESB)y+ ((s—c¢) —ESC)Z =0 (3.45)
olur. Bu son esitlikte x’ in katsayisi

(s—a)’ —%SA =i((b+c—a)2 —(b*+c* —alz))=%(a2 —a(b+c)+bc)=%(a—b)(a—c)

(3.46)
dir. Benzer sekilde y’ nin ve z’ nin katsayilar1 sirasiyla
, 1 1
(s=b)"—=Sz;==(b—-a)b-c) (3.47)
2 2
ve
, 1 1
(s—¢) _ESC :E(C—a)(c—b) (3.48)
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olur. Buradan, bu iki ¢cemberin kuvvet ekseninin denklemi

L:(a-b)la—c)x+(b—a)b—c)y+(c—a)(c—-b)z=0 (3.49)
veya
L A S (3.50)

elde edilir. P=(b—c)’:(c—a)*:(a—-b)’ ve Q=a(b—c)*:b(c—a)’:c(a—b)’
noktalar1 L dogrusu lizerindedir. Bu noktalar1 kullanarak, L kuvvet ekseni iizerinde

bulunan P digindaki noktalarin bir parametrik ifadesi baz1 t degerleri i¢in

x:y:z=(@+t)b-c)’ :(b+t)c—a)’:(c+t)a—b)’ (3.51)

olarak bulunur|2, s. 75].

3.1.11. ABC referans ii¢cgeninin i¢ teget cemberinin merkezi ve dokuz-nokta

c¢emberinin merkezinden gecen dogru

Ik olarak ABC referans iicgeninin i¢ teget ¢emberi ile dokuz- nokta ¢emberinin
kuvvet ekseni olan L dogrusu ile I ve N merkezlerinden gegen dogrunun kesisim
noktasi elde edilsin. Dokuz-nokta ¢emberinin merkezinin koordinatlari, koordinat

toplam1 8S? olmak iizere

N=a’(b*+c’)—(b>—c*)*:b*(c* +a’)—(c’* —a’)’ :c’(@’ +b’*)—(a’ —b*)?
(3.52)

noktasidir. NI dogrusu lizerindeki herhangi bir nokta k bir gercel say1 olmak iizere

N+kI bigimindedir. Bu nokta daha agik olarak
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a’(b> +c’)—(b*>—c*)* +ka:b’(c*+a*)—(c* —a*)* +kb (3.5%)
2> +b%)—(a’ —b*)? +ke '

biciminde yazilabilir. Bu noktanin hem IN {izerinde hem de L kuvvet ekseni

tizerinde olmasi icin gerekli k gercel sayis1 k = —2abc olarak elde edilir. Buradan NI

dogrusu ile L kuvvet ekseninin kesisim noktasinin ilk koordinati

a’(b®>+c’)—(b*>—=c*)* =2a’bc=a’(b—c)* —(b* —c*)’
—(b-c)’(a’ —(b+c)?) (3.54)
=4s(a—s)(b—c)’

olur ve benzer sekilde a,b,c gembersel permiitasyonuyla diger iki koordinat da

bulunur. O halde bu noktanin koordinatlari
F=(-a)b-c)’:(s=b)c—a)’:(s—c)a—b) (3.55)

dir. Eger t=—-s almirsa L dogrusu iizerinde yine F noktasi elde edilir. Bu nokta
Feuerbach noktasi olarak adlandirilir. F noktast [IN] dogru parcasini bolme orani

E dir. O zaman
FI

F ~ 8S*N + 2skl = 8S*N — 4sabcl (3.56)

dir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa R, ABC referans ii¢geninin

cevrelgemberinin yarigapi ve r i¢ teget gemberin yarigapt olmak iizere

E:—4se;bc:—SSIZ{S:—sR: R :B:—r (3.57)
FI 8S 8S S -2r 2

olur|[2, s. 75-76].
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3.1.12. Feuerbach teoremi

Dokuz-nokta ¢emberi ve i¢ teget cember F Feuerbach noktasinda birbirine igten

tegettir. F Feuerbach noktasini iizerinde bulunduran dogrunun denklemi

+ + =0 (3.58)

olur. Ayrica dokuz-nokta ¢emberi ABC referans iicgeninin dis teget cemberlerinin

her birine distan tegettir[2, s. 77].

Teorem (Feuerbach teoremi)3.1.12.1: Dokuz- nokta c¢emberinin ABC referans

licgeninin {i¢ dis teget cemberine teget oldugu noktalar,

:(b+c)2 (c+a)’ (a+b)’

F'
s—a s—b s—¢C

(3.59)

noktasinda ABC ii¢ggenine perspektif olan bir tiggen olustururlar[2, s. 77].

3.1.13. Brocard noktalar1

ABC referans liggeninin A ve B noktalarindan gegen ve A noktasinda AC kenarina
teget olan ¢ember ele alinsin. Bu ¢cember A ve B noktalarindan gectigi i¢in denklemi
bazi r sabitleri i¢in

a’yz+b’zx +c’xy—1z(x +y+2)=0 (3.60)

bicimindedir. Bu ¢ember AC dogrusuna A noktasinda teget oldugu icin bu

denklemde y =0 degeri yerine konulursa denklem

7> =0 (3.61)

halini alir. Buradan r =b” bulunur ve ¢gemberin denklemi
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Cop:a’yz+b’zx +c’xy —b’z(x +y+2)=0 (3.62)

olarak elde edilir. Benzer sekilde

Cppe :a’yz+b’zx +c’xy —c’x(x +y+2) =0 (3.63)
ve
Ceepia’yz+b’zx +c’xy —a’y(x +y+2)=0 (3.64)

cemberleri elde edilir. Bu {i¢ ¢cemberin kesisim noktasi

1 1
Q:C_Z:a_z:

1
L (3.65)

noktasidir[2, s. 80-81]. Bu noktaya ABC referans iiggeninin birinci Brocard noktasi

denir. Bu nokta
/ZOAB=/0QBC=/ZQCA (3.66)
esitligini saglar[9].

Tersine olarak C,;,Cy Ve C,, ¢emberlerinin denklemleri sirasiyla

C,pp 2 yzZ+b’zx +c’xy—b’x(x +y+2)=0, (3.67)
Cpee a’yz+b’zx +c’xy—c’y(x +y+2) =0 (3.68)
ve

Ceppia’yz+b’zx +c’xy—a’z(x +y +2)=0 (3.69)
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seklindedir ve bu ¢emberlerin kesisim noktasi

111
Q=—1751—

R (3.70)
noktasidir[2, s. 81]. Bu nokta ABC referans {i¢geninin ikinci Brocard noktasidir ve
ZOQ'AC=ZQ'CB=ZQ'BA (3.71)
esitligini saglar[9]. Bu iki Brocard noktasi birbirinin izogonal eslenigidir. O halde

ZQAB=/QBC=ZQCA =ZQ'AC=ZQ'CB = ZQ'BA (3.72)

olur. Bu ortak a¢1 degerine ABC referans iiggeninin Brocard agis1 denir ve o ile

gosterilir[2, s. 81].

3.1.14. Conway notasyonundan yararlananarak elde edilen iiciincii Brocard

noktasi
A noktasindan BC kenarina paralel bir dogru ¢izilsin ve bu dogru ile BQ dogrusu D

noktasinda kesigsin. A ve D noktalarindan BC kenarina inilen dik dogrular bu kenar1

sirastyla F ve E noktalarinda kessin(Sekil 3.4). Buna gore

BE| ~ IBF| + [FC| + |CE|

cotm= |ED| = |FA| (3.73)
dir. Bununla birlikte |FA| = |ED| oldugundan

IBF| |FC| |[CE|
cotm= =cotA +cotB+cotC (3.74)

+ +
[FA|  [FA| |ED|

olur[10, s. 61].
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Sekil 3.4: ABC referans tiggeninin Brocard agisi ile birinci ve ikinci Brocard noktasi

Buna gore boliim 2° de bahsedilen Conway notasyonunun bazi 6zel durumlari

S, :%(b2 +c?—a?)

=S, —a’, (3.75)

=S, - b, (3.76)

=S, —c’ (3.77)

olarak bulunur[11]. BQ ve CQ'dogrularinin kesisim noktas1 A__ olsun. Benzer

sekilde

B, =CONAQ've C_ = AQNBQ' (3.78)
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noktalari verilsin. Kose noktalart A_,B_ ,C_ olan A_ B_ C_, iicgeni

K(-o) = ) : : = (3.79)

noktasindan ABC referans liggenine perspektiftir[2, s. 81]. K(—wm) noktas1 ii¢lincii

Brocard noktasi olarak bilinir[9].

3.1.15. (A(a),B(b),C(c)) ¢cember iicliisii

[k olarak ABC referans iiggeninin kdse noktas1 A merkezli a yarigapl A(a) cemberi
ele alinsin. Bu ¢ember AB dogrusunu c+a:-a:0 ve c-a:a:0 noktalarinda keser. Ayni

sekilde AC kenarim1 a+b:0:-a ve b-a:0:a noktalarinda keser. O zaman bu ¢emberin

denklemi

C,:a’yz+b’zx+c’xy+(x+y+z)a’x+(@* —c*)y+(a’ -b*)z)=0 (3.80)
dir. Benzer sekilde B(b) ve C(c) ¢gemberlerinin denklemleri

C, =a’yz+b’zx+c’xy+ (x +y+2z)(b> —c’)x +b’y + (b’ —a’)z) =0 (3.81)
ve

C,=a’yz+b’zx +c’xy +(x +y+2)((c’ —=b*)x +(c* —a’)y+c’z) =0 (3.82)

olur. Bu c¢emberler ABC referans iiggeninin Longchamps ¢emberleri olarak

adlandirilir. Bu ¢gemberlerin kuvvet merkezi,

azx+(a2 —cz)yjt(at2 —bzﬁ:(b2 —cz)erbzer(b2 —alz)z=(c2 —bz)x+(c2 —az)y+czz

(3.83)

45



denklem sisteminin ¢oziim kiimesi olan x:y:z noktasidir. Bu noktanin koordinatlarini
elde etmek i¢in (3.83)° te ilk iki ifade toplanip, ikinci ifade ile {igiincii ifadenin

toplamina esitlenirse
S.(y+2z)=S.(x+y) (3.84)

elde edilir. Benzer sekilde ilk iki ifade toplanip, birinci ifade ile ti¢lincii ifadenin

toplamina esitlenirse
Sc(x+ y)=SB(Z+X) (3.85)

elde edilir. Buradan
. . 1 . 1 . 1 . .
y+Z'Z+X'X+y:§'g'§:SBC'SCA'SAB (3.86)

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa kuvvet merkezi
X:1y:Z=Sc\ +S,5 —Sgc :Sas +Spc =Sca :Spe +Sca =S (3.87)
olur. Bu nokta ABC referans {iggeninin Longchamps noktas1 olarak adlandirilir. Ayn

zamanda bu nokta ABC referans iicgeninin c¢evrelcemberinin merkezine gore

yiikseklik merkezinin yansimasidir. Yani,

L=20-H (3.88)
dir[2, s. 83].

3.1.15.1. Steiner noktasi

ABC referans tliggeninin c¢evrelgemberi ile denklemi (3.80) ile verilen C,

¢emberinin kuvvet ekseni
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a2x+(a2 —cz)y—i-(a2 —bz)z:O (3.89)

dogrusudur. BC kenar dogrusu ile bu dogrunun kesisim noktasi

A':Ozczia2 :azibz (3.90)
noktasidir. Benzer sekilde C, ¢emberinin kuvvet ekseni CA kenarini
B’=b21C2 :O:azib2 (3.91)
noktasinda ve C_ ¢emberinin kuvvet ekseni AB kenarimi
C'=b2icz :cziaz :0 (3.92)
noktasinda keser. Bu A',B',C' noktalari, koordinatlari

L1 ! (3.93)

b2 —c? c2—a’ a’_p?

olan noktanin izleridir. Bu nokta ¢evrelgember iizerindedir ve Steiner noktasi olarak

adlandirilir[2, s. 84].
3.1.16. Lucas cemberleri

ABC referans iicgeninin BC kenar1 iizerine distan yerlestirilen CBXY karesinin X
ve Y koseleri ABC referans iicgeninin A kosesine birlestirilsin. AX ve AY
dogrularinin BC kenar dogrusu ile kesisim noktalar1 sirasiyla K ve L olsun. K
noktasindan gecen ve BC kenarina dik olan dogru AB kenarin1 N noktasinda kessin.

L noktasindan gecen ve BC kenarmma dik olan dogru AC kenarmi M noktasinda
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kessin(Sekil 3.5). Boylece olusan KLMN karesi ABC ii¢ggeni tarafindan

cevrelenmektedir[12].

Sekil 3.5: ABC referans tiggeninin Lucas ¢emberleri

KLMN karesi BC kenar1 iizerine distan yerlestirilen CBXY karesinden h(A, ZS Sj
a” +

homotetisi ile elde edildiginden A, M ve N noktalarindan gegen ¢emberin denklemi

2
a
C,:a’yz+b’zx +c’xy -

x+v+zl\c’y+b?z)=0 3.94
. +S( y+7)c’y+bz) (3.94)
dir[2, s. 93]. Bu ¢ember Lucas A-gemberi olarak bilinir[12]. Aynm1 sekilde ABC

referans liggeninin diger iki kenar1 {izerine distan yerlestirilen karelere karsilik gelen

Lucas ¢emberleri

2

Cp:a’yz+b’zx +c’xy— S (x+y+ z)(czx + azz): 0 (3.95)
+
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\

2
C

C.:a’yz+b’zx +c’xy — (X+y+z)(b2x+a2y):0

c>+8S
dir. Bu li¢ ¢cemberin kuvvet merkezinin koordinatlari

az(czy + bzz) bz(azz + sz) cz(bzx + azy)

a’+S$S b*+S ¢’ +8S

denklemlerini saglar. Bu esitlikteki ifadeler a’b’c?’ ye boliiniirse

veya
Y,z z . x x .,y
2 2 2 2 2 2
b2 C :k, 02 a :k, az b =k, (kER)
a” +8S b” +S c +S

yazilabilir. Buradan

Z Z X X
blz+c—2=k(a2 +5), Lo S =k +9), a—2+b%=k(c2 +S)

veya
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y V4 . V4 X . X y . . .
b—2+c—2.c—2+a—2.a—2+b—2—k(a2+8).k(b2+S).k(c2+S) (3.102)

olur. Boylece

X . y.z _k 2 2 k 5 2 2 ko, 2 2
—:i—:—=—(b"+c"-a"+S):—(c"+a" " -b"+S): —(@a"+b" —c" +S
RERERb 2( )2( )2( )
(3.103)
elde edilir ve buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa kuvvet merkezi,
x:y:z=a’(2S, +S):b*(2S, +S):c*(2S. +9S) (3.104)

olarak bulunur. U¢ Lucas ¢emberi birbirine ikiser ikiser tegettir. Teget noktalari

sirastyla

A'=a’S, :b*(S, +S):¢*(S. +9)
B'=a’(S, +S):b>S, :c*(S. +9S) (3.105)
C'=a’(S, +S):b*(S; +S):¢’S,.

dir[2, s. 93-94].

3.2. ABC Referans Ucgeninin Kenarlar1 Uzerine Yerlestirilen Dikdortgenler ile
Elde Edilen Perspektiviteler

3.2.1. ABC referans iicgeninin kenarlarina yerlestirilen dikdortgenler

ABC referans iicgeni alinsin(Sekil 3.6). Bu iiggenin BC kenarinin {istiinde

ZCX,B=0 (0<06< g) olacak sekilde bir dikddrtgenin bir kose noktas1 X, olarak

alinirsa Conway formiiliinden X, noktasinin koordinatlarmin
—a’:S.:S; +S, (3.106)
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oldugu goriiliir. Boylece [BX,] dogru pargasi kdsegen olacak sekilde BCX X,

dikdortgeni gizilirse X, noktasinin koordinatlar da

—a’:S. +S,:S, (3.107)

olarak elde edilir.

Sekil 3.6: ABC referans ii¢ggeninin kenarlari {izerine yerlestirilen dikdortgenler

Benzer sekilde, ABC referans iiggeninin AC kenarinin alt tarafinda ve AB kenarinin

iist tarafinda sirasiyla ZAY,C=¢ ve L /BZA=0 (0<¢p,0< Ty olacak sekilde
y 1 1 ¢ >

Y, ve Z, noktalar1 alinir ve [CY,]ve[AZ,] dogru parcalar1 kosegenler olacak
sekilde CAY,Y, ve ABZ,Z, dikdortgenleri ¢izilirse
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Y, =Sc+8S,:-b*:S,,
Y, =S¢ :—b’:S, +8S,, (3.108)
Z,=S,:S, +S,:—¢’

Z,=S,+8S,:S, :—¢’
elde edilir.

Teorem(Desargues Teoremi) 3.2.1.1: ki iiggenin karsilikli koselerini birlestiren
dogrular noktadas ise bunlarin karsilikli  kenarlarinin  arakesit noktalari

dogrudastir[13].

Tanim 3.2.1.1: ABC ve A'B'C' herhangi iki {iggen olsun. P,A,A'; P,B,B'; P,C,C'
nokta ftgliileri dogrudas olacak sekilde bir P noktasi varsa bu iiggenlere P

noktasindan “perspektif” ve buradaki P noktasina da “perspektiflik merkezi” denir[4,

s. 51].

Desargues teoremine gére BCNB'C', CANC'A', ABn A'B' noktalar1 dogrudastir
ve bu noktalardan gegen dogru perspektiflik eksenidir[3,syf.51]. Eger BC ve B'C'
kenar dogrular1 paralel ve diger karsilikli iki kenar ¢ifti de paralel ise bu liggenler
sadece perspektif degil ayn1 zamanda homotetiktir ve bu durumda perspektiflik

merkezi homoteti merkezi olarak adlandirilir. Burada perspektiflik ekseni sonsuzdaki

dogrudur[4, s. 51-52].

3.2.2. ABC referans ii¢cgeninin kose noktalarina bagh AY,Z,,BZ X, ve CX,Y,

iicgenlerinin kiitle merkezleri

Yukarida tamimlanan X,, Y,, Z,, X,, Y, ve Z, noktalarinin olusturdugu AY,Z,,

BZ X,ve CX,Y, tiggenlerinin kiitle merkezleri sirasiyla

G, =S +Sy +S, +S, +1: =S, :=S,
G,=-S.:S,+S,+S. +S, +1:=S, (3.109)
G, =-S5:-S,:5, +S5 +S,+S, +1
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olur(Sekil 3.7). Simdi daha once [8]" de bir sonug olarak ifade edilen G,G,G,

ticgeni ABC referans iiggenine H =tan A :tanB:tanC yiikseklik merkezinden
perspektifligi kanitlanacaktir.

Teorem 3.2.2.1: G,G,G, ticgeni ABC referans liggenine H=tan A :tanB:tanC

yiikseklik merkezinden perspektiftir.

Kanit: Y,Z,A tiggeninin kiitle merkezi

Y, =S. +S,:-b*:S,,Z, =S, +S,:S, :—¢*,A=1:0:0 (3.110)
oldugundan

Y, +Z,+A=S.+S, +S, +S, +1:-b” +S,:S, —¢’ (3.111)
ve buradan

G, =S¢ +S5 +S, +S, +1: =S : =S5 (3.112)
bulunur.
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Sekil 3.7: G,G, G, tiggeni ABC iiggeninin perspektiflik merkezi

Benzer sekilde Z,X,B {liggeninin kiitle merkezi

Z,=S,:S, +S,:—¢c*,X,=-a’:S.+8S,:S,,B=0:1:0 (3.113)
oldugundan
G,=-S.:S, +S, +S. +S, +1:=S, (3.114)

elde edilir. Benzer sekilde X,Y,C iicgeninin kiitle merkezinin koordinatlari

X, =-a":S.:S5+S,, Y, =S.:-b*:S, +S_,C=0:0:1 (3.115)
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oldugundan

G; =—S5:=S,:S, +S5 +S,+S, +1 (3.116)

elde edilir.

G,G,G, tggeni ile ABC referans tiggeninin perspektif olup olmadigini incelemek
icin G,A, G,B, G,;C dogrularnin denklemleri bulunur. G,A dogrusunun

denklemi, G, =S +S; +S,+S, +1:=S.:=S;, A=1:0:0 noktalarindan gegen

dogru denkleminden
X y z
Sc +Sy +S, +S,+1 —-S. Sy |=0 (3.117)
1 0 0

determinantindan gerekli diizenlemeler yapilarak

~S,y+S.z=0 (3.118)

olarak bulunur.

G,B dogrusunun denklemi, G, =-S.:S, +S. +S_  +S, +1:-S,,B=0:1:0

oldugundan
X y z
-Sc S, +Sc+S, +S, +1 -S, |=0 (3.119)
0 1 0

determinantinda gerekli diizenlemeler yapilirsa

S,x-S.z=0 (3.120)
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ve G;C dogrusunun denklemi, G, =—S;: =S, :S, +S,; +S,+S,+1, C=0:0:1

oldugundan
X y z

-Sg —S, S,+Sg+S;+S,+11=0 (3.121)
0 0 1

determinantinda gerekli diizenlemeler yapilirsa

~S,x+S,y=0 (3.122)

olur. Buradan

0 -S, S
S, 0 —S/=0 (3.123)
-S, S, 0

oldugundan G,G,G, tliggeni ABC referans iliggenine perspektiftir. Bu iicgenlerin

perspektivite merkezi ise

X Y Z Lo
S, 0 —Sc|=SpS¢:S,S¢:S,Spg=—:1—:— (3.124)
SA SB SC
-S, S; O
veya gerekli diizenlemeler yapilarak
1 1 1
(3.125)

ScotA ScotB  ScotC

olarak elde edilir. Bu nokta ise ABC referans li¢geninin yiikseklik merkezi

H =tan A ; tan B ; tan C noktasidir.
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Sonug 3.2.2.1: A,B,C, ii¢geni G,G,G, liggenine H =tan A : tan B : tan C yiikseklik

merkezinden perspektiftir.

Sonu¢ 3.2.2.2: A, ABC referans liggeninin alan1 olmak tlizere AY,Z,,BZ X,, ve

CX.,Y, ti¢genlerinin alanlar sirasiyla

S’A  S’A SPA
8,8, SuSo SeS,

seklindedir. Bu durumda

S,S AAYIZZ :SwseAlexz :SeS(pAcxly2

o~ o

esitligi yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa bu esitlik

AA\{lz2 _ Alex2 _ Acxly2

$,°S,8,  S¢Sy’Se  S4S,S.’

seklini alir. Daha sonra sadelestirme yapilarak

AAle2 _ Alex2 _ ACXIYZ

S, S S

[0 (0]

olur.
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BOLUM 4. KELEBEK TEOREMIi

Diizlem Geometride ilgi cekici pek ¢ok teoremden biri kelebek teoremidir. Bu
teorem ilk kez 1815 yilinda Gentleman’s Diary’ de bir problem olarak
yayinlanmistir[14]. O zamandan beri pek ¢ok matematik hayranini etkilemistir.
Bunlarin bir kismi bu teorem icin basit ve sik kanitlar verirken digerleri gesitli

genellemeler elde etmistir[15].
4.1. Kelebek Teoremi ve Bu Teoremin Bazi Kanitlar:

Bankoff, kelebek teoremini gemberler ve bazi degisik durumlar i¢in incelemistir.
Klasik kelebek teoremi su sekildedir: Bir cemberin herhangi bir AB kirisi alinsin. Bu
kirisin orta noktasi I olsun. I noktasindan gecen farkli CD ve EF kirisleri alinsin. CF

ve ED kirislerinin AB kirisini kestigi noktalar sirasiyla M ve N olsun(Sekil 4.1). Bu
durumda |MI| = |IN| esitligi gecerlidir[15].

Sekil 4.1: Bir gemberin herhangi bir kiriginin orta noktasindan gecen farkl iki kirisin
olusturdugu kelebek
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Simdi bu teoremin bazi kanitlar1 verilecektir. ilk olarak Leon Bankoff> un bu teoreme

iliskin kanit1 ele alinacaktir.

Kanit 1: C noktasindan AB kirigine paralel ¢izilen dogru ¢emberi bir G noktasinda

kessin. (Sekil 4.2)[16].

Sekil 4.2: AB kirisine paralel ¢izilen CG kirisi

Buradan I, AB kirisinin orta noktast oldugundan c¢emberin merkezi olan O
noktasindan CG kirisine ¢izilen dikme I noktasindan gecer. Bir c¢emberin
merkezinden bir kirige inilen dikme kirisi iki esit par¢aya boler. Dolayisiyla ICG
ticgeninin CG kenarma ait yiikseklik ayni zamanda kenarortay olur. O halde bu

ticgen ikizkenardir ve buradan|CI| = |IG , ZICG = ZGEI ve ZCIM = ZGIN elde

edilir. Buna ek olarak CDGE c¢embersel dortgenindeki ZGCD ve ZGED g¢evre
acilarinin  gordiikleri yaylarin Olgiilerinin toplami  360° oldugundan bu agilar
bitlinlerdir. Bununla birlikte ICG {icgeni ikizkenar iiggen oldugundan
ZGCD = ZCGI ve CG//AB oldugundan ZCGI = ZGIN olur. Dolayisiyla
ZGCD = ZCGI = ZGIN esitligi elde edilir. Ayrica ZGCD ve ZGED agilar
biitiinler oldugundan ZGIN ve ZGEI agilar1 da biitiinlerdir ve buradan INEG
dortgeni de c¢emberseldir. Boylece ZIGN, ZIEN, Z/FED, ZFCDve ZMCI
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acilarinin oSlgiiler1 esittir ve MIC ve ING iiggenleri estir.(ac1-kenar-ac¢1) Buradan

IMI| =[IN| olur[16].

1815’ te Gentleman’s Diary’ de 39. sayfada kelebek teoremi i¢in iki kanit verilmistir.
Bunlardan biri Horner tarafindan digeri Richard Taylor tarafindan verilmistir. Simdi

Horner’ in kanit1 verilecektir.

Kanit 2: K ve L noktalar1 CF ve ED kirislerinin orta noktalar1 olsun(Sekil 4.3). IK ve
IL dogrularnt sirastyla CFI ve EDI benzer iiggenlerinin(agi-agi-ag1) kenarortaylari
oldugundan ICK ve IEL iiggenleri benzerdir(kenar-agi-kenar) ve buradan
ZMKI = ZNLI olur. KOIM ve IOLN dortgenlerinin her biri ¢emberseldir ve
boylece /NLI=ZNOI ve ZMKI = /ZMOI elde edilir. Buradan ZMOI = ZION
olur. Sonug¢ olarak IOM ve ION dik ti¢cgenleri estir(agi-kenar-agi) ve buradan

IMI| = IN]| elde edilir(Sekil 4.3.)[14].

Sekil 4.3: Birbirini kesmeyen CF ve ED kirisleri ile olusturulan kelebek

Klasik kelebek teoremine verilen ilk kanitlardan biri Miles Bland’ 1n “Geometrical

Problems” adli kitabinda yayinlanan kanittir. Simdi bu kanit verilecektir.

Kanit 3: N noktasindan CF kirisine ¢izilen paralel dogru CD dogrusunu P noktasinda,

EF dogrusunu R noktasinda kessin(Sekil 4.4)[17].
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Sekil 4.4: Bir ¢emberin kiriglerinden birine ¢izilen paralel dogru

/NRE, ZIFMve ZNDP agcilarinin 6l¢iileri esit oldugundan REN ve DPN ii¢cgenleri

es acili ve
[RN| _ [ND| (4.1)
INE| NP

orani vardir. Boylece |All = [IB| oldugundan

INE|NDJ| = [RN|NP| = |AN|[NB| = (|AI| + [IN])(AI| - [IN]) (4.2)

olur. Benzer sekilde IMD ve INP ii¢genleri es agili ve INR ve IMF {i¢genleri de es

acilidir. Buradan,
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PN _[em]

NI M|
Ve

[RN] _ [FMm|
N

olur. Bu durumda

[PN|RN| ~ ICM|FM|
NI mif

elde edilir. Bununla birlikte (4.2) esitliginden

2

IPN|RN| = |A1* —[NI]* ve [cCM[[FM] =|AI]" ~ M|
oldugundan

AL = NI _ AT M
NP v

olur. Burada gerekli sadelestirmeler yapilarak
=N

elde edilir[17].

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Notasyonlardaki bazi farkliliklar hari¢ bu kanitin aynis1 subat 1944’ te American

Mathematical Monthly’ de E571 probleminin ikinci kaniti olarak W. E. Buker
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tarafindan verilmistir[18]. Ayrica Coxeter ve Greitzer tarafindan da Geometry

Revisited’ de verilmistir[19].

Yukaridaki 4 numarali kanitta bahsedilen Buker’ in American Mathematical
Monthly’ de yayinlanan kanitinin oldugu kisimda Joseph Rosenbaum’ un kanit1 da

yayinlanmistir. Simdi bu kanit verilecektir.

Kanit 4: ED kirisinin I noktasindan gecen ¢apa gore yansimast E'D' kirisi olsun Bu
kiris AB kirigini bir M' noktasinda kessin. M ile M' noktasinin ¢akisik oldugu
kanitlanacaktir(Sekil 4.5)[18].

Sekil 4.5: Bir kirigin AB kiriginin orta noktasindan gegen ¢apa gore yansimasi

Rosenbaum bu kanit1 Johnson” un[20] yaptig1 gibi yonlii agilar1 kullanarak vermistir.
Ters acilar ve simetriden dolayr ZCIB, ZDIA ve BID' acilarinin Slgiileri esittir.
Ayrica ZCFD' ve ZCIB agilarinin odlgiileri esittir. Boylece ZCFD'= ZBID' olur.
Buradan I, M, F, D' noktalar1 ¢embersel ve ZID'M, ZIFM, ZEFC, ZEDI ve
ZID'E'" agilarinin 6l¢iileri esittir. Boylece, M noktasi E'D' dogrusu tizerindedir ve N

noktasinin I noktasina gore yansimasidir.
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Mannish Charosh[21], kuvvet eksenlerini igeren bir yaklasim Onermistir. Simdi bu

kanit verilecektir.

Kanit 5: AB dogrusu iizerinde |M'I| :|IN| olacak sekilde bir M' noktasi alinsin.

Buna gore CD kiriginin M' noktasindan gectigi ve boylece M ile M' noktalarinin

cakisik oldugu kanitlanacaktir(Sekil 4.6).

Sekil 4.6: Es tiggenler

Bunu kanitlamak i¢in |IE'| = |IE| olacak sekilde EF dogrusu iizerinde bir E' noktasi

ve |ID|=|ID'| olacak sekilde CD dogrusu lizerinde bir D' noktasi alinsin. Bu
durumda E'D'I ve IDE {iggenleri es liggenlerdir.(kenar-agi-kenar) Bu es tliggenlerin
icindeki M'D'l ve NDI iicgenleri de estir.( kenar-agi-kenar) E'D'I ve IDE
ticgenlerinin es tg¢genler olmasi dolayisiyla ZCFE, ZCDE, ZE'D'l acilarinin
oOlgiileri esit oldugundan CD'FE' ¢embersel bir dortgendir. Bu dortgeni ¢evreleyen
cember I' ile gosterilsin. (I') c¢emberinde A, E, B, D noktalar1 bir ¢ember

tizerindedir. Boylece, B, E', A, D' noktalar1 I noktasina gore A, E, B, D noktalarinin
simetrikleridir ve bu noktalar da bir ¢ember lizerindedir. Bu c¢ember I ile

gosterilsin. ('), (I'") ve (I'"') ¢emberlerinin kuvvet eksenleri olan AB, D'E' ve CF
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dogrular1 noktadastir. Sonug olarak AB ve D'E' dogrular1 M noktasindan gectigi igin

PS dogrusu da M noktasindan geger ve boylece |MI| = |IN| olur[21].

1955 yili ocak ayinda School Science and Mathematics’ te Eilberg’ in bir kaniti

yayinlanmigtir[22]. Simdi bu kanit verilecektir.

Kanit 6: D noktasindan AB kirisine paralel bir dogru ¢izilsin. Bu dogru ¢emberi birS
noktasinda kessin. SI dogrusunun ¢emberi kestigi diger nokta T ile gosterilsin. (Sekil

4.7).

Sekil 4.7: Paralel kirisler ve esit yaylar

Paralel iki dogrunun bir kesenle yaptig1 agilarin 6zelliklerinden ZAIC = ZBIT dir.
Buradan AC ile BT yaylariin 6l¢iisii aynidir. Buna gore ZISF acgisinin 6lgiisii AC,
BD, DF yaylarinin dlgiileri toplaminin yarisina esittir ve IMF agis1 da ayni1 yaylar ile
Olciiliir. Boylece ZIMF = ZISF olur ve MIFS dortgeni bir ¢ember tarafindan

¢evrelenmektedir. Buradan

ZNDI = ZMFI = ZMSI (4.9)
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olur. Ayrica |IS|=|ID| ve ZAIS=ZNID oldugundan aci-kenar-a¢1 eslik

teoreminden ISM ve IDN {i¢genleri estir. Buna gore |MI| = |IN| elde edilir[22].

o ) ZX /TX
Dogrudas X, Y, Z, T noktalar1 verilsin. Bu dort noktanin ¢ifte orani v/ Ty veya

TY

ZXTY
TX.ZY

ile ifade edilir ve bu oran [X,Y,Z,T] veya {XY, ZT} ile gosterilir[23].

Simdi klasik kelebek teoreminin trigonometrik bir kanit1 verilecektir.

Kanit &:

=4

F

Sekil 4.8: A, M, I, B noktalarinin ¢ifte orani

Bir {iggenin i¢ ac¢ilarinin siniisleri ile o ag¢ilarin karsilarindaki kenarlarin uzunluklari

arasindaki bir bagintiy1 ifade eden siniis teoreminden

1A _ 1A /IM _ smLAFI/smlMFI 4.10)

IM AM/ AM sin ZIAF/ sin ZIMF

e ..., BA .
yazilabilir. Benzer esitlik BM orani i¢in de yazilarak
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[AMIB]_sinLAFE/sinAAFB @.11)

7 sin ZEFC/ sin ZBFC '

ve

(ALLN B]_sinLADE/sinéADB @.12)
Y sin ZEDC/ sin ZBDC '

elde edilir. Ayn1 yay1 goren agilar es oldugundan(Sekil 4.8) [A,M,[,B]=[A,I,N,B]

olur ve bu esitlik

Al BM _ AN BI

IM AB NI AB (.13)
olarak yazilabilir. Al =IB oldugundan

MB.IN = MLAN (4.14)
veya

(MI+1IB).IN = (AI+IN).MI (4.15)
olur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

MB.IN = AN.MI (4.16)
veya

IB.IN = ALMI (4.17)

elde edilir. Boylece Al=IB oldugundan MI=IN olur[24]. Bu kanit Dixon Jones’ un

makalesinde de vardir[25].
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K. Satyanarayana’ nin bir makalesinde kelebek teoreminin kaniti analitik geometri

ile verilmistir[26]. Simdi kanit 9* da bu kanit verilecektir.

Kanit 9: DF ve CE dogrularinin AB dogrusu ile kesisim noktalar1 sirasiyla M' ve N'
olsun(Sekil 4.9). Orijini I noktasi, x-ekseni AB dogrusu ve y-ekseni IO dogrusu olan

bir dikdortgensel koordinat sistemi ele alinsin[26].

Sekil 4.9: Dikdortgensel koordinat sistemi

I', cemberinin merkezi O(0,d) noktas1 olsun. Eger ¢emberin yarigapi r ise denklemi

S o=x>+(y—d)> -1 =0 (4.18)

dir. CD ve EF dogrular orijinden gectiginden bu dogrular denklemi

¥, =ax’ +2hxy+by’ =0 (4.19)

olan dejenere bir konik olusturur. Bu konik I, ile gdosterilsin. Herhangi k, /e R

sayilari igin

S =KkS, 45, =0 (4.20)
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denklemi I ve I', koniklerinin ortak noktalarindan gegen bir koniktir. Yani, I ve

I', konikleri eger C, D, E, F noktalarinda kesisiyorsa bu noktalardan gecen her konik
bu formda gdsterilebilir[26].

> =0 konigi AB dogrusunu V ve W noktalarinda kessin(Sekil 4.10).

Sekil 4.10: Kesisen iki dogrunun olusturdugu dejenere konik

AB dogrusunun denklemi y = 0 oldugundan

T (x,0)=x>+d’ —-r’veZ,(x,0) = ax’ 4.21)
olur. Boylece V ve W noktalarinin apsisleri Z(x,0) = 0 denkleminin yani,

k(x* +d* —r?)+fax’ =0 (4.22)

denkleminin kokleridir. Bu denklem birinci dereceden terim igermediginden

koklerinin toplamu sifirdir. Boylece

IV+IW = 0 (4.23)
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Ve
V1| = [1W| (4.24)

olur. Bu esitlik C, D, E, F noktalarindan gecen her konik i¢in gecerlidir ve ED, CF
dogru ikilisi bdyle bir koniktir, dolayisiyla (4.24)’ den

IMI| =|IN]| (4.25)
olur[26].

DF, CE dogru ikilisi de C, D, E, F noktalarindan gegen bir koniktir. Eger bu dogrular
AB dogrusunu sekil 4.9 da goriildiigii gibi M' ve N' noktalarinda keserse (4.24)

esitliginden dolay1

IM']] = [IN] (4.26)
elde edilir.

I',, denklemi

¥, = Ax® + 2Hxy + By’ + 2Gx + 2Fy +C =0 (4.27)

olan herhangi bir diizgiin konik olsun. Yukarida kullanilan notasyon kullanilarak

¥(x,0) = k(Ax* +2Gx + C) + fax* =0 (4.28)

elde edilir. A ve B noktalarinin koordinatlari sirasiyla (—a,0) ve (o,0) ise

> (~0,0) = =, (0,0) = 0 (4.29)
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olur. Buradan G =0 dir. Bdylece

¥(x,0)=0 (4.30)

denklemi birinci dereceden terim igermez ve kanit yukaridaki gibi yapilir[26].

Kanit 10: DE ve FC dogrularinin kesisim noktas1 Y olsun(Sekil 4.11).

Sekil 4.11: Capraz dogrular

NYM iicgeni ile FIE dogrusuna ve NYM f{iggeni ile DIC dogrusuna Menelaus

teoremi uygulanirsa sirastyla

INFMEY = INCMDY

NIMEY ) REMOY (4.31)
IMFY EN  ’IM CY DN

esitlikleri yazilabilir. Bu iki esitlik taraf tarafa carpilirsa
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IN> FM.CM.EY.DY _ .
IM? . EN.DN.FY.CY

(4.32)

olur. Ayrica bir noktanin bir gembere gore kuvveti tanimindan
EYDY =FY.CY (4.33)

oldugundan

IN>  ENDN ANBN  (AI+IN)(AI-IN) A’ -IN? 4
IM> FMCM AMBM (AI+IM)AI-IM) AI° -IM?

(4.34)

ve buradan

MI = IN (4.35)

elde edilir[27].

John Casey’ in 1892 yilinda yayimlanan “A Sequel to Euclid” isimli kitabinda Cifte

oranlar kullanilarak klasik kelebek teoreminin zarif bir kanit1 verilmistir[28].

Kanit 11: A, N, I, B noktalarinin ¢ifte orani(Sekil 4.12)

[A,N,I,B]= IA [BA (4.36)
IN/ BN

ve A, I, M, B noktalarinin ¢ifte orani

[A,I,M,B] = MA /BA (4.37)
MI/ BI

dir.

72



Sekil 4.12: A, N, 1, B noktalarinin ¢ifte orani

E, A, D, C, B noktalarinin olusturdugu demet ile F, A, D, C, H noktalarinin

olusturdugu demetlerdeki agilar ayni yaylar1 gordiigii i¢in bu oranlar esittir ve

Al =1IB oldugundan

MI = IN (4.38)

elde edilir[28]. O halde kelebek teoremi sadece ¢emberler i¢in degil daha genel

olarak konik kesitleri i¢in de gecerlidir.

Steven R. Conrad[29], klasik kelebek teoreminin farkli bir kanitin1 vermistir. Bu
kaniti vermenin amaci herkes tarafindan daha rahat anlasilabilecek, o giine kadar

verilenlerden daha basit ve sik bir kanit yolu sunmaktir. Simdi bu kanit verilecektir.

Kanit 12: ZFCD = Z/DEF=a,, ZCFE = ZEDC=f, ZMIF = ZEIN =y,

ZCIM = £ZDIN =9,

Al|=|IB|=a,

MI|=x, |NI|=y olsun(Sekil4.13). Buradan

|AM| =a—X ve |BN| =a—y olur. Uggenlerin y&nlii alanlarmin oranlart

Avic Ae Auvr Ay -1 (4.39)

AINE AMFI AIDN AMIC
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alinirsa

ICI|CM]sin o |EI|IN|siny [FI|FM]sinf |ID|IN|sin8

[EI|EN|sin o [FI[IM]sin y [ID|DN]|sin |CI|IM]sin& (349

yazilabilir[29].
Sekil 4.13: Esit agilar ve liggenlerin alanlari

Gerekli diizenlemeler yapilirsa

[CM|FM|IN|* = [EN|DN|1M|* (4.41)
olur. Bununla birlikte
ICM|FM| = |AM|BM| (4.42)
ve
[EN|DN| = [BN|AN| (4.43)
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oldugundan

|AM|BMJIN|” = [BN|AN]IM|* (4.44)
veya
@ -x")y’ =(a’—y")x’ (4.45)

olur. Son denklemin tek kokii x =y ’dir. O halde |MI| = |IN| dir[29].

4.2. Klasik Kelebek Teoreminin Bir Genellemesi

Roger Johnson’ un Modern Geometri[20] kitabindaki bir dipnot 1896 yilinda Annals
of Mathematics isimli dergide yaymlanan A Candy’ e ait bir makaleye[30] dikkati
ceker. Bu yayina erigilemediginden kolay kavramayi saglamak agisindan bu yayinda
kullanilan materyal burada verilen kelebegin ana temasina uygun olarak

anlatilacaktir[15].

I noktas1 bir cemberin AB kirisi {izerinde herhangi bir nokta olsun. Bu I noktasindan
gecen farkli CD ve EF kirigleri ¢izilsin(Sekil 4.14). CF ve ED kirigleri AB kirigini
sirastyla M ve N noktalarinda kessin[30]. A,, A,, A;, A, sirastyla CMI, EIN, MIF ve

IDN {i¢genlerinin alanlar1 olmak iizere |IB| =m,

IA|=n,

IN|=p,

IM|=q, [IE|=a,

[IF| = b,

IC| =c,

ID| =d,

CM|=x,

MF|=y,

EN| =V ve |ND| =z olsun. Buradan

ZMCI = ZIEN ve ZMFI = ZIDE oldugundan

l cxsin ZMCI
A2 _x (4.46)

Ay LovsinzEN &
2
! by sin ZMFI
N
s 21— - ﬂ, (4.47)
A, Edz sin/IDE 92
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lbq sin ZCIM
A _2 | (4.48)
Ay ;dp sin ZBID dp

Ve

lbq sin ZMIF
A 27 (4.49)

A ;ap sin ZEIB

olur.
Sekil 4.14: AB kiriginin herhangi bir noktasindan gegen farkl: iki kirig
Boylece
AA; _beq® _ bexy (4.50)

A,A, adp’® advz

ve bunun sonucu olarak
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q’ _xy _|AM[MB| (n-q)m+q) _mn-gq(m-n)-q’

- = = = 5 (4.51)
p° vz |AN||NB| (n+p)(m—-p) mn—p(m-n)—p

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak

mn(p —q) = pq(m—n) (4.52)

veya

mh_Mm=n (4.53)
Pqa  P—q

olur. Buradan

Lt st

elde edilir. Ozel olarak I noktas1 AB kirisinin orta noktast oldugu zaman

m-n=0 (4.55)

olur ve (4.52)’ den

mn(p—q) =0 (4.56)

elde edilir. Burada mn # 0 oldugundan p = q bulunur[30].

4.3. U¢ Kanath Kelebek Problemi

Bu problem 1984 yili mart ayinda R. S. Luthar tarafindan ortaya atilmistir[31]. Bu
problem agagidaki gibidir.
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C ve D noktalar1 bir I ¢emberini herhangi bir AB kirigini li¢ esit par¢aya bolsiin ve
P, bu ¢ember iizerinde A ve B noktalarindan farkli bir nokta olsun. PD ve PC
dogrular1 ¢cemberi sirasiyla E ve F noktalarinda; EC ve FD dogrulart ise ¢emberi

sirastyla G ve H noktalarinda kessin. Ayrica GF ve HE dogrular1 AB kirisini L ve M
noktalarinda kessin. O zaman |AL| = |BM| olur(Sekil 4.15)[31].

Sekil 4.15: Ug kanatli kelebek

Coziim: Candy’ nin teoreminin kanitindaki notasyon ve bagintilar1 kullanarak

(4.54)de

|ACj=n=1,|CBj=m=2,|CD|=p=1 (4.57)
alinarak
r,.1.1.1 (4.58)
q 1 2 2
ve buradan

2
ILC|=q= 3 (4.59)
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olur. Ayni1 uygulama PFHE dortgenine yapilirsa bu kez |AD| =m=2,

DB|=n=1,

|DM| =p alinarak
IDM| = % (4.60)

olur. Buradan |AC| = |DB| oldugundan
AL =[MB] (4.61)

elde edilir[15].
4.4. Cift Kelebek Teoremi

Dixon Jones[32], klasik kelebek teoreminde bazi degisiklikler yaparak “Cift Kelebek

Teoremi” ad1 verilen yeni bir teorem ortaya atmig ve bu teoremin kanitini vermistir.

Teorem4.4.1: AB, bir ¢cemberin herhangi bir kirisi olsun. )R( ve )S( bu kirisi soldan
saga sirastyla T, U, W, V ve V', U', W', T' noktalarinda kesen ve bu ¢emberin
cevreledigi iki kelebegi gostermek tlizere eger AV =BV', AW =BU' ve

AU = BW' esitlikleri var ise AT = BT' olur(Sekil 4.16).

Kanit: )R( kelebeginde dogrudas A, T, U, B noktalarina ve A, W, V noktalarina

sirastyla ¢ifte oran uygulanirsa
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Sekil 4.16: Ayni gember ile ¢evrelenen bir ¢ift kelebek

(A.T. U, B] = AU /AB _ s%n LAFE/s%n Z/AFB 4.62)
TU/ BT sin ZEFC/ sin ZBFC
ve
(A, W.V,B] = 51‘n AADC/s.m Z/AFB 4.63)
sin ZEDC/ sin ZBDC
olur. Ayni yay1 goren agilar esit oldugundan
[A,T,U,B]=[A, W, V,B] (4.64)
veya
AU /AB _ AV /AB (4.65)
TU/ BT WV/ BW

olur. Sadelestirme yapilarak
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AUBT _AVBW
TU VW

elde edilir. Benzer sekilde )S( kelebegi igin de

BW'AT' BV'AU'
WV Tl Vl UV

(4.66)

(4.67)

elde edilir. Teoremin ifadesinde verilen kosullardan AV =BV', AU'=BW,

VW =V'U' esitlikleri saglandigindan bu esitlikler (4.67)’ de yerine yazilirsa

BW'AT' AVBW

W'T' VW

olur. (4.66)’ deki esitlikten dolay1 (4.68)’ deki esitlik

BW'AT'  AUBT

W'T' TU

olur. Buradan AU = BW' oldugundan

AT'TU =BT.W'T

(4.68)

(4.69)

(4.70)

elde edilir. Bununla birlikte AT'= AW'+W'T' ve BT =BU+ UT ifadeleri (4.69)’

deki esitlikte yerine konursa

AW'UT+W'T'UT = BUW'T+UT.W'T'

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa bu esitlik

AW'UT =BUW'T'

olur. Teoremin ifadesinde verilen kosullardan AW'= BU oldugundan
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UT=W'T' (4.73)
olur ve buradan

AT =BT (4.74)
elde edilir[32].

4.4.1. Cift kelebek teoreminin farkh bir kamti

Larry Hoehn[33], Cift Kelebek Teoreminin farkli bir kanitin1 vermistir. Bu kanit
verilirken Hiroshi Haruki’ ye atfen bir lemma[34] kullanilmistir[33].

Lemma 4.4.1.1: PQ ve CD bir ¢emberin birbirini kesmeyen kirigleri ve B noktas1 bu
cember lizerinde PQ kirigsine gére C ve D noktalari ile ters tarafta bulunan bir nokta

olsun(Sekil 4.17). Bu durumda B noktasinin her konumu i¢in BC ve BD dogrular

PQ kirisini Xz _q (a, sabit) olmak {izere x, y, z uzunluklu dogru pargalar1 olusacak
y

sekilde keserler.

Sekil 4.17: PQ kirigini xz_ a (sabit) olacak sekilde bolen kirigler
y
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Simdi ¢ift kelebek teoremine Hoehn’ in ortaya koydugu kanit verilecektir.

,b=|UW|=|W'U},c=|WV|=[U'W,d=|VV]|

m = |AT ,a=|AU|=[BW/

,n =BT

ve e=a+b+c+d olsun(Sekil 4.18).

Yukarida verilen lemma 4.4.1.1 A ve B noktalarina ve )R( kelebeginin keyfi PQ ve

CD kirislerine iki kere uygulanirsa

m(b+c+e):(a+b)e

a—m

=k (k, sabit) (4.75)

elde edilir[33].

Sekil 4.18: Bir ¢ift kelebek

Benzer sekilde )S( kelebegi icin

n(b+c+e) _ (a+b)e (4.76)

a—n C

elde edilir. Bu iki denklem birlikte ¢oziilerek

83



m(b+c+e) n(b+c+e)

a—m a—n

(4.77)

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa m = n elde edilir[33].

4.5. Dortgenler i¢in Kelebek Teoremi

Bankoff[15]’un ¢alismasina gore I noktasi bir ¢emberin herhangi bir AC kirisi

tizerinde herhangi bir nokta olsun. Bu noktadan gecen DE ve FG kirisleri ¢izilsin. FE

ve DG kirigleri AC kirigini sirastyla M ve N noktalarinda kessin. |IA| =a, IC| =c,
IM|=m, |IN|=n ise
1111 (4.78)

elde edilir[35].

Simdi, kelebek teoreminin dortgenler i¢in benzer bir kanit1 verilecektir. Bu kanit igin

ticgenlerin alanlariyla ilgili asagidaki 6zellikler kullanilmistir.

1) XYZ ve XZT fi¢genleri i¢in K noktast XZ dogrusu ile YT dogrusunun kesisimi
olmak iizere(Sekil 4.19)

Axyz :@ (4.79)
Ayzr  [TK]
dir[35].
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Sekil 4.19: YXZ ve TZX tiggenlerinin alanlarinin oranlari

2) ABC ve XYZ iiggenleri asagidaki gibi verilsin(Sekil 4.20 ve Sekil 4.21).

Sekil 4.20: ABC ve XYZ liggenlerinin Z noktast BC dogrusu iizerinde B ile C noktasinin
arasinda iken orantili alanlari
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B=Y

Sekil 4.21: ABC ve XYZ iiggenlerinin Z noktas1 BC dogrusu iizerinde B ile C noktasinin
disinda iken orantili alanlar1

ZABC = ZXYZ (Sekil 4.20) veya ZABC+ £ZXYZ=180" (Sekil 4.21) oldugundan

A psc _ |AB"BC| (4.80)
Aw, [XY|YZ|
olur[35].

Simdi dortgenler i¢in kelebek teoremi verilsin.

Teorem (Dortgenler igin kelebek teoremi)4.5.1: Konveks bir ABCD dortgeninin AC
ve BD kosegenlerinin kesisim noktast I olsun. I noktasindan gecen ve ABCD
dortgeninin  kenarlarmi  E,F,G,H noktalarinda kesen EF ve HG dogrularinm
cizilsin(Sekil 4.22). M =EG N AC ve

N =HFNAC ise

|AM[ [IN| _ [1A] 481
M| [CN| 1] (8D
olur.

Kanit: Sekil 4.22° deki tiggenlere 1) ve 2) 6zellikleri uygulanirsa
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|AM| |IN| — AAEG AIFH
IM| [CN| Ao Agr

_ AIFH ACBD AABD AAEG

AIEG ACl-LF ACBD AABD
_ [1FH] |CD|CB] [1A] |AE|AG|
IE|1G| |CF|CH] |1C| |AB[|AD|
— AFAC AHAC ADAC BAC |IA| AEAC GAC
AEAC AGAC AFAC AHAC |IC| ABAC ADAc
_ 1A
-~ [iq]

(4.82)

elde edilir. |IA| =a,|IC| =c, =n alinirsa

a (4.83)
C

= (4.84)

elde edilir. Boylece

|AM]|
|IM| |IA|

A (4.85)
@ |IC|

N

olur. (4.82) deki esitlikten [IA| = [IC| olur[35].
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Sekil 4.22: ABCD dortgeninin kdsegenlerinin kesisim noktalarindan gegen dogrularin
olusturdugu kelebek

4.6. I¢ ice Girmis Dortgenler I¢cin Kelebek Teoremi

Zvonko Cerin[1], “Bir Dértgen Tarafindan Cevrelenen Kelebekler Uzerine” isimli
calismasinda koseleri A(0,0),B(f,g),C(1,0),D(p,q) (f,g,p,q € R) olan bir ABCD
dortgeni iizerinde “Genellestirilmis Kelebek Teoremi” ni ve bu dortgenle ilgili baska
bazi bagintilar1 gostermistir. Bu boliimde ise Genellestirilmis Kelebek Teoremi 7
farkli sekilde gosterilmistir. Zvonko Cerin’in ¢aligmasina ek olarak burada asagidaki
noktalar1 kose noktalar1 olarak kabul eden konveks dortgenlerden yararlanilarak
kelebekler olusturulmustur(Sekil 4.23). Bu 7 kelebegi olusturmakta kullanilan

konveks dortgenlerin kdse noktalari

A(0,0), Be {(x, y)|x +y>0,x—y> 0}, C,), De {(x, y)|x +y>0,x—-y< 0}
A(0,0), Be{xy)x>0,y>0} C(O1l), De{xy)lx<0,y>0}
A(0,0), Be{x,yx+y>0,x-y<0} C(-Ll), De{xylx+y<0,x-y<0}

A(0,0), Be{x,y)lx<0,y>0} C(-10), De{xyfx<0,y<0}
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A(0,0), Be {(X,y)|x +y<0,x-y< 0}, C(-L-1), De {(X,y)|x +y<0,x-y> 0}

A(0,0), Be{x,ylx<0,y<0} CO-1), De{xylx>0,y<0}
A(0,0), Be {(x,y)|x +y<0,x—-y> O}, Cd,-1), De {(x,y)|x +y>0,x—-y> 0}

noktalaridir.

N
W

N o N
PN

K

Sekil 4.23: Diizlemde sekiz kelebek

Ik olarak koseleri A(0,0),B(f,g),C(1,1),D(p,q) olan ABCD dértgeni ele almsin.
ABCD dortgeninin AB ve BC kenarlarimi sirasiyla u,v (u,v #—1,0,1) oranlarinda

bolen noktalar A' ve B' olsun. I, ABCD dortgeninin kdsegenlerinin kesisim noktasi
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ve E(h,h) (0<h<1) noktast AC kosegeni iizerinde I dan farkli bir nokta olsun(Sekil
4.24).

D(p.q)

C(1,1)

A(0,0)

Y

B(f,g)

Sekil 4.24: Koseleri A(0,0), B(f, g), C(1,1), D(p,q) (f,g,p,q € R )olan ABCD
dortgeni

AB kenarmi u oraninda bolen nokta A' olarak alinirsa u orani igin

u=-—— (4.86)

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten
uB-uA'=A'-A (4.87)
elde edilir. Buradan

(u+DA'= A +uB (4.88)
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ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

fu gu
u+1l u+1

1

(4.89)

noktasi elde edilir. BC kenarini v oraninda bolen nokta B' ise

v=——— (4.90)

olacagindan

vC-vB'=B-B (4.91)

ve buradan

(v+1)B'=B+vC (4.92)

olur.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa

gty gty (4.93)
v+1l v+1

noktasi elde edilir. C' noktast A'E ile CD dogrularinin kesisim noktasi, D' noktas1

da B'E ile DA dogrularinin kesisim noktasi olsun. Bu sekilde olusturulan A'B'C'D'
dortgeni ABCD dortgeni tarafindan ¢evrelenmektedir(Sekil 4.25).
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A
D(p,q)
C
c(1,1)
, I
L&
A0,0) B .
AV
y=x B(f,g)

Sekil 4.25: ABCD dortgeni ile gevrelenen A'B'C'D' dortgeni

Teorem 4.6.1: Yukarida tanimlanan ABCD ve A'B'C'D' dortgenleri alinsin. U
noktast AC ile A'D' dogrulariin kesisim noktasi, V de AC ile B'C' dogrularinin

kesisim noktas1 olsun(Sekil 4.26). O zaman

AU EY] AT o
\UE||vc] i '
olur.
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C(1,1)

A(0,0) B

A’

B(f,g)
Sekil 4.26: D'AA', D'A'E, EB'C', CC'B', ABD, CDB ii¢genleri
Kanat: |AU ,\UE|,[EV|,|VC|,|All, IC| uzakliklarinin  kareleri Matlab programi
yardimiyla
2.2 Ry

AUl = 2u"h’(gp —fq) - (4.95)

(fug + hq — hp + vhup — gup — puv — vhuq + vuq)

2 _ 20 _ 2

|UE|2 _ 2h"(p—q)” (-h + huv —uv) . (4.96)

(fuq + hq — hp + vhup — gup — puv — vhuq + vuq)

_1\2 N2 ] - 2
|EV|2 _ 2(h—-D"(p—q)” (-h+huv—uv) - (4.97)
(fu—fug+uq-pu—gu—hp+vug—puv+ vhup+gup+hq—vhug
2 2 2

|qu 2u”(h-1)"(-fq+f+q—-g+gp—p) (4.98)

- (fu—fuq+uq—pu—gu—hp+vug-puv+ vhup+ gup+hq—vhug)’
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ve

1 - 2(f+q-fq—g+gp-p)’
(g+p-f-q)°

elde edilir. Buradan

AU [EV]" (gp—fq)’

2

UE[ [ve]*  (F+a-fa—g+gp-p)
Ve

AT _ (gp —fq)’
e (f+aq-fq-g+gp-p)’

elde edilir. O halde

AU BV _[AT
U [ve]" ficf

yazilabilir. Bu son esitlikte her iki tarafin karekokii alinirsa

[AU[[EV] _ |AT]
UE|[vc| |1
elde edilir.
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Teorem4.6.2: t, =D'AA',t, =D'A'E,t, =EB'C',t, =CC'B',t, = ABD, t, =CDB
ticgenleri ele alinsin. (4.94) bagmtisina benzer bir bagmti t,t,,t,,t,,t, t,

ticgenlerinin alanlar i¢in de gecerlidir, yani

Atl At3 ~ At5

— == (4.105)
At2 Au At(
dir.

Kanit: Herhangi bir XYZ ticgeni ele alinsin. Kose noktalart X(x,,x,),Y(y,,¥,),

Z(z,,z,) olmak lizere bu liggenin alani

. 1 x, x,
Axyz = B Ly vy, (4.106)
1 z, =z,

formiiliiyle hesaplanabilir. Buradaki t, t,, t;,t,, t,, t, ticgenlerinin alanlar1 da bu

(4.106)’ daki formiilii kullanarak Matlab programi yardimiyla

A =— hu(f — g)(gp —fq) , (4.107)
1 2(u+1)(hp+Vhp_gp—pv—hq—vhq+fu+Vq)

A, = h(f —g)(p—q)(=h + huv —uv) , (4.108)
> 2(u+1)(~hup —hp — gu + gup + huq + hq + fu — fuq)

A =— (h—1)(f —g)(p —q)(=h +hvu —uv) , (4.109)
; 2(v +1)(~hup — hp — gu + gup + huq + hq + fu — fuq)

A, - uth-(f -g)(f+g—fq—g+gp—p) (4.110)

" 2(v +1)(~=hup — hp — gu + gup + huq + hq + fu — fuq)”’
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1
A, =5(fq—gp) (4.111)

Ve

1
At6=5(f+q—fq—g+gp—p) (4.112)
olarak bulunur. Buradan

AL A gp—1fq

A, A,  f+q-fq-g+gp-p

(4.113)

Ve

A, gp—fq

A, f+q-fq-g+gp-p

(4.114)

oldugundan
t
L B 4.115
A ( )

elde edilir.

4.7. t,, t,, t,, t,, t., t, Ucgenlerinin Yiikseklikleri

t, vet, lgcgenlerinin A'D' kenarina ait yiikseklikleri swrasiyla h;,h,;
t; vet,liggenlerinin  B'C'  kenarmma ait yiikseklikleri swrasiyla  h,,h,;
t,,t licgenlerinin BD kenarma yiikseklikleri sirastyla hg,h, olsun. Herhangi bir

XYZ iiggeninin yiiksekligi h ile gdsterilirse tiggenin alan formiiliinden
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h — ZA XYZ
YZ]

(4.116)

seklinde yazilir. Buradan h,,h,,h;,h,,h,,h, yiikseklikleri de benzer sekilde

yazilabilir. Boylece bu iicgenlerin alanlar1 i¢in gecerli olan (4.115) bagmtisinin

yiikseklikler i¢in de gegerli oldugu goriiliir. Yani

20, 24,
~ |Ava| |B|C||

by by
h,h, 24, 2A

ve buradan gerekli diizenlemeleri yapilarak

h A

3 t Ats

|_:r

Jh, A

=

t, Sty
elde edilir. Ayrica

2A

ts
h; _ BD
h() 2At6

BD

ve gerekli diizenlemeler yapilarak

A, A

t t3
A, A
2

ty

——% =0 oldugundan
A

te

h3 h5

hyhy _hy
h, h, h,

elde edilir.

hs _
h6

ts

te
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olur., Teorem 4.6.2.° den
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48. t,t,, t,,t,,t.,t, Ucgenlerinin Kiitle Merkezleri

t,,t,,t,,t,,ts,t, Uggenlerinin kiitle merkezleri sirasiyla G,,G,,G,,G,,G,olsun.
G, ve G, merkezlerinin D'A' kenarina, G; ve G, merkezlerinin B'C' kenarina,
G, ve G, merkezlerinin BD kenarina dik uzakliklari sirasiyla d,,d,;d;,d,;ds,d;

olsun. Bir XYZ tc¢geninin G kiitle merkezinden YZ kenarina inilen dikmenin

uzunlugu d olsun. d uzunlugu GYZ ii¢geninin bir yiiksekligidir. (sekil4.27)

Sekil 4.27: XYZ ii¢geninin kiitle merkezinin YZ kenarina dik uzakligi

XYZ fig¢geninin i¢inde olusan GYZ , GZX , GXY ii¢genlerinin alanlar1 birbirine

esittir ve bu ti¢ licgenin alanlarinin toplami da XYZ iiggeninin alanin1 verir. O halde

d|YZ
Asz = AGXY = AGYZ = % (4.121)
dir. Buradan
3
Agyy = Ed|Yz| (4.122)

olur. Boylece
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d- 23 IA;EIZ (4.123)

olur. (4.123) esitligi d,,d,,d,,d,,d;,d, uzunluklar i¢in

24, 24,
'3palT DAl
I e 4.124
T T Te 1
24, 24,
5 T o d6 Sy m—
IBD 3BD|

olarak yazilir. Buradan

did; A AL (4.125)
dz d4 Atz At4

Ve

4. A

- B (4.126)
dg At6

olur. Boylece

dd, _ds (4.127)
d, d, d, '

oldugu goriiliir.
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49. t,t,, t,, t,, t.,t, Ucgenlerinin Cevrelcemberlerin Yarigaplar

Teorem 4.9.1: t ,t,,t,,t,,t; ve t, l¢genlerinin gevrelgemberlerinin yaricaplar

sirastyla R, ,R,, R;,R,,R,,R/ olsun. Bu yarigaplar i¢in

R, R; RS (4.128)

esitligi vardir.
Kanit: Bir XYZ {iggeninin ¢evrelgemberinin yarigapt R olmak iizere bu licgenin alani

_[xvlyzjzx

XYZ AR (4.129)
olarak yazilabilir. Buradan R yarigap1
XY[YZ|ZX]|
R="———"— (4.130)
4 A XYZ

dir. (4.130) esitliginden R,,R,,R,,R,,R;,R, yaricaplarinin kareleri Matlab

programi yardimiyla

2.2 _ 2 2 2 2 2
16(u +1)" (hp + fq — gp —pv + vph —hq — vhq + vq)" (A, )

h*(p—q)*(2h’ +4uh’ —2hfu+2h*u” —2hu’f +f*u° —2hgu—2hu’g+g’u’)
R (-2hg+4h*v—4hv—2hf+2v’h® —4hv +2vf+2h* +2v* +f° +g* +2gv—2gvh-2vhf)
? 16u-+1)* (hp+vhp-gp—pv—hq—vha+fq+vg’ (A, )’

(4.132)
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(h=1)’(p—q)*(2h’ +4uh’ —2hfu+2h*u’ — 2hu’f +f*u’ —2hgu—2hu’g + g'u’)
re = (Zhet 4h’v —4hv—2hf+2v’h* —4hv’ +2vf+2h® +2v* +£° +g° +2gv—2gvh—2vhf)
’ 16(v-+1)*(~hup-hp—gu+gup+hug+hq-+fu—fug’ (A, )’

(4.133)

R2 = wWh-D>F-g)°(p>+q° +2-2p-2q)(f* +g° -2f —-2g+2)
16(v +1)*(=hup —hp — gu + gup + huq + hq + fu —fuq)z(AM)2

(4.134)
2 2 f2 2
Rﬁ:(p +9°)( 2+g ) (4.135)
16(A,)
4 q*+2-2p-2q)(f* +g’ —2f -2g+2
Ré:(p +q° +2-2p—2q9)( *e g+2) (4.136)
16(A,,)
olarak bulunur. Buradan
R, R, A A
Ry Ry AL A (4.137)
R, R, At2 t,
ve
RS Ats
s _ 7t (4.138)
R At(,
elde edilir. Boylece teorem 4.6.2° den
R, R, R
el B e (4.139)
R, R, R,
olur.
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Benzer sekilde, diger 6 dortgen icin de bu 6zellikler gecerlidir. O zaman diizlemde

Zvonko Cerin’in ¢caligmasindaki kelebek ile toplam 8 tane kelebek elde edilmis olur.
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