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ÖNSÖZ ve TEŞEKKÜR 
 
 
Eğriler, yüzeyler ve altmanifoldlar teorisi diferensiyel geometrinin en temel 
konularını oluşturur. Özellikle eğriler teorisi uygulamalı alanlarda çok yaygın bir 
şekilde kullanılmaktadır. Eğriler arasında yapılan sınıflandırmalarda en ilgi çekici 
olan ise bu çalışmada da ele aldığımız helissel eğrilerdir. Günümüzde uygulamalı 
geometri alanında oldukça sık kullanılan bu tip eğriler yeni araştırmaların baş konusu 
olmuştur. Bu çalışmada helissel eğriler ve altmanifoldlar ile ilgili araştırmalar 
yapılarak yeni araştırmalar için bazı sonuçlar verilmiştir. 
 
Araştırma görevlisi olarak çalışmaya başladığım ilk günden bu güne kadar bana 
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Danışmanım sayın Prof. Dr. Servettin BİLİR e, bu çalışma konusunu veren ve 
yöneten, çalışmalarım esnasında her türlü desteği sağlayan ve yardımını esirgemeyen 
II. Danışmanım sayın Prof. Dr. Kadri ARSLAN a,  fikir ve görüşlerinden 
yararlandığım sayın Doç. Dr. Ahmet KÜÇÜK e ve Yrd. Doç. Dr. Ahmet ZOR a, 
doktora süresince her kolaylığı sağlayan Matematik Bölümü Başkanları Prof. Haydar 
SOYSÜREN e ve Prof. Dr. Halis AYGÜN e, birlikte göreve başladığım 
arkadaşlarım Arş. Gör. İrem ÇİFTÇİ ve Arş. Gör. Evrim GÜVEN e teşekkür ederim. 
 
Ayrıca bu çalışma esnasında beni destekleyen ve moralimi her zaman en üst düzeyde 
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SİMGELER  
        
           

ξA  : Şekil operatörü 
∞C  : Diferensiyellenebilme 

d~  : Darboux vektörü 
D : nM  nin mIE  deki koneksiyonu 

nIE  : n-boyutlu Öklid uzayı 
G : indirgenmiş metric 
H : İkinci temel form 
H : nM  nin mIE  deki ortalama eğrilik vektörü 

nM  : n-boyutlu manifold 
P : nokta 
IR : Reel sayılar kümesi 

1mS −  : mIE  deki (m-1) boyutlu küre 
)M(T  : Tanjant uzay 

)M(T⊥  : Normal uzay 
)M(Tp  : Mp∈  deki tanjant uzay 

X : immersiyon 

*x  : x in türev dönüşümü 
∇  : Kovaryant türev 

χ( nM )      : nM  nin ∞C  vektör alanları uzayı 
< , > : χ( nM ) üzerinde iç çarpım fonksiyonu 
∂  : Kısmi türev 
∆  : Laplace operatörü 

)M(N n1
p  : Birinci normal uzay 

R~  : Riemann eğrilik tensörü 
∇  : van-der Waerden-Bortolotti koneksiyonu 
  
Kısaltmalar 
 
TC-eğrisi : Teğetsel Kübik Eğri 
CCR-eğrisi : Eğrilikleri Oranları Sabit Eğri 
PHG-yüzey : Noktasal Helissel Geodezikli Yüzey 
PGNS-yüzey : Noktasal Geodezik Normal Kesitli Yüzey 
TC-yüzey : Teğetsel Kübik Yüzey 
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HELİSSEL EĞRİLERİN VE ALTMANİFOLDLARIN BİR 

KARAKTERİZASYONU 

 
Günay ÖZTÜRK 

 
 
Anahtar Kelimeler: Frenet Eğrisi, Helis, W-eğrisi, Genel Helis, Sonlu Tip Eğri, 
Teğetsel Kübik Eğri, Harmonik Eğrilik, Darboux Vektörü, Darboux Köşesi,  
Eğrilikleri Oranları Sabit Eğri, Helissel Daldırma, Normal Kesit, Blaschke Yüzeyi, 
Helissel Altmanifold, Teğetsel Kübik Altmanifold. 
 
Özet: Bu çalışmada, helissel eğriler, yüzeyler ve altmanifoldlar incelenmiştir. 
Öncelikle helissel eğriler ele alınarak bu eğrilerin sınıflandırılması yapılmıştır. Bir 
eğrinin TC-eğrisi olma şartı verilerek bu eğrilerin sonlu tipte olma koşulları 
araştırılmıştır. Sabit harmonik eğrilikli eğrilerin Darboux köşeye sahip olduğu 
gösterilmiştir. Eğrilikleri oranları sabit olan eğrilerin sonlu tip eğri olduğu 
ispatlanmıştır. PGNS-özelikli yüzeyler ile PHG-özelikli yüzeyler arasında bağıntılar 
kurulmuştur. PHG-özelikli yüzeylerin AW(3)-tipinde olduğu gösterilmiştir.          
TC-altmanifoldu olma koşulu verilmiş ve bu koşula göre yüzey örnekleri verilerek 
bazı yüzeylerin sınıflandırılması yapılmıştır. Son olarak, 5IE  te her bir zayıf      
PHG-özelikli yüzeyin TC-yüzeyi olduğu gösterilmiştir. 
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Abstract: In this thesis, helical curves, surfaces and submanifolds were considered. 
First, classification of helical curves were given. An equation was given for a curve 
to be TC-curve and the condition was search for finite type curve to be TC-curve. A 
curve which has constant harmonic curvatures has the Darboux vertex. It was proved 
that a curve which has constant curvature ratios are of finite type. The relationship 
between PGNS-surface and PHG-surface were built. It was showed that the PGH-
surfaces are of AW(3)-type. The condition was given for a submanifold to be a TC-
submanifold and then a classification of these type of submanifolds were obtained. 
Finally, it has been shown that every weak PHG-surface is a TC-surface. 
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1. GİRİŞ  

 

Bu çalışmanın amacı, helissel eğrilerin, yüzeylerin ve altmanifoldların bir 

karakterizasyonunu belirlemektir. Ayrıca bu tip eğrileri ve yüzeyleri 

sınıflandırmaktır. 

 

Bu çalışma, birinci bölüm giriş olmak üzere beş bölümden oluşmaktadır. 

 

İkinci bölüm ileriki bölümlerde kullanılan temel tanım ve teoremleri içermektedir. 

 

Üçüncü bölümde  nIE  de eğriler ele alınıp, bu eğrilerin W-eğrisi, sonlu tipten eğri, 

TC-eğrisi, genel helis ve CCR-eğrisi olma koşulları verilmiştir. Bu eğriler arasında 

bağıntılar bulunup sınıflandırmalar yapılmıştır. TC-eğrilerinin sonlu tip eğri olma 

koşulları bulunmuştur. Ayrıca tüm CCR-eğrilerinin sonlu tipten olduğu ispatlanmıştır. 

 

Dördüncü bölümde PGNS-özelikli ve PHG-özelikli yüzeylerin sınıflandırması 

yapılıp bu yüzeyler arasındaki bağıntılar verilmiştir. PHG-özelikli yüzeylerin 

AW(k)-tipinde olma koşulları incelenmiştir. 

 

Beşinci bölümde TC-altmanifoldları tanımlanarak bu altmanifoldlara örnekler 

verilmiştir. Sonlu tip altmanifoldların TC-altmanifoldu olma koşulları bulunmuştur. 

Ayrıca 5IE  de zayıf PHG-özelikli yüzeylerin birer TC-yüzeyi olduğu gösterilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan teorem ve tanımlarla bazı temel 

kavramlar tanıtılmıştır. 

Tanım 2.1: nM , n-boyutlu diferensiyellenebilir (C∞ sınıfından) bir manifold olsun. nM  

üzerindeki C∞ vektör alanlarının uzayı  χ( nM )  ve nM  den  IR  ye C∞  fonksiyonların  

uzayı C∞( nM , IR) olmak üzere, nM  üzerinde  

 

g :  χ( nM ) x χ( nM ) →  C∞( nM , IR)                         

  

şeklinde bir metrik tanımlı ise nM  ye bir Riemann Manifoldu denir. Burada g ye 

Riemann metriği (veya metrik tensör) adı verilir [9]. 

 
nM  manifoldunun herhangi iki p ve q noktası için nM  üzerinde bu noktaları birleştiren 

bir eğri bulunabilirse nM  ye bağlantılı manifold adı verilir. 

Tanım 2.2: nM  diferensiyellenebilir manifold ve nM  üzerindeki C∞ vektör alanlarının 

uzayı χ( nM ) olmak üzere, 

 

∇ : χ( nM ) x χ( nM ) ⎯⎯ →⎯ −lineer2  χ( nM ) ;   Y= Y) (X, Y) (X, X∇∇→  

 

dönüşümü ∀ f, g ∈ C∞( nM , IR), ∀  ZY, X, ∈  χ( nM ) için, 

i) ZY)ZY( XXX ∇+∇=+∇  

ii) ZgZfZ YXYgXf ∇+∇=∇ +  

iii) Y)f(XYf)fY( XX +∇=∇  
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lineerlik özeliklerini sağlarsa, ∇ ya nM  üzerinde bir Afin koneksiyon adı verilir [23]. 

Burada X∇  operatörüne X e göre kovaryant türev denir. 

Tanım 2.3: nM  bir Riemann manifoldu ve ∇ da nM  üzerinde tanımlanan bir Afin 

koneksiyon olsun. O zaman ∀ Y X, ∈ χ( nM ) için, ∇ dönüşümü  

 

i) ]Y,X[XY YX =∇−∇  (sıfır torsiyon özeliği) 

ii) >∇<+>∇>=<< Z,YZ,YZ,YX XX  (koneksiyonun metrikle bağdaşma özeliği) 

 

şartlarını sağlıyorsa, ∇ ya nM  üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann koneksiyonu (veya nM  

nin Levi-Civita Koneksiyonu) adı verilir [9, 23]. Bu koneksiyon kısaca nM  deki 

Riemann Koneksiyonu olarak adlandırılır. 

Tanım 2.4: nM  ve dnM~ +  sırasıyla n ve dn + -boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar 

olmak üzere f: nM  → dnM~ +  diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Her p ∈ nM  için  

 

dfp: Tp( nM )→ Tf(p)( dnM~ + )  

 

dönüşümü birebir ise f ye bir daldırma (imersiyon) denir. Ayrıca, f: nM  → χ( nM ) bir 

homeomorfizm ise f ye bir gömme (imbedding) denir. Eğer Mn ⊆ M~ n+d ve                      

f : nM  → dnM~ +  dönüşümü bir gömme ise nM  ye dnM~ +  nin n-boyutlu bir gömülen 

(immersed) altmanifoldu adı verilir. Bununla beraber f bir daldırma olmak üzere ∀ Y X,  

∈ Tp
nM  için, 

 

< dfp( X ), dfp( Y ) >f(p)  =  < Y X, >p  

 

şartını sağlıyorsa f ye bir izometrik daldırma adı verilir [9]. 
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Tanım 2.5: Mn ⊆ M~ n+d  bir altmanifold ve ∇~  da dnM~ +  de kovaryant türev olsun. 

Böylece her Y X, ∈ χ( nM ) ve her p için pXY)~ (∇ tanımlıdır.  

Ayrıca ( YX∇ )p ∈ Tp
nM  ve hp( Y X, ) ∈ ⊥

pT nM   olmak üzere, 

 

pXY)~ (∇ =  ( YX∇ )p + hp( Y X, )                      (2.1) 

 

biçiminde Gauss Denklemi elde edilir. Burada h, nM  nin ikinci temel formudur. Eğer 

0h =  ise nM  ye toplam (total) geodezik denir [9].  

Önerme 2.6: Mn ⊆ M~ n+d bir altmanifold ve g ile g~ de sırasıyla nM  ve dnM~ +  üzerinde 

tanımlı metrikler olsun. Böylece h( Y X, ), nM  üzerinde bir normal vektör alanı olup 

simetrik ve 2-lineerdir. Ayrıca ∇ da nM  üzerinde indirgenmiş g = f*( g~ ) metriğinin bir 

Riemann koneksiyonudur [9]. 

Tanım 2.7: Mn ⊆ M~ n+d bir altmanifold  olmak üzere nM  ye normal bir birim normal 

vektör alanı  ξ olsun. Böylece ξ∇X
~  nın teğet bileşeni −Aξ( X ) ve normal bileşeni ξXD  

olmak üzere; 

 

( ξ∇X
~ )X=−(Aξ( X ))X+( ξXD )X                                                                                                                                   (2.2) 

 

şeklinde Weingarten Denklemi elde edilir. Burada Aξ ya şekil operatörü, D ye de nM  

nin nNM  normal demetindeki  (normal) koneksiyonu denir. 

Önerme 2.8:  i) Aξ( X ), ξ ve X üzerinde 2-lineerdir. 

ii) nM  nin her bir ξ normal vektörü ve Y X,  tanjant vektörleri için 

  

g(Aξ( X ), Y ) = g~ (h( Y X, ), ξ )                       (2.3) 

dır [9]. 
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Tanım 2.9: nM  ⊂ dnM~ +  altmanifoldunun bir birim normal vektör alanı ξ olsun. Eğer Aξ 

daima özdeşlik fonksiyonu ile orantılı ise yani bir ρ fonksiyonu için  

 

A= ρ I                                                                                                                             (2.4) 

oluyorsa ξ ya nM  nin umbilik kesiti (veya nM ,  ξ ya göre umbiliktir) denir. Eğer nM  

altmanifoldu nM  deki her birim normale göre umbilik ise nM  ye toplam (total) 

umbiliktir denir [9]. 

Önerme 2.10: T⊥ nM  üzerinde indirgenmiş metrikle nM  ⊂ dnM~ +  nin nNM  normal 

demetinde  

 

D : T nM  x nNM  → nNM  

         ( X , ξ) → D( X , ξ) = ξXD                                                                     

biçiminde tanımlanan D dönüşümü bir metrik koneksiyondur. 

 

İkinci temel form h nın türevi hX∇ ; 

 

( hX∇ )(Y,Z) = DX(h(Y,Z)) - h(∇XY,Z) - h(Y, ∇XZ)                               (2.5) 

 

şeklinde tanımlanır. Burada ∇  ya nM  nin Van-der Waerden-Bortolotti koneksiyonu adı 

verilir. Eğer h∇  = 0 ise nM  nin ikinci temel formu paraleldir (veya 1-paraleldir) denir. 

 

Böylece nM  nin nNM  normal demetinde tanımlanan ∇  normal koneksiyonu; 

 

)Z,Y)(h( X∇ = ))Z,X)(h( Y∇ = ( hZ∇ )( Y X, )                                (2.6) 

 

şeklinde Codazzi Eşitliğini sağlar [9]. 

 



 6

h∇  nın kovaryant türevi h∇∇  ya nM  nin üçüncü temel formu adı verilir ve                    

∀ Y X, , Z , W  ∈ χ( nM ) için 

 

)Z,X)(h()Z,Y)(h(
)Z,Y)(h())Z,Y)(h((D)Z,Y)(h(

WYWX

WXXWXW

∇∇−∇∇−

∇∇−∇=∇∇
                                               (2.7)  

 

biçiminde tanımlanır. 

 

Eğer h∇∇ = 0 ise nM  ye paralel 3. temel formlu veya 2-paraleldir denir [8, 18]. 

Tanım 2.11: nM  bir Riemann manifoldu ve ∇ da nM  üzerinde bir Riemann 

koneksiyonu olsun. Böylece; β : I ⊆ R → M eğrisi için, 

 

(t)(t)β′∇β′ = 0                                                                                               (2.8) 

 

eşitliği sağlanıyorsa β  ya nM  de bir geodezik eğri ve ∀X ∈ χ( nM ) için β (0) = p ve 

pX(0) =β′  olacak şekilde tanımlanan , β : ] [ε, ε− →  nM  geodeziğine (p, X p) nin 

belirlediği geodezik adı verilir [9]. 

 

Tanım 2.12:  β : I ⊆ R → nM  eğrisi, ∀ s ∈ I için (s)β′ ≠0 şartını sağlıyorsa β  ya bir 

regüler eğri denir [32]. 

Tanım 2.13: nM  bir Riemann manifoldu ve ξ bir normal vektör alanı olsun. Eğer nM  

ye teğet herhangi bir X  vektör alanı için ξXD  = 0 ise ξ ya paralel normal vektör alanı 

denir [9]. 

Tanım 2.14: nM , dnM~ +  nin n-boyutlu bir altmanifoldu ve e1,e2,…,en de Tp
nM  nin             

p ∈ nM  noktasındaki dik çatı alanları olsun. Böylece  
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 H =
n
1 )e,h(e i

n

1i
i∑

=

                                                                                                          (2.9) 

            

biçiminde tanımlanan H  ∈ Np
nM  vektörüne nM  nin ortalama eğrilik vektörü adı 

verilir.  

 

Eğer 0 =H  ise nM  altmanifolduna minimaldir denir. Ayrıca H  ya nM  nin ortalama 

eğriliği adı verilir [9]. 

nM  üzerinde teğet ve normal vektörler, sırasıyla, e1, e2,…, en ve en+1, en+2,…, en+d olmak 

üzere, { e1, e2,…, en, en+1, en+2,…, en+d } nM  nin ortonormal lokal çatısı olsun. Vektör 

değerli bir V fonksiyonu üzerinde ∆ Laplace operatörü, 

 

[ ]∑
=

∇ ∇∇−∇=
n

1i
eee V~~V~∆V

iiiie
                                                                                      (2.10)  

 

şeklinde tanımlanır. Eğer H  vektörü en+1 vektörüne paralel seçilirse, yani H = αen+1, 

( Hα = ) ise, 

 

[ ]∑
=

++∇ ∇∇−∇=
n

1i
1nee1ne )e(α~~)e(α~∆H

iiiie
                                                                    (2.11) 

 

dır. Burada  α skalar değerli bir fonksiyon olup 

 

[ ]∑
=

∇ ∇∇−∇=
n

1i
eee )(α~~)(α~∆α

iiiie
 

       = [ ]∑
=

∇ ∇∇−∇
n

1i
eee )(α)(α

iiiie
 

        = [ ]∑
=

−∇
n

1i
iiie ))(α(ee)(αe

i
                                                                                  (2.12) 
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dır. Eğer ∆ H  = 0 şartını sağlıyorsa nM  ye harmonik ortalama eğriliklidir (yani, 

biharmonik altmanifold) denir [26]. 

 

Ayrıca D normal koneksiyonuna karşılık gelen DD operatörü için, 

DD H  = ( )∑
=

∇ −
n

1i
eee HDDHD

iiiie
 

        =  [ ]∑
=

++∇ α−α
n

1i
1nee1ne )e(DD)e(D

iiiie
                                                                   

        =  [ ]∑
=

+++∇+ α−α−α+α∆
n

1i
1nee1nei1ne1n eDDeD)e(2eDe)(

iiiiie
 

elde edilir [26]. 

Tanım 2.15: nM , N nin bir altmanifoldu olsun. Böylece N nin eğrilik tensörü R~  olmak 

üzere ∀ Y X, , Z  ∈ χ( nM )  için, 

 

Z~~Y)Z(X,R~ YX∇∇=  − Z~~
XY∇∇ − [ ]Z

~
YX,∇                                                                   (2.13) 

biçiminde tanımlanır. Ayrıca nM  nin eğrilik tensörü R olmak üzere, 

 

W)Z,Y;(X,R~ = ><><+ Z)h(Y,W),h(X,-W)h(Y,Z),h(X,W)Z,Y;R(X,            (2.14) 

 

dir. Bu denklem Gauss denklemi olarak adlandırılır. Bununla beraber Y)Z(X,R~  nin 

normal bileşeni, 

( Y)Z(X,R~ )⊥ = ( hX∇ )( Y , Z ) − ( hY∇ )( X , Z )                                             (2.15) 

 

olup buna Codazzi denklemi adı verilir. 

 

Ayrıca nM  nin normal vektör alanları ξ ve η için nM  nin normal demeti nNM  

üzerindeki eğrilik tensörü RD ise,  

RD( X , Y ;ξ,η) = η)ξ,Y;(X,R~ + < [Aξ , Aη]( X ), Y >                      (2.16) 
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biçiminde tanımlanır. Burada [ , ]  Lie parantez operatörü olup, 

 

[Aξ ,Aη] = Aξ Aη − AηAξ                                                                                                           (2.17) 

dir.  

 

Yukarıdaki (2.16) denklemi Ricci denklemi olarak adlandırılır. Eğer  

∀ X , Y , Z∈ χ( nM )  için, 

 

[ ] 0DDD-DD  Y)(X,R Y,XXYYX
D =−=                                                                     (2.18) 

 

ise nM  altmanifolduna flat normal koneksiyonludur denir [9]. 

 
nM  ⊆ IEm  bağlantılı bir yüzey olsun. e3, H ortalama eğrilik vektörü yönünde bir vektör 

ve 
6eA =

7eA =…=
meA = 0 olmak üzere {e3, e4, e5,…, em} nM  üzerinde ortalama 

vektörler olsun. 
3eA  in karakteristik vektörleri olacak şekilde Tp

nM  nin bir ortonormal 

bazı {e1, e2} olsun. Lineer dönüşümler ve bunların matrisleri yardımıyla 

 

A1:=
3eA = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
µ0
0λ

 ,  A2 := 
4eA = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− fa
af

 ,  A3 := 
5eA = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− gb
bg

                        (2.19) 

 

elde edilir. nM  yüzeyi normal flat (yani RD = 0) ise nM  nin şekil operatörü matrisleri 

köşegenleştirilebilir ve böylece 

 

A1:=
3eA = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
µ0
0λ

 , A2 :=
4eA  = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− f0
0f

 ,  A3 :=
5eA = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− g0
0g

                          (2.20) 

 

biçimine dönüşür [9]. 
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3. nIE  DE EĞRİLER 

 

 

3.1. Giriş 

 

Bu bölümde nIE  de W-eğrileri (vida eğrileri ya da helisler), TC-eğrileri (teğetsel kübik 

eğriler), sonlu tip eğriler, genel helisler ve CCR-eğrileri (eğrilikleri oranları sabit olan 

eğriler) incelenmiştir. 

 

 

3.2. W-Eğrileri 

 

Tanım 3.2.1: IRI ⊂  olmak üzere nIEI: →γ  birim hızlı bir eğri olsun. Eğer Is∈∀  için 

γ  nın yüksek mertebeden türevleri )s(),...,s(),s( )d(γγ ′′γ′  lineer bağımsız olup 

)s(),...,s(),s( )1d( +γγ ′′γ′  vektörleri lineer bağımlı ise γ  eğrisine d-mertebeli Frenet eğrisi 

denir [24]. 

 
nIE  nin d-mertebeli her bir γ  Frenet  eğrisi üzerinde { }d21 E,...,E,E  biçiminde 

oluşturulan ortonormal d-çatısı ve IRI:k,...,k 1d1 →−  Frenet eğrilik fonksiyonları için; 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−−

d

1d

2

1

1d

1d

2

21

1

'
d

'
1d

'
2

'
1

E
E

E
E

0k000
k0000

000k0
00k0k
000k0

v

E
E

E
E

M

M

L

L

MMOMMM

L

L

L

M

M
      (3.1) 
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dır. Burada v, γ  eğrisinin hızıdır. Gram-Schmidt ortonormalleştirme işlemi yardımıyla, 

γ′=1v             (3.2) 

∑
−

=

>γ<−γ=
1k

1i i

i
i

)k()k(
d v

vv,v          (3.3) 

11k

k
1d vv

v
k

−
− =        

k

k
d v

vE =          (3.4) 

 

elde edilir. Burada { }d,...,3,2k∈  ve 0k...kk 1n1dd ==== −+  dır [22]. 

 

Önerme 3.2.2: n1n IEIEIRI: ⊂→⊂γ −  bir regüler eğri ve { }n2 E,...,E  γ  nın, )s(γ  

noktasındaki dik çatı alanı olsun. Bu taktirde, 

 

∑
=

∆=γ
n

2j
jkj

)k( E         n,1,2,k …=  

 

dır. Burada 

 

1n21nn2133122 k...kk,...,kk,k −=∆=∆=∆  

 

dır. )nj2(nj ≤≤∆  ler, jk  ler veya jk  lerle bunların s yay parametresine göre 

türevlerinden oluşur [24]. 

 

Tanım 3.2.3: nIEIRI: →⊂γ  d-mertebeli regüler bir eğri ve γ  nın   Frenet eğrilikleri 

ik  ler )1di1( −≤≤  sabit ise, γ  ya  helis veya vida eğrisi denir [16]. 

 

Bu eğriler Öklit dönüşümlerinin 1-parametreli grubunun yörüngeleri olduklarından F. 

Klein ve S. Lie bunları W-eğrileri olarak adlandırmışlardır [27]. 
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Mertebesi 1 e eşit olan W-eğrisi düz doğru, mertebesi 2 ye eşit olan W-eğrisi çember ve 

mertebesi 3 e eşit olan W-eğrisi ise dik dairesel helisdir. 

 

Önerme 3.2.4: nIEI: →γ  yay parametresiyle parametrelendirilmiş herhangi bir eğri 

olsun. γ  nın eğrilikleri { }1n,...,2.,1mk,...,k m1 −∈  sabit  ise o zaman  

1) { }d,...,2,1i∈  için  

 

∑ ∏
−

=

−

=
− +=γ

1i

1j
i

1i

1j
jj2i21ij

)i( E)k(E)k,...,k,k(P                    (3.5) 

veya 

 

2) { }1m,...,2d,1di +++∈  için  

 

∑
=

−=γ
d

1j
j1d21ij

)i( E)k,...,k,k(P                      (3.6) 

 

dır. Burada ijP  ler polinomlar ve { }{ } { }( )1m0k:m,...,2,1kmind k +∪=∈=  dır [15]. 

 

Önerme 3.2.5: nIEI: →γ  yay parametresiyle parametrelendirilmiş bir eğri olsun. Bu 

taktirde { }1n,...,2.,1m −∈  ise m1 k,...,k  eğriliklerinin sabit olması için gerek ve yeter 

şart )1m(,...,, +γγ ′′′γ ′′  lerin sabit olmasıdır [15]. 

 

Öklit uzayında birim hızlı ve 2k-mertebeli bir W-eğrisi  

 

∑
=

µ+µ+=γ
k

1i
iiii0 )ssinbscosa(a)s(          (3.7) 

 

biçiminde, birim hızlı ve (2k+1)-mertebeli bir W-eğrisi ise  
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∑
=

µ+µ++=γ
k

1i
iiii00 )ssinbscosa(sba)s(         (3.8) 

biçiminde parametrelendirilir. Burada k1k100 b,...,b,a,...,a,b,a  lar Öklit uzayında sabit 

vektörler ve k21 ... µ<<µ<µ  lar pozitif reel sayılardır [21]. 

 

Bir W-eğrisinin kapalı olması için gerek ve yeter şart mertebesinin çift ve iµ   lerin reel 

sayıların rasyonel çarpımları olmasıdır. Bununla beraber Öklit uzayındaki metrikle, 

mertebesi 2k olan k2IE  daki r2π  uzunluğundaki birim hızlı kapalı bir W-eğrisi 

 

+∈−−=γ IRk)
r
stsin

t
1

r
stcos

t
1,...,

r
stsin

t
1

r
stcos

t
1(

k
r)s( k

k

k

k

1

1

1

1

     (3.9) 

 

biçimindedir. Burada k21 t,...,t,t  pozitif tamsayılardır [11]. 

 
n2IE  nin bir alt kümesi olan ve  

 

)usinr,ucosr,...,usinr,ucosr,usinr,ucosr()u,...,u,u(x nnnn22221111n21 =       (3.10) 

 

şeklinde parametrelendirilmiş yüzeye n2IE  de düz tor denir. Burada IRu i ∈  dir. 

 

Benzer şekilde, 1n2IE +  nin bir alt kümesi olan ve  

 

)a,usinr,ucosr,...,usinr,ucosr,usinr,ucosr()u,...,u,u(x nnnn22221111n21 =        (3.11) 

 

şeklinde parametrelendirilmiş yüzeye 1n2IE +  de düz tor denir. Burada IRu i ∈  ve a reel 

bir sabittir. 

 

Düz tor üzerinde bulunan  
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)tm,...,tm,tm(x)t( n21=β         (3.12) 

 

tipinde tüm eğriler sabit eğriliklere sahiptir, yani W-eğrisidir [35]. 

 

Önerme 3.2.6: mIE∈β bir W-eğrisidir⇔  

i) n2m =  koşulunda, düz tor üzerinde burulmuş geodezik, ya da 

ii) 1n2m +=  koşulunda, düz tor üzerinde burulmuş geodezik ile parametrenin bir lineer 

fonksiyonu ile çarpımıdır [31]. 

 

Örnek 3.2.7: 4IEI: →β  Frenet eğrisi  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=β )smcos(

m
r),smsin(

m
r),smcos(

m
r),smsin(

m
r

rr
1)s( 2

2

2
2

2

2
1

1

1
1

1

1

2
2

2
1

  (3.13) 

 

şeklinde parametrelendirilsin. O zaman β  eğrisi bir küresel W-eğrisidir. Burada 

 

)rr(mmmrmr 2
2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1 +=+  

 

dır [31]. Bu eğrinin 0x 4 =  a izdüşümü Şekil 3.1 de verilmiştir. 

 

Örnek 3.2.8: 5IE  te bir γ  eğrisi  

 

tsinBtcosA)t( iii +=γ ,  5 4, 3, 2, 1,i =       (3.14) 

 

şeklinde tanımlansın. Burada iA , iB   sabitleri 

 

∑ = 1A2
i ,    ∑ = 1B2

i , ∑ = 0BA ii  ,  

biçiminde verildiğinde γ , 2-mertebeli bir W-eğrisi (çember) dir [7]. 
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Örnek 3.2.9: 5IE  te bir γ  eğrisi  

 

iiiii DtCtsinBtcosA)t( +++=γ ,   i=1,2,3,4,5     (3.15) 

 

şeklinde tanımlansın. Burada iA , iB  ve iC  sabitleri 

 

∑ = 22
i aA ,    ∑ = 22

i aB , 0a1C 22
i >−=∑  

∑ = 0BA ii  , ∑ = 0CA ii ,  ∑ = 0CB ii  

 

biçiminde verildiğinde γ  3-mertebeli bir W-eğrisi (helis) dir [7]. 

 

Örnek 3.2.10: ( 3S  te Helisler) 3S , 4-boyutlu Öklit uzayı 4IE  te gömülmüş bir birim 3-

küre olsun. 43 IES ⊂  te model helis s yay parametresiyle 

 

( ))bssin(sin),bscos(sin),assin(cos),ascos(cos)s( φφφφ=γ    (3.16) 

 

şeklinde verilir ve 

 

1sinbcosa 2222 =φ+φ  

 

dır. γ  eğrisi,  φ=+ 22
2

2
1 cosxx ,  φ=+ 22

4
2
3 sinxx  düz tor yüzeyinde yatar. 

 

γ  eğrisinin eğriliği ve torsiyonu 

 

)b1)(1a( 22 −−=κ ,   ab=τ  

 

dır. Böylece γ  , 43 IES ⊂  te  W-eğrisidir [38]. Bu eğrinin 0x 4 =  a izdüşümü Şekil 3.2 

de verilmiştir. 
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                  Şekil 3.1: Küresel W-eğrisi                                             Şekil 3.2: Model helis 

3.3. TC-Eğrileri 

 
nIEIRI: →⊂γ  birim hızlı bir eğri olsun. γ  eğrisinin Frenet çatısı n21 E,...,E,E  ve 

eğrilikleri de 1n1 k,...,k −  ile tanımlandığında  

 

)s(E)s( 1
' =γ           (3.17) 

)s(E)s(k)s( 21
'' =γ          (3.18) 

)s(E)s(k)s(k)s(E)s(k)s(E)s(k)s( 3212
'
11

2
1

''' ++−=γ      (3.19) 

)s(E)s(k)s(k)s(kE))s(k)s(k

)s(k)s(k2()s(E))s(k)s(k)s(k)s(k()s(E)s(k)s(k3)s(

43213
'
21

2
'
12

2
21

''
1

3
11

'
11

)iv(

++

+−+−+−=γ
 (3.20) 

 

elde edilir. 

 

Tanım 3.3.1: nIEIRI: →⊂γ  bir regüler eğri olsun. Eğer γ  eğrisinin dördüncü türevi 

)s()iv(γ , birinci türevi )s('γ  ye dik ise, γ  eğrisine nIE  nin bir teğetsel kübik eğrisi (TC-

eğrisi) denir.  

Böylece bir eğrinin TC-eğrisi olma koşulu 
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)s(k)s(k3)s(),s(0 '
11

')iv( −>=γγ=<                                                                             (3.21) 

 

şeklindedir. 

 

(3.21) eşitliği göz önüne alınırsa yay uzunluğu parametrizasyonuyla verilen bir γ  

eğrisinin TC-eğrisi olması için gerek ve yeter şart eğrinin sabit 1k  eğriliğine sahip 

olmasıdır [34]. 

 

Düzlemde sadece çember ve düz doğru TC-eğrisidir. 

  

Tüm W-eğrileri birer TC-eğrisidir. 

 

3-boyutlu Öklit uzayı  3IE  de sabit 1k  eğrilikli eğrilerin karakterizasyonu ilk olarak E. 

Salkowski tarafından verilmiştir [37]. 

 

Bu eğrilerin parametrik gösterimi 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
+

++
+
−

+

−
= tsin

2
1t)n21sin(

)n21(4
n1t)n21sin(

)n21(4
n1

m1
1)t(x

2
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
+

++
+
−

+

−
= tcos

2
1t)n21cos(

)n21(4
n1t)n21cos(

)n21(4
n1

m1
1)t(y

2
               (3.22) 

nt2cos
m1m4

1)t(z
2+

=  

 

biçimindedir. Burada { }0/IRm;
2
1n ∈≠  dır. 1m = ve 2n =  değerleri için TC-eğrisi 

Şekil 3.3 de verilmiştir. 
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 Şekil 3.3: 1m =  ve 2n =  değerleri için TC-eğrisi 

TC-eğrisi 

 

S))s(),s(),s(()s( 321 ⊂γγγ=γ  

 

için )s()iv(γ  dördüncü türevi S yüzeyine ortogonal olmalıdır. Bu ise 0)s()iv(
3 =γ  ve  

 
3

3103 sa...saa)s( +++=γ  

 

fonksiyonunun kübik olduğunu gösterir. 

 

Diğer iki  ))s(),s(( 21 γγ  fonksiyonları S yüzeyinin )0),s(),s(( 21 γγ  parametrizasyonu ile 

verilen dayanak eğrisine ortogonaldir. 

 

Böylece bu parametrizasyon dayanak eğrisinin teğetsel kübik parametrizasyonudur. 

 

Örnek 3.3.2: TC-eğrilerinin özel aileleri, 1xx 2
2

2
1 =+  birim silindiri üzerinde alınabilir 

ve bu eğriler, 

 

a) yay-uzunluğu parametrizasyonu ile  
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( )3
3

2
210 tatataa),batsin(),batcos()t( +++++=γ ,    (3.23) 

 

b) çember parametrizasyonu ile 

 

( )3
3

2
210 tatataa),DtCsin(ln),DtCcos(ln)t( +++++++=γ    (3.24) 

 

şeklindedir [34]. (Şekil 3.4).  

 

 

 

Şekil 3.4: 1xx 2
2

2
1 =+  birim silindiri üzerinde TC-eğrileri 

Tanım 3.3.3: Polinom spirali, eğrilik fonksiyonları, yay-uzunluğu parametresinin 

polinom fonksiyonları olan bir düzlem eğrisidir. Böylece tüm polinom spiralleri  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=β ∫∫

s

0
k

s

0
k dt)t(Psin(,dt)t(Pcos()s(        (3.25) 

 

parametrizasyonu ile verilebilir [18]. Burada eğrilik fonksiyonu  

 

)t(P)s( '
k=κγ                       (3.26) 

 

biçiminde tanımlanan 1)-(k -dereceli polinom fonksiyonudur. 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∫∫ v,dt)t(Psin(,dt)t(Pcos()v,s(x:S

s

0
k

s

0
k       (3.27) 

 

parametrizasyonu ile verilmiş S silindir yüzeyi ele alınsın. 

 

Eğer S nin )t(c  dayanak eğrisi bir TC-eğrisi ise o zaman (3.21) ve (3.26) eşitliklerinden 

 

0)t(P)s( ''
k

' ==κγ  

 

elde edilir. Böylece bat)t(Pk +=  olur. Buna göre S dik dairesel silindire dönüşür ve S 

üzerindeki TC-eğrileri Örnek 3.3.2 den 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++=γ ∫∫ 3

3
2

210

s

0

s

0

tatataa,dt)batsin(,dt)batcos()s(    (3.28) 

 

formunda olur. 

 

Örnek 3.3.4: b, 1b0 << , yarıçaplı standart dönel tor yüzeyi üzerinde bir q) (p,  tor 

eğrisi ( 0q,p ≠ ) 

 

( ))qtsin(b),ptsin()qtcos(b1(),ptcos()),qtcos(b1()t( ++=β    (3.29) 

 

şeklinde parametrelendirilmiştir [19]. Eğer 22

2

qp
pb
+

=  ise β  eğrisi bir TC-eğrisi olur 

(Şekil 3.5). 
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Şekil 3.5: 1p =  ve 2q =  için tor eğrisi 

Örnek 3.3.5:  Dayanak eğrisi 

 

s3hcos)s(h =  

 

hipersikloidi olan silindir yüzeyi üzerinde  

 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+−

+

=γ
3

310 sa...saa
ssins3hsin3scoss3hcos

scoss3hsin3ssins3hcos

)s(    (3.30) 

 

parametrelendirilmesiyle verilen eğri TC-eğrisidir [34]. 
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3.4. Sonlu Tip Eğriler 

  

)s(ff = , r2π  periyotlu periyodik bir fonksiyon olmak üzere )s(f  nin Fourier serisine 

açılımı  

 

...
r
s2sinb

r
ssinb...

r
s2cosa

r
scosa

2
a

)s(f 2121
0 ++++++=     (3.31) 

 

biçimindedir. Burada ka  ve kb , 

 

∫
π

π−π
=

r

r
k ,ds

r
kscos)s(f

r
1a       ,...2,1,0k =    (3.32) 

∫
π

π−π
=

r

r
k ,ds

r
kssin)s(f

r
1b       ,...2,1k =    (3.33) 

 

ile verilen Fourier sabitleridir. 

 
nIE  de r2π yay uzunluklu kapalı bir eğri γ  olsun. Bu taktirde nIE:x →γ  bir izometrik 

daldırma ise x in yer vektörünün  j-inci türevi 

 

j

j
)j(

ds
xdx =  

 

dır. Böylece x in Laplace operatörü 

 

2

2

ds
d−

=∆  olduğundan 

 

,x)1(H )2j2(jj +−=∆    ,...2,1,0j =  

dır. 
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Eğer x sonlu tipten ise, ix  koordinat fonksiyonları aşağıdaki sabit katsayılı adi 

diferensiyel denklemi sistemini sağlar; 

 

0xcxc...xcx )2(
ik

)4(
i1k

)k2(
i1

)2k2(
i =++++ −

+    m,...,2,1i = . 

 

Burada 1k ≥  tamsayılar ve k1 c,...,c  lar sabitlerdir. 

 

ix  çözümleri r2π  periyotlu periyodik fonksiyonlar olduğundan her bir ix  aşağıdaki 

periyodik çözümlerin sonlu bir lineer kombinasyonudur; 

 

Zm,n,
r

smsin,
r
sncos,1 ii

ii ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 

bu sebeple her bir ix  koordinat fonksiyonu 

 

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

A

A

q

pt
AAii r

tssin)t(b
r
tscos)t(acx    (3.34) 

 

biçimindedir. Burada )t(b),t(a,c AAi  )n,...,1A( =  uygun sabitler ve AA q,p  

tamsayıdır. Böylece her bir ix  koordinat fonksiyonu sonlu Fourier toplamına sahiptir. 

 

Benzer şekilde her bir ix  koordinat fonksiyonu sonlu toplamlı Fourier açılımına sahipse 

x daldırması sonlu tiptendir [11]. 

 

Böylece aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

Teorem 3.4.1: γ , nIE  de r2π  yay uzunluklu kapalı bir eğri olsun. Bu taktirde 
nIE:x →γ   izometrik daldırması sonlu tiptendir ancak ve ancak  
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∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=γ

1t
tt0 r

tssinb
r
tscosaa)s(    (3.35) 

 

eşitliğinin toplam kısmında sadece sonlu sayıda sıfır olmayan terim olmalıdır [10]. 

 

Böylece Teorem 3.4.1 den aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Önerme 3.4.2: nIE  deki her kapalı k-tipindeki γ  eğrisi 

 

( )∑
=

λ+λ+=γ
k

1i
titi0 ssinbscosaa)s(
ii

               (3.36) 

 

formunda yazılabilir. Burada { }k1 t,...,t  sıralı indisler ve k10 a,...,a,a  ,  k1 b,...,b  lar aynı 

anda sıfır olmayacak şekilde nIE  de vektörlerdir. Üstelik, eğer ktq = , γ  eğrisinin en üst 

sınırı ise o zaman 0ba qq ≠=  dır [12]. 

 

Önerme 3.4.3: nIE  deki her null k-tipindeki bir γ  eğrisi 

 

( )∑
=

λ+λ++=γ
k

1i
titi00 ssinbscosasba)s(
ii

               (3.37) 

 

formunda yazılabilir. Burada { }k1 t,...,t  sıralı indisler ve k100 a,...,a,b,a , k1 b,...,b  lar aynı 

anda sıfır olmayacak ve 0b0 ≠  olacak şekilde nIE  de vektörlerdir. Üstelik, eğer ktq = , 

γ  eğrisinin en üst sınırı ise o zaman 0ba qq ≠=  dır [12]. 

 

Önerme 3.4.4: 1) nIE  nin her k-tipindeki eğrisi, nIE  nin afin 2k alt uzayında yatar [12]. 

 

2) nIE  nin her null k-tipindeki eğrisi, nIE  nin afin (2k-1) alt uzayında yatar [12]. 
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Örnek 3.4.5: γ  eğrisi 3-tipinde bir eğri olsun ve 

 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θ
+

θ++θ+−
=γ

)
2r

sp
cos()uvpp(

p
2

),
r
spsin(v)

r
sp

sin(u),
r
spcos(v)

r
sp

cos(u
)s(

22
1

31
2

1313

   (3.38) 

 

parametrizasyonuyla verilsin. Burada 321 ppp << ,  312 ppp2 += , vpupr 13 += , 

0u > ,  0v >  dır. O zaman γ , 

 

22

31

2
222 )vu(z
pp

pyx +=++  

elipsoidi üzerinde yatan 3-tipinde bir eğri olur. 

 

Teorem 3.4.6: 2-tipinde bir eğri  

1) kapalı vida (helis) eğrisidir, 

2) 3IE  te )IR( 0
+∈ε  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ε
−+

ε
−ε

+ε
=γε s3sinssin

12
,s3cosscos

12
,ssin

36
12)s(

22

2    (3.39) 

1-parametreli eğri ailesinin bir eğrisine eşittir, 

3) 4IE  te 

)s3sinssin)(
12
1scos

6

,s3cosssin
6

scos)(
12
1,ssinscos,ssin()s(

222

222
,,,,

+ε−δ−ϕ+
δϕ

+
δϕ

−ε−δ−ϕδ+ϕεα=γ εδϕεδϕ

 (3.40) 

 

3-parametreli eğri ailesinin bir eğrisine eşittir. Burada 

( )2
1

222222
,,

4)36(

12

εϕ−+ε+δ+ϕ
=α εδϕ  

+∈εδϕ 0IR,,  dır [15]. 
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Teorem 3.4.7: 32 IES ⊂ (2-boyutlu küre) üzerindeki sonlu tipten her kapalı uzay eğrisi 1-

tipinde olup çemberdir [15]. 

 

Teorem 3.4.8: nIEIRI: →⊂γ  kapalı k-tipinden bir eğri olsun. O zaman γ  eğrisinin 

TC-eğrisi olması için gerek ve yeter şart ii ba =  ve 0b,a ii >=<  olmasıdır. 

 İspat: nIR⊂γ  kapalı k-tipinden bir eğri olsun. Böylece (3.35) denkleminden 

 

( )∑
=

λλ+λλ−=γ
k

1i
ttitti

' scosbssina)s(
iiii

,                       (3.41) 

( )∑
=

λλ−λλ−=γ
k

1i
tt

2
itt

2
i

'' ssinbscosa)s(
iiii , 

( )∑
=

λλ−λλ=γ
k

1i
tt

3
itt

3
i

''' scosbssina)s(
iiii , 

ve 

( )∑
=

λλ+λλ=γ
k

1i
tt

4
itt

4
i

)iv( ssinbscosa)s(
iiii ,                       (3.42) 

elde edilir. Ayrıca (3.40) ve (3.41)  kullanılırsa 

( ) ( )

( ) ( )>λλ+λλ−λλ+λλ<=

>λλ+λλ−λλ+λλ<=>γγ<

∑∑

∑∑

= =

==

scosbssina,ssinbscosa

scosbssina,ssinbscosa,

jjjjiiii

iiiiiiii

ttjttj

k

1i

k

1j
tt

4
itt

4
i

k

1i
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k

1i
tt

4
itt

4
i

')iv(

 

( ) ( )>λ+λ−λ+λ<λλ=∑∑
= =

scosbssina,ssinbscosa
jjiiji tjtj

k

1i

k

1j
tititt

4  

∑∑
= = ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

λλ><+λλ>−<

+λλ><+λλ>−<
λλ=

k

1i

k

1j ttjittji

ttjittji

tt
4

)scos()ssin(b,b)ssin()ssin(a,b

)scos()scos(b,a)ssin()scos(a,a

jiji

jiji

ji  

dır. Eğer   ji =  ise 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

><λ+−
λ

λ>=γγ< ∑
=

iit
2

i
2

i
t

k

1i

5
t

')iv( b,as2cosab(
2

s2sin
,

i

i

i
 

bulunur. Ayrıca 0, ')iv( =>γγ<  göz önüne alınırsa ii ba =  ve 0b,a ii =><  elde edilir. 
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Teorem 3.4.9: nIEIRI: →⊂γ  eğrisi null k-tipinde bir eğri olsun. Bu taktirde γ  

eğrisinin TC-eğrisi olması için gerek ve yeter şart ii ba =  , 0b,a ii =><  ve 

0b,ba 0ii >=+<   olmasıdır.  

 

İspat: nIE⊂γ  null k-tipinde bir eğri olduğundan (3.36) denkleminden 

( )∑
=

λλ+λλ−+=γ
k

1i
ttitti0

' scosbssinab)s(
iiii

,                       (3.43) 
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2
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ve 

( )∑
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4
itt

4
i

)iv( ssinbscosa)s(
iiii ,                       (3.44) 

elde edilir. Bununla birlikte (3.42) ve (3.43)  kullanılırsa 
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dır. Eğer  ji =  ise 
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bulunur. Ayrıca 0, ')iv( =>γγ<  göz önüne alınırsa ii ba =  , 0b,a ii >=<  ve 

0b,ba 0ii >=+<  elde edilir. 

 

3.5. Genel Helisler 

 

Tanım 3.5.1: nIEIRI: →⊂γ  d-mertebeli birim hızlı regüler bir eğri olsun. Eğer γ  

eğrisinin teğet vektörü, nIE  de verilen bir sabit 1v  vektörü ile sabit açı yapıyorsa γ  

eğrisine genel helis denir [32]. 

 

Tanım 3.5.2: nIEIRI: →⊂γ  d-mertebeli birim hızlı regüler bir eğri olsun. Böylece, 

IEI:H j → ; 2dj2 −≤≤ , 

 

2

1
1 k

k
H =   ,   { }

1j
j2j1jvj k

1kHHH
1

+
−− +∇=    (3.45) 

 

biçiminde tanımlanan fonksiyonlara γ  eğrisinin harmonik eğrilikleri denir. Burada 

1d1 k,...,k −  Frenet eğrilikleri olup sabit olmaları gerekmez [33]. 

 

Tanım 3.5.3: Eğer d-mertebeli bir Frenet  eğrisi, herhangi bir c sabiti için 

 

∑
−

=

=
2d

1i

2
i cH ,   (3.46) 

 

şartını sağlıyorsa (d-2)-mertebeli genel helis (eğilim çizgisi) olarak adlandırılır [33].  
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Böylece (3.45) ve (3.46) eşitliklerini kullanarak aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Önerme 3.5.4: 1n2IEIRI: +→⊂γ  r-mertebeli, birim hızlı bir regüler eğri olsun. Eğer γ  

sabit harmonik eğriliklere sahip ise 

 

,nr1;
k

k
...

k
k

k
k

H

,nr1,0H

r2

1r2

4

3

2

1
1r2

r2
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−
−

   (3.47) 

dır. 

 

Tanım 3.5.5: γ  , 1n2IE +  de gömülmüş bir eğri ve eğrilikleri n21n21 k,k,...,k −  olsun. 

,k...kka
k

k
a

,a
k

k
a

,a
k
k

a

,k...kka

1n2311n
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1n2
k

1j
j2

1j2
j

0
2

1
1

n2420

−−
−

−
−

==

=

=

=

MM    (3.48) 

 

tanımlansın. 1n2IE +  de Darboux vektörü 

 

n2n210 va...vata)s(d~ +++=    (3.49) 

 

şeklinde tanımlanır. Burada )s(t 'γ=  dir [40]. 

 

Önerme 3.5.6: )s(d~  nin türevi 

 

n2n210 va...vata)s(d~ ′++′+′=′    (3.50) 

dır [40]. 



 30

Tanım 3.5.7: (Darboux köşe): Eğer )s(d~  Darboux vektörünün türevi bir )s( 0γ  

noktasında sıfır oluyorsa bu )s( 0γ  noktasına Darboux köşesi denir [40].  

 

Teorem 3.5.8: γ  , 1n2IE +  de gömülmüş bir eğri ve eğrilikleri n21n21 k,k,...,k −  olsun. γ  

eğrisi, )s( 0γ  noktasında Darboux köşeye sahiptir ancak ve ancak 
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dır [40]. 

 

Önerme 3.5.4 ve Teorem 3.5.8 den aşağıdaki önerme verilebilir. 

 

Önerme 3.5.9: 1n2IEIRI: +→⊂γ   2n-mertebeli, birim hızlı bir regüler eğri olsun. Eğer 

)s( 0γ  noktasında iH  harmonik eğrilikleri sabit ise bu noktada γ  eğrisi, Darboux köşeye 

sahiptir. 

 

İspat: Eğer )s( 0γ  noktasında iH  harmonik eğrilikleri sabit ise 
r2

1r2

4

3

2

1

k
k
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k
k

,
k
k −  

oranları sabittir. Bu oranların, sırasıyla, türevleri alınırsa 
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elde edilir. 

 

Sonuç 3.5.10: Eğer 1n2IEIRI: +→⊂γ  eğrisi )s( 0γ  noktasında Darboux köşeye sahip 

ise γ  eğrisi,  (2n-1)-mertebeli genel helistir. 
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İspat: Eğer 1n2IEIRI: +→⊂γ  eğrisi )s( 0γ  noktasında Darboux köşeye sahip ise 

nr1,sbtH
nr1,0H

1r2

r2

≤≤=
≤≤=

−

 

 

dır. Tanım 3.5.3 gereği, γ  eğrisi, (2n-1)-mertebeli genel helistir.  

 

3.6. CCR-Eğrileri 

 

Tanım 3.6.1: mIEI:)s( →γ=γ  eğrisinin eğrilikleri 1m1 k,...,k −  olmak üzere, tüm 
i

1i

k
k +  

oranları sabit ise bu eğriye eğrilikleri oranları sabit eğri (CCR-eğrisi) denir [31]. 

 

3IE  te genel helisler 
κ
τ  oranının sabit olması ile karakterize edilir. Bu tanımın ışığında 

CCR-eğrileri, 3IE  teki genel helislerin nIE  ye bir genelleştirilmesidir. O zaman CCR-

eğrileri, genel helislerin bir alt kümesidir. 

 

Örnek 3.6.2: 4IEI: →β  Frenet eğrisi  

 

∫+−=β
s

0
1 du)u2(arcsin(E)

2
1,0,

2
3,0()s( ,        ⎢⎣

⎡
⎥⎦
⎤−∈

2
1,

2
1s     (3.52) 

 

şeklinde parametrelendirilsin. O zaman β  eğrisi bir küresel CCR-eğrisidir ve eğrilikleri 

sabit değildir. Burada  

))t
2

1sin(),t
2

1cos(),t
2
3sin(),t

2
3(cos(

2
1)t(E1 =  

 

dır [31]. (Şekil 3.6). 
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Şekil 3.6: Küresel CCR-eğrisi 

 Sonuç 3.6.3: CCR-eğrileri sabit harmonik eğrilikli olup  

 

,nr1;sbtH
,nr1;0H

1r2

r2

≤≤=
≤≤=

−

 

dır. 

 

Teorem 3.6.4:  )t(Ax
dt
dx

=  sabit katsayılı birinci dereceden lineer diferensiyel denklem 

sistemi olsun. O zaman bu sistemin homogen çözümü 

 

∑
=

λ=
n

1i

t
ii

ieudx               (3.53) 

 

şeklindedir. Burada iu  ler sistemin sabit katsayılar matrisinin özvektörleri, iλ  ler  

özdeğerleridir ve id  ler de keyfi sabitlerdir [42]. 
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Teorem 3.6.5: nIE  deki tüm CCR-eğrileri sonlu tiptendir. 

İspat: k(s) pozitif bir fonksiyon olmak üzere ∫=
s

0

du)u(k)s(g  fonksiyonu tanımlansın. 

)s(α yay uzunluğu ile parametrize edilmiş bir eğri ve eğrilikleri 1n1 a,...,a −  ler sabit 

olmak üzere,  

 

∫ α=β
s

0
1 du))u(g(E)s(     (3.54) 

 

eğrisi ele alınsın. ))s(g(E)s( 1
α=β&   ve )s(k)s(g =&  olduğundan 

 

))s(g(E)s(E 11
αβ =  

elde edilir. Buradan 

 

)s(E).s(k)s(E)s(g))s(g(E)s( 2111
βββα ===β &&&&&  

 

bulunur. Buna göre )s(E)s(k)s(k))s(g(Ea 2121
ββα =  ve )s(E))s(g(E 22

βα =  alınırsa 

 

)s(ka)s(k 11 =β  

 

elde edilir. Benzer hesaplamalarla i=1,2,…,n-1 için β  eğrisinin eğrilikleri  

 

)s(ka)s(k ii =β  

şeklinde hesaplanır. O zaman  

sabit
)s(ka
)s(ka

k
k

i

1i

i

1i == +
β

β
+  

 

bulunur. Buna göre β  eğrisi için Frenet formülleri 1n32 c,...,c,c −  sabitler olmak üzere 
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şeklinde verilebilir. Böylece 

 

∫=
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0
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fonksiyonunun ters fonksiyonu için bir parametre değişimi uygulanabilir. Ayrıca )s(k1  

pozitif fonksiyon olduğundan g(s)t = bir parametre değişimidir. Bunun için 
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ters fonksiyonuna ihtiyaç olur. Böylece t parametresine göre Frenet formülleri 
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şeklinde sabit katsayılı 1. dereceden lineer diferensiyel denklem sistemine dönüşür [31]. 
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Bu sistemin sabit katsayılar matrisi A olsun. Matris ters-simetrik olduğundan özdeğerleri 

reel değildir. Tek boyutlar için 0 bir özdeğer olur. Çift boyutlar için 0 ın özdeğer olması 

sadece 0k 1n =−  durumunda sağlanır. O zaman tüm özdeğerler tek katlıdır (multiplicity 

of 1). 

 

Buna göre A matrisinin özdeğerleri 0iba lll ≠+=λ   ( IRb,a ∈ , 
2
n,...,2,1l = ) olmak 

üzere, Teorem 3.6.4 den,  2kn =  için sistemin genel çözümü birinci vektör için  

 

))ubsin(euf)ubcos(eud()u(E l
ua

ll

k

1l
l

ua
ll1

ll∑
=

+=                                                         (3.57) 

 

bulunur. Benzer biçimde 12kn +=  için sistemin genel çözümü birinci vektör için 

 

))ubsin(euf)ubcos(eud(a)u(E l
ua

ll

k

1l
l

ua
ll01

ll∑
=

++=                                                 (3.58) 

 

dır. Burada k10 u,...,u,a  lar nIR  de vektörler ve ll f,d  keyfi sabitlerdir. 

 

Ayrıca β  birim hızlı bir eğri ise, özdeğerlerinin reel kısmı 0 olur. Buna göre (3.57) ve 

(3.58) eşitlikleri, sırasıyla, 

 

))ubsin(uf)ubcos(ud()u(E lll

k

1l
lll1 ∑

=

+=                                        (3.59) 

ve 

))ubsin(uf)ubcos(ud(a)u(E lll

k

1l
lll01 ∑

=

++=    (3.60) 

 

şeklinde ifade edilebilir. Burada k10 u,...,u,a  lar nIE  de vektörler ve ll f,d  keyfi 

sabitlerdir. )u(E)u( 1=β&  olduğundan 2kn =  için 
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))ubsin(F)ubcos(D(a)u( ll

k

1l
ll0 ∑

=

++=β               (3.61) 

 

bulunur. Benzer şekilde 12kn +=  için 

 

))ubsin(F)ubcos(D(sba)u( ll

k

1l
ll00 ∑

=

+++=β    (3.62) 

 

elde edilir. Burada l
l

l
l u

b
d

F = , l
l

l
l u

b
f

D −=  sabit olması gerekmeyen vektörlerdir. 

 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.6.6: Eğer nIEI:)s( →γ=γ   TC-eğrisi aynı zamanda CCR-eğrisi ise γ  eğrisi, 

bir W-eğrisidir. 
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4. HELİSSEL YÜZEYLER 

 

4.1. Giriş:  

 

Bu bölümde PHG-özelikli yüzeyler, PGNS-özelikli yüzeyler ve 2-PGNS-özelikli 

yüzeyler incelenmiştir. Bu yüzeyler arasındaki bağıntılar bulunmuştur ve bazı sonuçlar 

elde edilmiştir. 

 

Tanım 4.1.1: nMI: →γ , nM  de keyfi bir geodezik olsun. Eğer mIE  deki γ=α of  

eğrisi, d-yinci mertebeden bir eğri ve 0k),0(k,...,k d1d1 =≠−  Frenet eğrilikleri sabit ise 

mn IEM:f →  dönüşümüne d-yinci mertebeden helissel daldırma, nM  ye de mIE  nin 

helissel altmanifoldu denir.  

 

Tanım 4.1.2: Eğer, )X,X(h=λ , p noktasındaki nM  nin birim teğet vektörü X in 

seçiminden bağımsız ise mn IEM:x →  izometrik daldırmasına, p noktasında λ -

izotropiktir denir. Ayrıca λ  noktanın seçiminden de bağımsız ise x daldırmasına sabit 

izotropiktir denir.  

 

Buna göre nM  yüzeyi p noktasında λ -izotropiktir ancak ve ancak tüm n
pMTZY,X, ∈  

için 

 

∑ ∑ ><λ= ZY,XZA 2
)Y,X(h   

 

dir. Burada ∑ ZY,X,  ye bağlı çembersel toplamı gösterir. 
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Ayrıca nM  yüzeyi p noktasında λ -izotropiktir ancak ve ancak ortonormal vektörler 

X,Y MTp∈  için  

 

0)Y,X(h),X,X(h >=<                      (4.1) 

 

dır. 

 

Her bir helissel daldırma λ -izotropiktir [29]. 

 

4.2. PHG-Özelikli yüzeyler 

 

Teorem 4.2.1: 5n IEM ⊂  tıkız (kompakt), bağlantılı bir yüzey olsun. nM  basit 

geodeziklere sahiptir ⇔ nM  aşağıdaki yüzeylerden biridir: 

 

1) 32 IE)r(S ⊂ , ya da, 

2) 411 IE)b(S)a(S ⊂× , ya da, 

3) 52 IEV ⊂  Veroneze yüzeyi olup bu yüzey, 54 IE)r(S ⊂  de minimaldir [28]. 

 

Böylece aşağıdaki durumlar söz konusudur: 

 

I. durum : nM  nin geodezikleri periyodik değil ise, )b(S)a(SM 11n ×=  dır. 

II. durum : nM  nin geodezikleri periyodik ve rank 2 ise )r(SM 2n = ya da 2n VM =  dır. 

 

Tanım 4.2.2: Eğer nMp∈  noktasından geçen nM  nin her bir geodeziği mIE  de bir W-

eğrisi (helis) ise nM  ye Noktasal Helissel Geodezikli (PHG-özelikli) bir yüzey adı 

verilir. 
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Teorem 4.2.3: 4n IEM ⊂  tam ve bağlantılı bir yüzey olsun. Bu taktirde nM  yüzeyi, 

PHG-özeliklidir⇔ nM  aşağıdaki yüzeylerden biridir; 

1) 2IE  düzlemi, 

2) 32 IE)a(S ⊂  standart küresi, 

3) 31 IEIR)a(S ⊂×  dairesel silindir, 

4) 411 IE)b(S)a(S ⊂×  standart tor, ya da, 

5) )2sin)kscos1(
k
1,2cos)kscos1(

k
1,sinkssin

k
1,coskssin

k
1(),s(x θ−θ−θθ=θ      (4.2) 

 

parametrizasyonu ile verilen Blaschke yüzeyidir [29]. Burada k  birinci Frenet eğriliğidir. 

Bu yüzeyin θ=k  değeri için 0x4 = a  izdüşümü Şekil 4.1 de ve ssink =  değeri için 

0x 2 = a  izdüşümü Şekil 4.2 de verilmiştir. 

 

Teorem 4.2.4: 5n IEM ⊂  tıkız ve bağlantılı bir yüzey olsun. nM  yüzeyi PHG-özelikli 

bir yüzeydir⇔  nM  aşağıdaki yüzeylerden birisidir: 

 

1) 32 IE)a(S ⊂ , 

2) 411 IE)b(S)a(S ⊂× , 

3) (4.2)  parametrizasyonu ile verilen Blaschke yüzeyi, 

4)
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θ−θ−

θ−−θθ
=θ

2
22

2
2

2

sin)kscos1(
k
b,2sin)kscos1(

k
a

),sin
k
a2k)(kscos1(

k
1,sinkssin

k
1,coskssin

k
1

),s(x                     (4.3) 

yüzeyi, (Bu yüzeyin sk =  değeri için 0xve0x 54 ==  a izdüşümü Şekil 4.3 de 

verilmiştir) ya da, 

5) 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θββ+αα

ββ+ααθ−β−β−β

ββ+ααθ−α−α−α

=θ

sin)ssinrssinr(

),ssinrssinr)(cos1(rssinr),1s(cosr

),ssinrssinr)(cos1(rssinr),1s(cosr

),s(x
2
2

2
1

2
2

2
1222

2
2

2
1111

              (4.4) 
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yüzeyidir [39]. Burada )e,e(ha 21= , 
k²
2a²)²-(k²-k²b² = , βα,,r,r 21  bazı sabitlerdir. 

Tanım 4.2.5: mn IEM ⊂  3m( ≥ ) bağlantılı ve tıkız bir yüzey olsun. Eğer bir nMp∈  

noktasından geçen nM  nin her bir geodeziği mIE  de aynı sabit Frenet eğrilikli helis 

eğrisi ise nM  yüzeyine zayıf PHG-özelikli yüzey adı verilir. 

 

Her bir helissel daldırma zayıf PHG-özeliklidir [29]. 

 

Teorem 4.2.6:  5n IEM ⊂  tıkız, bağlantılı bir yüzey olsun. nM  yüzeyi zayıf PHG-

özelikli bir yüzeydir⇔  nM  aşağıdaki yüzeylerden birisidir: 

 

1) 32 IE)a(S ⊂ , 

2) (4.2)  Blaschke yüzeyi, 

3) 5IE  yatan (4.3) yüzeyi (Veroneze yüzeyi), ya da, 

4) (4.4) yüzeyidir [29]. 

 

 

Şekil 4.1: θ=k  değeri için Blaschke yüzeyi. 
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Şekil 4.2: ssink =  değeri için Blaschke yüzeyi. 

 

Şekil 4.3: sk =  değeri için (4.3) yüzeyi.  
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Teorem 4.2.7: mn IEM ⊂  3m( ≥ ) yüzeyi zayıf PHG-özelikli ise bu taktirde nM  yüzeyi 
nMp∈  noktasında izotropiktir [29]. 

 

Teorem 4.2.8: mn IEM ⊂  3m( ≥ ) yüzeyi nMp∈  noktasında izotropik ise  

 
2

212211
2

11 )e,e(h2)e,e(h),e,e(h)e,e(h +>=< ,                                                      (4.5) 

 

dır. 

 

İspat: n
pMT  nin ortonormal bazı { }21 e,e  olsun. 

 

,
2
eeY

,
2
ee

X

21

21

−
=

+
=

            (4.6) 

 

vektörleri seçildiğinde { }Y,X  de n
pMT  nin ortonormal bir bazıdır. Böylece nM , p 

noktasında izotropik olduğundan  

 

>>=<< )X,X(h),X,X(h)e,e(h),e,e(h 1111  

 

dır. O zaman  

>
++++

<=>< )
2
ee

,
2
ee

(h),
2
ee

,
2
ee

(h)e,e(h),e,e(h 21212121
1111 , 

ve 

4 >< )e,e(h),e,e(h 1111 = >< )e,e(h),e,e(h 1111 + 2 >< )e,e(h),e,e(h 2211  

                                       +4 >< )e,e(h),e,e(h 2121 + >< )e,e(h),e,e(h 2222                 (4.7) 

                                       +4 >< )e,e(h),e,e(h 2111 + 4 >< )e,e(h),e,e(h 2122  

bulunur. Ayrıca 0)Y,X(h),X,X(h >=<  göz önüne alınırsa 
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0)
2
ee

,
2
ee

(h),
2
ee

,
2
ee

(h 21212121 >=
−+++

<  

elde edilir. Sonuç olarak 

 

>< )e,e(h),e,e(h 1111 +2 >< )e,e(h),e,e(h 2111  

-2 >< )e,e(h),e,e(h 2122 - >< )e,e(h),e,e(h 2222 =0                                                    (4.8) 

 

bulunur. nM  izotropik olduğundan (4.8) eşitliği  

 

>< )e,e(h),e,e(h 1111 = >< )e,e(h),e,e(h 2222                                                              (4.9) 

 

şeklinde yazılır. Böylece (4.9) denklemi (4.7) denkleminde yerine yazılırsa (4.5) 

denklemi elde edilir. 

 

Teorem 4.2.9: mn IEM ⊂  3m( ≥ ) bağlantılı ve tıkız bir yüzey olsun. Bu takdirde nM  

zayıf PHG-özeliklidir ⇔ nM  yüzeyi standart küre ya da 2IE  düzlemidir [29]. 

 

İspat: Teorem 4.2.7 den dolayı nM  yüzeyi nMp∈  noktasında izotropiktir. O zaman 

(4.6) ve (4.1) denklemlerinden  

 

>< )e,e(h),e,e(h 1111 = >< )e,e(h),e,e(h 2222  
2

22
2

11 )e,e(h)e,e(h =  

 

elde edilir. Böylece nMp∈  noktasından geçen γ  geodeziği ele alındığında 3 durum söz 

konusudur; 

i) γ  nın mertebesi 1 olsun. Bu taktirde γ  bir doğru olup nM  yüzeyi 2IE  düzlemi olur.ii) 

γ  nın mertebesi 2 olsun. Bu taktirde γ  geodeziği nMp∈  noktasından geçen aynı 

merkezli ve aynı yarıçaplı büyük çemberler olacaktır. Böylece nM  bir küre olur. 
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iii) γ  nın mertebesi 3 olsun. γ  geodeziğini birim hızlı alalım. Bu taktirde  

 

T)s(' =γ  

)T,T(hTT~)s( TT
'' +∇+∇=γ  

 

dır. Bununla beraber γ  geodezik olduğundan  

 

)T,T(h)s('' =γ  

elde edilir. Böylece 

 

)T,T(hDTA T)T,T(h
''' +−=γ  

dır. Ayrıca )T,T(hD)T,T)(h( TT =∇  olduğundan 

 

)T,T)(h(TA T)T,T(h
''' ∇+−=γ  

 

bulunur. γ  nın mertebesi 3 olduğundan 0'''''! ≠γ∧γ∧γ  olmalıdır. Bu nedenle 

 

0))T,T)(h(TA()T,T(hT T)T,T(h ≠∇+−∧∧  

olduğundan teğetsel bileşenler 

 

0)TA(T )T,T(h ≠−∧          (4.10) 

ve benzer şekilde normal bileşenler 0)T,T)(h()T,T(h T ≠∇∧  dır. Ayrıca nM  yüzeyi 
nMp∈  noktasında izotropik olduğundan 0P)0( =γ  , 0

' T)0( =γ  noktasında  

 

>=<

>=<
⊥

⊥

00)T,T(h

0000

T,TA

)T,T(h),T,T(h0

00

 

dır. Buradan 
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⊥⊥ 00)T,T(h TTA
00

 olduğu görülür. O halde  0)T,T(h TA
00

, 0T  a paralel olur. Yani 

 

0TTA 00)T,T(h 00
=∧  

 

olmalıdır. Bu da (4.10) eşitliğiyle çelişki oluşturur. O halde bu durum söz konusu 

değildir. 

 

Tanım 4.2.10: nMp∈  noktasında nM  nin 1. normal uzayı 

 

{ })M(TY,X:)Y,X(hSpN n
p

1
p ∈=        (4.11) 

 

biçiminde tanımlanır [9]. 

 

Açıklama: Her )M(Te,e n
p21 ∈  ortonormal vektörleri için  

 

i) 0)e,e(h 21 =  ise 1Nboy 1
p =   dir, 

ii) 0)e,e(h 21 ≠  ise 2Nboy 1
p ≥   dir. 

 

Sonuç 4.2.11: 32 IEM ⊂  zayıf PHG-özelikli, tıkız ve bağlantılı bir yüzey olsun. Bu 

taktirde γ  eğrisi, 2M  nin bir geodeziği olmak üzere; 

 

i) 0Nboy 1
p =  ise γ  nın mertebesi 1 olup 2M , 2IE  düzlemidir. 

ii) 1Nboy 1
p =  ise γ  nın mertebesi 2 olup 2M , 2S  küresidir. 

 

Teorem 4.2.12: 4n IEM ⊂  yüzeyi zayıf PHG-özelikli tıkız ve bağlantılı bir yüzey olsun. 

Eğer 1Nboy 1
p =  ise, nM , 3IE  de yatan bir küredir [29]. 
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İspat: 1Nboy 1
p =  olduğundan γ  nın mertebesi 2  ya da 3 dür.  

i) γ  nın mertebesi 2 ise 

0'''''! =γ∧γ∧γ  

dır. Ayrıca 

 

T)s(' =γ  

)T,T(h)s('' =γ  

)T,T)(h(TA T)T,T(h
''' ∇+−=γ                                                                       (4.12) 

yardımıyla 

 

0)T,T)(h()T,T(h T =∇∧                                                                (4.13) 

elde edilir. Bununla beraber γ  nın Frenet çatısı yardımıyla 

 

21
'' vk=γ  

321
''' vkk=γ                                                                             (4.14) 

dır. Böylece (4.13) den 0''''' =γ∧γ
⊥  olup 0v3 =  bulunur. Yani γ  düzlemsel bir eğridir. 

Buna göre (4.12) ve (4.13) eşitliklerinden 

 

0)T,T)(h( T =∇  

 

dır. Buradan 1
pN  in paralel olduğu görülür. Böylece J. Erbacher in teoreminden nM , 

4IE  de yatan bir hiperyüzeydir [20]. Böylece Sonuç 4.2.11  ii) den dolayı nM  standart 

küredir. 

 

Açıklama: Yukarıda tanımlanan 2 mertebeli geodezikler 
1k

1  yarıçaplı ve ξ− )
k
1(p

1

 

merkezli çemberler olup küre yüzeyi )
k
1(S

1

2 biçimindedir. 
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Önerme 4.2.13: 4n IEM ⊂  yüzeyi bağlantılı ve tıkız bir yüzey olsun. Eğer nM  yüzeyi 

zayıf PHG-özelikli ve 2Nboy 1
p =  ise, nM  yüzeyi, nMp∈  noktasında minimaldir. 

 

İspat:  )M(T n
p  nin ortonormal bir bazı { }21 e,e  olsun. Böylece 4n IEM ⊂   yüzeyi zayıf 

PHG-özelikli olduğundan nMp∈  noktasında izotropiktir. Bu nedenle nMp∈  

noktasında 

 

0)e,e(h),e,e(h 2111 >=<  

0)e,e(h),e,e(h 2122 >=<  

dır. Buradan )e,e(h)e,e(h 2111 ⊥  ve )e,e(h)e,e(h 2122 ⊥  olacaktır. 

 

Ayrıca  2Nboy 1
p =  olduğundan 0)e,e(h 21 ≠  ve 0)e,e(h)e,e(h 2211 =∧  dır. Bununla 

beraber nMp∈  den geçen geodezikler aynı sabit eğriliklere sahip olduğundan 

 

)e,e(h)e,e(h 2211 =  

 

dır. Böylece )e,e(h)e,e(h 2211 ±=  olmalıdır. O halde (4.5) eşitliği yardımıyla 

 

0)e,e(h)e,e(h 2211 =+  

 

bulunur. Bu da bizi nMp∈  noktasında nM  nin ortalama eğrilik vektörü 0H =  olduğu 

sonucuna götürür. 

 

Sonuç 4.2.14: 4n IEM ⊂  yüzeyi tıkız ve bağlantılı bir yüzey olsun. Eğer 2Nboy 1
p =  ve 

nM  yüzeyi zayıf PHG-özelikli ise bu taktirde nM ,  (4.1) parametrizasyonu ile verilmiş 

bir yüzey (Blaschke yüzeyi) dir [29]. 
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Sonuç 4.2.15: 4n IEM ⊂  yüzeyi nM0∈  noktasında zayıf PHG-özelikli ise nM0∈ den 

geçen tüm geodezikler düzlemseldir [39]. 

 

4.3. PGNS-Özelikli Yüzeyler 

 

Tanım 4.3.1: mn IEM ⊂  yüzeyinin, bir p noktasındaki, birim teğet vektörü t, birim 

normal vektörü de U  olsun. p noktasından geçen, t ve U  vektörlerini kapsayan 

hiperdüzlemi, yüzey ile bir α  eğrisi boyunca kesişir. Bu α  eğrisine, nM  nin p 

noktasındaki t doğrultusundaki normal kesiti denir. 

 

Tanım 4.3.2: mn IEM ⊂  bir yüzey olsun. nM  nin bir p noktasından geçen geodeziği 
nM  nin bir normal kesiti ise nM  ye PGNS-özeliklidir denir. 

 

Teorem 4.3.3: (Lokal sınıflandırma Teoremi) 3n IEM ⊂  bir yüzey olsun. Bu taktirde, 
nM  yüzeyi p köşeli (p nin bir komşuluğunda) bir dönel yüzeydir⇔ nM  yüzeyi PGNS-

özeliklidir [29]. 

 

Sonuç 4.3.4: Eğer 3n IEM ⊂  paralel ikinci temel formlu bir yüzey ise nM , bir düzlem, 

küre ya da silindirdir [29]. 

 

Tanım 4.3.5: mn IEM ⊂  bir yüzey olsun. nM  nin bir p noktasından geçen geodeziği 2-

düzlemsel ise, nM  ye 2-PGNS-özeliklidir denir. 

 

Teorem 4.3.6: mn IEM ⊂  yüzeyinin p noktasından geçen geodeziği γ , 2-düzlemsel ise 

γ ,  nM  nin p den geçen bir normal kesit eğrisidir. 

 

İspat: γ  eğrisi nM  nin birim hızlı ve p)0( =γ  şartını sağlayan bir eğrisi olsun. 

T)s(' =γ  

)T,T(h)s('' =γ  
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)T,T)(h(TA T)T,T(h
''' ∇+−=γ  

 

dır. Ayrıca γ  eğrisi 2-düzlemsel olduğundan γ  boyunca 

0)s()s()s( '''''' =γ∧γ∧γ  

 

dır. Böylece  

 

0))T,T)(h(TA()T,T(hT T)T,T(h =∇+−∧∧  

 

elde edilir. Buradan 

 

0TAT )T,T(h =∧  

ve  

0)T,T)(h()T,T(h T =∇∧  

 

dır. Böylece iki durum söz konusudur: 

 

i) Öncelikle, )0(Tt =  olmak üzere 0)t,t(h ≠  farz edilsin. Buna göre Uq∈  ve 
n

qMT0u ∈≠  için, 0)u,u(h ≠  olacak şekilde bir U komşuluğu seçilebilir. Böylece γ  

eğrisi, { })t,t)(h(),t,t(h,tSpanp t∇+  içinde yatar ve p noktasında γ  eğrisi normal kesit 

olur. 

ii) 0)t,t(h =  olsun. Bu taktirde, 0s >  için, N, nM  yüzeyinin normal vektörü ve γ  

eğrisi boyunca )T,T(h  ye paralel olsun. Buna göre, γ  eğrisi boyunca nM  ye teğet ⊥T  

vektör alanı seçilebilir ve bu vektör alanı { })s(N),s(T  ile gerilen π  düzlemine diktir. 

)s(T⊥  vektör alanı p noktasına uzatılsın ve aynı ⊥T  notasyonu ile gösterilsin. Böylece 

{ })0(T,t ⊥ , n
pMT  için ortonormal bir baz olup )0(T⊥  da  π  düzlemine diktir. Buna göre 
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)0(N  da p noktasında nM  yüzeyinin normal vektörüdür. γ  eğrisi { })0(N,tSpanp +  

içinde yatar ve böylece γ  eğrisi p noktasında, t doğrultusunda bir normal kesit eğrisidir. 

 

Tanım 4.3.7: nMp∈  noktası nM  nin izole edilmiş düz (flat) noktası olsun. Bu taktirde 

p)0( =γ  den geçen her bir γ  geodeziğinin eğriliği, 0)0(k =γ  ve 0)s(k ≠γ  şartını 

sağlar. Ayrıca 

 

{ }0kZninf)p(d n ≠∈= γ
+  

 

ise Z)p(d1 ∈≤  iyi tanımlı olup, buna izole edilmiş p noktasının derecesi denir. 

 

Teorem 4.3.8: 4n IEM ⊂  izole edilmiş düz noktası olmayan bir yüzey olsun. Bu taktirde 
nM  yüzeyi 2-PGNS-özeliklidir ⇔ 3n IEM ⊂  te yatan bir dönel yüzeydir ya da nM  

yüzeyi  

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θθ

θθ

=θ

∫∫

∫∫
s

0

s

0

s

0

s

0

dt)t(fsin2sin,dt)t(fsin2cos

,dt)t(fcossin,dt)t(fcoscos
),s(x

mm

                (4.15) 

formundadır [29]. Burada ∫=
s

0

dt)t(k)s(f m  dır.  

 

Açıklama: (4.15) denklemi ile verilen yüzey için 1. normal uzayın boyutu 2 dir. Yani 

2Nboy 1
p =  dir. 

 

Teorem 4.3.9: 5n IEM ⊂ , izole edilmiş düz noktası olmayan bir yüzey olsun. Bu 

taktirde nM  yüzeyi PGNS-özeliklidir⇔  nM  aşağıdaki yüzeylerden biridir: 
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1) 3IE de bir dönel yüzey, 

2) (4.15) lokal parametrizasyonu ile verilen bir yüzey, ya da, 

3)

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θθ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−θθθ

=θ

∫∫

∫∫∫
s

0

2
s

0

s

0
2

22
2

s

0

s

0

dt)t(fsinsin
)0(k

b,dt)t(fsin2sin
)0(k

a

,dt)t(fsin
)0(k

b2)0(kcos,dt)t(fcossin,dt)t(fcoscos
),s(x

mm

m

(4.16) 

lokal parametrizasyonu ile verilen bir yüzeydir [29]. Burada ∫=
s

0

dt)t(k)s(f m ,  

)e,e(ha 21= , 3N~b = , 1111223 NN),e,e(h)e,e(hN~ ><−=  ve 
)0(k

)e,e(h
N 11

1 =  dır. 

 

Teorem 4.3.10: (Sınıflandırma Teoremi): mn IEM ⊂  analitik yüzey olsun. nM  yüzeyi 

PGNS-özelikli ise nM  aşağıdaki yüzeylerden biridir: 

 

1) Lokal olarak nM , 3IE  te yatan bir dönel yüzeydir, 

2) 4IE  yatan (4.15) yüzeyidir, 

3) 4IE  yatan (4.16) yüzeyidir, ya da, 

4) )(Ndt)t(fsin)esine(cosdt)t(fcos),s(x
s

0
21

s

0

θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ+θ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θ ∫∫                               (4.17) 

 

yüzeyidir [29]. Burada 

 

)e,e)(h(sincos
r

2p
)e)(h(

1

))(e)(h(
)e)(h(

1)(N

r
2

r2p
1

prr2p
2p

0r
2p

1
p

2p
1

p
2p

1
p

−+−+
+

=
+

+
+

∇θθ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

∇
=

θ∇
∇

=θ

∑
  ,                          (4.18)        

ve  ∫=
s

0

dt)t(k)s(f m  dır. Ayrıca izole edilmiş noktaların derecesi 1p −  dir. 
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Sonuç 4.3.11: (4.15) denkleminde sabitk = alınırsa (4.2) denklemi ile verilen Blaschke 

Yüzeyi elde edilir. Bu yüzey zayıf PHG-özeliklidir. 

 

Önerme 4.3.12: m2 IEM:f →  bir izometrik daldırma olsun. 2M  üzerinde tüm γ  

geodezikleri için, γ=σ of  nın 1k , 2k  eğrilikleri sabit, yani γ  eğrisi, 3-mertebeli ise 

 

X)1( =σ  

)X,X(h
k
1

1

)2( =σ ;  X)s( =γ′ , 

)X,X)(h(
kk
1

X
21

)3( ∇=σ  

dır [25]. 

 

Teorem 4.3.13: m2 IEM:f → , 3-mertebeli bir helissel daldırma olsun. 2
x MT  nin 

ortonormal bir bazı { }21 e,e  ise 

 

)e,e(hk)e)(h( 21
2
2

4
1

2 −=∇  

)e,e(h)a4kk(
2
1)e,e)(h( 21

22
2

2
12

3
1

2 +−=∇  

)e,e(h)a12kk3)(
2
1()e,e)(h( 21

22
2

2
1

3
12

2 −+−=∇  

)e,e(h)a2k
2
1k

6
1()e,e(h)a2k

2
1k

6
1()e,e)(h( 22

22
1

2
211

22
1

2
2

2
2

2
1

2 −+−++−−=∇  

 

dır. Burada )e,e(ha 21=  dır [25]. 

 

Tanım 4.3.14: mn IEM ⊂  altmanifoldu için  

 

)X,XA(h3)X,X)(h()X(J )X,X(hXX +∇∇=        (4.19) 
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vektörü ile )X,X(h  vektörü lineer bağımlı ise nM  altmanifolduna AW(3)-tipindendir 

denir [3]. 

 

Önerme 4.3.15: m2 IEM:f → , 3-mertebeli bir helissel daldırma olsun. O zaman  

 

)e,e(h)k
2
3C()e,e(h)k

2
3B()e,e(h)k3A()X(J 221111211 −+−++=             (4.20)               

 

dır. Burada  

 

),a3k
4
3k

4
1(C

),a3k
4
3k

4
1(B

),a8k
2
1(A

22
1

2
2

22
1

2
2

22
2

+−=

−+=

−−=

        (4.21) 

dır. 

 

İspat: 21 yexeX +=  için 

)e,e)(h(yx3)e,e)(h(yx                           

)e,e)(h(xy3)e,e)(h(y                          

)e,e)(h(yx3)e,e)(h(xy

)e,e)(h(yx3)e,e)(h(x)X,X)(h(

11ee
22

11ee
3

21ee
3

22ee
4

22ee
22

22ee
3

12ee
3

11ee
4

XX

2212

2222

1121

1111

∇∇+∇∇+

∇∇+∇∇+

∇∇+∇∇+

∇∇+∇∇=∇∇

 

olup 
2

1x =   ve 
2

1y −=   değerleri göz önüne alınırsa, X birim vektör olacaktır ve  

)e,e)(h(
4
3)e,e)(h(y

4
1                           

)e,e)(h(
4
3)e,e)(h(

4
1                          

)e,e)(h(
4
3)e,e)(h(

4
1

)e,e)(h(
4
3)e,e)(h(

4
1)X,X)(h(

11ee11ee

21ee22ee

22ee22ee

12ee11eeXX

2212

2222

1121

1111

∇∇+∇∇−

∇∇−∇∇+

∇∇+∇∇−

∇∇−∇∇=∇∇
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elde edilir [1]. Ayrıca Codazzi denklemi yardımıyla 

 

)e,e)(h()e,e)(h( 21ee11ee 1121
∇∇=∇∇  

)e,e)(h()e,e)(h( 21ee22ee 2212
∇∇=∇∇  

 

olduğundan 

 

)e,e)(h(
2
3                             

)e,e)(h()e,e)(h(

)e,e)(h(
4
1)e,e)(h(

4
1)X,X)(h(

22ee

12ee21ee

22ee11eeXX

11

1122

2211

∇∇+

∇∇−∇∇−

∇∇+∇∇=∇∇

    (4.22) 

 

elde edilir. Teorem 4.3.13 deki değerler (4.22) eşitliğinde yerlerine yazılırsa 

 

)e,e(h)a12kk3(
2
1)e,e(h)a4kk(

2
1                             

)e,e(h)a2k
2
1k

6
1(

2
3)e,e(h)a2k

2
1k

6
1(

2
3

)e,e(hk
4
1)e,e(hk

4
1)X,X)(h(

21
22

2
2
121

22
2

2
1

22
22

1
2
211

22
1

2
2

21
2
221

2
2XX

−+++−−

−+−−+−−−

−−=∇∇

 

ya da basitçe 

)e,e(h)a3k
4
3k

4
1(

)e,e(h)a3k
4
3k

4
1()e,e(h)a8k

2
1()X,X)(h(

22
22

1
2
2

11
22

1
2
221

22
2XX

+−

−++−−=∇∇
       (4.23) 

 

bulunur. Ayrıca (4.21) eşitliği yardımıyla 

 

         (4.24) 

 

elde edilir. Bununla beraber )X,X(hkXA 1)X,X(h −=  olduğundan 

)e,e(Ch)e,e(Bh)e,e(Ah)X,X)(h( 221121XX ++=∇∇
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)e,e(hk)e,e(h
2
k

)e,e(h
2
k

                        

)X,X(hk)X,XA(h

21122
1

11
1

1)X,X(h

+−−=

−=
     (4.25) 

 

bulunur. Böylece (4.21), (4.23)-(4.25) eşitliklerinden (4.20) eşitliği elde edilir. 

 

Önerme 4.3.16: m2 IEM:f → , 3-mertebeli bir helissel daldırma olsun. O zaman 

 

3411 a)e,e(h αξ+ξ=          (4.26) 

521 a)e,e(h ξ=                     (4.27) 

3422 a)e,e(h αξ+ξ−=                                                          (4.28) 

dır. Burada )e,e(ha 21=  ve H=α  dır. 

 

İspat: [14] teki Lemma 3 teki 

 

521 a)e,e(h ξ= ,                    

42211 a2)e,e(h)e,e(h ξ=− , 

32211 2)e,e(h)e,e(hH αξ=+= ,        

 

vektörleri yardımıyla gerekli hesaplamalar yapılırsa istenen sonuç elde edilir.  

 

Önerme 4.3.15 ve Önerme 4.3.16 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.3.17: m2 IEM:f → , 3-mertebeli bir helissel daldırma olsun. O zaman 

 

543 Da)FE(a)FE()X(J ξ+ξ−+ξ+α=                                     (4.29)                         

dır. Burada 1k3AD +=  , 1k
2
3BE −=    , 1k

2
3CF −=   dır. 
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Sonuç 4.3.18: m2 IEM:f → , 3-mertebeli bir helissel daldırma olsun. O zaman 

 

53 a)X,X(h ξ−αξ=           (4.30) 

dır. 

 

İspat: 21 e
2

1e
2

1X −=  birim vektör alanı yardımıyla 

)e,e(h)e,e(h
2
1)e,e(h

2
1

)e
2

1e
2

1,e
2

1e
2

1(h)X,X(h

212211

2121

−+=

−−=
                (4.31) 

 

elde edilir. Ayrıca (4.26)-(4.28) eşitlikleri (4.31) eşitliğinde yerlerine yazılırsa (4.30) 

eşitliği bulunur. 

 

Sonuç 4.3.19: m2 IEM:f → , 3-mertebeli minimal olmayan izotropik bir helissel 

daldırma olsun. O zaman 2M  yüzeyi, AW(3)-tipindedir. 

 

İspat: m2 IEM ⊂  minimal olmadığından 0≠α  dır. Ayrıca 2M  izotropik ise 0a =  dır. 

Böylece (4.29) ve (4.31) eşitlikleri, sırasıyla,  

3)FE()X(J ξ+α=  

ve 

3)X,X(h αξ=  

 

halini alır. Sonuç olarak )X(J  ile )X,X(h  lineer bağımlı olduklarından Tanım 4.3.14 

yardımıyla 2M  yüzeyi AW(3)-tipindedir. 
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5. HELİSSEL ALTMANİFOLDLAR 

 

5.1. Giriş 

 

Bu bölümde helissel altmanifoldlar incelenmiştir. Ayrıca TC-altmanifoldları 

tanımlanarak tüm helissel altmanifoldların aynı zamanda birer TC-altmanifoldu olduğu 

gösterilmiştir. 

 

5.2. Helissel Altmanifoldlar 

 

Helissel altmanifoldlar diferensiyel geometrinin en önemli konularından biridir. 

 

Teorem 5.2.1: )c(M~M:f dnn +→  bir izometrik daldırma olsun. nM  üzerindeki tüm γ  

geodezikleri için γ=σ of , sabit j21 k,...,k,k  )mertebelid,,1dj( σ−≤ Frenet 

eğriliklerine sahip ise, 

X)1( =σ  
[ ]

∑
−

=

−−−
−

−
− ∇=σ

12i

0l

l2i2l2i
l2i,i

1
1i1

)i( )X)(h(a)kk( L , 1ji2 +≤≤  

Frenet çatısı elde edilir. Burada γ= &X , 1a i,i = , ∑
∈

− =
il1

l21
Ai,...,i

2
i

2
i

2
il2i,i k...kka  0)(l >  ve iA , 

{ }2i,...,3,2 −  kümesinin alt kümelerinin bir koleksiyonudur. Ayrıca nMx∈  

noktasındaki birim teğet küresi n
x MU  olmak üzere, k2 ≤ , 1j2l +≤ , 1kr0 −≤≤ , 

3j2lk +≤+  ve n
x MUY,X ∈  için, 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+><−
>=∇∇< +

−
−−−−

tek1k,0

çift1k,Y,Xv)1(
)X)(h(),X,Y,X)(h( 2)1k(

2)lk(
l2l1rkr2k    (5.1) 

dir. Burada 
2i2i

i )X)(h(v −∇=  sadece 1i21 k,...,k,k −  e bağlıdır. 1j2k +≤  için,  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−
= +

−

∇ −

tekk,0

çiftk,Xv)1(
XA 12k

12k

)X)(h( k2k         (5.2) 

dır [25]. 

 

Önerme 5.2.2: Eğer tüm γ  geodezikleri için γ=σ of  nın j21 k,...,k,k  Frenet eğrilikleri 

sabit ise n
x

)1j()2( MN,..., ∈σσ + dir. Özelikle eğer 1d21 k,...,k,k −  ler sabit ise, f, geodezik 

normal kesitli bir daldırmadır [25]. 

 

Teorem 5.2.3: )c(M~M:f dnn +→  bir izometrik daldırma olsun. Eğer her bir nMx∈   

noktasında, her X ∈ n
x MU  birim vektörü için, )1j2k2(0XXA )X)(hD( k2k +≤≤=∧−  

oluyorsa, o zaman  j21 k,...,k,k  Frenet eğrilikleri sabit olur ve böylece (5.1) ve (5.2) 

eşitlikleri sağlanır [25]. 

 

Teorem 5.2.4: )c(M~M:f dnn +→  izometrik daldırması bir helissel daldırmadır ancak ve 

ancak nM  geodezik normal kesitlere sahiptir [25]. 

 

Teorem 5.2.5. )c(M~M:f dnn +→  tüm geodezikleri d-yinci mertebeden olan bir 

daldırma olsun. O zaman  

(a) Eğer d çift ve 1)2d(21 k,...,k,k −  Frenet eğrilikleri sabit ise, f helisseldir yani 

1d21 k,...,k,k −  ler sabittir. 

 

(b) Eğer d tek , 2)3d(21 k,...,k,k −  Frenet eğrilikleri sabit ve 2)1d(k − , tüm n
x MU  birim 

küresi üzerinde sabit ise, f helisseldir [25]. 
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Teorem 5.2.6: nM , mIE  de geodezik normal kesitlere sahip bir küresel altmanifold 

olsun. O zaman nM  nin mertebesi çifttir [25]. 

 

Teorem 5.2.7: nM , dnIE +  de geodezik normal kesitlere sahip bir tıkız altmanifold olsun. 

O zaman nM  nin mertebesi çifttir [25]. 

 

Teorem 5.2.8: nM , dnIE +  de geodezik normal kesitlere sahip bir altmanifold ise, nM  

sabit izotropiktir [14]. 

 

5.3. TC-Altmanifoldları 

 

Tanım 5.3.1: dnn IEM:x +→  fonksiyonu n-boyutlu Riemann manifoldu M den (n+d)-

boyutlu Öklit uzayı dnIE +  ye bir izometrik daldırma olsun. nM  üzerindeki lokal 

koordinatlar n21 u,...,u,u  verildiğinde dnIE +  den indirgenen metrik 

 

>
∂
∂

∂
∂

=<
ji

ij u
x,

u
xg    ,    nj,i1 ≤≤  

 

şeklinde tanımlansın. Böylece  

 

)g(detG ij=  ve 1
ij

ij )g()g( −=  

 

olmak üzere nM  nin dnIE +  den indirgenmiş metriğine göre Laplace operatörü 

 

∑
= ∂

∂
∂
∂

−=∆
n

1j,i
j

ij

i

)
u

gG(
uG

1          (5.3) 

 

şeklinde tanımlanır [41]. 
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nM  nin dnIE +  den indirgenmiş metriğine göre Laplace operatörü ∆  olmak üzere nM  

nin ortalama eğrilik vektörü H, 

 

nHx −=∆  

 

Bertrami formülünü sağlar [14]. 

 

(2.11) denkleminde H∆  hesaplanırsa 

 

N)S(gradngradA2H N α+α∆+αα+α=∆         (5.4) 

 

elde edilir. Burada Hα = , S ikinci temel formun uzunluğunun karesi ve N de, nM  nin 

birim normal vektörüdür [14]. 

 

Tanım 5.3.2: nM , mIE  de, n-boyutlu bir altmanifold olsun. Eğer  

 

0e,H i >=∆<             (5.5) 

 

sağlanıyorsa, nM  ye Teğetsel Kübik Altmanifold (TC-altmanifoldu) denir. 

 

Önerme 5.3.3: Tüm biharmonik ve minimal altmanifoldlar TC-altmanifoldudur. 

 

Tanım 5.3.4:  Eğer x pozisyon vektörlerinin her bir bileşeni 

 

k210 x...xxxx ++++= ,  

sonlu spektral ayrışımına sahip ise, nM  ye sonlu tiptendir denir. Burada 0x , mIE  de 

sabit bir vektör ve k21 x,...,x,x  ler, iii xx λ=∆ , ki1 ≤≤ , k21 ... λ<<λ<λ  olacak 

biçimdeki sabit olmayan dönüşümlerdir. 
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Eğer tüm k21 ,...,, λλλ  özdeğerleri birbirinden farklı ise, x daldırması (ya da nM  

manifoldu) k-tipindendir denir. ∆  nın özdeğerlerinin kümesine nM  nin spekturumu 

denir ve Spec(M) ile gösterilir. Özel olarak, k21 ,...,, λλλ  özdeğerlerinden bir tanesi 0 ise, 
nM  ye null k-tipindendir denir. 

 
nM  altmanifoldunun yer vektörü  

 

10 xxx +=  ,  0x 0 =∆   ,  11 cxx =∆          (5.6) 

ayrışımına sahip ise nM  ye null 2-tipindendir denir. Burada 0x  ve 1x , nM  üzerinde 

sabit olmayan vektörler ve c de sıfır olmayan bir sabittir. 

 

nHx −=∆  olduğundan (5.6) denkleminden 

cHH =∆             (5.7) 

elde edilir. 

 

Lemma 5.3.5: nM , mIE  nin n-boyutlu altmanifoldu olsun. Eğer cHH =∆ olacak şekilde 

bir 0c ≠  sabiti varsa, nM  altmanifoldu 1-tipinden ya da null 2-tipindendir [13]. 

 

Tanım 5.3.6: nM , mIE  nin n-boyutlu altmanifoldu olsun. nM  nin ortogonal birim 

vektör alanları m1n e,...,e +  ve 1ne +  vektörü nM  nin H ortalama eğrilik vektörüne paralel 

olacak şekilde seçilsin. 
rer AA =  ve mr2n ≤≤+  olmak üzere, 

 

∑
+=

=
m

2nr
rrH e)AA(tr)H(a           (5.8) 

 

şeklinde tanımlanan normal vektöre mIE  de nM  nin bağlaşık ortalama eğrilik vektörü 

denir. )H(a  vektörü, H ye diktir. 
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Eğer nM  nin bağlaşık ortalama eğrilik vektörü sıfır ise, nM  altmanifolduna mIE  nin bir 

A-altmanifoldu denir. 

 

[12] de  

 

)Α∇+)Η(+ΗΑ+Η∆=∆Η 1+ H
2

n
D (tra         (5.9) 

 

şeklinde verilmiştir. Burada Η∆D , D normal koneksiyonuna bağlı H nin Laplace 

operatörü,  

 

),(tr nn
2

n 1+1+1+ ΑΑ=Α         (5.10) 

ve  

[ ]∑
=

+∇=)Α∇
n

1i
iHDiHeH eAe)A((tr

iei
       (5.11) 

dır. 

 

Lemma 5.3.7: nM , mIE  nin 1-tipinden olmayan n-boyutlu altmanifoldu olsun. O zaman 
nM  null 2-tipindendir ancak ve ancak c sabiti için  

 

0(tr H =)Α∇           (5.12) 

ve  

cHa2
n

D =)Η(+ΗΑ+Η∆ 1+         (5.13) 

 

sağlanır [13]. 

 

Önerme 5.3.8: Tüm 1-tipinden ve null 2-tipinden altmanifoldlar TC-altmanifoldlarıdır. 

 

İspat: dnn IEM +⊂  altmanifoldu 1-tipinden ya da null 2-tipinden ise Lemma 5.3.5 den 

cHH =∆ , IRc∈  dir. Böylece 0e,H i =>∆<  bulunur. 
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Tanım 5.3.9: 111 dmm
11 IEM:f +→  ve 222 dmm

22 IEM:f +→  izometrik daldırmaları verilsin. 

1m
1Mp∈  ve 2m

2Mq∈  için 

 
dmm

2
m
1

m
21 IEMMM:)f,f( 21 +→×= ,     21 mmm += ,    21 ddd +=  

)y,...,y,y,x,...,x,x()q,p)(f,f(
21 m21m2121 =  

biçiminde tanımlanan daldırmaya 1f  ile 2f  nin çarpım daldırması adı verilir. 21 m
2

m
1 MM ×  

manifolduna da 1m
1M  ve 2m

2M  nin Riemann çarpımı denir [30]. 

 

Teorem 5.3.10: 111 dmm
11 IEM:f +→  ve 222 dmm

22 IEM:f +→ , kapalı altmanifoldlarının iki 

izometrik daldırması ve 21 ve, ∆∆∆ , sırasıyla, 21 m
2

m
1

m MMM ×= , 1m
1M  ve 2m

2M  nin 

Laplace operatörleri olsun. O zaman  

21 ∆+∆=∆           (5.14) 

dır [5]. 

 

Teorem 5.3.11: mIEIRI: →⊂γ , diferensiyellenebilir bir eğri olsun. Eğer γ , TC-eğrisi 

ise, γ  üzerinde kurulan silindir bir TC-yüzeyidir. 

 

İspat: ))s(),...,s(),s(()s( n21 γγγ=γ , mIE  de bir eğri olsun. γ  üzerindeki silindirin 

denklemi 

 

)u,...,u,u),s(()u,...,u,u,s(x 1n211n21 −− γ=       (5.15) 

şeklindedir. 

 

n11
' v,...,v,v)s( =γ , γ  nın yönlendirilmiş çatı alanı olsun. 

)0,...,0,v(x 1s =  ve )0,...,1,...,0,0(x
ju = , 1nj1 −≤≤  olmak üzere, silindirin, 

{ }
1n21 uuus x,...,x,x,x
−

 ortonormal teğetsel çatısı seçilsin. Buna göre 
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0xsxs
=∇ ,   0xx sxux jujs

=∇=∇ ,  0x
kju ux =∇  

ve 

0)x,x(h)x,x(h
kjj uuus == , 1nk,j1 −≤≤  

 

elde edilir. Böylece silindirin ortalama eğrilik vektörü, γ  nın ikinci türevine 1n −  tane 

sıfır eklenmiş 

 

{ }
)0,...,0,0),s(),...,s(),s(()x,x(h

)x,x(h),x,x(h
n
1H

''
n

''
2

''
1ss

n

1i
uuss ii

γγγ==

= ∑
=  

şeklinde bulunacaktır. 

 

Örnek 5.3.12: Örnek 3.2.10 de verilen helis eğrisi TC-eğrisi olup bu eğri üzerinde 

kurulan 

 

)t),bssin(sin),bscos(sin),assin(cos),ascos((cos)t,s(x φφφφ=  

 

silindiri bir TC-yüzeyidir. 

 

Örnek 5.3.13: )au,usinucosha,ucosucosha,ssinb,scosb()u,u,s(x 1212121 =  

parametrizasyonuyla verilen Katenoid ile )b(S1  çemberinin çarpım manifoldu 2-

tipindendir [6]. Buna göre Teorem 5.3.10 dan bu altmanifold bir TC-altmanifoldudur. 

 

Teorem 5.3.14: (Karakterizasyon Teoremi) m2 IEM ⊂  altmanifoldu olsun. Eğer 2M , 

PGNS-özelikli ise 2M  nin tüm normal kesitleri birer TC-eğrileridir. 

 

İspat: γ , 2M  nin p)0( =γ  noktasındaki )0(γ′  doğrultusundaki normal kesiti olsun. 

Böylece γ′=T  olmak üzere 
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)T,T(hTT TT +∇=∇=γ ′′         (5.16) 

 

elde edilir. TT∇  , T ye dik olduğundan ve γ  p noktasında normal kesit olduğundan 

(5.16) denkleminden 0Tt =∇  bulunur. Buna göre, γ  nın birinci eğriliği γ ′′=1k  için, 

 

)t,t(h)0(k1 =          (5.17) 

 

sağlanır. Eğer 2M  geodezik normal kesitlere sahip ise, Teorem 5.2.8 ve (5.17) 

eşitliğinden tüm normal kesitler aynı sabit birinci eğriliğe sahiptir. Böylece Tanım 3.3.1 

e göre bu eğriler birer TC-eğrisidir. 

 

5.4. TC-Yüzeyleri 

 

Bu bölümde TC-yüzeyleri için örnekler verilmiştir. Ayrıca TC-yüzeyleriyle ilgili bazı 

sonuçlar bulunmuştur. 

 

Örnek 5.4.1: 3IE  te b yarıçaplı )b(S2  küresi 

 

)usinb,vsinucosb,vcosucosb()v,u(x =  

 

biçiminde izometrik gömme olarak tanımlanır. Buna göre 

 

)ucosb,vsinusinb,vcosusinb(
u
x

−−=
∂
∂  

ve 

)0,vcosucosb,vsinucosb(
v
x

−−=
∂
∂  
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dir. Böylece 
u

x
u

x
e1

∂
∂

∂
∂

= , 
v

x
v

x
e2

∂
∂

∂
∂

=  elde edilir. Bununla beraber 

 

)usin,vsinucos,vcosu(cos
b
2H 3−=∆  

 

dır. Buradan 0e,H 1 =>∆<  ve 0e,H 2 =>∆<  bulunur. 3IE  te b yarıçaplı )b(S2  küresi 

bir TC-yüzeyidir. 

 

Örnek 5.4.2: 4IE  de 2T  tor yüzeyi 

 

)
b
vsinb,

b
vcosb,

a
usina,

a
ucosa()v,u(x =   

biçiminde izometrik gömme olarak tanımlanır. Buna göre 

 

)0,0,
a
ucos,

a
usin(

u
x

−=
∂
∂  

ve 

)
b
vcos,

b
vsin,0,0(

v
x

−=
∂
∂  

dir. Böylece 
u

x
u

x
e1

∂
∂

∂
∂

= , 
v

x
v

x
e2

∂
∂

∂
∂

=  elde edilir. Bununla beraber  

 

)
b
vsin

b
1,

b
vcos

b
1,

a
usin

a
1,

a
ucos

a
1(

2
1H 5555−=∆  

 

dır. Buradan 0e,H 1 >=∆<  ve 0e,H 2 >=∆<  bulunur. 4IE  de 2T  tor yüzeyi bir TC-

yüzeyidir. 
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Örnek 5.4.3: 4IE  de 2IH  helissel silindiri 

 

)bv,vsina,vcosa,u()v.u(x =  

 

biçiminde tanımlanır. Buna göre  

 

)0,0,0,1(
u
x
=

∂
∂  

ve 

)b,vcosa,vsina,0(
v
x

−=
∂
∂  

dir. Böylece 
u

x
u

x
e1

∂
∂

∂
∂

= , 
v

x
v

x
e2

∂
∂

∂
∂

=  elde edilir. Bununla beraber  

)0,vsina,vcosa,0(
)ba(2

1H 222 +
−=∆  

 

dır. Buradan 0e,H 1 >=∆<  ve  0e,H 2 >=∆<  bulunur. 4IE  de 2IH  helissel silindiri bir 

TC-yüzeyidir. 

 

Örnek 5.4.4: 4IE  de  

 

)vsinusin,vcosusin,vsinucos,vcosu(cos)v,u(x =  

 

biçiminde tanımlanan yüzey )1(S3  in bir minimal yüzeyidir. Buna göre 

 

)vsinucos,vcosucos,vsinusin,vcosusin(
u
x

−−=
∂
∂  

ve 

)vcosusin,vsinusin,vcosucos,vsinucos(
v
x

−−=
∂
∂  
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dir. Böylece 
u

x
u

x
e1

∂
∂

∂
∂

= , 
v

x
v

x
e2

∂
∂

∂
∂

=  elde edilir. Bununla beraber  

 

)vsinusin,vcosusin,vsinucos,vcosu(cos2H −=∆  

 

dır. Buradan 0e,H 1 >=∆<  ve 0e,H 2 >=∆<  bulunur. 4IE  de, )1(S3  in minimal yüzeyi 

bir TC-yüzeyidir. 

 

 

Örnek 5.4.5: 6IE  da 2T  tor yüzeyi, 

 

)
b
vcosucosb,

b
vsinucosb,ucosa,

b
vcosusinb,

b
vsinusinb,usina()v,u(x =   

biçimindeki gömme olarak tanımlanır. Buna göre 

 

)
b
vcosusinb,

b
vsinusinb,usina,

b
vcosucosb,

b
vsinucosb,ucosa(

u
x

−−−=
∂
∂  

ve 

)
b
vsinucos,

b
vcosucos,0,

b
vsinusin,

b
vcosusin,0(

v
x

−−=
∂
∂  

 

dir. Böylece 
u

x
u

x
e1

∂
∂

∂
∂

= , 
v

x
v

x
e2

∂
∂

∂
∂

=  elde edilir. Bununla beraber, 222 cba =+  olmak 

üzere, 

 

)
b
vcosucos

cb
)cb(,

b
vsinucos

cb
)cb(,ucos

c
a

,
b
vcosusin

cb
)cb(,

b
vsinusin

cb
)cb(,usin

c
a(

2
1H

43

222

43

222

4

43

222

43

222

4

++

++
−=∆
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dır. Buradan 0e,H 1 >=∆<  ve 0e,H 2 >=∆<  bulunur. 6IE  da 2T  tor yüzeyi bir TC-

yüzeyidir. 

 
nM  hiperyüzeyi biharmonik ise (5.4) denkleminden 

 

0ngradgradA2 N =α+α         (5.18) 

ve  

 

0)S( =α+α∆           (5.19) 

 

bulunur. Buna göre (5.18) ve (5.19) eşitlikleri nM  yüzeyinin biharmonik olması için 

gerek ve yeter şarttır [9]. 

 

Tanım 5.4.6: (5.18) denklemini sağlayan hiperyüzeylere H-hiperyüzeyleri denir. 

 

Önerme 5.4.7: Tüm H-hiperyüzeleri TC-hiperyüzeyleridir. 

 

İspat: 1nn IEM +⊂  hiperyüzeyi H-hiperyüzeyi ise (5.18) eşitliğinden 

 

0gradngradA2 N =αα+α  

 

dır. Böylece (5.4) eşitliği 

 

N)S(H α+α∆=∆  

 

biçimine dönüşür. Buradan 0e,H i >=∆<  elde edilir. 

 

Teorem 5.4.9: Eğer 1nn IEM +⊂  minimal olmayan bir TC-hiperyüzeyi ise, nM  yüzeyi 

en çok birbirinden farklı iki asli eğriliğe sahiptir (yani yarı-umbiliktir). 



 70

İspat: 1nn IEM +⊂  minimal olmayan TC-hiperyüzeyi olsun. (5.4) eşitliği, (5.5) 

eşitliğinde ele alınırsa 

 

0e,N)S(gradngradA2 iN >=α+α∆+αα+α<        

0e,gradngradA2 iN >=αα+α<  

0e,gradne,gradA2 iiN >=α<α+>α<  

0e,egradne,eAgrad2 inin1n >=<αα+><α +  

{ } 0e,ene,eA2grad inin1n =><α+><α +  

{ } 0e,ene,e2grad ininn =><α+><λα  

0)n2(e,egrad nin =α+λ><α  

 

bulunur. Burada 
α
α

=
grad
graden  dır. αgrad  sıfırdan farklı olduğundan, n i = için, 

0n2 n =α+λ  

2
n

n
α

−=λ  

elde edilir. Böylece 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

α
−

λ

λ
λ

=

2
n

.
.

A

1

1

1

N   

olur. Buradan nM  yüzeyinin yarı-umbilik olduğu görülür. 

 

Önerme 5.4.10: 5n IEM ⊂  zayıf PHG-özelikli bir yüzey olsun. nM  yüzeyinin Gauss 

eğriliği  
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2

2

s
G

G
1K

∂
∂

−=          (5.20) 

 

biçimindedir. Burada ( ) ( )( )24222 kscos1ka4kssink1G −+=  dır. Eğer Gauss eğriliği 

sabit ise (5.20) eşitliği  

0KG4
s
G

s
GG2 2

2

2

2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
∂

∂  

şeklinde verilir [28]. 

 

Önerme 5.4.11: 5IE  te, her bir sabit Gauss eğrilikli zayıf PHG-özelikli yüzey bir TC-

yüzeyidir. 

 

İspat: 5n IEM ⊂  zayıf  PHG-özelikli bir yüzey olsun. O zaman Teorem 4.2.4 yardımıyla 

bu yüzey (4.3) parametrizasyonuyla verilir. Eğer nM  yüzeyinin Gauss Eğriliği sabit ise  

[28] deki Lemma 2.14 ten, nM  nin Laplace operatörü 

s
)G(log

s2
1

G
1

s 2

2

2

2

∂
∂

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ∂
∂

+
∂
∂

−=∆       (5.21) 

 

şeklindedir. Burada ( ) ( )( )2222 kscos1k1kssink1G −+=  dır. Ayrıca, nM  nin ortalama 

eğrilik vektörü H olmak üzere  

 

H2x −=∆           (5.22) 

 

dır. Böylece (5.22) kullanılarak (5.21) denkleminden H∆  hesaplanırsa 

 

0Hk
2
3H 2 =−∆  

elde edilir. Buradan nM  yüzeyinin 1-tipinde olduğu görülür. Böylece Önerme 5.3.8 den 
nM  yüzeyi bir TC-yüzeyidir. 
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