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ONSOZ ve TESEKKUR

Egriler, yiizeyler ve altmanifoldlar teorisi diferensiyel geometrinin en temel
konularin1 olusturur. Ozellikle egriler teorisi uygulamali alanlarda ¢ok yaygin bir
sekilde kullanilmaktadir. Egriler arasinda yapilan siniflandirmalarda en ilgi g¢ekici
olan ise bu ¢aligmada da ele aldigimiz helissel egrilerdir. Giinlimiizde uygulamali
geometri alaninda oldukga sik kullanilan bu tip egriler yeni arastirmalarin bas konusu
olmustur. Bu c¢alismada helissel egriler ve altmanifoldlar ile ilgili arastirmalar
yapilarak yeni arastirmalar i¢in bazi sonuglar verilmistir.

Arastirma gorevlisi olarak ¢alismaya basladigim ilk glinden bu giine kadar bana
destek olarak her konuda yardimlarini esirgemeyen ve bu calismayi ydneten I.
Danismamim sayin Prof. Dr. Servettin BILIR e, bu calisma konusunu veren ve
yoneten, ¢aligmalarim esnasinda her tiirlii destegi saglayan ve yardimini esirgemeyen
II. Danismanim sayin Prof. Dr. Kadri ARSLAN a, fikir ve goriislerinden
yararlandigim saym Dog. Dr. Ahmet KUCUK e ve Yrd. Dog. Dr. Ahmet ZOR a,
doktora stiresince her kolayligi saglayan Matematik Boliimii Baskanlar1 Prof. Haydar
SOYSUREN e ve Prof. Dr. Halis AYGUN e, birlikte géreve basladigim
arkadaslarim Ars. Gor. Irem CIFTCI ve Ars. Gor. Evrim GUVEN e tesekkiir ederim.

Ayrica bu ¢alisma esnasinda beni destekleyen ve moralimi her zaman en tist diizeyde
tutmamu saglayan sevgili esim Aslihan OZTURK e tesekkiir ederim.
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HELISSEL EGRILERIN VE ALTMANIFOLDLARIN BiR
KARAKTERIZASYONU

Giinay OZTURK

Anahtar Kelimeler: Frenet Egrisi, Helis, W-egrisi, Genel Helis, Sonlu Tip Egri,
Tegetsel Kiibik Egri, Harmonik Egrilik, Darboux Vektorii, Darboux Kosesi,
Egrilikleri Oranlar1 Sabit Egri, Helissel Daldirma, Normal Kesit, Blaschke Yiizeyi,
Helissel Altmanifold, Tegetsel Kiibik Altmanifold.

Ozet: Bu calismada, helissel egriler, yiizeyler ve altmanifoldlar incelenmistir.
Oncelikle helissel egriler ele alinarak bu egrilerin simiflandirilmas: yapilmistir. Bir
egrinin TC-egrisi olma sarti verilerek bu egrilerin sonlu tipte olma kosullari
aragtirilmistir. Sabit harmonik egrilikli egrilerin Darboux koseye sahip oldugu
gosterilmigtir. Egrilikleri oranlar1 sabit olan egrilerin sonlu tip egri oldugu
ispatlanmistir. PGNS-6zelikli yiizeyler ile PHG-06zelikli ylizeyler arasinda bagintilar
kurulmugstur. PHG-6zelikli yiizeylerin AW(3)-tipinde oldugu gosterilmistir.
TC-altmanifoldu olma kosulu verilmis ve bu kosula gore ylizey ornekleri verilerek
baz1 yiizeylerin smiflandirilmas1 yapilmistir. Son olarak, IE’ te her bir zayif
PHG-06zelikli yiizeyin TC-yiizeyi oldugu gosterilmistir.



A CHARACTERIZATION OF HELICAL CURVES AND SUBMANIFOLDS

Giinay OZTURK

Key Words: Frenet Curve, Helix, W-curve, General Helix, Finite Type Curve,
Tangentially Cubic Curve, Harmonic Curvature, Darboux Vector, Darboux Vertex,
Curve of Constant Curvature Ratios, Helical Immersion, Normal Section, Blaschke
Surface, Helical Submanifold, Tangentially Cubic Submanifold.

Abstract: In this thesis, helical curves, surfaces and submanifolds were considered.
First, classification of helical curves were given. An equation was given for a curve
to be TC-curve and the condition was search for finite type curve to be TC-curve. A
curve which has constant harmonic curvatures has the Darboux vertex. It was proved
that a curve which has constant curvature ratios are of finite type. The relationship
between PGNS-surface and PHG-surface were built. It was showed that the PGH-
surfaces are of AW(3)-type. The condition was given for a submanifold to be a TC-
submanifold and then a classification of these type of submanifolds were obtained.
Finally, it has been shown that every weak PHG-surface is a TC-surface.
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1. GIRIS

Bu calismanin amaci, helissel egrilerin, ylizeylerin ve altmanifoldlarin bir
karakterizasyonunu  belirlemektir. Ayrica bu tip egrileri ve ylizeyleri

siiflandirmaktir.

Bu ¢alisma, birinci boliim giris olmak {izere bes boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliim ileriki bdliimlerde kullanilan temel tanim ve teoremleri icermektedir.

Uciincii béliimde IE" de egriler ele alinip, bu egrilerin W-egrisi, sonlu tipten egri,
TC-egrisi, genel helis ve CCR-egrisi olma kosullart verilmistir. Bu egriler arasinda
bagintilar bulunup siniflandirmalar yapilmistir. TC-egrilerinin sonlu tip egri olma

kosullar1 bulunmustur. Ayrica tiim CCR-egrilerinin sonlu tipten oldugu ispatlanmustir.

Dordiincii bolimde PGNS-6zelikli ve PHG-6zelikli ylizeylerin siniflandirmasi
yapilip bu yiizeyler arasindaki bagmtilar verilmistir. PHG-6zelikli ylizeylerin
AW(k)-tipinde olma kosullar1 incelenmistir.

Besinci boliimde TC-altmanifoldlar1 tanimlanarak bu altmanifoldlara 6rnekler

verilmistir. Sonlu tip altmanifoldlarin TC-altmanifoldu olma kosullar1 bulunmustur.

Ayrica IE® de zayif PHG-6zelikli yiizeylerin birer TC-yiizeyi oldugu gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan teorem ve tanimlarla bazi temel

kavramlar tanitilmistir.

Tanmim 2.1: M", n-boyutlu diferensiyellenebilir (C* sinifindan) bir manifold olsun. M"
tizerindeki C” vektor alanlarinin uzay1r y(M") ve M" den IR ye C” fonksiyonlarin

uzay1 C*(M", IR) olmak tizere, M" {izerinde

g: x(M")xy(M") - C(M",IR)

seklinde bir metrik tanimli ise M" ye bir Riemann Manifoldu denir. Burada g ye

Riemann metrigi (veya metrik tensor) adi verilir [9].

M" manifoldunun herhangi iki p ve q noktasi icin M" {izerinde bu noktalar1 birlestiren

bir egri bulunabilirse M" ye baglantili manifold ad1 verilir.

Tamim 2.2: M" diferensiyellenebilir manifold ve M" {izerindeki C* vektor alanlarmin

uzay1 x(M") olmak {izere,

Vig(M")x y(M") —22 5 y(M"); (X, Y) > VX Y)=V,Y

doniisimi V f, g € C*(M",IR), V X,Y,Z e x(M") i¢in,
)V (Y+Z)=V, Y+V, Z
) Vi, wZ=1VZ+gV,Z

iii) V, (fY) = fV, Y + X(f)Y



lineerlik 6zeliklerini saglarsa, V ya M" {izerinde bir Afin koneksiyon adi verilir [23].

Burada V operatoriine X e gore kovaryant tiirev denir.

Tamim 2.3: M" bir Riemann manifoldu ve V da M" {izerinde tanimlanan bir Afin

koneksiyon olsun. O zaman V X,Y € y(M") i¢in, V doniisiimii

1) VY-V X =[X,Y] (stfir torsiyon 6zeligi)

1) X<Y,Z>=<V,Y,Z>+<Y,V,Z> (koneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi)

sartlarin1 sagliyorsa, V ya M" lizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyonu (veya M"

nin Levi-Civita Koneksiyonu) adi verilir [9, 23]. Bu koneksiyon kisaca M" deki

Riemann Koneksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.4: M" ve M™* sirastyla n ve n+d -boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

olmak iizere f: M" — M"* diferensiyellenebilir bir ddniisiim olsun. Her p € M" icin

dfy: Ty(M" )= Trp( M™)

doniisiimii birebir ise f ye bir daldirma (imersiyon) denir. Ayrica, f: M" — y(M") bir
homeomorfizm ise f ye bir géomme (imbedding) denir. Eger M" < M ™ ve
f: M" > M"™ doniisiimii bir gdmme ise M" ye M"™* nin n-boyutlu bir gdmiilen
(immersed) altmanifoldu ad1 verilir. Bununla beraber f bir daldirma olmak tizere V X, Y

e T,M" i¢in,
<dfy(X), dfy(Y) >t = < X, Y >

sartin1 sagliyorsa f ye bir izometrik daldirma ad1 verilir [9].



Tamm 2.5: M" € M ™ bir altmanifold ve V da M™ de kovaryant tiirev olsun.

Boylece her X, Y € x(M") ve her p igin (%XY)p tanimlidir.

Ayrica (VY ), e T,M" vehy( X,Y) € T: M" olmak iizere,

(ViY),= (ViY)+hy( X,Y) (2.1)

biciminde Gauss Denklemi elde edilir. Burada h, M" nin ikinci temel formudur. Eger

h=0 ise M" ye toplam (total) geodezik denir [9].

Onerme 2.6: M" = M ™ bir altmanifold ve g ile g de sirastyla M" ve M™ {izerinde
tanimli metrikler olsun. Boylece h( X,Y ), M" iizerinde bir normal vektor alani olup
simetrik ve 2-lineerdir. Ayrica V da M" iizerinde indirgenmis g = f'(§ ) metriginin bir

Riemann koneksiyonudur [9].

Tanim 2.7: M" ¢ M ™ bir altmanifold olmak iizere M" ye normal bir birim normal
vektor alan1 € olsun. Bdylece %Xﬁ nin teget bileseni —A¢( X ) ve normal bileseni D&

olmak iizere;
(V&)x=—(Ae( X )xH(D&)x (2.2)

seklinde Weingarten Denklemi elde edilir. Burada A: ya sekil operatérii, D ye de M"

nin NM" normal demetindeki (normal) koneksiyonu denir.

Onerme 2.8: 1) A¢(X), & ve X izerinde 2-lineerdir.

ii) M" nin her bir § normal vektorii ve X, Y tanjant vektorleri igin

gA(X), Y)=g(h(X,Y), &) (2.3)
dir [9].



Tanim 2.9: M" = M™ altmanifoldunun bir birim normal vektér alan € olsun. Eger A:

daima 6zdeslik fonksiyonu ile orantili ise yani bir p fonksiyonu igin

A=pl (2.4)
oluyorsa & ya M" nin umbilik kesiti (veya M", & ya gore umbiliktir) denir. Eger M"
altmanifoldu M" deki her birim normale goére umbilik ise M" ye toplam (total)

umbiliktir denir [9].

Onerme 2.10: T*M" iizerinde indirgenmis metrikle M® = M™ nin NM" normal

demetinde
D:TM" x NM" —- NM"
(X,8) —D(X, &)= D&

biciminde tanimlanan D doniisiimii bir metrik koneksiyondur.

ikinci temel form h nin tiirevi V,h ;

(V,h)(Y.Z) = Dx(h(Y.Z)) - h(VxY.Z) - h(Y, VxZ) (2.5)

seklinde tanimlanir. Burada V ya M" nin Van-der Waerden-Bortolotti koneksiyonu adi

verilir. Eger Vh =0ise M" nin ikinci temel formu paraleldir (veya 1-paraleldir) denir.

Boylece M" nin NM" normal demetinde tanimlanan V normal koneksiyonu;

(Vih)(Y,Z)= (V,h)(X,Z))=(V,h )X, Y) (2.6)

seklinde Codazzi Esitligini saglar [9].



Vh nm kovaryant tiirevi VVh ya M" nin iigiincii temel formu adi verilir ve

VX, Y,Z, W € y(M") igin

(V Vih)(Y,Z) =Dy, (Vxh)(Y,2)) = (Vxh)(V, Y, Z)

— — (2.7)
= (Vxh)(Y,VyZ) = (Vih)(V, X, 2)

bi¢giminde tanimlanir.

Eger VVh=0ise M" ye paralel 3. temel formlu veya 2-paraleldir denir [8, 18].

Tanim 2.11: M" bir Riemann manifoldu ve V da M" lzerinde bir Riemann

koneksiyonu olsun. Boylece; B: 1 < R — M egrisi i¢in,

VB’(t)B,(t) =0 (2.8)

esitligi saglaniyorsa B ya M" de bir geodezik egri ve VX € y(M") i¢in B(0) = p ve
B'(0)=X, olacak sekilde tanimlanan , 8 : ]—8, 8[—) M" geodezigine (p, X ,) nin

belirledigi geodezik ad1 verilir [9].

Tanim 2.12: B: 1 < R —> M" egrisi, V s € I i¢in B'(s)#0 sartin1 sagliyorsa B ya bir

regiiler egri denir [32].

Tanim 2.13: M" bir Riemann manifoldu ve & bir normal vektor alani olsun. Eger M"
ye teget herhangi bir X vektor alani i¢in D& = 0 ise & ya paralel normal vektor alam

denir [9].

Tanim 2.14: M", M"* nin n-boyutlu bir altmanifoldu ve ej,ey,...,e, de T, M" nin

p € M" noktasindaki dik ¢at1 alanlar1 olsun. Boylece



Hzl Zn:h(ei,ei) (2.9)
n g

bi¢giminde tanimlanan H € N, M" vektoriine M" nin ortalama egrilik vektorii adi

verilir.

Eger H=0 ise M" altmanifolduna minimaldir denir. Ayrica ||H|| ya M" nin ortalama

egriligi ad1 verilir [9].

M" iizerinde teget ve normal vektorler, sirasiyla, ej, €s,..., €, V€ €n+1, €nt2,. .., €n+d OlMak
tizere, { €1, €2,..., €n, €ntl, Cni2,---> Cntd ; M" nin ortonormal lokal ¢atis1 olsun. Vektor

degerli bir V fonksiyonu iizerinde A Laplace operatorii,

AV:i[WieiV—%ﬁeiV (2.10)

i=1

seklinde tanimlanir. Eger H vektorli eny; vektoriine paralel segilirse, yani H = aep,

(o= ||H||) ise,

n

AH:Z[§Ve-ei (aenﬂ)_%e,%ei (aenﬂ) (211)

i=1

dir. Burada o skalar degerli bir fonksiyon olup

n

Aa = zquei (a) _ﬁe,ﬁei (0‘)]

i=1

e @-9.9, @)

Zi[veiei(a)—ei(ei(a))] (2.12)



dir. Eger AH = 0 sartin1 sagliyorsa M" ye harmonik ortalama egriliklidir (yani,
biharmonik altmanifold) denir [26].

Ayrica D normal koneksiyonuna karsilik gelen D operatérii igin,

D°H = Zn:(DmH —DeiDeiH)
i=l1

> [p,. . (@e,.,)-D, D, (@ae,.,)]
i=1

i I:(A(x‘)enﬂ + (X‘DVEiei en+l - 2(eia)Dei en+l - (X‘Dei Dei en+1 ]
i=1

elde edilir [26].

Tanim 2.15: M", N nin bir altmanifoldu olsun. Boylece N nin egrilik tensorii R olmak

tizere VX, Y,Z € x(M") igin,

RX.V)Z=V,V,Z -V, V,Z-V1Z (2.13)

bi¢ciminde tanimlanir. Ayrica M" nin egrilik tensorii R olmak iizere,
R(X,Y;Z,W)=R(X,Y;Z,W) + < h(X,Z),h(Y, W) > - < h(X, W),h(Y, Z) > (2.14)

dir. Bu denklem Gauss denklemi olarak adlandirilir. Bununla beraber R(X,Y)Z nin
normal bileseni,

(RXY)Z) = (Vxh)(Y.Z) - (Vyh )(X.2) (2.15)
olup buna Codazzi denklemi ad1 verilir.
Ayrica M" nin normal vektor alanlart & ve m igin M" nin normal demeti NM"

{izerindeki egrilik tensorii R” ise,

R°(X,Y;Em) = ROX,Y;Em) + < [Ag, Agl(X),Y > (2.16)



bi¢iminde tanimlanir. Burada [ , ] Lie parantez operatorii olup,

[Ag,Aq] = Ag Aq — AnAg (2.17)
dir.

Yukaridaki  (2.16) denklemi Ricci denklemi olarak adlandirilir.  Eger
vV X,Y,Zex(M") i¢in,

R(X,Y)=DyDy -DyDy ~Dpy 4 =0 (2.18)

ise M" altmanifolduna flat normal koneksiyonludur denir [9].

M" < IE™ baglantili bir yiizey olsun. e;, H ortalama egrilik vektorii yoniinde bir vektor

ve AC6 =Ac7 =...=A, = 0 olmak iizere {e;, es, €s,..., €m} M" lizerinde ortalama
vektorler olsun. A in karakteristik vektorleri olacak sekilde T,M" nin bir ortonormal

bazi {e; e} olsun. Lineer doniisiimler ve bunlarin matrisleri yardimiyla

A0 f a g b
A=A, = , Api= A, = , Asi= A, = (2.19)
10 p “la —f > |b —-g

elde edilir. M" yiizeyi normal flat (yani R® = 0) ise M" nin sekil operatorii matrisleri

kosegenlestirilebilir ve boylece

A 0 f 0 g 0
AEA=| A A = , Ayi=A, = (2.20)
3 u 5

bigimine doniisiir [9].



3. IE" DE EGRILER

3.1. Giris

Bu boliimde IE" de W-egrileri (vida egrileri ya da helisler), TC-egrileri (tegetsel kiibik

egriler), sonlu tip egriler, genel helisler ve CCR-egrileri (egrilikleri oranlar1 sabit olan

egriler) incelenmistir.

3.2. W-Egrileri

Tanim 3.2.1: I < IR olmak tizere y:1— IE" birim hizli bir egri olsun. Eger Vs €I igin

vy nin yiksek mertebeden tiirevleri v'(s),y"(s),...,y'"(s) lineer bagimsiz olup

Y'(s),7"(S),...,y" "V (s) vektorleri lineer bagimli ise y egrisine d-mertebeli Frenet egrisi

denir [24].

IE" nin d-mertebeli her bir y Frenet

egrisi iizerinde {E,E,,..,E,} biciminde

olusturulan ortonormal d-gatis1 ve k,,...,k, , :I— IR Frenet egrilik fonksiyonlar1 i¢in;

0 k0
“k, 0 Kk,
0 -k, 0
0 0 0
0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 k.,
- kd—l

10
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dir. Burada v, y egrisinin hizidir. Gram-Schmidt ortonormallestirme islemi yardimiyla,

v, =Y (3.2)
v, =y® Z< v, >H (3.3)
[v. v,
K, = E, = (3.4)
I 781 7 '
elde edilir. Burada k {2,3,...,d} ve k, =k ,, =...=k,, =0 dir [22].

Onerme 3.2.2: y:1cIR - IE"" c IE" bir regiiler egri ve {EQ,...,En} Y nin, Y(s)

noktasindaki dik ¢at1 alan1 olsun. Bu taktirde,

v =3 AE. k=1.2,...,n

dir. Burada

A, =k,, A;=kk,,...,A, =kk,.k,

dir. A;(2<j<n) ler, k; ler veya k; lerle bunlarin s yay parametresine gore

tiirevlerinden olusur [24].

Tanim 3.2.3: y:I1c IR = IE" d-mertebeli regiiler bir egri ve y nin  Frenet egrilikleri

k, ler (1<1<d-1) sabitise, y ya helis veya vida egrisi denir [16].

Bu egriler Oklit doniisiimlerinin 1-parametreli grubunun yoriingeleri olduklarmdan F.

Klein ve S. Lie bunlar1 W-egrileri olarak adlandirmiglardir [27].
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Mertebesi 1 e esit olan W-egrisi diiz dogru, mertebesi 2 ye esit olan W-egrisi gember ve

mertebesi 3 e esit olan W-egrisi ise dik dairesel helisdir.

Onerme 3.2.4: y:1— IE" yay parametresiyle parametrelendirilmis herhangi bir egri

olsun. y nin egrilikleri k,,....k, me {1.,2,...,n - 1} sabit ise o zaman

m

1) ie{l2,.,d} igin

i1

i-1
v =Y Pk, kyne ki )E, + (J [ X)E, (3.5)
j=l

j=1

veya

2)ief{d+1,d+2,..,m+1} icin
_ d
v =Y Pk, ke kg E, (3.6)
j=1

dir. Burada P; ler polinomlar ve d = min({k € {l,2,...,m}: k, = O}u {m + 1}) dir [15].

Onerme 3.2.5: v:1— IE" yay parametresiyle parametrelendirilmis bir egri olsun. Bu

taktirde m € {l.,2,...,n—1} ise k,,...,k  egriliklerinin sabit olmas1 i¢in gerek ve yeter

m

m (m+1)

sart |ly"|l, |y Y lerin sabit olmasidir [15].

5 geeey

Oklit uzayinda birim hizli ve 2k-mertebeli bir W-egrisi

k
1(s) =a, +Z(ai cosp;s + b, sin.s) 3.7

i=l1

biciminde, birim hizli ve (2k+1)-mertebeli bir W-egrisi ise

12



k
1(s)=a, +bos+Z:(ai cos;s + b, sinp;s) (3.8)

i=1
bi¢iminde parametrelendirilir. Burada a,,b,,a,,...,a,,b,,...,b, lar Oklit uzaymda sabit

vektorler ve pu, <p, <...<np, lar pozitif reel sayilardir [21].

Bir W-egrisinin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart mertebesinin ¢ift ve p, lerin reel
sayilarin rasyonel carpimlari olmasidir. Bununla beraber Oklit uzayindaki metrikle,

mertebesi 2k olan IE** daki 2nr uzunlugundaki birim hizli kapali bir W-egrisi

y(s)=L(lcost‘—s—lsintl—s,...,icostﬁ—isintk—s) kelR” (3.9)
Jet, oor ot r 7t r ot or

bi¢cimindedir. Burada t,,t,,...,t, pozitif tamsayilardir [11].

IE*" nin bir alt kiimesi olan ve

x(u;,u,,...,u,)=(r,cosu,,r, sinu,,r, cosu,,r, sinu,,...,r, cosu,,r, sinu,) (3.10)
seklinde parametrelendirilmis yiizeye IE*" de diiz tor denir. Burada u, € IR dir.

Benzer sekilde, IE*™"" nin bir alt kiimesi olan ve

x(u,,u,,...,u, ) =(r,cosu,,r,sinu,,r, cosu,,r, sinu,,...,r, cosu ,r, sinu,,a) (3.11)

seklinde parametrelendirilmis yiizeye IE*"*" de diiz tor denir. Burada u, € IR ve a reel

bir sabittir.

Diiz tor tizerinde bulunan
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B(t) = x(m,t,m,t,...,m_t) (3.12)
tipinde tiim egriler sabit egriliklere sahiptir, yani W-egrisidir [35].

Onerme 3.2.6: B € IE™ bir W-egrisidir <

1) m = 2n kosulunda, diiz tor {izerinde burulmus geodezik, ya da

1) m = 2n +1 kosulunda, diiz tor iizerinde burulmus geodezik ile parametrenin bir lineer

fonksiyonu ile ¢arpimudir [31].

Ornek 3.2.7: B:1— IE* Frenet egrisi

r—1sin(mls),—r—lcos(mls),lr—zsin(mzs),r—zcos(mzs)j (3.13)

Bs) = ;(
m m, m, m, m,
seklinde parametrelendirilsin. O zaman [ egrisi bir kiiresel W-egrisidir. Burada
r’m> +r;m; =m m; (1] +1;)
dir [31]. Bu egrinin x, =0 a izdiisiimii Sekil 3.1 de verilmistir.
Ornek 3.2.8: 1E’ te bir y egrisi
y;(t)=A,cost+B,sint, 1=1,2,3,4,5 (3.14)

seklinde tanimlansin. Burada A,, B, sabitleri

ZA?:], ZB? =1, ZAiBi:O >

bi¢iminde verildiginde y, 2-mertebeli bir W-egrisi (¢ember) dir [7].
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Ornek 3.2.9: 1E’ te bir y egrisi
7,(t)=A,cost+B;sint+C;t+D,, i=1,2,3,4,5 (3.15)

seklinde tanimlansin. Burada A;, B, ve C, sabitleri

DY Al=a®, Y Bi=a’, ) Cl=1-a’>0

> AB=0,>AC =0, YBC =0
biciminde verildiginde y 3-mertebeli bir W-egrisi (helis) dir [7].

Ornek 3.2.10: (S’ te Helisler) S°, 4-boyutlu Oklit uzay: IE* te gdmiilmiis bir birim 3-

kiire olsun. S* < IE* te model helis s yay parametresiyle

v(s) = (cos ¢ cos(as), cos psin(as), sin ¢ cos(bs), sin ¢ sin(bs)) (3.16)
seklinde verilir ve

a’cos’p+b’sinp=1

dir. y egrisi, X; +x; =cos’ ¢, X;+x; =sin’ ¢ diiz tor yiizeyinde yatar.

v egrisinin egriligi ve torsiyonu

K=4(@>-1)(1-b*), t=ab

dir. Béylece v , S* c IE* te W-egrisidir [38]. Bu egrinin x, =0 a izdiisiimii Sekil 3.2

de verilmistir.
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Sekil 3.1: Kiiresel W-egrisi Sekil 3.2: Model helis

3.3. TC-Egrileri

y:Ic IR - IE" birim hizli bir egri olsun. y egrisinin Frenet catist E,,E,,....E_ ve

egrilikleri de k,,...,k,, ile tanimlandiginda

n-1

Y (8)=E,(s) (3.17)
Y (8) =k, (5)E, (5) (3.18)
¥ (8) = —k; (S)E, (8) + k ()E, (8) + k; ($)k, ()E; () (3.19)

1™ (8) = =3k, (8)k; (S)E, (8) + (=K (8) + K, (8) — K, (5)K3 ($))E, (5) + (2K, (8)k, (5)

. (3.20)
+k,(8)k,(8)E; +k,(8)k, (8)k;(8)E, (s)

elde edilir.

Tanim 3.3.1: y: I < IR — IE" bir regiiler egri olsun. Eger y egrisinin dordiinci tiirevi
y™(s), birinci tiirevi y'(s) ye dik ise, y egrisine IE" nin bir tegetsel kiibik egrisi (TC-
egrisi) denir.

Boylece bir egrinin TC-egrisi olma kosulu
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0=<7™ ()7 (5) >= -3k, (S)K} (5) (3.21)

seklindedir.

(3.21) esitligi goz Oniine alinirsa yay uzunlugu parametrizasyonuyla verilen bir y
egrisinin TC-egrisi olmas1 igin gerek ve yeter sart egrinin sabit k, egriligine sahip

olmasidir [34].

Diizlemde sadece ¢gember ve diiz dogru TC-egrisidir.

Tiim W-egrileri birer TC-egrisidir.

3-boyutlu Oklit uzay1 IE’ de sabit k, egrilikli egrilerin karakterizasyonu ilk olarak E.

Salkowski tarafindan verilmistir [37].

Bu egrilerin parametrik gosterimi

-1 [ I=n sin(l+2n)t+1+—nsin(1—2n)t+%sintJ

RN T
m

4(1+2n) 4(1-2n)
y(t) = —! I=n cos(l1+2n)t + _l¥n cos(1-2n)t + lcos t (3.22)
J1+m? L 4(1+2n) 4(1-2n) 2

cos 2nt

1
()= —
4my1+m?

bi¢cimindedir. Burada n # %; melR/ {0} dir. m=1ve n =2 degerleri i¢cin TC-egrisi

Sekil 3.3 de verilmistir.
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Sekil 3.3: m =1 ve n =2 degerleri i¢in TC-egrisi

TC-egrisi

7(8) = (1,(8),72(8), 75 (8) =S

igin y"(s) dordiincii tiirevi S yiizeyine ortogonal olmalidir. Bu ise y{"(s) =0 ve

vi(s)=a,+a,s+..+a,s’

fonksiyonunun kiibik oldugunu gosterir.

Diger iki (y,(s),y,(s)) fonksiyonlar1 S yiizeyinin (y,(s),y,(s),0) parametrizasyonu ile

verilen dayanak egrisine ortogonaldir.

Boylece bu parametrizasyon dayanak egrisinin tegetsel kiibik parametrizasyonudur.

Ornek 3.3.2: TC-egrilerinin dzel aileleri, x; +x3 =1 birim silindiri {izerinde alinabilir

ve bu egriler,

a) yay-uzunlugu parametrizasyonu ile
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v(t) = (cos(at +b),sin(at +b),a, +a,t+a,t’ +a,t’ ), (3.23)
b) ¢ember parametrizasyonu ile
Y(t) = (cos(ln|C + 1]+ D),sin(In|C + t|+ D),a, +a,t+a,t* + a3t3) (3.24)

seklindedir [34]. (Sekil 3.4).

Sekil 3.4: Xl2 + x§ =1 birim silindiri izerinde TC-egrileri

Tanim 3.3.3: Polinom spirali, egrilik fonksiyonlari, yay-uzunlugu parametresinin

polinom fonksiyonlar1 olan bir diizlem egrisidir. Boylece tiim polinom spiralleri

B(s) = U cos(P, (t)dt, i sin(P, (t)dtJ (3.25)

0
parametrizasyonu ile verilebilir [18]. Burada egrilik fonksiyonu
K, (8)= P, (1) (3.26)
bi¢giminde tanimlanan (k - 1) -dereceli polinom fonksiyonudur.
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S:=x(s,v) = U cos(P, (t)dt, j. sin(P, (t)dt,v} (3.27)

0 0
parametrizasyonu ile verilmis S silindir yiizeyi ele alinsin.
Eger S nin c(t) dayanak egrisi bir TC-egrisi ise o zaman (3.21) ve (3.26) esitliklerinden
K'Y(s) =P (t)=0

elde edilir. Boylece P, (t) =at+b olur. Buna gore S dik dairesel silindire doniisiir ve S

tizerindeki TC-egrileri Ornek 3.3.2 den

v(s) = (J. cos(at + b)dt,jsin(at +b)dt,a, +at+a,t’ + a3t3j (3.28)
0

0
formunda olur.

Omek 3.3.4: b, 0<b<1, yarigaph standart ddnel tor yiizeyi iizerinde bir (p,q) tor

egrisi (p,q=0)

B(t) = ((1+ bceos(qt)),cos(pt), (1 + bcos(qt) sin(pt), bsin(qt) ) (3.29)

seklinde parametrelendirilmistir [19]. Eger b=——— ise B egrisi bir TC-egrisi olur
+

(Sekil 3.5).
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Sekil 3.5: p=1 ve q =2 igin tor egrisi

Ornek 3.3.5: Dayanak egrisi

h(s) = cos h+/3s

hipersikloidi olan silindir yiizeyi lizerinde

cos h\/gs sins + \/5 sin h\/gs coss
v(s) =| —cos h+/3s coss + /3 sin hy/3ssins

3
a,+a;s+..+a;s

parametrelendirilmesiyle verilen egri TC-egrisidir [34].
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3.4. Sonlu Tip Egriler

f =1f(s), 2nr periyotlu periyodik bir fonksiyon olmak {izere f(s) nin Fourier serisine

agilimi

f(s)= a7°+a1 c0s§+a2 cos§+...+b1 sin§+b2 sin§+... (3.31)
r r r r

bi¢imindedir. Burada a, ve b,

a, = | F(s)cos™Sds,  k=012,.. (3.32)
r T

—Tr

b, = RS j f(s)sinﬁds, k=12,.. (3.33)
r T

—Tr

ile verilen Fourier sabitleridir.

IE" de 2mr yay uzunluklu kapali bir egri y olsun. Bu taktirde x : y — IE" bir izometrik

daldirma ise x in yer vektoriiniin j-inci tlirevi

I
x@ = A
ds’

dir. Boylece x in Laplace operatorii

2

A=—

ds®

oldugundan

AH=(-1)'x* " j=0,1,2,...
dir.
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Eger x sonlu tipten ise, x; koordinat fonksiyonlar1 asagidaki sabit katsayili adi

diferensiyel denklemi sistemini saglar;

(4)

(2k+2) (2k) @D _0 i=
X; +e X, ot X+, x,7 =0 1=12,.,m.

Burada k >1 tamsayilar ve c,...,c, lar sabitlerdir.

X, ¢Oziimleri 2nr periyotlu periyodik fonksiyonlar oldugundan her bir x, asagidaki

periyodik ¢6ziimlerin sonlu bir lineer kombinasyonudur;

n.s . (ms
1, cos(—‘j, sm(—lj, n,,m, e’z
r r

bu sebeple her bir x, koordinat fonksiyonu

S ts . ts
X;=cC, + Z aA(t)cos?+bA(t)sm? (3.34)

t=pa

bi¢imindedir. Burada c,, a,(t), b,(t) (A=L..,n) uygun sabitler ve p, ,q,

tamsayidir. Boylece her bir x; koordinat fonksiyonu sonlu Fourier toplamina sahiptir.

Benzer sekilde her bir x; koordinat fonksiyonu sonlu toplamli Fourier agilimina sahipse

x daldirmasi sonlu tiptendir [11].

Boylece asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.4.1: y, IE" de 2nr yay uzunluklu kapali bir egri olsun. Bu taktirde

x:y — IE" izometrik daldirmasi sonlu tiptendir ancak ve ancak
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o0

1(s) =a, +Z(atcost—s+btsint—sj (3.35)
r

t=1 r
esitliginin toplam kisminda sadece sonlu sayida sifir olmayan terim olmalidir [10].
Boylece Teorem 3.4.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.4.2: IE" deki her kapal k-tipindeki y egrisi

1(s) =a, +Zk:(ai cosA s+Db;sin MS) (3.36)

i=l

formunda yazilabilir. Burada {tl,...,tk} sirali indisler ve a,,a,,...,a, , b,...,b, lar aynm
anda sifir olmayacak sekilde IE" de vektorlerdir. Ustelik, eger q =t,, y egrisinin en ist

sIniri ise 0 zaman ‘aq‘ = ‘bq‘ #0 dir [12].

Onerme 3.4.3: IE" deki her null k-tipindeki bir y egrisi

k
v(s)=a, +b,s+ Z:(ati cosA s +Db;sin MS) (3.37)

i=l

formunda yazilabilir. Burada {tl,..., tk} sirali indisler ve a,by,a,,...,a,,b,....,b, lar aym
anda sifir olmayacak ve b, # 0 olacak sekilde IE" de vektérlerdir. Ustelik, eger q =t,,

y egrisinin en {ist sinir1 ise 0 zaman ‘aq‘ = ‘bq‘ #0 dir [12].

Onerme 3.4.4: 1) IE" nin her k-tipindeki egrisi, IE" nin afin 2k alt uzayinda yatar [12].

2) IE" nin her null k-tipindeki egrisi, IE" nin afin (2k-1) alt uzayinda yatar [12].
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Ornek 3.4.5: y egrisi 3-tipinde bir egri olsun ve

ucos(%) —veos®® 1 0), usin®22) + vsin(2® + ),
r T T

o= 1 (3.38)
2 (o) cos(P2 +2)
T

b,

parametrizasyonuyla verilsin. Burada p, <p, <p;, 2p, =p, +p;, r=p;u+p,v,

u>0, v>0 dir. O zaman v,

2
X’ +y’ P2 (u+v)?
PiP;

elipsoidi lizerinde yatan 3-tipinde bir egri olur.

Teorem 3.4.6: 2-tipinde bir egri
1) kapali vida (helis) egrisidir,
2) IE’ te (e € IR})

2 2
Y. (s) = 212 asins,—g—coss+cos3s,—8—sins+sin3s (3.39)
e” +36 12 12

1-parametreli egri ailesinin bir egrisine esittir,

3) IE* te
B . . 1 5 o _So .
Vose(8) =05, (€8Ins,@coss +sins, —(° —8" —&")coss ——sins + cos 3s,
oo . 12 6
5 . (3.40)
%pcoss +E((p2 — 8% —¢”)sins +sin 3s)

3-parametreli egri ailesinin bir egrisine esittir. Burada

12

acp,&s =

1
(((p2 +8% +&° +36)" —40’¢’ )5

0,0,¢ € IR dir [15].
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Teorem 3.4.7: S* — 1E* (2-boyutlu kiire) iizerindeki sonlu tipten her kapali uzay egrisi 1-

tipinde olup ¢emberdir [15].

Teorem 3.4.8: y:1c IR —» IE" kapali k-tipinden bir egri olsun. O zaman y egrisinin
TC-egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart |ai| = |bi| ve <a;,b. >=0 olmasidir.

Ispat: y < IR" kapal1 k-tipinden bir egri olsun. Boylece (3.35) denkleminden

k
Y (s) = Z(—aikti sinA, s+bA, cosktis), (3.41)
i=1

v'(s) = Zk:(—aikzti cosh, s—b\%, sinktis),

i=1

" k
v (s) = Z(aiﬁti sinl, s —b, A’ cosktis),

i=1

ve
. k
v (s) = Z:(aik“[i cosh,s+b;A%, sin ktis), (3.42)
i=1
elde edilir. Ayrica (3.40) ve (3.41) kullanilirsa

<y™ ¥ >=< Zk:(aik4t, cosh,s+bA', sinktis),zk:(—aikt‘ sind, s+b, cosktis)>

i=l i=1

g

k
Z< (aik“ti COS}\tiS+bi7L4t‘ sinktisl(—ajktj sin?»tjsanjktj cos?»tjs)>

j=1
k k
= sz'kt < (ai cosA, s+b;sin Xl‘s), (— a;sind, s+b; cosktjs)>

ii \ {< a;,—a; >cos(A, s)sin(A, s)+<a;,b; >cos(A,s)cos(r, s) 4}
= Ao, ' J ' J

<b;,—a; >sin(}, s) sin(ktjs)+ <b;,b; >sin(A, s) cos(ktjs)
dir. Eger i=j ise

. , k
<Y(IV)ay >:Zkii{
i=1

sin 2, s

5 (||bi||2 —||ai||2 +c0s2ktis <a;,b, >}

bulunur. Ayrica <y™,y" >=0 géz 6niine alinirsa |ai| = |bi| ve <a,;,b, >=0 elde edilir.
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Teorem 3.4.9: y:Ic IR — IE" egrisi null k-tipinde bir egri olsun. Bu taktirde vy
egrisinin TC-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart |ai|=|bi| , <a;,b,>=0 ve

<a, +b;,b, >=0 olmasidur.

Ispat: y < IE" null k-tipinde bir egri oldugundan (3.36) denkleminden

k
Y (s)=b, + Z(—aiktl sinA, s+bA, cos?»tis), (3.43)
i=1

Y (s) = i(—aikzti COSA, 8 -b, %, sin?»tis),

i=1

Y (s) = i(aﬂﬁ, sin), s —bA’, cosktis),
i=1

\

k
v (s) = Z(aik“ti COSA, S +b,AY, sin ktls), (3.44)

i=1

elde edilir. Bununla birlikte (3.42) ve (3.43) kullanilirsa

o K K
<y™ ¥y >=< Z(aik“ti cosh, s+bAt sinktis),b0 +Z:(—a1i7xti sind, s+bA, cosktis)>
i=1

i=1

=<

k
i=l1

(aik“ti COS)\,t‘S+bi}L4ti sinktislbo >+

k

+ < Z(aik4t, COS}\,tiS‘f‘bi}\,4ti sin?»tis)zk:(—aikti sinA, s+bA, cosktis)>

i=1 i=1

A (ai cosA, s +b, sinktis)bo >

+ 'Mw
~

k
Ao, < (ai cosA, s+b, sin Ms),(—aj sinA, s+b, cos?»t_s)>
) 1 1 J J
=1

=1 j

A {cos?»t,s <a,,b, >+sink,s<b,,b, >}

T

o~

i=l j

k <a;,—a; >cos(A s)sin(A, s)+ <a;,b; >cos(A s)cos(h, s)+
+ 7\.4ti7\.tj l ! l !
=1

<b;,—a; >sin(A, s) sin(ktJ )+ <b;,b; >sin(A, s) cos(ktjs)

dir. Eger 1= ise
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I {cosktis <a;,b, >+sink, s<b,,b, >}+

k
(iv)’ Do 02
ST ; + {w("binz —||ai||2 +cos2h, s <aj,b, >}

bulunur. Ayrica <y"™,y ' >=0 goz Oniine alimirsa |ai|=|bi| , <a;,b,>=0 ve

<a, +b;,b, >=0 elde edilir.

3.5. Genel Helisler

Tanim 3.5.1: y:I1c IR — IE" d-mertebeli birim hizli regiiler bir egri olsun. Eger y
egrisinin teget vektorii, IE" de verilen bir sabit v, vektori ile sabit ag1 yapryorsa y

egrisine genel helis denir [32].

Tanim 3.5.2: y:I < IR — IE" d-mertebeli birim hizl regiiler bir egri olsun. Bdoylece,

Hj:I—>IE;2Sde—2,
H={V,H_ +H k| 3.45
e R A P (3.45)

bigiminde tanimlanan fonksiyonlara y egrisinin harmonik egrilikleri denir. Burada

k,,....k,, Frenet egrilikleri olup sabit olmalar1 gerekmez [33].

Tanim 3.5.3: Eger d-mertebeli bir Frenet egrisi, herhangi bir ¢ sabiti i¢in
> H =c, (3.46)

sartin1 sagliyorsa (d-2)-mertebeli genel helis (egilim ¢izgisi) olarak adlandirilir [33].
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Boylece (3.45) ve (3.46) esitliklerini kullanarak asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.5.4: y:1c IR — IE*" r-mertebeli, birim hizl1 bir regiiler egri olsun. Eger y

sabit harmonik egriliklere sahip ise

0, r<

1<r<n,
ks Kot I1<r<n (3:47)

E'... k2

H2r =
k

H,. = k_l
2 r

dir.

Tamim 3.5.5: v , IE*™"' de gémiilmiis bir egri ve egrilikleri k,....,k,. ,,k,, olsun.

a, =k,k,..k,,,

(3.48)

tammlansin. IE*"" de Darboux vektorii

d(s)=a,t+a,v, +..+a, v, (3.49)
seklinde tanimlanir. Burada t = '(s) dir [40].

Onerme 3.5.6: a(s) nin tiirevi

d'(s)=al t+al v, +..+a v, (3.50)

dir [40].
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Tanim 3.5.7: (Darboux kose): Eger a(s) Darboux vektoriiniin tiirevi bir y(s,)

noktasinda sifir oluyorsa bu y(s,) noktasina Darboux kosesi denir [40].

Teorem 3.5.8: y , IE*™"" de gdmiilmiis bir egri ve egrilikleri k,,....k, ,,k, olsun. y

egrisi, Y(s,) noktasinda Darboux kdseye sahiptir ancak ve ancak

k) Cof ke 2o [Kaa | 2o, (3.51)
k2 k4 an

dir [40].
Onerme 3.5.4 ve Teorem 3.5.8 den asagidaki dnerme verilebilir.

Onerme 3.5.9: y:1c IR — IE*"" 2n-mertebeli, birim hizl1 bir regiiler egri olsun. Eger
7(s,) noktasinda H, harmonik egrilikleri sabit ise bu noktada y egrisi, Darboux koseye

sahiptir.

. k, k
Ispat: Eger y(s,) noktasinda H, harmonik egrilikleri sabit ise k—‘,k—3,...,
2 4

oranlar1 sabittir. Bu oranlarin, sirastyla, tiirevleri alinirsa

elde edilir.

Sonug 3.5.10: Eger y:1c IR — IE*™"" egrisi y(s,) noktasinda Darboux késeye sahip

ise y egrisi, (2n-1)-mertebeli genel helistir.
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Ispat: Eger y:1c IR — IE*" egrisi y(s,) noktasinda Darboux kdseye sahip ise

H, =0, 1<r<n

_, =sbt, 1<r<n

2r

dir. Tanim 3.5.3 geregi, y egrisi, (2n-1)-mertebeli genel helistir.

3.6. CCR-Egrileri

Tamim 3.6.1: y=7(s): 1 — IE™ egrisinin egrilikleri k,,....k __, olmak iizere, tim —*-

i

oranlar1 sabit ise bu egriye egrilikleri oranlar1 sabit egri (CCR-egrisi) denir [31].

: T . : . . .
IE’ te genel helisler — oranmin sabit olmasi ile karakterize edilir. Bu tanimin 1s1¢inda
K

CCR-egrileri, IE’ teki genel helislerin IE" ye bir genellestirilmesidir. O zaman CCR-

egrileri, genel helislerin bir alt kiimesidir.

Ornek 3.6.2: B:1— IE* Frenet egrisi

B(s) = (0,— \/_ ,0, )+IE (arcsin(2u)du, SE }—%,%[ (3.52)

seklinde parametrelendirilsin. O zaman 3 egrisi bir kiiresel CCR-egrisidir ve egrilikleri

sabit degildir. Burada

E (t)= ! (cos( %t),sin( —t), cos(

5

t) s1n(

dir [31]. (Sekil 3.6).
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0.54

Sekil 3.6: Kiiresel CCR-egrisi

Sonug 3.6.3: CCR-egrileri sabit harmonik egrilikli olup

Teorem 3.6.4: i—x = Ax(t) sabit katsayil1 birinci dereceden lineer diferensiyel denklem

sistemi olsun. O zaman bu sistemin homogen ¢6ziimii
x = due™ (3.53)
i=1

seklindedir. Burada u; ler sistemin sabit katsayilar matrisinin 6zvektorleri, A, ler

ozdegerleridir ve d, ler de keyfi sabitlerdir [42].
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Teorem 3.6.5: IE" deki tiim CCR-egrileri sonlu tiptendir.

Ispat: k(s) pozitif bir fonksiyon olmak iizere g(s)= I k(u)du fonksiyonu tanimlansin.
0

o(s) yay uzunlugu ile parametrize edilmis bir egri ve egrilikleri a,,...,a , ler sabit

olmak iizere,
B(s) = | Ef (2(w)du (3.54)

egrisi ele almsm. P(s) = El(g(s)) ve g(s) =k(s) oldugundan

E7(s) = E}' (g(s))

elde edilir. Buradan

B(s) = EV (2()&(s) = E (8) =k} (5)E5(5)

bulunur. Buna gore a,E$ (g(s))k(s) = k? (s)EE (s) ve EZ(g(s)) = E&(s) almirsa
kP (s) = a,k(s)

elde edilir. Benzer hesaplamalarla i=1,2,...,n-1 i¢in B egrisinin egrilikleri

kP (s) = a k()

seklinde hesaplanir. O zaman

B
Ky _3ik) sabit
kP ak(s)

bulunur. Buna gore B egrisi i¢in Frenet formiilleri c,,c;,...,c,_, sabitler olmak iizere
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E,(s) o 1 0 .. 0 0 Y E,(5)
E,(s) -1 0 ¢ .. 0 0 | E,(s)
: 0 -c, O 0 0 :
=k,(s) : (3.55)
E_,(s) A SR 6))
E. (s) 0 0 0 .. —-c,, 0 \E,()

seklinde verilebilir. Boylece
g(s) = [k, (w)du
0

fonksiyonunun ters fonksiyonu i¢in bir parametre degisimi uygulanabilir. Ayrica k,(s)

pozitif fonksiyon oldugundan t = g(s) bir parametre degisimidir. Bunun i¢in

s=g" (1)

ters fonksiyonuna ihtiya¢ olur. Bdylece t parametresine gore Frenet formiilleri

E! (t) 0 1 0 .. 0 0YE(®
E,®)| [-1 0 ¢ .. 0 0 | E,(t)
: 0 -¢c, 0 ... 0 0 :
=l s ; : : (3.56)
E' (1) : : S : ¢, | E,
E' (t) 0 0 0 .. —c_, 0 )NE, ()

seklinde sabit katsayil1 1. dereceden lineer diferensiyel denklem sistemine doniistir [31].
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Bu sistemin sabit katsayilar matrisi A olsun. Matris ters-simetrik oldugundan 6zdegerleri
reel degildir. Tek boyutlar i¢in 0 bir 6zdeger olur. Cift boyutlar i¢in 0 1n 6zdeger olmasi

sadece k, ;, =0 durumunda saglanir. O zaman tiim 6zdegerler tek kathidir (multiplicity

of 1).

Buna gore A matrisinin 6zdegerleri A, =a, +ib, #0 (a,belR, I= 1,2,...,%) olmak

tizere, Teorem 3.6.4 den, n =2k igin sistemin genel ¢éziimii birinci vektdr i¢in
k

E (u)= Z:(dlulealu cos(b,u) +f,u,e™ sin(b,u)) (3.57)
1=1

bulunur. Benzer bicimde n = 2k +1 igin sistemin genel ¢dziimii birinci vektor i¢in

k
E,(u)=a,+ Z:(dlulealu cos(b,u) +f,u,e™ sin(b,u)) (3.58)

1=1
dir. Burada ag,u,,...,u, lar IR" de vektorler ve d,,f, keyfi sabitlerdir.

Ayrica B birim hizli bir egri ise, 6zdegerlerinin reel kismi1 0 olur. Buna gore (3.57) ve

(3.58) esitlikleri, sirasiyla,

E (u)= Zk:(dlul cos(b,u) +f,u, sin(b,u)) (3.59)
ve
E,(u)y=a,+ Zk:(dlu, cos(b,u) +f,u, sin(b,u)) (3.60)

1=1

seklinde ifade edilebilir. Burada a,,u,,..,u, lar IE" de vektorler ve d,,f, keyfi

sabitlerdir. f(u) = E,(u) oldugundan n =2k i¢in
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B(u)=a, + Zk:(Dl cos(b,u) +F, sin(b,u)) (3.61)

1=1

bulunur. Benzer sekilde n = 2k +1 igin

k
B(u)y=a, +b,s+ Z:(D1 cos(b,u) +F, sin(b,u)) (3.62)
I=1
o d, f, . ) .
elde edilir. Burada F, = —u,, D, = ——u, sabit olmas1 gerekmeyen vektorlerdir.

1 1

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.6.6: Eger y =7y(s): 1 > IE" TC-egrisi ayn1 zamanda CCR-egrisi ise y egrisi,

bir W-egrisidir.
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4. HELIiSSEL YUZEYLER

4.1. Giris:

Bu boliimde PHG-6zelikli yiizeyler, PGNS-6zelikli yiizeyler ve 2-PGNS-6zelikli
ylizeyler incelenmistir. Bu yiizeyler arasindaki bagintilar bulunmustur ve bazi sonuglar

elde edilmistir.

Tanim 4.1.1: y: 1> M", M" de keyfi bir geodezik olsun. Eger IE™ deki a=foy
egrisi, d-yinci mertebeden bir egri ve k,,....k, ,(# 0),k, =0 Frenet egrilikleri sabit ise

f:M" - IE™ doniigsiimiine d-yinci mertebeden helissel daldirma, M" ye de IE™ nin

helissel altmanifoldu denir.

Tanim 4.1.2: Eger, A :||h(X,X)

, p noktasindaki M" nin birim teget vektori X in

seciminden bagimsiz ise x:M" — IE™ izometrik daldirmasma, p noktasinda A -
izotropiktir denir. Ayrica A noktanin se¢ciminden de bagimsiz ise x daldirmasina sabit

izotropiktir denir.

Buna gére M" yiizeyi p noktasinda A -izotropiktir ancak ve ancak tim X,Y,Z e T M"

i¢cin

D AamnZ=R) <X, Y>Z

dir. Burada ZX,Y,Z ye bagli gembersel toplami1 gosterir.
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Ayrica M" ylizeyi p noktasinda A -izotropiktir ancak ve ancak ortonormal vektorler

XY e T,M igin

<h(X,X),h(X,Y)>=0 (4.1)

dir.

Her bir helissel daldirma A -izotropiktir [29].

4.2. PHG-Ozelikli yiizeyler

Teorem 4.2.1: M" cIE’ tikiz (kompakt), baglantili bir yiizey olsun. M" basit

geodeziklere sahiptir <> M" asagidaki ylizeylerden biridir:

1) S*(r) c IE®, ya da,
2) S'(a)xS'(b) c IE*, ya da,

3) V? c IE’ Veroneze yiizeyi olup bu yiizey, S*(r) = IE> de minimaldir [28].

Boylece asagidaki durumlar s6z konusudur:

I. durum : M" nin geodezikleri periyodik degil ise, M" =S'(a)xS'(b) dur.

II. durum : M" nin geodezikleri periyodik ve rank 2 ise M" =S*(r)yada M" = V* dur.
Tanim 4.2.2: Eger p € M" noktasindan gecen M" nin her bir geodezigi IE™ de bir W-

egrisi (helis) ise M" ye Noktasal Helissel Geodezikli (PHG-06zelikli) bir yiizey adi

verilir.
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Teorem 4.2.3: M" — IE* tam ve baglantili bir yiizey olsun. Bu taktirde M" yiizeyi,
PHG-06zeliklidir <> M" asagidaki yiizeylerden biridir;

1) IE* diizlemi,

2) S*(a) c IE® standart kiiresi,

3) S'(a)xIR c IE’ dairesel silindir,

4)S'(a)xS'(b) c IE* standart tor, ya da,

5)x(s,0) = (% sinkscos 6, %sin kssin 6, %(l —cosks)cos 26, %(1 —cosks)sin20) (4.2)

parametrizasyonu ile verilen Blaschke yiizeyidir [29]. Burada k birinci Frenet egriligidir.
Bu yiizeyin k =0 degeri i¢in x, =0 a izdiisiimii Sekil 4.1 de ve k =sins degeri i¢in

X, =0 a izdisimi Sekil 4.2 de verilmistir.

Teorem 4.2.4: M" c IE’ tikiz ve baglantili bir yiizey olsun. M" yiizeyi PHG-6zelikli
bir ylizeydir< M" asagidaki yiizeylerden birisidir:

1) S’(a) c IE’,
2) S'(a)xS'(b) c IE*,
3) (4.2) parametrizasyonu ile verilen Blaschke yiizeyi,

1 . 1 . : 1 2a° .,
—sinkscos®, m sinkssin 6, e (1-cosks)(k - T sin” 0),

4)x(s,0) =| ¥ (4.3)

ka_2 (1-cosks)sin 20, k% (1-cosks)sin” 0
yiizeyl, (Bu yiizeyin k=s degeri i¢gin x, =0vex, =0 a izdisimi Sekil 4.3 de
verilmistir) ya da,

1,(cosas — 1), 1, sin as — r,o(1 — cos 0)(r asin as + r; Bsin Bs),
5) x(s,0) =| 1,(cosBs — 1), 1, sin Bs — ,B(1 — cos O)(r asin as + r; Bsin Bs), 4.4

(r’a.sin as + 1, Bsin Bs)sin O

39



o (¢ =222

b =
5 k2

yiizeyidir [39]. Burada a = |h(e,,¢,)

, I,,T,,0,[ bazi sabitlerdir.

Tanim 4.2.5: M" c IE™ (m > 3) baglantili ve tikiz bir ylizey olsun. Eger bir p e M"

noktasindan gegen M" nin her bir geodezigi IE™ de aym sabit Frenet egrilikli helis

egrisi ise M" ylizeyine zayif PHG-06zelikli yiizey adi verilir.

Her bir helissel daldirma zayif PHG-6zeliklidir [29].

Teorem 4.2.6: M" c IE’ tikiz, baglantili bir yiizey olsun. M" yiizeyi zayif PHG-
Ozelikli bir ylizeydir< M" asagidaki yiizeylerden birisidir:

1) S*(a) c IE®,

2) (4.2) Blaschke yiizeyi,

3) IE’ yatan (4.3) yiizeyi (Veroneze yiizeyi), ya da,
4) (4.4) ylzeyidir [29].

Sekil 4.1: k = 0 degeri i¢in Blaschke yiizeyi.
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Sekil 4.2: k = sins degeri i¢in Blaschke yiizeyi.

Sekil 4.3: k =s degeri igin (4.3) ylizeyi.
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Teorem 4.2.7: M" c IE™ (m > 3) ylizeyi zayif PHG-0zelikli ise bu taktirde M" yiizeyi

p € M" noktasinda izotropiktir [29].

Teorem 4.2.8: M" c IE™ (m > 3) yiizeyi p € M" noktasinda izotropik ise

2 2
Ih(e,,e)| =<h(e,,e,),h(e,,e,) > +2|h(e,.e,)| (4.5)
dir.
Ispat: T,M" nin ortonormal bazi {e,.e,} olsun.
e +e
X = 1 2 ,
V2 (4.6)
Y = e1 _eZ

5

vektorleri secildiginde {X,Y} de T,M" nin ortonormal bir bazidir. Béylece M" , p

noktasinda izotropik oldugundan
<h(e,,e,),h(e,,e,) >=<h(X,X),h(X,X) >

dir. O zaman

€, te, ¢ +¢,

NN

€, te, ¢ +¢,

NN

<h(e,,e,),h(e,,e,) >=<h( ), h( ) >,

ve

4<h(e,,e,),h(e,,e)>=<h(e,e, ), h(e,e)>+2<h(e,,e,),h(e,,e,) >
+4<h(e,e,),h(e,e,)>+<h(e,,e,),h(e,,e,) > 4.7)
+4<h(e,e),h(e,e,)>+4<h(e,,e,),h(e,,e,) >

bulunur. Ayrica < h(X,X),h(X,Y) >=0 goz 6niine alinirsa
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€, +¢€, € +¢,
V2 A2

elde edilir. Sonug olarak

€, t+e, € —¢,

MRS

< h( ), h( )>=0

<h(e,,e,),h(e,,e,) >+2<h(e,,¢,),h(e,,e,) >
-2<h(e,,e,),h(e,,e,) >-<h(e,,e,),h(e,,e,) >=0 (4.8)

bulunur. M" izotropik oldugundan (4.8) esitligi
<h(e,,e,),h(e,,e,) >=<h(e,,e,),h(e,,e,) > (4.9)

seklinde yazilir. Boylece (4.9) denklemi (4.7) denkleminde yerine yazilirsa (4.5)
denklemi elde edilir.

Teorem 4.2.9: M" c IE™ (m > 3) baglantili ve tikiz bir yiizey olsun. Bu takdirde M"

zay1f PHG-6zeliklidir <> M" yiizeyi standart kiire ya da IE* diizlemidir [29].

Ispat: Teorem 4.2.7 den dolay1 M" yiizeyi p e M" noktasinda izotropiktir. O zaman
(4.6) ve (4.1) denklemlerinden

<h(e1ael)ah(elael)>=< h(ezaez)ah(ezaez) >

[nce, )| =[h(e,.e,)|’

elde edilir. Boylece p € M" noktasindan gecen y geodezigi ele alindiginda 3 durum soz
konusudur;

i) v nin mertebesi 1 olsun. Bu taktirde y bir dogru olup M" yiizeyi IE* diizlemi olur.ii)
vy nin mertebesi 2 olsun. Bu taktirde y geodezigi p € M" noktasindan gegen ayni

merkezli ve ayni yarigapl biiyiik cemberler olacaktir. Boylece M" bir kiire olur.
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iil) y nin mertebesi 3 olsun. y geodezigini birim hizli alalim. Bu taktirde

y(s)=T

7' () =V, T+V.T+h(T,T)

dir. Bununla beraber y geodezik oldugundan

v (5)=h(T,T)

elde edilir. Boylece

v =—AuqnT+Dh(T,T)

dir. Ayrica (V;h)(T,T) = D;h(T,T) oldugundan

Vm =—AyonT+ (VTh)(TJ T)

bulunur. y nin mertebesi 3 oldugundan y' Ay  Ay" # 0 olmalidir. Bu nedenle

TAKT,T)A(=Ayrn T +(V h)(T,T)) # 0

oldugundan tegetsel bilesenler

TACA T =0 (4.10)
ve benzer sekilde normal bilesenler h(T,T) A (V h)(T,T)# 0 dir. Ayrica M" yiizeyi

p € M" noktasinda izotropik oldugundan y(0) = P, , ¥ (0) = T, noktasinda

0 =< h(TO’TO)ah(T07TOL) >
=< A T,, Ty >

h(T(i 7T[l ) 0

dir. Buradan
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Ay, To L T, oldugu goriiliir. O halde Ay, 1) Tos Ty aparalel olur. Yani

Ay o) Ty AT, =0

olmalidir. Bu da (4.10) esitligiyle celiski olusturur. O halde bu durum séz konusu
degildir.

Tanim 4.2.10: p € M" noktasinda M" nin 1. normal uzay1
N! =Sp{h(X,Y):X,Y e T,(M")} (4.11)
bigiminde tanimlanir [9].

Aciklama: Her €,,e, € T,(M") ortonormal vektorleri igin

i) h(e,,e,) =0 ise boy N, =1 dir,

i1) h(e,,e,) # 0 ise boy NL >2 dir.

Sonug 4.2.11: M?> c IE’ zayif PHG-6zelikli, tikiz ve baglantili bir yiizey olsun. Bu

taktirde y egrisi, M” nin bir geodezigi olmak iizere;

i) boy N =0 ise y nin mertebesi 1 olup M?, IE* diizlemidir.

ii) boy N =1 ise y min mertebesi 2 olup M?, S* kiiresidir.

Teorem 4.2.12: M" c IE* yiizeyi zayif PHG-6zelikli tikiz ve baglantili bir yiizey olsun.
Eger boy N| =1 ise, M", IE’ de yatan bir kiiredir [29].
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Ispat: boy N =1 oldugundan y nin mertebesi 2 ya da 3 diir.
1) Y nin mertebesi 2 ise

YV'AY AY =0

dir. Ayrica

y(s)=T
v (s) =h(T,T)
v = =A,p, T+ (V,h)(T,T) (4.12)

yardimiyla

h(T,T) A (V;h)(T,T) =0 (4.13)

elde edilir. Bununla beraber y nin Frenet catis1 yardimiyla

v =k,

v =kk,v, (4.14)
dir. Béylece (4.13) den v A y"'L =0 olup v; =0 bulunur. Yani y diizlemsel bir egridir.
Buna gore (4.12) ve (4.13) esitliklerinden

(V h)(T,T)=0

dir. Buradan NL in paralel oldugu goriiliir. Boylece J. Erbacher in teoreminden M",

IE* de yatan bir hiperyiizeydir [20]. Béylece Sonug 4.2.11 ii) den dolayr M" standart

kiiredir.

Agiklama: Yukarida tanimlanan 2 mertebeli geodezikler kL yaricapli ve p—(kL)ﬁ
1 1

merkezli cemberler olup kiire yiizeyi S’ (ki) bi¢cimindedir.
1
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Onerme 4.2.13: M" c IE* yiizeyi baglantili ve tikiz bir yiizey olsun. Eger M" yiizeyi
zay1f PHG-6zelikli ve boy N; =2 ise, M" ylizeyi, p € M" noktasinda minimaldir.

Ispat: T,(M") nin ortonormal bir bazi {e,,e, | olsun. Bdylece M" c IE* yiizeyi zayif

PHG-6zelikli  oldugundan peM" noktasinda izotropiktir. Bu nedenle peM"

noktasinda

< h(elsel)ah(elaez) >=0
< h(ezaez)ah(enez) >=0
dir. Buradan h(e,,e,) L h(e,,e,) ve h(e,,e,) L h(e,,e,) olacaktir.

Ayrica boy NL =2 oldugundan h(e,,e,)# 0 ve h(e,,e,) Ah(e,,e,)=0 dir. Bununla

beraber p e M" den gecen geodezikler ayni sabit egriliklere sahip oldugundan

||h(el »€ )” = ”h(ez €, )”
dir. Boylece h(e,,e,) ==*h(e,,e,) olmalidir. O halde (4.5) esitligi yardimiyla
h(e,,e,)+h(e,,e,)=0

bulunur. Bu da bizi p e M" noktasinda M" nin ortalama egrilik vektori H =0 oldugu

sonucuna goturur.

Sonug 4.2.14: M" c IE* yiizeyi tikiz ve baglantili bir yiizey olsun. Eger boy NL =2 ve

M" ylizeyi zayif PHG-06zelikli ise bu taktirde M", (4.1) parametrizasyonu ile verilmis
bir yiizey (Blaschke yiizeyi) dir [29].
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Sonug 4.2.15: M" c IE* yiizeyi 0 € M" noktasinda zayif PHG-6zelikli ise 0 € M" den

gecgen tiim geodezikler diizlemseldir [39].

4.3. PGNS-Ozelikli Yiizeyler

Tanim 4.3.1: M" c IE™ yiizeyinin, bir p noktasindaki, birim teget vektori t, birim

normal vektorii de U olsun. p noktasindan gecen, t ve U vektorlerini kapsayan
hiperdiizlemi, yilizey ile bir o egrisi boyunca kesisir. Bu o egrisine, M" nin p

noktasindaki t dogrultusundaki normal kesiti denir.

Tanim 4.3.2: M" c IE™ bir yiizey olsun. M" nin bir p noktasindan gegen geodezigi
M" nin bir normal kesiti ise M" ye PGNS-06zeliklidir denir.

Teorem 4.3.3: (Lokal smiflandirma Teoremi) M" — IE® bir yiizey olsun. Bu taktirde,
M" yiizeyi p koseli (p nin bir komsulugunda) bir donel ylizeydir<> M" yiizeyi PGNS-
ozeliklidir [29].

Sonug 4.3.4: Eger M"  IE’ paralel ikinci temel formlu bir yiizey ise M", bir diizlem,
kiire ya da silindirdir [29].

Tanim 4.3.5: M" c IE™ bir yiizey olsun. M" nin bir p noktasindan gegen geodezigi 2-
diizlemsel ise, M" ye 2-PGNS-6zeliklidir denir.

Teorem 4.3.6: M" c IE™ yiizeyinin p noktasindan gecen geodezigi y, 2-diizlemsel ise

Y, M" nin p den gegen bir normal kesit egrisidir.

Ispat: y egrisi M" nin birim hizli ve y(0) = p sartin1 saglayan bir egrisi olsun.
Y (s)=T

v (8)=h(T,T)
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Ym = _Ah(T,T)T + (VTh)(TaT)

dir. Ayrica y egrisi 2-diizlemsel oldugundan y boyunca

Y ()AY (S)AY (5)=0

dir. Boylece

TAKT,T)A(=Ayry T +(V )T, T)) =0
elde edilir. Buradan

TAA G T=0
ve

h(T,T) A (V;h)(T,T) =0
dir. Boylece iki durum s6z konusudur:

i) Oncelikle, t=T(0) olmak iizere h(t,t)#0 farz edilsin. Buna gére qeU ve
uz0eTM" i¢in, h(u,u) # 0 olacak sekilde bir U komsulugu segilebilir. Boylece y
egrisi, p+Span{t,h(t,t),(vth)(t,t)} icinde yatar ve p noktasinda y egrisi normal kesit
olur.

ii) h(t,t) =0 olsun. Bu taktirde, s >0 i¢in, N, M" yiizeyinin normal vektorii ve y
egrisi boyunca h(T,T) ye paralel olsun. Buna gore, y egrisi boyunca M" ye teget T*
vektor alani secilebilir ve bu vektor alanmi {T(s),N(s)} ile gerilen n diizlemine diktir.
T (s) vektdr alam p noktasina uzatilsin ve aym1 T notasyonu ile gdsterilsin. Bdylece

{t,TL(O)}, T,M" i¢in ortonormal bir baz olup T*(0) da 7 diizlemine diktir. Buna gore
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N(0) da p noktasinda M" yiizeyinin normal vektoriidiir. y egrisi p+Span{t,N(0)}

icinde yatar ve bdylece y egrisi p noktasinda, t dogrultusunda bir normal kesit egrisidir.

Tanim 4.3.7: p € M" noktast M" nin izole edilmis diiz (flat) noktasi olsun. Bu taktirde
v(0)=p den gegen her bir y geodeziginin egriligi, k (0)=0 ve k, (s)#0 sartin

saglar. Ayrica

d(p) = inf{n eZ'ky # O}

ise 1<d(p) € Z iyi tamiml1 olup, buna izole edilmis p noktasinin derecesi denir.
Teorem 4.3.8: M" — IE* izole edilmis diiz noktas1 olmayan bir yiizey olsun. Bu taktirde

M" yiizeyi 2-PGNS-6zeliklidir & M" c IE’ te yatan bir donel yiizeydir ya da M"
ylizeyi

cos OI cos f(t)dt,sin GI cosf(t)dt,
x(s,0) = b o (4.15)
F cos 26I sin f(t)dt,+sin ZOI sin f(t)dt
0 0

formundadir [29]. Burada f(s) = 1.[ k(t)dt dir.
0

Agiklama: (4.15) denklemi ile verilen ylizey i¢in 1. normal uzaym boyutu 2 dir. Yani

boy N =2 dir.

Teorem 4.3.9: M" c IE’, izole edilmis diiz noktasi olmayan bir yiizey olsun. Bu

taktirde M" ylizeyi PGNS-06zeliklidir< M" asagidaki ylizeylerden biridir:
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1) IE’ de bir donel yiizey,
2) (4.15) lokal parametrizasyonu ile verilen bir ylizey, ya da,

S S 2 _ 2 S
cos GI cos f(t)dt,sin GJ cos f(t)dt,?[cos2 0-— %jf sin f(t)dt,
3)x(s,0) = ‘ ’ ‘ (4.16)
_a . .. _b .,
F+——sin ZGI sin f(t)dt,# ——sin GJ. sin f(t)dt

k(0) > k(0) >

lokal parametrizasyonu ile verilen bir yilizeydir [29]. Burada f(s)zijk(t)dt ,
0

S hene) -

a :”h(enez) , Ny =h(e,,e,)—<h(e,e),N, >N, ve N, = k(0)

, b :HN3

Teorem 4.3.10: (Smiflandirma Teoremi): M" — IE™ analitik ylizey olsun. M" yiizeyi

PGNS-06zelikli ise M" asagidaki ylizeylerden biridir:

1) Lokal olarak M", IE’ te yatan bir dénel yiizeydir,
2) IE* yatan (4.15) yiizeyidir,
3) IE* yatan (4.16) yiizeyidir, ya da,

S S

4) x(s,0) = Ucos f(t)dtj(cos Oc, +sinOe, ) + ( j sin f(t)dtJN(O) (4.17)

0 0

ylizeyidir [29]. Burada

N(6) = (VPh)(e(0)]")

[(VPm)er)

E(p+2 —
= WZ(I) . )COSIHz_r Osin’ G(Vph)(efﬂ_r,e;)
el r=0

: (4.18)

ve f(s)= 1.[ k(t)dt dir. Ayrica izole edilmis noktalarin derecesi p—1 dir.
0
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Sonug 4.3.11: (4.15) denkleminde k = sabit alinirsa (4.2) denklemi ile verilen Blaschke
Yiizeyi elde edilir. Bu yiizey zayif PHG-6zeliklidir.

Onerme 4.3.12: f:M? - IE™ bir izometrik daldirma olsun. M” {izerinde tiim 7y

geodezikleri i¢in, c =f oy nin k,, k, egrilikleri sabit, yani y egrisi, 3-mertebeli ise

¥ =X

o® =kih(x,><>; () =X,

1

1 —
o = K(Vxh)(xax)

™2

dir [25].

Teorem 4.3.13: f:M* - IE™ , 3-mertebeli bir helissel daldirma olsun. T M’ nin

ortonormal bir baz1 {e, e, } ise

(V?h)(e}) = —k3h(e,.e,)

— 1
(Vzh)(efaez) = E(klz _ki + 4az)h(el ,€,)

(V2h)(e,.e}) = (—%)(31& +K2 —12a%)h(e,.e,)

(V2hy(e2,e?) = (—%ki —%k% +2a2)h<e1,e1)+(—%k§ +%kf “2a%)h(e,e,)

dir. Burada a = ||h(e1,e2)|| dir [25].

Tanim 4.3.14: M" c IE™ altmanifoldu i¢in

J(X) = (Vi Vih)(X, X) +3h(A, 5 5, X, X) (4.19)
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vektori ile h(X,X) vektori lineer bagimli ise M" altmanifolduna AW(3)-tipindendir
denir [3].

Onerme 4.3.15: £ : M?* — IE™, 3-mertebeli bir helissel daldirma olsun. O zaman

3 3
J(X) = (A + 3k1)h(el € ) + (B - Ekl)h(el P el) + (C - Ekl )h(ez P 62) (4-20)
dir. Burada

L)

1 3
B:(Zki +Zk12 —33.2), (421)

1 3
C = (Zkg —Zklz +3a2),

dir.

Ispat: X = xe, + ye, igin
(Vi V)X, X) =x*(V, V, h)(e,.e,) +3x7y(V, V, h)(e,,e,)
+y’x(V, V, h)(e,.e,)+3x’y*(V, V, h)(e,.e,)
+y*(V,, V h)e,,e,)+3xy’ (V. V, h)(e,.e,)
+x’y(V, V, h)e,e)+3x’y* (V_V, h)(e,.e)

1 : .
olup x=—= ve y= —E degerleri gbz ontine alinirsa, X birim vektor olacaktir ve

V2
(Vi Vih)(X, X)—%( V., V. he.e)- (Vﬁelh)(epel)
_Z(v h)(eza 2)+ (V V h)(eza 2)

+%(ve Vez )(eza 2)__(Vezve2h)(ela 2)

1 — — _
_Zy(vezvelh)(el,el)+Z(V62Vezh)(el,el)
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elde edilir [1]. Ayrica Codazzi denklemi yardimiyla

(V. V. h)e,e)=(V, V, h)e,e,)

(V. V. h)e,.e,) =(V, V, h)e,e,)

oldugundan

VT XX) = (7, T, hepe) + 5 (V. V. e en)

1
4
—(V,, V. h)e,,e,)—(V, V, h)e,.e) (4.22)

2V D)
elde edilir. Teorem 4.3.13 deki degerler (4.22) esitliginde yerlerine yazilirsa

_ 1 1
(ViV3h)(X.X) =~ kih(e,.e;) —kih(e.e;)

—%(—%ki —%kf +2a2)h(el,el)—%(—%k§ +%kf “2a®)h(e.e,)

—%(kf -k3 +4a2)h(el,ez)+%(3kf +k3 —12a*)h(e,,e,)
ya da basitge

(V. Y, h)(X.X) = (—%ki “8a>)h(e,.c,) +<§k§ +%kf “3a®)h(e )

(4.23)
1 2 3 2 2
(Zkz —Zkl +3a”)h(e,,e,)
bulunur. Ayrica (4.21) esitligi yardimiyla
(V,Vih)(X,X) = Ah(e,.e,) + Bh(e,,e,) + Ch(e,.e,) (4.24)

elde edilir. Bununla beraber A,y (,X = -k h(X,X) oldugundan
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h(A,xxXX) = -k h(X,X)

. « (4.25)
- _?lh(elael) _?lh(ezaez)"' kih(e,.e,)

bulunur. Boylece (4.21), (4.23)-(4.25) esitliklerinden (4.20) esitligi elde edilir.
Onerme 4.3.16: f: M? — IE™, 3-mertebeli bir helissel daldirma olsun. O zaman

h(e,,e,) =ag, + a&, (4.26)
h(e,,e,) =a&; (4.27)
h(e,,e,) =—-ag, +ak, (4.28)

dir. Burada a = ||h(e1,e2)|| ve o = ||H|| dir.

Ispat: [14] teki Lemma 3 teki

h(e,,e,) =a&;,
h(e,,e,)—h(e,,e,) =2ag,,
H =h(e,,e,)+h(e,,e,)=20&;,

vektorleri yardimiyla gerekli hesaplamalar yapilirsa istenen sonug elde edilir.
Onerme 4.3.15 ve Onerme 4.3.16 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.3.17: f:M? — IE™, 3-mertebeli bir helissel daldirma olsun. O zaman

J(X)=a(E+F)E, +a(E-F)E, + Da&; (4.29)

dir. Burada D = A +3k, , E=B—§k1 , F=C—%k1 dir.
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Sonug 4.3.18: f:M? — IE™, 3-mertebeli bir helissel daldirma olsun. O zaman

h(X,X) = a&, —a&, (4.30)
dir.

Ispat: X = e, birim vektor alan1 yardimiyla

A

h(X,X) = h(——

\/_ \/_2,\/_ \/_ (4.31)

:Eh(elae1)+Eh(ezaez)_h(enez)

elde edilir. Ayrica (4.26)-(4.28) esitlikleri (4.31) esitliginde yerlerine yazilirsa (4.30)

esitligi bulunur.

Sonug 4.3.19: f:M? —IE™, 3-mertebeli minimal olmayan izotropik bir helissel

daldirma olsun. O zaman M” yiizeyi, AW(3)-tipindedir.

Ispat: M* c IE™ minimal olmadigindan o # 0 dir. Ayrica M? izotropik ise a =0 dir.
Boylece (4.29) ve (4.31) esitlikleri, sirasiyla,
J(X)=a(E+F)E;

\~

h(Xa X) = O('&.G

halini alir. Sonug olarak J(X) ile h(X,X) lineer bagimli olduklarindan Tanim 4.3.14

yardimiyla M yiizeyi AW(3)-tipindedir.
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5. HELiSSEL ALTMANIFOLDLAR

5.1. Giris

Bu boélimde helissel altmanifoldlar incelenmistir. Ayrica TC-altmanifoldlar
tanimlanarak tiim helissel altmanifoldlarin ayni1 zamanda birer TC-altmanifoldu oldugu

gosterilmistir.
5.2. Helissel Altmanifoldlar

Helissel altmanifoldlar diferensiyel geometrinin en 6nemli konularindan biridir.

Teorem 5.2.1: f:M" — M"™*(c) bir izometrik daldirma olsun. M" iizerindeki tiim y

geodezikleri i¢in o=foy , sabit k,k,,.. k.

i (<d-1, o, dmertebeli) Frenet
egriliklerine sahip ise,

o =X

o =(k, -k, )" [%am_zl(Vi-z'-zh)(x*-z'), 2<i<j+l

1=0

»=1,a»

i,i i

Frenet catist elde edilir. Burada X =7, a

ip sl EA;
{2,3,...,1 — 2} kiimesinin alt kiimelerinin bir koleksiyonudur. Ayrica xeM"
noktasindaki birim teget kiiresi U M" olmak iizere, 2<k, 1<2j+1, 0<r<k-1,

k+1<2j+3 ve X,Y e U M" i¢in,
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_ _ —1)®hr <X, Y> k+l=gift
< (V k72h)(Xr,ijkfrfl),(vl72h)(Xl) >= ( ) V(k+1)/2 ¢ (5'1)
0 , k+1=tek
dir. Burada v, = “(Vi‘zh)(Xi)”2 sadece k,,k,,....k, , e baghdir. k <2j+1 igin,
N e X k=gif 52
VO™ o k = tek '
dir [25].

Onerme 5.2.2: Eger tiim y geodezikleri i¢in 6 =f oy nmn k,,k,,...,.k ; Frenet egrilikleri

sabit ise 6'¥,....c""" e N _M"dir. Ozelikle eger k., k,,....k,, ler sabit ise, f, geodezik

normal kesitli bir daldirmadir [25].

Teorem 5.2.3: f:M" — M™(c) bir izometrik daldirma olsun. Eger her bir x € M"

noktasinda, her X € U M" birim vektorii i¢in, A XAX=0 (2<k<2j+1)

(D ?h)(x*)
oluyorsa, o zaman k,,k,,....k; Frenet egrilikleri sabit olur ve bdylece (5.1) ve (5.2)

esitlikleri saglanir [25].

Teorem 5.2.4: £:M" — M (c) izometrik daldirmasi bir helissel daldirmadir ancak ve

ancak M" geodezik normal kesitlere sahiptir [25].

Teorem 5.2.5. f:M" - M" (c) tim geodezikleri d-yinci mertebeden olan bir
daldirma olsun. O zaman

(a) Eger d cift ve k,k,,....k, , Frenet egrilikleri sabit ise, f helisseldir yani

k,,k,,....k,, ler sabittir.

(b) Eger d tek , k;,k,,....k 3, Frenet egrilikleri sabit ve k., ,, tim U M" birim

kiiresi iizerinde sabit ise, f helisseldir [25].
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Teorem 5.2.6: M", IE™ de geodezik normal kesitlere sahip bir kiiresel altmanifold

olsun. O zaman M" nin mertebesi gifttir [25].

Teorem 5.2.7: M", IE™ de geodezik normal kesitlere sahip bir tikiz altmanifold olsun.

O zaman M" nin mertebesi ¢ifttir [25].

Teorem 5.2.8: M", IE"" de geodezik normal kesitlere sahip bir altmanifold ise, M"
sabit izotropiktir [14].

5.3. TC-Altmanifoldlar:

Tamim 5.3.1: x:M" — IE™ fonksiyonu n-boyutlu Riemann manifoldu M den (n+d)-
boyutlu Oklit uzayr IE™ ye bir izometrik daldirma olsun. M" iizerindeki lokal

koordinatlar u,,u,,...,u, verildiginde IE"** den indirgenen metrik

:<6_x 6_x> 1<i,j<n

gij au. ’éu. ’

1 ]

seklinde tanimlansin. Boylece
G= det(gij) ve (gij) = (gij)il

olmak iizere M" nin IE"* den indirgenmis metrigine gore Laplace operatorii

1 & 0 i 0
A== 3 (WG ) 6:3)

i,j=1 i

seklinde tanimlanir [41].
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M" nin IE™* den indirgenmis metrigine gdre Laplace operatdrii A olmak iizere M"

nin ortalama egrilik vektorii H,

Ax =—nH

Bertrami formiiliinii saglar [14].
(2.11) denkleminde AH hesaplanirsa

AH = 2A | grada + nogrado + (Ao + So) N 54

elde edilir. Burada o = ||H , S ikinci temel formun uzunlugunun karesi ve N de, M" nin

birim normal vektoriidiir [14].

Tanim 5.3.2: M", IE™ de, n-boyutlu bir altmanifold olsun. Eger

<AH,e, >=0 (5.5

saglaniyorsa, M" ye Tegetsel Kiibik Altmanifold (TC-altmanifoldu) denir.

Onerme 5.3.3: Tiim biharmonik ve minimal altmanifoldlar TC-altmanifoldudur.

Tanim 5.3.4: Eger x pozisyon vektorlerinin her bir bileseni

X=X,+X, +X, +...+X,,
sonlu spektral ayrisimina sahip ise, M" ye sonlu tiptendir denir. Burada x,, IE™ de
sabit bir vektor ve x,,X,,...,x, ler, Ax; =Ax,, I<i<k, A, <A, <..<A, olacak

1

bigimdeki sabit olmayan doniisiimlerdir.
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Eger tim A ,A,,..,A, Ozdegerleri birbirinden farkli ise, x daldirmas1 (ya da M"

manifoldu) k-tipindendir denir. A nin 6zdegerlerinin kiimesine M" nin spekturumu

denir ve Spec(M) ile gosterilir. Ozel olarak, Aishy,.. A, O0zdegerlerinden bir tanesi O ise,

M" ye null k-tipindendir denir.
M" altmanifoldunun yer vektorii

X=X,+X,, Ax, =0 , Ax, =cx, (5.6)
ayrisimma sahip ise M" ye null 2-tipindendir denir. Burada x, ve x,, M" iizerinde

sabit olmayan vektorler ve ¢ de sifir olmayan bir sabittir.

Ax = —nH oldugundan (5.6) denkleminden
AH =cH (5.7)
elde edilir.

Lemma 5.3.5: M", IE™ nin n-boyutlu altmanifoldu olsun. Eger AH = cH olacak sekilde

bir ¢ # 0 sabiti varsa, M" altmanifoldu 1-tipinden ya da null 2-tipindendir [13].

Tanim 5.3.6: M", IE™ nin n-boyutlu altmanifoldu olsun. M" nin ortogonal birim

vektor alanlari e e, ve e, ,, vektori M" nin H ortalama egrilik vektoriine paralel

4120

olacak sekilde segilsin. A, =A_ ve n+2<r<m olmak iizere,

a(H) = f:tr(AHAr)er (5.8)

r=n+2

seklinde tanimlanan normal vektore IE™ de M" nin baglasik ortalama egrilik vektori

denir. a(H) vektorii, H ye diktir.
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Eger M" nin baglasik ortalama egrilik vektorii sifir ise, M" altmanifolduna IE™ nin bir

A-altmanifoldu denir.

[12] de

AH=AH+|A,, ["H+a(H)+tr(VA,) (5.9)

An+l

seklinde verilmistir. Burada A°H , D normal koneksiyonuna bagli H nin Laplace

operatort,

[Aal” = tr(A, AL (5.10)

ve

tr(VAH):ZH:[(VeiAH)ei +ADEiHei] (5.11)
i=1

dir.

Lemma 5.3.7: M", IE™ nin 1-tipinden olmayan n-boyutlu altmanifoldu olsun. O zaman

M" null 2-tipindendir ancak ve ancak c sabiti igin

tr(VA,)=0 (5.12)
ve

APH +|A,, [ 'H +a(H) =cH (5.13)
saglanir [13].

Onerme 5.3.8: Tiim 1-tipinden ve null 2-tipinden altmanifoldlar TC-altmanifoldlaridir.

Ispat: M" c IE™ altmanifoldu 1-tipinden ya da null 2-tipinden ise Lemma 5.3.5 den
AH =cH, c e IR dir. Béylece < AH,e; >= 0 bulunur.
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Tamm 5.3.9: f, :M" —IE™"" ve f, : MJ* — IE™"" izometrik daldirmalar1 verilsin.

peM" ve qe M3* icin

(f,f,):M™ =M" xMJ> > IE™!, m=m,+m,, d=d, +d,
(flafz )(p,q) = (XI’XZ a'--:Xml ’YDYZ EAR] sz )
bigiminde tanimlanan daldirmaya f, ile f, nin ¢arpim daldirmasi adi verilir. M x M3*

manifolduna da M™ ve M}* nin Riemann ¢arpimi denir [30].

Teorem 5.3.10: f, :M™ — IE™"" vef, : MY? — IE™"" | kapali altmanifoldlarinin iki
izometrik daldirmast ve A, A, ve A, , sirastyla, M™ =M™ xM7* , M|" ve Mj* nin
Laplace operatorleri olsun. O zaman

A=A, +A, (5.14)
dir [5].

Teorem 5.3.11: y:I < IR —» IE™, diferensiyellenebilir bir egri olsun. Eger y, TC-egrisi

ise, y lizerinde kurulan silindir bir TC-yiizeyidir.

Ispat: y(s) = (v,(5),Y,(8),....¥,(s)) , IE™ de bir egri olsun. y iizerindeki silindirin

denklemi

x(s,u;,u,,...,u, ;) =(y(s),u,,u,,...,u_ ) (5.15)
seklindedir.

Y'(s) = V,, V...,V , ¥ nin yonlendirilmis ¢ati alani olsun.
X, =(v,,0,...,0) ve Xy, = (0,0,...,1,....,0) , 1<j<n-1 olmak iizere, silindirin,

{xs,xul > S } ortonormal tegetsel catisi secilsin. Buna gore
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\%

h(xs,xuj)z h(xuj,x )=0,1<j3,k<n-1

Uy

elde edilir. Boylece silindirin ortalama egrilik vektorii, y nin ikinci tlirevine n —1 tane

sifir eklenmis

|
H :Hiz_l:{h(xs,xs),h(xui Xy, )}

=h(x,,%,) = (7,(5),7,(8),-+ 7, (5),0.0,....0)

seklinde bulunacaktir.

Ornek 5.3.12: Ornek 3.2.10 de verilen helis egrisi TC-egrisi olup bu egri iizerinde

kurulan
X(s,t) = (cosdcos(as),cos psin(as),sin ¢ cos(bs),sin ¢psin(bs), t)
silindiri bir TC-yiizeyidir.

Ornek 5.3.13: x(s,u,,u,) =(bcoss,bsins,acoshu, cosu,,acoshu, sinu,,au,)

parametrizasyonuyla verilen Katenoid ile S'(b) g¢emberinin carpim manifoldu 2-

tipindendir [6]. Buna gore Teorem 5.3.10 dan bu altmanifold bir TC-altmanifoldudur.

Teorem 5.3.14: (Karakterizasyon Teoremi) M”> — IE™ altmanifoldu olsun. Eger M*,

PGNS-6zelikli ise M? nin tiim normal kesitleri birer TC-egrileridir.

Ispat: v, M” nin y(0)=p noktasindaki y'(0) dogrultusundaki normal kesiti olsun.

Boylece T =" olmak iizere
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Y=V, T=V,T+h(T,T) (5.16)

elde edilir. VT , T ye dik oldugundan ve y p noktasinda normal kesit oldugundan

(5.16) denkleminden V T =0 bulunur. Buna goére, y nin birinci egriligi k, = ||y”|| icin,
k, (0) =|h(t, ) (5.17)

saglanir. Eger M* geodezik normal kesitlere sahip ise, Teorem 5.2.8 ve (5.17)
esitliginden tiim normal kesitler ayn1 sabit birinci egrilige sahiptir. Boylece Tanim 3.3.1
e gore bu egriler birer TC-egrisidir.

5.4. TC-Yiizeyleri

Bu boliimde TC-ylizeyleri i¢in ornekler verilmistir. Ayrica TC-yiizeyleriyle ilgili baz1

sonuglar bulunmustur.
Ornek 5.4.1: 1E’ te b yarigapli S (b) kiiresi
x(u,v) =(bcosucosv,bcosusinv,bsinu)

bi¢ciminde izometrik gdmme olarak tanimlanir. Buna gore

ox . . .

— = (—bsinucosv,—bsinusinv,bcosu)

ve
ox

= (—bcosusinv,~bcosucosv,0)
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elde edilir. Bununla beraber

0X

dir. Boylece ¢, = e = ov
X

Fra

o0x
ou
s

2 . .
AH = 57 (cosucosv,cosusinv,sinu)

dir. Buradan < AH,e, >=0 ve < AH,e, >=0 bulunur. IE’ te b yarigapli S*(b) kiiresi

bir TC-ylizeyidir.

Ornek 5.4.2: IE* de T tor yiizeyi

u _ .u V. .V
x(u,v) =(acos—,asin—,bcos—,bsin—)
a a b b

biciminde izometrik gdmme olarak tanimlanir. Buna gore

8_x =(- sinE, cosE,O,O)
a a

ve

Ox

.V v
— =(0,0,—sin—,cos—
( b b)

Pral o

dir. Boylece e, = elde edilir. Bununla beraber

1.1 ul . u v 1 . v
AH =——(—cos—,—sin—,—cos—,—Sin—
2(a5 aa> ab bbb b)

dir. Buradan < AH,e, >=0 ve <AH,e, >=0 bulunur. IE* de T’ tor yiizeyi bir TC-

ylizeyidir.
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Ornek 5.4.3: IE* de TH” helissel silindiri
x(u.v) = (u,acosv,asinv,bv)
bi¢ciminde tanimlanir. Buna gore

Ox
— =(1,0,0,0
™ ( )

ve
Ox .
— =(0,—asinv,acosv,b)

Pl 2o
1

AH=—-—————-(0,acosv,asinv,0
2(a* +b?%)? ( )

dir. Boylece ¢, = elde edilir. Bununla beraber

dir. Buradan < AH,e, >=0 ve < AH,e, >=0 bulunur. IE* de IH” helissel silindiri bir

TC-ylizeyidir.
Ornek 5.4.4: 1E* de

x(u,v) = (cosucosv,cosusin v,sin ucosv,sin usin v)
bigiminde tanimlanan yiizey S°(1) in bir minimal yiizeyidir. Buna gore

Ox

E = (—sinucos v,—sinusin v,cosu cos v,cosusin v)

\%

Ox

E = (—cosusin v,cosucos v,—sin usin v,sin ucos v)
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X
ov

0
> €, =
~ [P

dir. Boylece ¢, = elde edilir. Bununla beraber

o0x
ou
s

AH = —2(cosucosv,cosusin v,sin ucos v,sin usin v)

dir. Buradan < AH,e, >=0 ve < AH,e, >=0 bulunur. IE* de, $*(1) in minimal yiizeyi

bir TC-ylizeyidir.

Ornek 5.4.5: IE® da T? tor yiizeyi,

. . Vo v .V \%
x(u,v) = (asmu,bsmusmg,bsmucosg,acosu,bcosusmg,bcosucosg)

bicimindeki gdmme olarak tanimlanir. Buna gore

Ox .V % ) ) .V ) %
— =(acosu,bcosusin—,bcosucos—,—asinu,—bsinusin—,-bsinucos—)
ou b b b b
ve

Ox ) v Y \% .V
— =(0,sinucos—,—sinusin—,0,cosucos—,—cosusin—)
ov b b b b

O
dir. Boylece e, = ou , €, = OV elde edilir. Bununla beraber, a* +b* = ¢’ olmak
ol e
ou ov
uzere,
2 25\2 2 2N\2
AH:—l(%sinu, (® -:C4 ) sinusinz,wgnucosz,
2 ¢ b’c b bc b
a (b> +¢*)’ . v (b>+c?)’ v
—-cosu, T~ —cosusin—,~—————cosucos—)
c b’c b bc b
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dir. Buradan < AH,e, >=0 ve < AH,e, >=0 bulunur. IE® da T® tor yiizeyi bir TC-

yiizeyidir.

M" hiperylizeyi biharmonik ise (5.4) denkleminden

2A | grada + ngrada = 0 (5.18)
ve
(Aa+Sa)=0 (5.19)

bulunur. Buna gore (5.18) ve (5.19) esitlikleri M" ylizeyinin biharmonik olmasi i¢in

gerek ve yeter sarttir [9].

Tanim 5.4.6: (5.18) denklemini saglayan hiperyiizeylere H-hiperyiizeyleri denir.

Onerme 5.4.7: Tiim H-hiperyiizeleri TC-hiperyiizeyleridir.

Ispat: M" < IE™" hiperyiizeyi H-hiperyiizeyi ise (5.18) esitliginden

2A grada + nogrado = 0

dir. Boylece (5.4) esitligi

AH = (Ao + So)N

bi¢imine doniisiir. Buradan < AH,e, >=0 elde edilir.

Teorem 5.4.9: Eger M" — IE™"' minimal olmayan bir TC-hiperyiizeyi ise, M" yiizeyi

en ¢ok birbirinden farkl iki asli egrilige sahiptir (yani yari-umbiliktir).
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Ispat: M" c IE™' minimal olmayan TC-hiperyiizeyi olsun. (5.4) esitligi, (5.5)

esitliginde ele alinirsa

< 2Agrado +nogrado + (Ao + Sa)N, e, >=0
< 2Agrado +nograda, e, >=0

<2Agrado,e; > +na < grada,e; >=0
2|gradal| < A, e, ¢, > +nallgrada| < e, ,e; >=0
lerado{2 < A, e,.e; > +no<e,,e; >}=0
lgradal|{2i, <e,.e; > +no<e,.e >}=0

|erada] <e,.e; > @n, +na) =0

bulunur. Burada e = grado dir. grada sifirdan farkli oldugundan, i =n igin,

||gradoc||
2\, +na =0

y = _no
2
elde edilir. Boylece
_}\‘1
A

7\‘1
na

2

olur. Buradan M" ylizeyinin yari-umbilik oldugu goriiliir.

Onerme 5.4.10: M" c IE’ zayif PHG-6zelikli bir yiizey olsun. M" yiizeyinin Gauss
egriligi
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2
K= _L@ (5.20)
JG 6s
bi¢imindedir. Burada G = (1/ 'S )sin2 ks + (4212 /k* Xl —COS ks)2 dir. Eger Gauss egriligi
sabit ise (5.20) esitligi

azx/ﬁ_ﬂaG

2
= —j +4KG* =0
S

0s
seklinde verilir [28].

2G

Onerme 5.4.11: 1E’ te, her bir sabit Gauss egrilikli zayif PHG-6zelikli yiizey bir TC-
ylizeyidir.

Ispat: M" < IE’ zayif PHG-6zelikli bir yiizey olsun. O zaman Teorem 4.2.4 yardimiyla
bu ylizey (4.3) parametrizasyonuyla verilir. Eger M" yiizeyinin Gauss Egriligi sabit ise

[28] deki Lemma 2.14 ten, M" nin Laplace operatdrii

”? 1) 10 5
P CRE S I Y 521
(852 G@BZJ (log G g (-21)

seklindedir. Burada G = (1/ k? )sin2 ks + (1/ k? Xl —cosks)’ dir. Ayrica, M" nin ortalama

egrilik vektorii H olmak tizere

Ax = —2H (5.22)
dir. Boylece (5.22) kullanilarak (5.21) denkleminden AH hesaplanirsa

AH — %sz =0

elde edilir. Buradan M" yiizeyinin 1-tipinde oldugu gériiliir. Boylece Onerme 5.3.8 den

M" yiizeyi bir TC-yiizeyidir.
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