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SIMGELER DIiZINi ve KISALTMALAR

|||| : Norm
|| : Mutlak Deger

k=1,00  : ksayisi, birden sonsuza kadar tiim degerleri alir.

C"[a,b] : [a,b] araliginda n. mertebeye kadar tiirevleri siirekli fonksiyonlar uzayi
KTDD : Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem
G(t,x,&) : Kaynak Fonksiyonu

D : D bolgesinin kapanisi
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DEGISKEN KATSAYILI FOURIER SERILERIYLE PARABOLIK
DENKLEMLER iCIN DEVIRLI SINIR KOSULLU KARISIK PROBLEMIN
ANALIZI

frem CIFTCI

Anahtar Kelimeler: Fourier Serisi, Fourier Yontemi, Yar1 Dogrusal Parabolik
Denklem, Devirli Sinir Kosulu, Karisik Problem

Ozet: Bu calismada ele alan yar1 dogrusal parabolik ve yari dogrusal pseudo-
parabolik denklemler i¢in devirli sinir kosullu karisik problemlerin genellesmis
¢Oziimii ilk kez tanimlanmis ve belli kosullar dahilinde sozii edilen problemlerin
genellesmis ¢oziimiiniin varligr ve tekligi ispatlanmistir. Ele alinan problemlerin
pratik dnemi g6z onilinde bulundurularak, kesin ¢oziimle ardisik yaklasimlarin farki
da degerlendirilmistir. Ayrica, & — 0 da yar1 dogrusal pseudo-parabolik denklem
i¢in incelenen problemin ¢oziimiiniin, yar1 dogrusal parabolik denklem i¢in incelenen
problemin ¢oziimiine yaklastigi gosterilmistir. Tez, giris ve bes boliimden
olusmaktadir. Birinci bdliimde tezde sik kullanilan tanim ve kavramlarla ilgili
bilgiler verilmis, ikinci boliimde de, ele alinan yar1 dogrusal parabolik denklemler
i¢cin devirli sinir kosullu karisik problemin genellesmis ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi
incelenmistir. Tezin ii¢lincli boliimiinde, ele alinan yar1 dogrusal pseudo-parabolik
denklem i¢in devirli siir kosullu genellesmis ¢Oziimiiniin varh@ ve tekligi
incelenmistir. ikinci ve {iciincii boliimlerde sdylenenlerin yani sira, incelenen
problemlerin ¢oziimlerinin kesin ve yaklagik degerlerinin farki da degerlendirilmistir.
Dordiincii boliimde, € —» 0 durumunda ikinci ve iigiincii boliimlerde ele alinan
problemlerin ¢éziimleri arasindaki iligski incelenmistir. Son boliimde ise sonuglar ve
Oneriler verilmistir.
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VARIABLE COEFFICIENT FOURIER SERIES FOR A MIXED PROBLEM
FOR QUASILINEAR PARABOLIC EQUATIONS WITH PERIODIC
BOUNDARY CONDITION

frem CIFTCI

Key Words: Fourier Series, Fourier Method, Quasilinear Parabolic Equation,
Periodic Boundary Condition, Mixed Problem

Abstract: In this study, a generalized (weak) solution of mixed problems with
periodic boundary conditions for quasilinear parabolic and qusilinear pseudo-
parabolic equations are first considered. An existence and uniqueness of these weak
solutions are proved under appropriate conditions. Taking into account an applied
importance of the considered problems, the difference between exact and
approximate solutions is estimated. In addition, it is shown that the solution of the
problem corresponding to quasi-linear pseudo-parabolic equation approaches, as
e > 0, to the solution of the problem corresponding to the quasi-linear pseudo-
parabolic equation. The thesis consists of introduction and five chapters.In the first
chapter necessary definitions and used notions are introduced. An existence and
uniqueness of a weak(generalized) solutions of consired mixed problem for
quasilinear parabolic equations with periodic boundary condition is studied in
chapter 2. The same questions for quasilinear pseudo-parabolic equations with
periodic boundary condition are analyzed in chapter 3. In addition to these, the
difference between the corresponding exact and approximate solutions are estimated
also in these two chapters. In chapter 4 the relationships between the solutions of
problems consired in chapters 2 and 3 is investigated. In the final chapter 5, the
obtained results and conclusions are presented.



1. GIRIS
1.1 Giris

Bilindigi gibi, gerek sabit, gerekse de degisken katsayili Fourier serilerinin yardimi
ile bir takim adi ve kismi tiirevli denklemler i¢in ¢esitli problemler incelenebilir.

Ele alinan tezde degisken katsayili Fourier serilerinin yardimi ile yari dogrusal
parabolik ve yar1 dogrusal pseudo-parabolik denklemler i¢in devirli sinir kosullu

karisik problemlerin incelenmesi 6ngoriilmektedir.

Izotropik maddenin dogrusallastirilmis 1s1 iletimi denkleminin,

c%=kA3u+cga£A3u+q(t,x) (1.1)

t

biciminde oldugu bellidir [13,14,37,40,42]. Burada, u(t,x) maddenin t aninda x
noktasindaki sicakligi, q(t,x) 1s1 kaynagi, ¢ maddenin 1sinma 1sis1, k 1s1 iletkenligi, €

ise kii¢iik parametredir. Is1 kaynagi u(t,x) e bagli oldugunda (1.1) denklemi

c%:kA3u+ca§A3u+q(t,x,u) (1.2)

t
pseudo-parabolik yar1 dogrusal denklemine doniisiir.

Gerek (1.1), gerekse (1.2) denklemi, € =0 durumunda c¢esitli bilim adamlar
tarafindan farkli smir kosullariyla ve degisik yoOntemlerle incelenmistir
[4,5,6,11,17,28]. Yine bu denklemler &+ 0 durumunda da farkli sinir kosullar
alinarak, Fourier yada bagka yontemlerle, c¢esitli arastirmacilar  tarafindan
incelenmistir [1,2,20,21,22,23,24,34] . Fourier yontemi, hiperbolik yada daha yiiksek
dereceli problemlere de uygulanabilir [8,19].



Ayrica bir boyutlu durumda degisken katsayili Fourier serilerinin yardimi ile yari

dogrusal parabolik denklem i¢in

ou ,0%u 3 o

E—a P =f(t,x,u) (0<t<T<oo) (1.3)
u(t,0) =u(t,m)=0 (0<t<T<L ) (1.4)
u(0,x) = e(x) (0<x<n) (1.5)

karisik probleminin c¢esitli anlamlarda ¢dzlimiiniin varhigi ve tekligi [28], yar

dogrusal pseudo-parabolik denklem igin

ou ,0%u o’u

—-—a - > =1(t,x,u) (0<t<T<o) (1.6)
ot ox otox

u(t,0) =u(t,m)=0 (0<t<T< o) (1.7)
u(0,x) = p(x) (0<x<m (1.8)

karigik probleminin genellesmis ¢oziimiiniin varligi ve tekliginin incelenmesinin yani
sira, € > 0 da (1.6), (1.7), (1.8) probleminin genellesmis ¢6ziimiiniin, (1.3), (1.4),

(1.5) probleminin genellesmis ¢oziimiine yakinsadigi [24], gOsterilmistir.

Teknik uygulamalarda (1.4) sinirlarinin yani sira

u(t,0)=u(t,m),u (t,0) =u (t,m) (0<t<T<L ) (1.9)

olmak {izere devirli sinir kosullar1 da sik¢a raslanmaktadir [7,15]. Ayrica, teknik
acidan (1.9) daha genis kapsamlhidir. Ele alinan tez calismasinda, (1.6), (1.9), (1.8)

ve (1.3), (1.9), (1.5) problemlerinin incelenmesini dngoriilmiistiir.

S6z konusu tez, giris ve bes boliimden ibarettir. Birinci boliimde tezde sik kullanilan
tanim ve kavramlarla ilgili bilgiler verilmistir. ikinci boliimde, ele alinan yar
dogrusal parabolik denklem i¢in devirli sinir kosullu genellesmis ¢oziimiiniin varlig
ve tekligi incelenmistir, tezin iiclincii bolimiinde, ele alinan pseudo-parabolik
denklem i¢in devirli siir kosullu genellesmis ¢Oziimiiniin varh@ ve tekligi

incelenmistir. Dordiincli boliimde, € - 0 durumunda ikinci ve iiglincli boliimlerde



ele alinan problemlerin ¢oziimleri arasindaki iliski incelenmistir. Son olarak besinci

boliimde sonuglar ve 6neriler verilmistir.
1.2 Genel Bilgiler

Tanim1.1 (Cauchy Esitsizligi): f(x) ve g(x) fonksiyonlari, [a,b] kapali araliginda

karesi ile integrallenebilir oldugunda,

S[_sz(x)dez(i‘zgz(){)dx]2 (1.10)

[Fe0gx)dx

yani,

(F.e) <f

LZ.gLZ

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige Cauchy Esitsizligi denir [ 26].

Tanim1.2 (Holder Esitsizligi): x = {Xl 5 SIS ,} el, vey= {y1 ,yz,...,yn,...} el,

olsun. O zaman, Holder Esitsizligi denilen,.

0| =

ilxiyi S[ilxil ] (ilyil j (1.11)

i=1 i=1

esitsizligi dogrudur [30,38].

Tanim1.3 (Bessel Esitsizligi): [a,b] araliginda ortogonal sistem olusturan
0, (1),0,(1),...,0, (t),... fonksiyonlar sistemi ve karesi ile integrallenebilir
f(t)= Z ¢, ¢, (t) fonksiyonu verilsin. Burada c, lar Fourier katsayilaridir.

k=1

O zaman, Bessel esitsizligi denilen



© b
2
Yctle ] <[> (vt
k=1 2
esitsizligi dogrudur [7,15,30,38]. Bizim ¢aligmamizda ise, [0, ] araliginda ortogonal

sistem olusturan, 5, cos 2x,sin 2X,...,cos 2kx, sin 2kx,... sistemi i¢in Fourier serisi,

o 4 [a,, cos2kx +a_ sin2kx] seklinde taniml1 olup,

f(X) = 7

Bessel esitsizligi ise,

f2 © T
—°+Z(fj(+fj()sgjf2(x)dx (1.12)
2 Ty

seklindedir. Burada,

f, =2 [re
T 0

£, = 2ff(g)cos 2KEE
T 0

£ = zTf(g) cos 2kedE
n 0

dir.

Taniml.4 (Gronwall Esitsizligi): a(t), [0,T] araliginda negatif olmayan siirekli
fonksiyon, b(t), c(t), [0,T] araliginda negatif olmayan integrallenebilir fonksiyonlar

ve f(t) de sinirh fonksiyon olsun. O zaman,

t

a(t) < j [a(t)b(T) + c(v) i + £ (1) (1.13)

0

ise, Gronwall esitsizligi denilen,



maxa(t) < { j c(t)dt + sup|f(t)|}exp j b(t)dt (1.14)

0<t<T
0

esitsizligi dogrudur [3,9,10,18].

Tanim1.5 (Banach Uzay1): Normlu lineer uzayda 1im||xn - x|| =0 1se, 0 zaman {xn}
dizisi x e yakinsiyor denir ve limx = x olarak yazilir.

Normlu lineer uzay normlu yakinsamaya gore tam oldugunda, ona Banach uzay1

denir [30,35,36,38,39].

Tanim1.6 (Lipshitz Kosulu): Herhangi D bolgesinde tanimli f(x,y) fonksiyonu i¢in,

sOzii edilen bdlgenin her (x,y,) ve (X,y,) noktalarinda

f(x,y) = f(x,y,)| <Mly, —y,|

esitsizligi saglanacak sekilde bir M>0 sayis1 varsa o zaman f(x,y), D bolgesinde y ye

gore Lipshitz kosulunu sagliyor denir. M Lipshitz katsayis1 diye adlandirilir [31].

Tanim1.7 (Picard Ardisik Yaklagim Methodu): f(x,y) bir B bolgesinde stirekli olsun.

(x4,¥,) € Bolsun.

Bilindigi gibi, belli kosullar dahilinde

"=1f(x,
y =f(x,y) (1.15)
¥(X4) =Y,
baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii,
y(x) =y, + [fl&, y(©)KE (1.16)



integral denklem sisteminin ¢oziimiine denktir. S6zii edilen integral denklemin
¢Ozlimiiniin varligini1 géstermek i¢in Picard ardisik yaklasim yontemi denilen ardisik

yaklagimlar1

You(X) =Y, + ff[é,yn(&)]dé, n=1,0 (1.17)

esitlikleri ile belirlenen yontem sikc¢a kullanilmaktadir [30,31,38].

Teorem 1.8: f(x,y) fonksiyonu D bolgesinde siirekli olup y ye gore Lipshitz kosulunu
sagliyorsa, o zaman y ., (x) ardisik yaklagimlar |x - x0| < a i¢in var, siirekli ve

(1.15) probleminin tek ¢dziimiine yakinsar [12,38].

Tanim1.9 (Fourier Serisi ve Fourier Katsayilari):

[a,b] araliginda parcali siirekli f(x) fonksiyonu, araligin sonlu sayida noktasi harig,
diger tiim noktalarda siirekli tiireve sahip olup, sdzii edilen sonlu sayida noktada sag
ve sol tiirevlere sahipse, o zaman ona [a,b] aralifinda parcali piiriizsiiz fonksiyon
denir.

[-L,L] araliginda taniml1 f(x) fonksiyonunu ve bu aralikta ortogonal

1 X . TX knx . kmnx
E,COST,SIHT,...,COST,SIHT,...

sistemini ele alalim.

1 L
2 = j f(&)de,

a =~ [@rcoskece, (L18)



b, = %if(&) sinkede, (k = 1,0)

olsun.

(1.18) ile belirlenen a,,a, veb, k =1,00 larigin,

% k .k
%oy Z:(ak cos%+bk sm?)

k=1

serisine f(x) fonksiyonunun [-L,L] araliginda Fourier serisi denir ve

f(x)zaTOJrZ(akcosk%%rbk sink%) (1.19)

k=1

seklinde yazilir. a,,a, veb, k= 1,_oo ’lara, f(x)’in [-L,L] araliinda Fourier

katsayilar1 denir [7,15,16,27].

Teorem1.10 (Dirichlet): f(x) fonksiyonu [— L, L] araliginda pargali piiriizsiiz bir

fonksiyon ise, f(x)’in siirekli oldugu her noktada onun Fourier serisi yakinsaktir ve
a, <« . knx
S(x)=— z (a, cos . sin T)
k=1

toplami i¢in asagidaki esitlikler dogrudur:
a) f(x) in siireklilik noktalarinda f(x)=S(x) (-L<x<L);
b) f(x) in siireksizlik noktalarinda,

f(x +0) +f(x - 0)
2

S(x) = ,(-L<x <L)



¢) Ug noktalarinda ise,

f(-L+0)+f(L-0)
2

S(-L)=S(L)=

degerine esittir [7,15,27].

f(x), [-L,L] araliginda ¢ift fonksiyon oldugunda, onun Fourier serisi ve Fourier

katsayilari, sirasiyla,

a i kmx
fx)=—2+)» a, cos—,
(x) ) k L

k=1

2 L
2=+ j f(&)de,

a, - %If(&) coskEdz, (k = 0,00),

tek fonksiyon oldugunda ise,

fx) = Yb, sink?,
k=1

b, =%If(&)sinkéda, (k=1,0).

bigimini alir [7,15].

Tanim1.11 (Sturm- Liouville Problemi, Ozdeger ve Ozvektorler):

(k()Y'(0) +[a(0)+Ar(x)]y(x) =0
ay(a)+a,y'(a)=0
by(b)+b,y’(b) =0

(1.20)
(1.21)
(1.22)



sinir deger problemini alalim. Burada k(x) € C' [a,b], q(x),r(x) € C[a,b] ve A keyfi

parametre ve a; +a2 =0, b; +b3 = 0olsun.

(1.20)-(1.22) sinir deger problemine sifirdan farkli bir ¢6ziim saglayan A sayisina,
s0zii edilen problemin 6z degerleri, bunlara uygun ¢oziimlere ise 6z fonksiyonlari
denir. Bu durumda (1.20)-(1.22) problemine 6zdeger veya Sturm- Liouville problemi

denir [30,32,33,38,41,43,44].

Tanim1.12 (Periyodik Sinir Kosullu Ozdeger Problemi):

(k()Y'(0) +[a(0)+Ar(x)]y(x) =0
y(a) =y(b)
y'(a) = y'(b)

sinir deger problemine, devirli Sturm- Liouville problemi denir [25].

1.3 Tiirdes Is1 Transferi Denklemi icin Devirli Sinir Kosullu Karisik Problemin

Coziimii
U, -a’U_=0 (tx)eD{0<t<T<ow,0<x<m} (1.23)
U(t,0)= U(t, ) tefo,T] (124)
U, (1,0)=U _(t,7) te[0,T]

U(0,x)=p(x) x [0, 7] (1.25)

karigik problemini ele alalim. (1.23)-(1.25) problemine, degiskenlerine ayirma
yontemini, veya diger bir ifadeyle Fourier yontemini uygulayalim. Bu nedenle
¢Ozumu,

U(t,x)= X(x)T(t)

seklinde arayip, X(x) ve T(t) yi belirleyelim.

U, (t,x) = X"(x).T(t) ve U, (t,x)=X(x)T'(t) yi



(1.23) de yerlerine yazip,

X(x)T'(t) = a’X"(x)T(t)

buradan da,

T'() _ X"(x)
a’T(t)  X(x)

(1.26)

esitligini elde ederiz. (1.26) esitliginin sol tarafi sadece t ye, sag tarafi ise sadece x e
bagli oldugundan, sabit olmasi gerekir. Bu sabite ayirma sabiti denir ve genel olarak

— A ile gosterilir.

T® _X'(x)_
a’T(t) X(x)

Boylece, X(x) ve T(t) yi belirlemek igin,

X"(x) = -AX(x) (1.27)
T'(t) = —a’AT(t) (1.28)

olmak iizere, iki tane adi diferansiyel denklem elde ederiz. (1.24) sinir kosullarini

g0z Oniine aldigimizda,

X(0) = X(m)
X'(0) = X'(m)

olur. Boylece, X(x) i¢in,
X"(x)+AX(x)=0, xe(0,m)
X(0) = X(n)

X'(0)=X'(m)

olmak {iizere, devirli sinir kosullu Sturm-Lioville problemi elde edilir.

10



Bu problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar

Ao =0, X,(x) =%

A, =(2k)°, X, (x)=C, cos2kx +C,, sin2kx, k = 1,00

seklinde bulunur. $imdi (1.28) denkleminde A yerine A, alip, ¢6ziim yapalim:

T () +a A, T, (1)=0 T, (1) = K

=

In|Tk (t)| =-\a’t+1Inc, = T, ()= cke_hkazt (k=0,0).

Boylece U, (t,x) = X, (x).T, (t), yani,
U,(t,x) = %’, U, (t,x) = (A cos2kx + B sin 2kx)e ™’ (k =1,00)

¢Oziimlerini bulmus oluruz. Denklem, dogrusal ve tlirdes oldugundan, bulunan

¢Oziimlerin toplami da ¢oziimdiir. Yani,

U(t,x) = %0 +3 (A, cos2kx + B, sin 2kx)e 24" (1.29)
k=1

dir.

(1.29) esitliginin icerdigi belirsiz katsayilar1 belirlemek i¢in (1.25) baslangig

kosulunu kullanirsak,
o(x) = %0 +3 (A, cos 2kx + B, sin 2kx) (1.30)
k=1

trigonometrik serisini elde ederiz. Esitligin her iki tarafini sirayla 1, cos2nx, sin2nx

(n € N7) ile carpip sozi edilen katsayilart,

11



=g, = gfcp(é.)dé
T
@(§) cos 2kEAE

=P = ]E
=y == f(&)sinzkada (k =1,00)

olarak buluruz. Boylece, (1.23)-(1.25) probleminin ¢éziimiinii bigimsel olarak,

U(t,x) = 2 -2+ Z:((pCk cos2kx + ¢, sin 2kx)e” ek’ (1.31)

k=1
seklinde buluruz.

Katsayilariin ifadelerini goz oniine alip, ¢oziimii asagidaki sekle doniistiirelim.

U(t,x) = %j P(&)dg + i%f o(&)[cos 2kE cos 2kx + sin 2kE sin 2kx]dEe "

U(t,x) = %j (p(a)B + i e ™M™ cos 2k(x — i)}d&

G(t,x,E) = %B + ie—”ak)zt cos 2k(x — é)}dé

k=1

kabul edersek, ele alinan problemin ¢6ziimiiniin,
U(t,%) = [ G(t,x,£)p(8)dg
0

bi¢imini elde ederiz.

G(t,x,&), kaynak fonksiyonu diye adlandirilir.
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2. YARI DOGRUSAL PARABOLIK DENKLEMLERIN GENELLESMI$
COZUMUNUN VARLIGI VE TEKLiGININ iNCELENMESI

2.1 Coziimiin Aranmasi

Yar1 dogrusal parabolik denklem i¢in, devirli sinir kosullu

u, —a’u, =f(t,x,u) (t,x)eD{0<t<T<oo,0<x<n} (2.1)
u(t,0)= u(t, ) te[0,T] 22)
u (t,0)=u,(t,m) te[0,T]

u(0,x)=(x) x € [0, 7] (2.3)

karisik problemi ele alinsin. Burada, ¢(x), [0, n] lizerinde, f(t,x,u) ise D x (—o0,00)
tizerinde taniml1 fonksiyonlardir. Ayrica o(x), ¢(0) =o¢(n), ¢'(0)=¢'(1) uyum

kosullarini saglar.

Tanim 2.1: D de t ye gore birinci, x e gore ikinci mertebeden siirekli kismi

tiirevlere sahip, v(t,x) fonksiyonu,

v(t,0) = v(t, )
v, (1,0)=v (t,m)
v(T,x)=0

kosullarini sagliyorsa, ona test fonksiyonu denir [13,14,29,37].

Tanim 2.2: Her v(t,x) test fonksiyonu igin,

H‘K@ +a? szju +1(t, x,u)v}dxdt + jf(p(x)v(o, x)dx =0 (24)
00 X 0

13



integral esitligini saglayan u(t, x) eC(E) fonksiyonuna, (2.1)-(2.3) karisik

probleminin genellesmis ¢oziimii denir.

Teorem2.3: ¢(x) fonksiyonu [O, n] araliginda Dirichlet teoreminin kosullarini,
f(t,x,u) fonksiyonu D x(—o0,00)bdlgesinde degiskenlerine gore siirekli olup her
(t,x)e D igin

[£(t,x,u) =f(t, %, V)| <b(t,x)|u - V|

Lipschitz kosulunu ( burada b(t,x) =0, b(t,x)eL,(D)dir.) saglyorsa,

O zaman (2.1)-(2.3) probleminin D bolgesinde genellesmis ¢dziimii var ve tektir.

Bu teoremi ispatlamak i¢in ¢oziimii,

u(t,x):uoT(t)+ ki [u,, (t)cos 2kx +u,, (t)sin 2kx | 2.5)

—

Fourier serisi seklinde arayip, u,(t),u, (t),ug, (t) (k= I,Too) bilinmeyenleri i¢in

u, (1) =0, +3ﬁf(r,a,“°T(T)+ i [u,, (1) cos 2kE +uy, (1)sin 2k& ])dédr,
9% k=1

—(2ak)*t

u, (=0, ¢ +

(2.6)

2 j I e (D (g a,“OT(T) + " [ (1) cos 2kE +u,, (1) sin 2KE ]) cos 2kEdEdr,
n 00 k=1

uSk (t): (‘ka e_(zak)Zt +

tn 0
2 I J' e WD (g g uOT(T) + " [uy () cos 2kE +u,, (1) sin 2kE ]) sin 2kEdEdt
n 00 k=1

dogrusal olmayan sonsuz integral denklemler sistemi elde edilir. Burada,
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9, == [o(E)de,
n 0
0o = [9(&)cos 2,

0 == [@(E)sin 2Kz (k=1,)

dir. Elde edilen sonsuz integral denklem sistemini incelemek i¢in,

{ﬁ(t)}:{“()z(t) (8, U (1) ety (t),usk(t),..}

dizi elemanlarinin,

|u ( |
max ———+ E [max|u
0<t<T 0<t<T

” (t)| +max|u

0<t<T

sk (t)|] < ®©

kosulunu saglayanlarin1 B ile gosterip, bu kiimede,

|uo( |+kZ=; ggg)ﬂu (t)|+max|u (t)|]

Ju(0]] = max

seklinde norm tanimlandiginda, Banach uzayi elde edilir.

Lemma 2.4: Teorem 2.3 iin kosullar1 saglaniyorsa, B uzayinda (2.6) sisteminin

¢Oziimii vardir.

Ispat: B uzayinda (2.6) sistemini incelemek i¢in, asagidaki sekilde ardisik

yaklagimlar olusturulsun:
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ugN”) (t)= u(O) (t)+

tm ( 0
2 j j f(g,E, 0 Z [u® (1) cos 2k +u' (1) sin 2k& | )dédr,
oo k=1
u () =uQ(t) + (2.7)

f I 20’00 (7 auo (1) +z[u<N)(T)Cos2k§+u(N)(r)sin2ki])cos2k§d§dr,
uy () =uf () +

tm )
%j je*zﬂk) (0 £(g, 8, 2 ()+z[u(N)(r)COSZkF,+u(N)(r)stkF,])stk&d&dr

Burada,
(O) () =,,
(0) (t) (PCke—(Zak)zt ’

(1) = g e ' (k =1,00)
kabul edilmistir.

Yazimin basitligi i¢in,

ug <r)
AuM(1,8) = z [ul (t)cos 2kE +ul’ (1)sin 2kE |
kabul edilirse, (2.7) sistemi,

uE)NH) (t) = uf)o) (t)+ Ejjf f[t,¢, Au™ (t,8)]d&dr
9%
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tn
ug " =ug (O + %He@ak)z“” [, &, Au™ (1, £)] cos 2kededr
00

tm
w0 Z g Oy 4 %j [ W f1,E, Au™ (v, 8)]sin 2kededr
00

seklini alir.

Once her N igin,
\““( ) . .
max + Z[ggalx‘u( )(t)‘ + max‘u( )(t)‘] (o0

oldugunu gostermek gerekir.

Teorem?2.3 iin kosullarina gore,

o

—(0)
u (t H = max + max|u
H ( ) 0<t<T 2 Z:[0<t<T

o )(t)‘ +max|u

0<t<T

OIS
oldugu aciktir.
u ()= 0 (0 + = [ [ 1.6, Au® (x. &)]dede
T 00

esitligi asagidaki sekilde doniistiiriiliir:

ul (1) = +2 ” f[r, &, Au® (1,8)] - f (1, é’;O)}dé’;dr+ j j f(1,£,0)dEdr.

Her tarafin mutlak degerini alip, sag taraftaki integrallere Caucy esitsizligi

uygulanirsa,
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{fIr.e, Au® (r,&)]—f(r,a‘,,O)}dci} dr] +

ul (t)‘ < |(|)0| + U dr]z{

0

[S) ——
O e 3

2
T
jdr]z{j{%ff(r,g,mdg} drT

veya

2

\ug>(t)\s|<po|+\/¥[ {%T{f{r,g,Aw”(r,@]—f(r,g,O)}dg} dr] +

© —

Vi [j {%jff(r, a,O)da} drT

olur. Sag taraftaki birinci integral i¢indeki ifadeye Lipshitzs kosulunu uygulayip,

elde edilen,
‘u(ol)(t)‘ < |(PO| +\/¥[j-{gjib('c, &)‘Au(o) (t, a)‘d&} d’E}Z +
o LT

ﬁ(j{%ff(r, é,O)dE_} dT]Z

esitsizliginin sag tarafindaki [0, ] araligindaki integrallere yeniden Cauchy

esitsizligi uygulanirsa,

(0] < oo+ 2Hf {J b (r9[Au”(x @\zd“v}“]z ’

2\/% @Iﬁ (1, &,O)didr]Z
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olur. Burada ‘Au(o) (T, &)‘ < ‘u(o) (r)‘ oldugu dikkate alinirsa,

1

‘ugn (t)‘ <y |+ 2\/%[':[Ib2 (1, é)‘um) (T)‘z jz +
2&[@?2(@ a,O)dadrjz

olur.

Her tarafin maksimumu alinirsa,

max
0<t<T

L,(D)

u, (0] <[y + 2\/; [b(t.&)], o Ju® O] + 2\E||f(t, £,0)

elde edilir.

Benzer olarak,

t T
uY () =u )+ % [e e I flr,E, Au (x,8)]cos 2kE dedz
0

0
esitligini,

t

a0 () = g e e 4 2 Je e 9 [lefr, &, Au® (1,8)] - £(1,6,0) jeos 2ke ddr +
0

L

t T
2 j g (a0 (-0 j f(1,£,0) cos 2kEdEdT
n 0 0

seklinde doniistiiriip, her iki tarafinin mutlak degerini aldiktan sonra, sag taraftaki

integrallere Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

19



u ([ <o k|+[ [e 2<Zak>z<tr>er2U{3f .8 Au® (1, )] - (1, £,0) fcos 2k§d&} J +
0 TEO

0

1

.t[ e 2 (-0 g jz(j { jf(r &,0)cos 2k§d§} T

olur. Her tarafin k’ya gore (k = l,foo) toplamin1 alip Holder esitsizligi kullanilirsa,

(Pck
2\/‘3 (ikij %Ii“ f[t, &, Au” (1,8)] - (1, &0)}c052k§d§} dr} +
(B (g jreenemasef o

olur. Son esitsizlige Bessel esitsizligi,
1

iui&ﬁ(t)\ 2fou]+ ( I fle.& Au® (.8)] - £(r.£0)f d&dr] +

S

daha sonra da Lipsthitz kosulu uygulanirsa,

j.]ﬁ (1, é,O)dédr] 2

P tm , . ) % \/2_
cpck ;a U j b*(1,8)[Au (x,) déer + ﬁ’; [

olur. Burada, [Au®(x, F,)‘ < ‘u(o) (r)‘ oldugu goz 6niine alinip, t ye gore maksimuma

gecilirse,
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r

u® (0)
zﬁi‘i’é (t)‘ z P \/_ "b(t X) AD)H“ (t)H + |f(t x,0) Ly(D)
olur. Benzer islemler
t T
u (1) =u@ () + 2 [e e [ flr,E, Au'® (r,8)]sin 2kE dEdt
T 0 0
esitligine uygulandiginda,
q _ V2n
kzzlll(?;l 5k \/_ ||b(t ) Lz(D)Hu + 4\/53 ,X’O) L,(D)
olur.
Elde edilen esitsizlikleri taraf tarafa toplandiginda,
Hﬁ(l)(t)H=max‘ ug )‘ +Zmax “)(t)‘+max m(t)‘ |(PO i(p +
0<t<T 2 0<t<T 0<t<T = ck

Lz(D))

L,(D) Hu(O) (t)H +[f(t, x,0)

T 2
( =t ﬁaJQ|b(t,x)

T
olur.Teorem2.3 {in kosullarina gore, esitligin sag tarafinin sinirl oldugu agiktir, yani,
[a ] ¢

dir.

Simdi benzer islemler ikinci yaklagimlar i¢in yapilsin:
u@ () =ul(t)+= j j f[t,&, Au (1,&)]d&dt
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esitligini,
@ ~ zt n 1 B tn
0, (0 =gy + ! ! ., Au® (1,8)] - f(x.£,0) dedr + ! ! f(t,£,0)dEdt

seklinde doniistiirtip, her tarafin mutlak degerini aldiktan sonra sag taraftaki

integrallere, Caucy Esitsizligi uygulanirsa,

u® ()] <oy + U er 2 [j {%j {fln,8, Au (1,8)] - (5, g,O)}da} er +
j).dTJz [j: {%If(r, &,O)di} dr] 2 ,

2 ()2
‘ug)(t)‘ﬁ|(p0|+\/¥(_([{;

2

{f[r,a,Au(”(r,g)]—f(r,a,O)}da} dt] 4

O 3

2

t T 2
Jt j{g | f(r,E_,,O)dE_} dt
0 T 0
esitsizligi bulunur.

Sonra sag taraftaki integral i¢indeki farka Lipshitzs kosulu uygulanirsa,
1
t 2 T 2 E
[us (O] <[oq+t| {; [b(z.8)[Au® (r,a)\da} dr| +
0 0
1
t 2 T 2 E
Vil | {— [t @0)01&} dr
0 T 0

elde edilir. Sag taraftaki [0, ] araligindaki integrallere Cauchy esitsizligi

uygulanirsa,
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b 0] <lo +2Hf ot @\zd@}‘“y ’
T 0 Lo
ZXEGIW (T, &,O)d&dtj2

Au (x, i)‘ < ‘u(” (r)‘ oldugu dikkate alinirsa,

olur. Burada,

1

) t tm , " ) 2 t tm , P
[ (0] <log|+2,/~| [[D*ORO @] | +2,/=| [[£*(r.E.00dde
T 00 T 00
olur. Her tarafin t ye gére maksimumu alindiginda;

max
0<t<T

u,? (t)‘ <o | + 2\ﬁ [b(z.&)], oy [0 O] + 2\/I||f(1:, £,0)
T Y

L, (D)

elde edilir.

Yeniden,
t b

u@ () =u?(t)+ %je-“akf(f*) [flr,6,Au (,)]cos 2kE dedr
0 0

esitligini

t

W2(0) = e 0 2 Je e [efr, &, Au® (¢,€)] - £(1,5,0) feos 2k& didr
0

)

+

2 [ CW I [(1,£,0) cos 2kEdEdr
T 0 0

sekline doniistiiriip, her tarafin mutlak degerini aldiktan sonra, sag taraftaki

integrallere Cauchy esitsizligi uygulanirsa,
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+ U 6_2(231‘)2“'”&) 2 [j {gj {f[r, &, Au" (1,8)]-f(x, i,O)}Cos 2k§d§} dr} 2 +
0 0 T 0

t % t
[J‘ez(zak)?(rr)drj {J‘{
0 0

veya

ul (0] <

(pck

ji f(r,&,0)cos 2k§d§} dr}

aln

\/_ — [j{z j{ [, Au" (1,8)] - £(c,£,0) cos 2k§d§} erz +

(pck

2\/1_k{j{ Jf(r§0)0032k§d§} T

olur. Her tarafin k’ya gore (k = 1,_00) toplamin1 alip Holder esitsizligi uygulanirsa,

2

i_ 2\15 (T ;Jz[ij i{f {f[fvéaAu(l)(Taﬁ)]—f(r,Q,O)}cos2k§d§} dTJ +

(ikljz{i.:[i{j&f(r,g,O)cosZkﬁdé} dr]

k=1 k=1 | o

wll

olur. Son esitsizligin sag tarafinda, (Z k_2)2 = % oldugu g6z oniine alinip, Bessel
k=1

esitsizligi uygulanirsa,

= 4\/— \/70‘} f[t,&, Au' (1,8)] - f(x, Z’;O)} dé’;drj +

e f [nf e

bulunur. Burada, Lipsthitz kosulu kullanilirsa,

ck
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Vo % ( [ i,O)dﬁdr]Z

(Pck

e (!Ibz (r.E)|Au"(x, g)‘zdgdrjz o

olur. Burada,

O (s, E_,)‘ < ‘u(” (1:)‘ oldugunu goz oniine alinip, maximuma gegilirse,

2

bt

I (t, x,0)

(Pck +

L, (D)

2 max|uly (0] < 2fou ]+ ot ],

elde edilir.

Benzer olarak,

u® ) =u? )+
T

t T
jef(zak)z(t—r)jf[r’ g, u' (1)]sin 2k& d&dt
0 0

esitligine yukaridaki islemler uygulanirsa,

V2r
> max[u (0] o+ 3 B a0 2 7 lrexol,
olur. Elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,
() =
Hﬁ<2)(t)H=g;gT<‘ 02 ‘+Zggg§ (2)(t)\+ggax uf (1) < |(P° +Z(<Pck Pu) +

L (D))

T 21
2 o, o

olur. Teorem?2.3 iin kosullarina gore esitligin sag tarafinin sinirli oldugu agiktir, yani,

[ o] ¢
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dir.

Buradan, tiimevarim yontemi ile

‘u(N+l) (t)‘

Y e K L R D UM
[f sE ]Q'b( oo O X0,

yazilabilir. Teorem?2.3 {in kosullarina gore esitligin sag tarafi sinirhdir, yani,
[t of ¢
dir.

Demek ki ardisik yaklagimlar B uzayindadir, yani,
(N+1) (NH) (t) a D (N+1) (N+1) (N+1)
T (1)) = A0 (0,u (0, u N (0,08 (0),...p € B

dir. Boylece Lemma 2.4 ispatlanmis olur.
2.2 Ardisik Yaklasimlarin Yakinsakhg:

Lemma 2.5: Teorem 2.3 iin kosullar1 saglandiginda, (2.8) ile tanimlanan ardisik

yaklasimlar1 B uzayinda yakinsaktir.

Ispat: (2.8) ile belirlenen sisteme ardisik yaklasimlarin yakinsakligini incelemek igin,

asagidaki farklar degerlendirilir:

uf -0 (0 = 2 | [fle. Au® (s )1dedr,
T 00
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(1) (t) u(0) (t) —

:IIN

t T
J’ (2 (t-1) J‘ f[1,&, Au'® (1,&)]cos 2k& dédt,
0 0

u (0 -u (1) =

:IIN

t T
I o2 (1) J’ f[1,&, Au'® (1,&)]sin 2kE dédr
0 0

Bu farklar agsagidaki gibi yazilirsa,

‘—m
u

- jui’ (- u“”()\ :

) —u"(t) + > [[u

ROIE

t

2 | ]Ef[r, g, Au” (1,8)]dedr

o

—+

1
2
2 [ [ 001, 6, Az, )cos 2kededs +

~
Il
-

NgE

2

e P 7 g, Au® (1,8)]sin 2kEdEdt <

I
I

~
Il
—_

NgE
A

IN

+

2 [ [re & Au (5,20 s £ 0)car

1
2

e W e Au® (1,8)] - f(1,£,0) foos 2kEdEdt] +

,v
n

s
e

e W fprr e Au® (1,8)] - f(1,£,0) Jsin 2kEdEdt +

I
I

~
Il
LR

NgE
RS

2
T

| —

ﬁf(r, £,0)dedr| +

tm
2 [ [e %78 (x,£,0) cos 2kededs) +
00

~
Il
—_

NgE
A

tm
2 [ [ ™ 6 (z,E,0)sin 2kededr
T 00

s

~
LR

elde edilir. Sag taraftaki integrallere Cauchy esitsizligini uyguladiktan sonra, t ye

gore integralleme yapip, gereken sadelestirmeler yapilirsa,

27



1

0-i" )<L Udtj @{%I(f[r, & Au (5,8)] - f(x, @@)d&} drj +

1
2

]E(f[r, &, Au"” (1,8)]-f(1,&,0))cos 2k§d<§} dr] +

NgE

SN

~
Il
LR

t —(2ak)* (t— T)d t

!
|

t t
J’e—(zak) (t— r)d ) J'
0

0

1
2

{z T (f[r, &, Au (r, €)]—1(1,&,0))sin 2k§d§} dTJ +
T

0

s

~
I

1

UerZU{%ff(r, &,O)d&} erz +

1 1

| —

f(r,&,0)cos 2k§d§} d’t} +

t

2ak)? (t 2
J’e—(a)(—r)dT

0

[
S )
3l
=R e ]

~
LR

t

2ak)? (t 2
J’e—(a)(—r)dT

s

Q|

,v
n

0

© —

ff(r, F,,O)sin2k§d§} dr} ,

yani,

u0-u" 0] <5 Hg [ (e Au (8] - f(raO»da} }

1

U

j (f[r,¢&, Au® (t,&)] —f(1,£,0))cos 2k<§d§} d’t\] +

a o

1 &1
2\/5%11(2::‘E !{

1 &1
2\/5%11(2::‘E !{

1

]E (f[t,&, Au'” (1,€)] - f(1,£,0))sin ZkF,dE_} dr} +

SN
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lﬁ{j{gj‘f&» E»O)dﬁ} dT] +
0 LT%

1 | ‘ 2% 2 7
N =1% I[{;}[f(f,@,O)coﬂk&dg} dr] +

j

1
2

ao

]E f(r,&,0)sin 2k§d§} d’t}

olur.
1

0 2
Sag taraftaki sonsuz toplamlara Holder esitsizligi uygulanip, (z LJ =T oldugu

=K’ J6

g0z Oniine alinirsa,

‘E(” ®-u"” (t)‘ s%ﬁmgf(f[r, &.Au” (9]~ f(r, é,O))d&} df} +
o L%

f(f[r,a,Aqu,z-,)]—f(r,z-,,()))coszkadg} dr] +

a o

443a Z!

k=1

{ |
| |

f(f[r,a,Au“” (r,a)]—f(r,z,,()))sinzkada} dr} <

aleo

4\/_a Z!

lﬁ{j{gfm, a,O)dé} drjz +
0 T 0

4+/3a z}[

k=1

1
2

JTEf(T, €,0)cos 2k<§d§} dr] +

2
s

2 JTE f(1,&,0)sin 2k§d§} d‘l,']
T 0

4x/§a Z'([

olur. Sag taraftaki sonsuz toplamlarda, toplamla t ye gore integralin degistirilebildigi

kabul edilip, Bessel esitsizligi uygulanirsa,
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O e o

SN

=t \/_a U f{f[r,g,Au<°>(r,§)]—f(r,a,O)Fdadrjz +

G LT+ 4\/_a 4\/_3 u !f (r&O)d?’;drj

N | —

olur. Sonuca Lipsthitz kosulu uygulandiginda ise,

-

‘ () - (t)‘ a\/_ T+n (

[[orce amadrjz

a‘/_ Trm Ujffz (%,&, O)dier

olur.

3T
o LU IS O/
a/3T + 1

\/_ ”f(t’ ’0)||L (D)

olarak kabul edilirse, Teorem2.3 {in kosullarina gére A, bir sayidir denilebilir. Bu

yilizden de, son esitsizlik,
‘H“) ) —u" (t)‘ <A,

seklinde yazilabilir. Burada A, sinurl bir ifadedir.

Yeniden,

up” () —ug’ () =

Qo

j f ., Au® (1,8)] - [, &, Au®(r, £)]jdédr,
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ug () -ug/ () =

2 [eeares j .2, Au® (1, 8)] - f[1.&, Au® (1, £)] Jcos 2K dEdr,
n 0

ug’ () -uy/ ()=

2 [eremre j ., Au® (1,8)] - f[1,&, Au® (1,£)]}sin 2k¢ dedr
n 0

farklar1 yazilip, art arda degerlendirilirse,

ug (- u“)(t)\ .

k=1

%f 0.6 Au (5. 2)1- 15,8 Au(x &) jede

—(1)

u0- (t)\

ISORGE

ul (0 —uf (0] <

+

1
2

M8

o2k (1 r) ft,&, Au (1,8)] - f[1, &, Au”(x, &)]}cos 2kEdEdT| +

~
1l
—_

MS

o (2ak (- r) f[t, &, Au (1,8)] - f[t, &, Au® (1, g)]}sm 2k&dEdr].

Al
el

T

~
LN

olur. Sag taraftaki integrallere Caucy esitsizligi uygulanip, gereken islemler yapilirsa,

‘E(” -u" (t)\ S%U erzu {%I w8 Au? (1,8)] - f5, &, Au(, ‘i)]}di} dT] ’

1

I{f[r,g,Au“’ (t,6)] - f[1, &, Au(x, é)]}cosZkédé} dr} +

t

2ak)?(t 2
je’(“(’”dr

0

[
S —

,
o
a N

0| =

t
— 2 —
J‘e (ak)* (t=9) 4o

0

[Ms

~
ﬂ‘

S —

{ .8, Au® (1,8)] - f[1,€, Au'®(x, £)]fsin 2k§dﬁ} dr]

a N
=R ]
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2

Fz) 0-a" (t)‘ s; ﬁ{j'{zji{f[r, & Au? (1,6)]-t, &,Awm(r,&)]}di} er +

el
o

‘u () -u (t)‘ ({ ff[raAum(r £y r,g,Au<°>(r,§)]}dg} er 4

I flr, &, Au® (1, £)]-f]7, &, Au(x, a)]}coszkgdg} dr} +

t\2

© 1 N t

Z e—(Zak)‘ (t-1) J‘
2

0

I 2(2ak)

SN )

]E f[t, & Au (1,8)] -1, &, Au”(x, E)]}sinZk&dE_} dr}

i 1 —(2ak)?(t-1)
PUSITY €

| 2(2ak)

o t—

EE )

0

1
2

f{f[r, g,Au“)(r,a)]—f[r,a,Au<°>(r,g)]}coszkgda} er +

QN

1 &1
2\/5311;E '([{

olur. Sag taraftaki ikinci ve li¢iincii toplamlara Holder esitsizligini uyguladiginda ise,

L
2

J l
2\/53 k:lk

Qo

o —

f {flt.8, Au® (1, 8)] - f[1, &, Au® (1,&)]}sin 2k§d§} er

2

wo-u" )< %ﬁmif e & A (9]~ fleg Au én}dé} dr] :
0 TCO

1
1r —

2\/153 (ik%j { J fle.e Au (¢, 8)] - f[r. &, Au®(x, a)]}coszkgdg} dT] N

12

elde edilir. Sag taraftaki sonsuz toplamlarda, Teorem?2.3 {in kosullarina gére toplamla

a N

~
]

M8
O C—

1

1

T .8, Au® (1,8)] - f[1,€, Au'®(x, £)]fsin 2k§d&,} dr]

1
2

M
M
Q|

)=

o) |3

o~
Il

1

~
Il

1

t ye gore integralin yerlerinin degistirilebildigi gz oniine alinip, Bessel esitsizligi

uygulanirsa,
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o m-u" o)< “ JHre & au (5.2~ e 6 Au o dzar |+

]E{f[r, &, Au" (1,8)]-f[t, &, Au'” (1, i)]}zdidr 2 +

TS

t
I
4+3a _'([

SN

TS

]E{f[r, g, Au (x,8)] - [z, &, Au (1,8)]} déde

=
4\/§a Lo
olur.

Sag taraftaki integraller i¢indeki farklara Lipsthitz kosulu uygulanirsa,

1

\;%a )(_(i: % I b’ (7, é)[Au(l) (t,8) - Au©® (, é)]2 d(id‘cJ 2 <

1?1 —u" (v < % T+

\E T 1 1 0
BBV b j j b’ (t, &)dédr] max/Au’ (z,&) - Au" (r,8) <

1

i J{ j j b2 (1, &)d&dt] max

(ﬁ 0"t -u (t)\

{ﬁ NN I Hb (t, @d&dr}l Ar,

yani,

-2 - JT on 2(¢F. :
u () -u (t)‘£(7+2 ﬁaj\/;u ! b (T,&)d&dt] A, =

ar”‘[ﬁb( &)d&dr}z :
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bulunur.

Yeniden,
W00 0 = 2 [ 5.8 Au® (0]~ 1.8, Au (5,0} deds
T 00

ul () -ul () =

= j j ., Au® (1,8)] - f[1.&, Au®(1,£)]fcos 2kE ¢ O™ O dedr
n 00

(3) (t) u(2) (t) _

= j j .8, Au® (1,8)] - f[1,&, Au® (1, £)]jsin 2k ¢ O™ O dedr
T 00

farklar1 yazilip, benzer yolla

() -

u@ (O -uf O]+

HOIE

‘—m
u

mal ‘ ‘(3)() (2)()‘

+

% %f f .8, Au® (1,8)] - f[r.E, Au(”(né)]}dédf

o (2ak)” (- r) f1, & Au® (1,8)] - f[1, & AuP(x, g)]}cos 2kEdEdr

MS

+

~
I

e G 9l Au® (,8)] - [, &, Au (1, )] Jsin 2kEdEdt

M8

8l
el

~
Il
LR

esitsizligi elde edilir. Burada da, yukaridakilere benzer islemler yapildiginda,

‘ (H-u (t)‘ %U jb (o)A (1,8) - Au® (1.6)[ dger <

ag—“‘mb( Ol m-u (t)]zdadJ <
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bz(rl,él)dildrleé‘:drT <

O ey 3

av3T +m ’ (Fin ¢
(—a — A[Hb (r,é)u

a3T+n) . 1 |(+% ’
(W ATEH ! ! b (r,&)d&d«:J }

olur.

N =

Bu sonuglar dikkate alinip, matematik tiimevarim yontemi uygulanirsa,

3T + 7 :
(t)-u (t)‘ [ T ] r[”b (1, &)d&dr}

—(N+1)

esitsizligi elde edilir. Burada, t ye gore her iki tarafin maksimumu alinirsa,

A V3T A

— (N+1) —(N) a + T N

u t)—u (t H q— b(t,x

H ( ) ( ) \/_ \]'[ a\/a j || ( )||L2(D)

bulunur.

Buradan da, yukaridaki kosullar dahilinde
TN (N+1) (t) a D (N+1) (N+1) (N+1)
()= g (D0 (D ug (D), ug (1),

dizisinin B de yakinsaklig1 elde edilir. Boylece Lemma 2.5 ispatlanmis olur.
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2.3 a(t) nin (2.6) Sistemini Saglamasi

lim () = G(t){“‘)z(t) Ju (.0, (0),u, (0, (t),..}

olsun.

a(t) nin (2.6) sistemini sagladigin1 géstermek icin, asagidaki farklar

degerlendirmek yeterlidir.

Cauchy esitsizligi kullanilirsa, sirasiyla,

<

1) {flt.&, Au(r,8)] - f[1,&, Au®™ (1, £)]}dedr

1
T

all

ﬁ ~(2ak)’ (t- r) f[r £, Au(t,8)]-f[1,& Au™(x, g)]}coszkididr

[S) ——
O ey 3

1

.Tf T éa Au(r, a)] - f[’[, éa Au(N) (Ta é)]da} dT\] 5

O C—y

Qo

<

L

U e"z(zak)2“"”er ’ {j. {z .|1E f[1,&, Au(t, £)] - f[1, &, Au™ (1, )] cos ZdeZ‘,} dr}
0 n 0

0

1

2\/1§a % {I {% f f[t, &, Au(r, £)] - f[t, &, Au™ (1, €)] cos 2k§d§} er ,

2 1T oaskron {fIt.2, Au(r,£)] - [, &, Au™ (1, 8)]}sin 2kedédr| <
n 00
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1
1

Ue“ak)z(”)erz[ {3 f[r,a,Au(r,g)]—f[r,g,Au<N>(r,§)]sin2k§d§} er <
T

o —_—
O e

0

i[j‘ {z_rff [1,&, Au(t, £)] - f[t, &, Au™ (1, &)]sin 2k§d§} dr}
0 n 0

1
2\/§a
bulunur.

2) ve 3)’de k ya gore (k = 1,7-0) toplam yapip, elde edilen toplam ve 1) taraf tarafa

toplanirsa,

2

a<lyT [j{iff[r, £, Au(t, &)] - 5.6, Au™ (x, anda} dr] +
2 0 n 0

E .Tf f[t,&, Au(t, &)] - f[1, &, Au™ (1, &)] cos 2k§d§} d’t} +
n 0

E JTE f[t1,&, Au(t, &)] - f[1, &, Au™ (1, &)]sin 2k§dé’;} dr}
n 0

olur (Burada,

A= % [ J{ere. & Au(r. &) - flr. &, Au™ (2,8)]jdede| +

~ 2 ¥ 2ak)”(t—-t N

> 15 e o itre, g, Au(r, )] - f[r. & Au™ (z,8)]jcos 2kEded +
k=1{T%%

igﬁeﬂa“ 9 [t &, Au(t, £)] - 1, & Au™ (1, &)]}sin 2kedédr
k=1{T %%
kabul edilmistir).

Sag taraftaki sonsuz toplamlara Holder esitsizligi uygulanirsa,
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ﬁb {%I flv.& Au(r.O)] - flr, iaAu(N)(f,&)]di} er ’
0 7-[:0

|

: I{E f[r,g,Au(T,g)]—f[z,g,Au<N>(z,g)]sin2k§dg} dr}
0 T

1

z ]E f[t,&, Au(t,§)] —f[,&, Au™ (t,&)]cos 2k§dc‘,} dr] +
T 0

=~
Il

s
O e

1

1

J
|

s

,
n

ct—35

elde edilir. Teorem?2.3 iin kosullarina gore, sag taraftaki sonsuz toplamlarda,

toplamla t ye gore integralin degistirilebildigini géz oniine alip, Bessel esitsizligi

=1 )2 =« o
uygulandiktan sonra, (Z—} = — oldugu goz Oniine alinirsa,

k=1 ? \/g

ﬁ[f %f {fr.&, Au(t.&)] - .6, Au (5, &))f ded |+

2] It &, Au(r, 8)] - 7,8, Au™(x, é)]}zd&,dr_g +
T

1
2

olur. Son tarafta Lipsthitz kosulu kullanilirsa,

1

a<tTs L),ﬁﬁjbz (r.o)Au(r,8) - Au™ (1,8)] daerz <
2 Ja \(Ty

1 . 2 tn 5 o —(N) 2 %
ST +E)'(E Ifo oo -u"E d&dr) <
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a‘J_”Mb(t 0o [EO TV ()]

olur.

il 0] -0

oldugundan, a(t) nin, (2.6) sistemini sagladig goriilmektedir.
2.4 Coziimiin Tekligi

Lemma 2.6: Teorem 2.3 iin kosullar1 saglaniyorsa, (2.6) sisteminin ¢6ziimii B

uzayinda tekdir.

Ispat: Bunun igin tersini farzedip, ¢dziimiin tek olmadigini ve

Tt = { ot )aNa(t) U, (1),..., Uy (1), 0, (1),.. } nin de bu sistemin diger bir ¢o6ziimii
oldugu kabul edilsin.
~ 207 ~
Uy (0= Ty (0) = — [ [ {75 Au(z. )] - 1, &, AT(r, )] jdede

esitliginde her iki tarafin mutlak degerini alip, sag taraftaki integrale Cauchy

esitsizligi uygulanirsa,

N | =

[ {%I{f[t,i,Au(t,ﬁ)]—f[r,i,Aﬁ(Tai)]}dﬁ} dTJ ’

luy () =T, (D) < U dr]

o t—
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Juy ()~ T, (] <Vt [ [ {% [{fl7.& Au(r, )] - fIx, &, AT, a)]}da} er

0

olur. Sag taraftaki integral i¢indeki ifadede Lipshitzs kosulu dikkate alinirsa,

1

[uy ()~ T, (1) <t [ j {%Ib(r, &)|Au(t, &) - Ali(x, §)|d§} dr}
bulunur.

Benzer yolla,

t

uy (=T, (1) = % j e () j {f[1,&, Au(t, £)] - f[1,&, Ali(t, )]} cos 2kE dEdt

0

farki degerlendirilirse,

1
‘ : 2
uck (t) - ﬁck (t)| < Ie_z(zak) (t_r)d'[ «
0
1

T

[I {3 j {7, &, Au(t,&)] - f[1,&, Ali(1,&)]}cos 2k§d§} dr]
T

0 0

esitsizligi elde edilir. Her tarafin k ya gore (k = I,Too) toplamini alip, Holder esitsizligi

uygulanirsa,

o0

_ L (@1}
; uck (t) _uck (t)| < 2\/53 (kZ:;k_z]

(%ji {j {7, Au(t, )] - 1, &, AU(r, £)]} cos 2k§d§} er
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olur. Bu esitsizligin sag tarafinda Bessel esitsizligi uygulanirsa,

1

j = [{flr. 8, Au(r, €)1, &, Al(%, ©)]) d&dr)z

2
k=1 V3a Ty

Uy () — Uy (t)|

olur. Sag taraftaki integral i¢inde Lipsthitz kosulundan faydalanildiginda ise,

1

ug ()~ T, (O] <7 U [b Z(r,a)|Au(r,a)—Aﬁ(n&)ﬁd&dv]z

Z

veya

Z

k=

ua (=T (0] < [j [o z(r,a)|u<r)—ﬁ(r>|2dadr]2

olur.

Benzer olarak,

u, ()=, (1) = %je*hk*“*) j {f[7,&, Au(t,&)] - f[1,&, Ali(1,&)]}sin 2kE d&dt

0

farki i¢in yukaridaki islemler uygulandiginda,

> (0)- W ()< U [ Z(r,a)|u(r)—ﬁ<r)|2daer

olur.

Elde edilen esitsizlikler birlestirildiginde,
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— t)—1u L
HOROE M+ Xl ug (0=, (Dl <

o B

elde edilir. Bu esitligin her tarafinin karesi alinirsa,

Uy () =T (D]+

2*/\/22}[ j _[bz(t, £)|u(r) - ﬁ(t)|2d§drj2

— =, .2 t \/% P P ~ 2
|u(t)—u(t)| S[\EU \/Ea] ! ! b*(1,8)[u(r) - U(v)|" dedr

olur. Buradan, Gronwall esitsizligine gore,
_ tmn
\a(t) - a(t)\ <Oxexp [ [b*(1,£)dedT <0
00

elde edilir.
Buradan da
() = (L), yani u,(t) =Ty (1), uy (1) =Ty (1), uy (1) =Ty (1) (k =1,00)

oldugu goriiliir. Yani (2.6) sisteminin ¢éztiimii tekdir. Boylece Lemma 2.6

ispatlanmuis olur.

Teorem 2.3 iin Ispati: Lemma 2.4, Lemma 2.5 ve Lemma 2.6 mn ispatindan teorem

ispat edilmis olur.
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2.5 Kesin Coziimle Ardisik Yaklasimlarin Farkinin Degerlendirilmesi

‘E(T) )

y1 degerlendirmek icin, 6nce sozii edilen fark asagidaki sekle

dontstiirilir:

—(N+1)

[, (=0, (1)
> +

u () -u, M)l <

‘u(t) -
:Zl[

I

(v)-

ug (0= M0+

+

O ey 3

{fIr.8, Au(r,8)] - f[1,&, Au™ (1, £)]jdedr

!

Q|-

+

O ey 3

o CW D il Au(t,€)]— f1, &, Au™ (1, &)]fcos 2kEdEdt

'~
Il
—_

NgE
ale

e WL £ Au(r,8)] - f[1, &, Au®™ (1, 8)]}sin 2kEdedt <

~
LN

Nk
EREN
S ——
=R e ]

{fIr.&, Au(r, £)] - [t &, Au™ (1, 8)] }dedr

+

al—
O C—y —+
=R e |

j.]ge_(zak) () f[r &, Au(t,&)]—1[1,& Au™"(x, &)]}cosZk&d&dt +

~
LN

s
EREN

+

fe-@akf“-” {fl%. &, Au(r, &) [, &, Au™" (z, &)1 Jsin 2kedEde

'~
Il
—_

NaE
Qo
S ——

+

=
O C—y
O e 3

T8, Au™ (1,8)] - [, &, Au'™ (1, 8)]}dede

NgE
ale

e G T e Au™ (1,8)] - £1, &, Au™ (1, £)]feos 2kEdEdt] +

'~
Il
—_

O — O C—
Stm=—mad O ——ma

e g e Au™ (1,8)] - £1, &, Au™ (1, €)1 sin 2kEdEd].

~
L

s
EREN

Yukaridakilere benzer olarak art arda Cauchy, Holder, Bessel ve Lipshitz

esitsizlikleri uygulanirsa,
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(N+1)

u(t)—-u (1)

‘a(t) _H(N+1) (t)‘ (a\/_+ nj{j‘]sbz('f, £)

( 3T +nj(j-jfb( E,.)‘ H(N)(T)z

. %
dede | +

dédr]z <

< ["‘;%JU Jocohm-u""m Zdaerz +
3T+n | ¢F.s : —(N+1) —(N)
( J( (b é)d&dr] Hu (H-1u (t)H

olur. Her iki tarafin karesini alip, (a + b)2 <2a’ +2b’ esitsizligi kullanilirsa,

— —(N+1)
‘u(t) —u

2 a3T +7) [ 4% X L PG
SZ(T] @ ! b (t,é)‘u(r)—u (1) d&dr]+

{20 i 030

olur. Gronwall esitsizligini ve

— (N+1)
u

®-u" ] [ ”H“J L

esitsizligini kullanip, her tarafin karekokii alinirsa,

X

L2(D)

— —(N+1) a\/_ T+mn
‘u(t)—u (t)‘S ( e j”b(t

av3T +
— | |b(t,x
e"p[ e ]'“

bulunur.

3T
L2(D)[ \/_+ “j \/_ ”b(t )

B
Ly (D)
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Son olarak da,

N+1
— —(N+1) 2 a3T+x
u(t)—u tHS—— A |b(t, x
H() ® w/N!( aﬁj bctx)

a\3T +7)
exp[ﬁl ||b(t,X)

N+l

L2 (D)

2

L (D)

bulunur.

Son esitsizlige dayanarak, (2.6) sisteminin yaklasik ¢oziimii olarak u™*" (t)

alindiginda, yapilan hata N ye bagl olarak degerlendirilebilir.
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3. YARI DOGRUSAL PSEUDO PARABOLIK DENKLEMLERIN
GENELLESMIiS COZUMUNUN VARLIGI VE TEKLIGININ
INCELENMESI

3.1 Coziimiin Aranmasi

Yar1 dogrusal pseudo parabolik denklem i¢in, devirli sinir kosullu

du ,0%u o’u

__a —

ot ox’ otox
u(t,0)=u(t,m) te [O,T]

u_(t,0) =u,(t,m) te [0, T]

=f(t,x,u) (t,X)ED{O<t<T<O0,0<X<TE} 3.1

(3.2)

u(0,x)=¢(x) x [0, 7] (3.3)

karigik problemi ele alinsin. Burada, ¢(x) [O, TE] iizerinde, f(t,x,u) D x (—o0,00)
tizerinde taniml1 fonksiyonlar, € > 0 ise kii¢iik parametredir. Ayrica ¢(x)

fonksiyonu, @(0)=¢(m) ve ¢'(0) =¢'(n) uyum kosullarin1 saglar.

Tanim 3.1: D de t ye gore birinci, x e gore ikinci mertebeden siirekli kismi

tiirevlere sahip, v(t,x) fonksiyonu,

v(t,0) = v(t, )
v, (t,0)=v _(t,7)
v(T,x)=0

kosullarini sagliyorsa, ona test fonksiyonu denir.

Tanim 3.2: Her v(t,x) test fonksiyonu igin,
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Tn 2 3
IIK 28 \2]— ov Ju f(txu)v}dxdt
ol Lot ox otox”

82V(0, X)
2

(3.4)

+ jf(p(X)[V(O X)— Jdx =0

integral esitligini saglayan u(t, x,€) eC(ﬁ) x[0,€] (¢ >0) fonksiyonuna, (3.1)-(3.3)

karigik probleminin genellesmis ¢6ziimii denir.

Teorem 3.3: ¢(x) fonksiyonu [O, n] araliginda Dirichlet teoreminin kosullarini,
f(t,x,u) fonksiyonu D x(—o0,00) bolgesinde argiimanlaria gore siirekli olup her
(t,x)e D igin

[£(t,x,u) —f(t, %, V)| <b(t,x)|u - V|

Lipschitz kosulunu ( burada b(t,x) =0, b(t,x)eL,(D)dir.) saglyorsa,

o zaman, (3.1)-(3.3) probleminin D bolgesinde genellesmis ¢oziimii var ve tektir.

Bu teoremi ispatlamak i¢in ¢oziimii,

t 0
u(t,x,¢€) :%’8) + kZzll[uCk (t,e)cos2kx +u (t,&)sin 2kx | (3.5

seklinde arayip, u,(t,€),u, (t,€),u, (t,e) (k= 1,3) bilinmeyenleri i¢in,

o('E €)

U, (t,€)=@, +— j j f(1,E, +i[uck(r,e)coszkzg+usk(r,a)sinzkg])dgdr,

—(2ak)*t

2 1
u, (t,e)=p, e 4 — 3.6
o (5,8)=0 1+8(2k)2 (3.6)

u,(t,€)
2

—(2ak)>

gjiel-#s(Zk) f(T a
T ) A1

+ i [u, (t,e)cos2nE +u (1,€)sin 2kE ) cos 2kEAE (dr,

k=1

O C—y
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—(2ak)’t
_ 1+e(2k)’
usk (t,g)_ (psk S +

.
1+¢(2k)>
. —(2ak)?

j j ek f(t,é,u0(5’8)+i[uck(t,s)cosZn&+usk(t,8)sin2k§])sin2k§d§ T

0

dogrusal olmayan sonsuz integral denklemler sistemi elde edilmistir. Burada,

9, == [ p(®)de,
n 0
04 == [ 9(E) cos 2KEdE,
T 0

9, == [ 9(E)sin 2kEde
T 0

dir. Elde edilen sonsuz integral denklemler sistemini incelemek igin,

(t,€)
{U(t )} { 02 4 cl(t"c’)’usl(tag)""’uck(tag)’usk(tag)a'"
dizi elemanlarinin,

|u0(t 2 224 [maxfu

)
<t<
oy 0<t<T

u, (t, 8)|+max u, (t, 8)| ]<

0<t<T

kosulunu saglayanlarin1 B ile gosterip, bu kiimede,

Ha(t,s)uz—max|u (t, 8)| Z[max|u (t, 8)|+max|u (t, a)|]

0<t<T

seklinde norm tanimlandiginda, Banach uzayi elde edilir.

Lemma 3.4: Teorem 3.3 iin kosullar1 saglaniyorsa, (3.6) sisteminin ¢oziimii vardir.
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Ispat: B uzayinda (3.6) sistemini incelemek i¢in, asagidaki sekilde ardisik

yaklagimlar olusturulsun:

u(ON“) (t,e) = u(o) (t,e) +

—”f( g, 2o W08 Uy (t.8) )(T £) +i u™(1,8) cos 2kE +u™ (1, &) sin 2k& ])deds,

(N+1) (0) 1
(t,e)=u(t,e)+ e (3.7)
. —(2ak)? N)

j j e (1,6, 20 0% (T £) Z[u(N)(T £)cos 2kE +u ) (1, &) sin 2k& ) cos 2kEdE K,

0

uly M (te) =u (t,e) +

- x
1+e(2k)
n (2ak) -1 )( )
J‘ J‘e a2k z [ul(t,e)cos 2kE +ul’ (t,€)sin 2kE ]) sin 2kEDE wd.
0
Burada,

ug’(t,8) = ¢y,

—(2ak)?t

(0) 1+e(2k)?
(t 8) (Pcke ’ H

—(2ak)?t

(0)(‘[ 8) @€ 1+a(2k)2

olarak alinmustir.

Yazimin kolaylig1 igin,

uy ()

(N)
Au(N) (Ta aa 8) - 2

z [ul (1,&)cos 2kE +u '}’ (1,€)sin 2kE |

kabul edilirse, (3.7) sistemi,
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u™ (t,6) =u(t,6) + = j j f[r, &, Au™ (1, &, £)]dedr,

uM () =u(t,e) +

t

(2ak)
; - 3.8
2 j g f[r £, Au™ (1,,&)] cos 2kEdE L dr, 38)
T 0

1+8(2k) o]

u (t,e) = ul(t,8) +
(2ak) B

l+s(2k) f[‘l? g, Au™ (1,&,¢)]sin 2kEAE (dt

t 21'[
1+a(21<) ! E!e

seklini alir.

Once her N i¢in
N
[us¥ (t,2)
a™v N)
max———— 5 + Z[grgg)é (t, a)‘ + max‘u (t, s)‘] (o0

oldugu gosterilsin.

Teorem 3.3 {in kosullarina gore,

‘uo (t 8)‘

= (0) _ N 0) 0)
Hu (t, S)H = max————+ kzz; maxu g, (t, 8)‘ + EE&’%‘“sk (t, s)‘] (o0
oldugu agiktir.

ul (t,e) = ul” (t,8) + Ejff[r, &, Au" (1,&,¢)]dedr
T 00

tn
esitliginin sag tarafina EJ- I f(t,&,0)dEdr ifadesi ekleyip ¢ikarilirsa,
T 00

50



u®(t,€) = g, + %!! . Au (1,8,8)] - £(1,£,0) dedr + %‘:[If(r, £,0)dedr.

olur. Her tarafin mutlak degeri alinip, sag taraftaki integrallere Cauchy esitsizligi

uygulanirsa,
1

sttt fof ({2 fissmrosarsopef o]

@dr]Z(H%If(r,g,O)dg} drT
veya

2

]E {f[’t, &, Au® (’c, {2, 8)] - f(’E, E_,,O)}dé_} d‘c] +

3

‘ugl) (t, s)‘ < |(p0| + ﬁ[i{

ﬁ(j{%ff(r, a,O)dg} d’t]z

olur. Sag taraftaki birinci, integral i¢indeki ifadeye Lipshitzs kosulunu uygulayip,

elde edilen,

‘uf)l) (t,g)‘ < |(p0| + \/I[j‘ {E]Eb(,c, é)‘Au(O) (1,E, 8)‘(1&} dr]z .
0 T 0
Vi U {%ij(r, a,O)da} drjz

esitsizliginin sag tarafindaki [0, ] araligi lizerindeki integrallere yeniden Cauchy

esitsizligi uygulanirsa,
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1

v

£|(p0|+2\/7[j.{jb (1.8)[Au” (1,¢,
2\E [i{If(r,&,O)d&} erz

olur. Burada,

U,

‘Au(o) (1,&,

t tn
<oy +2H I
2\/%&@2(1—, &,O)dﬁdrjz

olur.

S‘u

oldugu dikkate alinirsa,

1
2 12
+

2

[u

Her tarafin maksimumu alinirsa,

of<lonl+2 T e

max ‘
L, (D)

0<t<T

uo L,(D)

elde edilir.

Benzer olarak,

—(2ak)?(t-1)

e 0 2 Hn,E, Au® (1,6, 6)]cos 2KE dede
0 T

(1) t.e u(O)
(o) = i s(2k
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¢ —(ak)’(t-1) .

— I f(1,&,0)cos 2k dEdr ifadesi
T 0

esitliginin sag tarafina — [ e <@’
yHIBII SRS 1+(2k)? !

ekleyip c¢ikarilirsa,

—(2ak)*(t-1)

1+e(2k)? n

uS() (ta 8) = (Pcke
1 ¢ ~(2aK)’ (t-1) ¥
o e Z (e JE AU (1,E,6)] - (1, £,0) jcos 2kE dedt +
1+8(2k)2.[ n;[{[fi u(n,68)] - 1(x.8 )} Sdadr

0
¢ —(ak)’(t-1)

1 1+e(2k)?
—— e — | f(z,&,0)cos 2kEdEd
1+s(2k)2'([ n! (7. 5,0) cos 2htdtdr

olur.

Elde edilen esitligin her iki tarafinin mutlak degerini alip, sag taraftaki integrallere

Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

u&) (t,s)‘ < |(Pck| +

SR

o t—

—2(2ak)*(t-1)
1 t

1+e(2k)?
1+ 2(2k)’ Je ar

0

K_H
a

al

| —
o —

L (L e Yl P
SR | P { f(r,a,0>]cos2kidé} n
1+¢(2k)? I !

0

]E{f[r, £, Au® (1.8,)] - £(1,£,0)}cos 2k§d§} dr}

!
2

olur. Her tarafin k ya gore (k =1,00) toplamin1 alip Holder esitsizligi kullanildiginda,
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Z(Pck + 1 i 1 X
k=1 k=1 22al| & kz(\/H_S(T)Z)z

[ ji{ f[t,&, Au'® (1,€,8)] - f(t, &0)}cos2k§d§} J +

a o

k=1

O'—.:l

2

m s [t ,E,0)cos2kEdE L d
22 23{218@}[ IZ{J (r,&,0) cos éé} r]

olur.

Son esitsizlige Bessel esitsizligi uygulanip,

k=1

]

daha sonra da sag taraftaki integral icindeki farka Lipsthitz kosulu uygulanirsa,

(Pck

1

: 2
J2n nger +

i

(Pck

2

1

fjre iaO)déerz

m(
4/3a

olur. Burada,

‘Au(o) (1,&,¢) < ‘u oldugu g6z oniine alinip, t ye gére maksimuma gegilirse,
o 21

z (1) (0)

= maxju g (¢, 8)‘ (pck L,(D) ”u C 8)H+ 4+/3a IFct.x.0) (™

54



olur.
Benzer olarak,

¢ —(2aK)*(t-1)

o 1K)’ 2 J’ f[t,&, Au'” (1,&,&)]sin 2kE dédr
n 0

(1) (0) 1
D(t,e) =u (t,e) + —8(21()2!

esitliginde yukaridaki islemler yapildiginda,

J2n

;B&% w0, 8)‘ 0, \/_ ||b(t, 3 “u(o) (t,s)H+ wa I£(t,x,0) L,(D)
elde edilir.

Elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

a M (t 8) OO
Hu(l) (t, S)H =max———— ‘ ‘ + ;[&1%( ul(t, e)‘ +maxju
@ + ki Pu| |00+ [\E i gjmb(t, o 0 (0] + (%00 (D))

olur. Teorem2.3 iin kosullarina gore esitligin sag tarafinin sinirh oldugu agiktir, yani,
[a® &) ¢
dir.

Benzer islemler ikinci yaklagimlar i¢in uygulanir.

Once,

(2) (t,e) = u(o) (t, s)+z_”rf[t, &,Au(”(t, €, €)]dédt
T 00
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esitligini,
0,2 (te) =g, += | j .8, Au® (,&,8)] - £(r.£,0) dedr + | j £(1,£,0)dedr
(L 00 00

biciminde yazip, her iki tarafin mutlak degerini aldiktan sonra, sag taraftaki

integrallere Caucy esitsizligi uygulanirsa,

1
2

, t % Lo 1 2
ug)(t,s)\s|<po|+u dr] u {; ! {f[r,&,Au()(r,i,a)]—f(r,i,O)}dé} dr] +

[j.{%]if(r, &,O)di} dr] ,

j.dTJz
[ (t,0) <o, +x/¥[

if:

bulunur. Sag taraftaki integral i¢indeki farka Lipshitzs kosulu uygulanirsa,

1
2

{%f{f[r,ﬁ,Au(l)(r,é,a)]—f(r,g,O)}dg} dTJ n

O C—y

0| =

f(r, é’;,O)d&} dr}

O ey 3

1
2

\ué”(t,a)\s|<Po|+\/?[Hgib(r,é)\Aum(T’@g)‘di} d‘} ¥
0 T 0

:

olur. Sag taraftaki [0, ] aralig lizerindeki integrallere Cauchy esitsizligi

|

S S
O ey 3

ﬁ[ f(x, E’;,O)d&} dr}

uygulanirsa,
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\ug” (t, s)\ < loo| + aﬁ(] {sz (1, a)\Au“) (1,E, s)\2 d&}dr]z +
T 0 L0
2\ﬁ [j.{nf(r,i,O)d&} erz
n 0 L0

olur.
Burada,
Au® (t,€,¢) < ‘u(l) (T,S)‘ oldugu dikkate alinirsa,

1

t tm ) 2
[u (t,8)| <[go| + 2\/;(Jjb2 (T.Eu" (z.e) J -
00
L
t tn 2
2\H [ a,mdadr}
T 00
olur. Her tarafin t ye gére maksimumu alindiginda,

max
0<t<T

T T
u, 7, s)‘ <loo|+ 2\/;”b(r’ %) LZ(D)HUU) (, S)H - 2\/;”“@ &0, 0,

esitsizligi elde edilir.
Sonra,

¢ —Qak’(t-1) | .

e 1+£(2k)? 2 J.f[,[:’ é) u(l) ('C, g)] coS 21(& dadr
0

u? t,€ =y t,e) +———m—— —
ck( ) ck( ) 1+8(2k)2'([ T

esitligini,
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2)

uik (t,e) =@ €

1

1+¢(2k)> J

1

t

0

t

1+8(2k)’ !

seklinde doniistiirtip, her iki tarafin mutlak degerini aldiktan sonra sag taraftaki

—(2ak)?(t-1)

1+£(2k)?

—(2ak)? (t-1)
e 1+€(2k)?

-(2ak)*(t-1) _

2

1+e(2k)?

T

—+

j f(r,£,0) cos 2kEdEdT

integrallere Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

1

1+£(2k)>

1

1+£(2k)>

olur. Her tarafin k ya gore (k = 1,3) toplamin1 alip Holder esitsizligi uygulanirsa,

0

k=1

1

uP (¢, 8)‘ <

t

0

(pck

t

. 2
J‘e 1+8(2k) dr

+

—2(2ak)?(t-1)

(=]

—2(2ak)?(t-1)

(=]

ug () < 3 foq+
k=1

2\521

1

ékz

>

1
J1+¢(2k)?
1

2\Ea

olur. Son esitsizligin sag tarafina Bessel esitsizligi uygulanirsa,

= k2

J1+&(2k)?

. 2
J‘e 1+8(2k) dr

0| =

N | =

Q|

M

!

2t
=

S —

o —

=~
’l

k=

>

QN

alw

O ey 3

{f{f[r,g,Aum(r,a,s)]—f(r,g,O)}coszkada} er +

{

f {fIr. Au® (1,8,8)] - £(1,£,0) cos ZkE_,dE_} dr]

g

[£(7,,0)cos 2kede
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f(1,£,0)]cos Zkidi} er

8

3} flt.2, Au® (1,£,8)] - £ (1. £,0) Jcos 2k& dédr +
n 0

2

2

+



3[” £t &, Au (1,8,8)] - £(,£,0) ] dgerz +
n 00

Z

a
y [ \f U l fz(r,i,O)de’;dr]

elde edilir. Burada, Lipsthitz kosulu kullanilirsa,

(pck

Z O +%(j]ﬁbz(’C,é)‘Au(l)(T’é’;’g)‘zdngjz +

1

j ]E £ (x, &,O)dﬁdTJ 2

”L
\3a

olur. Burada,

‘ Au(1,€,8) < ‘u oldugu g6z oniine alinip, t ye goére maksimuma gegilirse,
o N2 a N2m

;fg@‘ Z Pex +m”b(t’ e,y Hu (Le)+ 43a X0, o)

elde edilir.

Benzer olarak,
u?(t,e) =u¥(t,e) + j g (a0 (D j f[r,&, Au" (1, £, €)]sin 2kE dedt

esitligine yukaridaki islemler uygulanirsa,

Jan

(1>(t,s)HB - oA [ft. %0,

Lol

> max juf? (. 8)\ Py f||b<t)
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olur.

Elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

uP (te)| &
= max + Z [max [u
0<t<T 2 oy 0st<T

T 2n
+ (\/;+ 2\/§a]Q|b(t,X)||L2(D)‘u

olur. Teorem3.3 iin kosullarina gore, esitligin sag tarafinin sinirli oldugu aciktir,

\ﬁ
M ©
) T

+ max ‘u

L,(D) )

(pck + (Psk

yani,

\ o

dir.

Buradan tiimevarim yontemi ile,

‘ -
HE(NH) (t, S)H =max—+ E max
0<t<T ) 0<t<T

(\E 2\/; ]mb(t x),

yazilabilir. Teorem3.3 {in kosullarina gore, esitligin sag tarafi sinirhidir, yani

U, Uy

0<t<T

po| &
< Foly
2t

L, (D))

L, (D) Hu

A
dir.

Demek ki, ardisik yaklasimlar B uzayindadir, yani
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(N+1)
t
T ()} = { Yo (B8) 0w (g gy a1, 0),...,ul ) (1,6), u(N“’(t,S),--}eB

dir. Boylece Lemma 3.4 ispatlanmis olur.
3.2 Ardisik Yaklasimlarin Yakinsakhg:

Lemma 3.5: Teorem 3.3 iin kosullar1 saglandiginda, (3.8) ile tanimlanan ardisik

yaklasimlar1 B uzayinda yakinsaktir.

Ispat: (3.8) ile belirlenen sisteme ardisik yaklasimlarin yakinsakligini incelemek igin,

asagidaki farklar degerlendirilir:

Bunun i¢in,
W (o) —u (te) = = [ [ 1.6 A (x,E,6)]ded,
T 00

—(2ak)* (t-1)

1 02 “heoer
(1) (0) _ 1+e(2k) 0)
C(te)—uy'(t,e) = T e NEIRE ~([_n e .([f[r, €, Au""’ (1,&,¢)]cos 2kE dédr,

¢ —(2ak)* (t-1)

2 1+e(2k)? 0) .
—|—e f[t,& A ,&,€)]sin 2kE d&d
1+s(2k)2~[n {[ra u® (1,8,8)]sin 2kE dedz

0

(1)(t 8) u(O)(t )_

farklar1 yazilip, asagidaki degerlendirmeler yapilir.
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()~ (4 )
+
2

—() —(0)
‘u (t,e)—u (t,a)‘

S [fu?

Ot s)\] <— j j f[r,&, Au (1, £,€)] dEdt| +

—(2ak)? (t-1)

© n 1+&(2k) £ ’ ,A (0) JE, SkEdEdT +
Z1+s(21<) He [t,&, Au® (1,,€)]cos 2kEdEdr

k=1

—(2ak)?(t-1)

2 j j e O 1 g Au® (1, &, €)]sin 2kEdEdr] <
T 00

M8

1+ s(2k)

~
Il
LR

IA

j J fle.& Au (1,8,€)] - £(.£.0) jdEde +

—(2ak)?(t- 1:)

e Y e Au (1,8,6)] — f(1,,0) Jcos 2kedEdr| +

M8

~
Il
—_

1+s(2k) M

—(2ak)?(t-1)

l+e(2k)? {f[T, g, Au (1,8,¢)]-f(x, &,0)}sin 2kEdEdt| +

M8

211‘[
1+s(2k) EMG

~
Il
LR

1 %j; I f(r,&,0)dEdr

+

—(2ak)?(t-1)

He20% £ (7, € 0) cos 2kEdEdT] +

M8

2175
1+s(21<) EMG

~
LR

—(2ak)?(t-1)

© gL o .
> 1+8(2k)2 e ! ! e " £(g, £ 0)sin 2kEdEdT.

k=1

Toplamlarda mutlak deger alip, integrallere Cauchy esitsizligini uyguladiktan sonra, t

ye gore integralleme yapip, gereken sadelestirmelerle

‘a(”a,a)_a(")(t,s)\gl(jdrjz(j{ﬁﬁf[r,a,Au<°>(r,a,a>]—f(r,&,O»da} er +
2(% Ty

0
- ¢ —2(2ak)?(t-1) 2
Z J’ 1+&(2k)? de | x
11+8(2k)

i

1
2

]E(f[r, &, Au"”(1,&,¢)]-f(1,£,0)) cos 2k§d§} dr} +

Q|
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" ¢ 2080 )2
1+e(2k)? %
Z; 1+ s(2k) {I drj
j
%@ dr]2 @; {%.I f(r, &,O)di} dr} 2 +

—2(2ak)? (t-1) 2

Z 1 j‘e 1+8(2k)? dr
1+&(2k)?

0

]E(f[r, £, Au'” (1,€,€)]-f(1,£,0))sin 2k§d§} dr} +

ale

7\

1

{E]Ef(r, £,0) cos2k§d§} drj +

n 0

" e -1 (o] < %ﬁ[] {Ef&[r, & AU (56,00 £, é,O))dé} dr] E
0 T 0

%ﬁ[ | {% [t g,omg} dr]z +

o —

1

JEf(I, £,0)sin 2k§d§} dr]

| —

-2(2ak)? (t-1)

i 1 j‘e 1+&(2k)? dr
1+ ¢(2k)?

0

o t—

ale

2

T(f [t,&,Au (1,£,€)] - £(,£,0)) cos 21@@} dr} +

ENEN)

2

(f[1,&,Au® (1, &,£)] - £(1,£,0)) sin Zkéd&} dt] +

)
—_
®
o
M8
~ | =
O )
Qe
O ey 3

2x/1§a Oj% J‘ {%J. f(T,i,O)coszkgdg} dr} +

0

]Ef(r, g,O)sinzkada} dr] .

ale

1 &1 j
2\/53 k=1 k 0
bulunur. Sag taraftaki sonsuz toplamlara Holder esitsizligi uygulanip,
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1

(i L] T oldugu g6z Oniine alinirsa
) e ’

k=1

2

‘a(n o) -, s)‘ < %ﬁ[i {2 .Tf (flt, & Au” (1,€,8)] - f(1, ﬁ,o))dﬁ} dTJ +
0 n 0

L
2

2 jf (f[t, &, Au'” (1,€,£)] - f(1,&,0)) cos 2k§d§} d‘t} +
T 0

. o t
4+3a Z!
:

f(f[r,g,Au“’) (r,é,s)]—f(r,é,O))sin2k§d§} dr] <

4+3a Z}[

% T@{%If(r QO)dci} dTJ2 +

2
T

L
2

JTEf(T, €,0)cos 2k<§d§} dr] +

1

T 2 2% ‘ 22
43a Z_([ EE')-f(T,é’O)SIHZkF’d&} dr] _

olur. Sag taraftaki sonsuz toplamlarda, Teorem3.3 {in kosullarina gore, toplamla t ye
gore integralin yerlerinin degistirilebildigini géz oniine alip, Bessel esitsizligi

uygulanirsa,

u (t €)— u (t g)< UEJTE [1,6,Au'” (1,€,¢)]-f(z, &,O)}Zdidth +
0 n 0

(\/_+4\/_a 4\/_a

G LT+ 4\/_a 4\/_3 U jf (r@O)dgdr]

0 0

olur. Sag taraftaki integral i¢indeki farka Lipsthitz kosulu uygulandiginda ise,
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1 (te)—u" (te) 0 (t,0)] +

‘(n ‘ a\/_+nU)~J:

b*(t, é)déer ’

a*/_ Thm Ujf (%,E, O)dédrj

olur.

6T+n

3T
Ar@) = = bl e

u )H [ft. %0,

olarak kabul edilsin. Teorem3.3 iin kosullarina gére A (¢) sirhdir. Bu yiizden de,

son esitsizlik,
—() —(0)
u (t,e)—u (t,e)) <A (e)<wo

seklinde yazilabilir.

Yeniden,
ul”(t,e)—ul’(t,e) = zj.]ﬁ {f[’t, g, Au" (1,€,e)]-f[1,&,Au'”(1,¢, 8)]}dé';dr,
n 00

ul (t,e)—ul(t,e) =
—(2ak)? -

1 2 e 1 o
1+¢(2k)’ ! o ! e Au (. 6] - 15,8, A (5,8, e)]jeos 2K dedr,

ull(t,e)—ul(t,e) =
—(2ak)? -

I+ 8(121() j 2 g™ )£ {flr.8 Au® (1.8,6)] - 17,6, Au (1,6,9)]sin 2KE dedr

farklarini yazip, yukaridakilere benzer degerlendirme yapilirsa,
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uf? (t,e)—uf (t,)
+
2

u?(te)—u(t, a)‘
> Jut

k=1

EH {f [t,&,Au (1,&,8)] - f[1,€,Au'” (1, &, s)]}dgdr +
T 00

(1) (t, 8)‘

0 (t,e)| <

N | —

—(2ak)*(t-1)

e " e Au (1,8, 0)] 5.6 Au)(1,&,£)]joos 2kEdEd +

Ms

2t‘lr
1+8(2k)2 n-!-([

~
Il
—_

—(2ak)*(t-1)

il T ”e e e e Au® (1,8, )] - f[T, &, Au® (1, £, &)]fsin 2kEdEd].

k=1

bulunur. Sag taraftaki integrallere Caucy esitsizligi uygulanip, gereken islemler

yapildiginda,

1 (te)—u (t,¢)
[12
0 T
" ¢ —2(2ak)*(t-1) 2
Z J' 1+&(2k)? dtl x
11+g(2k)

{

- ¢ —2(2ak)’(t-1) 2
Z J 1+e(2k)? dt | x
“1+ s(2k)

i

1
t 2
Sl[jer X
2 0
2

{f[r,a,Au“)(r,a,s)]—f[r,a,Au<°>(r,g,s)]}dg} dr] +

S e

{f[r,g,Au“)(r,g,g)]—f[r,g,Auw’(r,g,g)]}cos2kgdg} er +

7~ N\

!

S
O C—

2

{f[r,g,Au(”(r,g,s)]—f[r,r;,Au<°>(r,<:,s)]}sin2k<:da} dr} ,

ot—\

ENEN
O e 3
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1

0’ (t,e)—u" (t,s)‘ s;ﬁmzf{fﬁ, £ AU (1,8, €)1t &, Au® (1, &, s)]}dé} dr] 4
0 TCO
} x

f[t,&, Au" (1,&,€)]-1[1, &, Au” (1, §, 8)]}cos2k§d§} dr] +

1
)2

X
0

e, &, Au® (1, &, €)]- [, &, Au® (5, &, 8)]}sm2k§d§} }

—2(2ak)*(t-1)

N 1 1+8(2k)” — oy
2 e

S1+¢2k)* | 2(2ak)

;1+s(2k)

j 2(

0 T

u?(te)—u' s)‘ < % JT [j {Ej {flr.e. Au® (1.8,8)] — f[1.&, Au”(1. &, 8)]}d§} dr] +
0 T 0

olur. Sag taraftaki ikinci ve liglincii toplamlara Holder esitsizligi uygulandiginda ise,

7\

el

21l
T

O'-—.?—I

—2(2ak)?(t-1)
1+g(2k)’ o MoKy
2(2ak)’

!
2

O'-—-.?—I

1
2

f{f[r, £, Au (1,E,8)] - f[1,E, Au”(x, g,a)]}coszkada} d‘tj +

e}
—

o

o

T 8

| —

O Cy

EREW

2

\S)
—_

)

o

T 8

~ | =

O C—

Qo

f{f[r, g, Au" (1,&,8)] - [, &, Au (1, £, &)]fsin 2k§d§} er

u?(t,e)—u' T“{E]E{f[t,é,Au“)(t,é’;,e)]f[r,é’;,Au(O)(r,é,s)]}d&} dr] +
0 7-[:()
' (s L _thn o _ ) s
e (;sz ; ! {nz[{f[r,é,Au (1,E,8)] - f[1,E, Au (r,é,s)]}cosZk&d&} dr] +

I
2

N—
N | =
TMS

!

|

a N

j ., Au® (1.£,8)] - f[1.&, Au® (1.&,£)]}sin 2k§da} dr}

[\]

_
=
o
N\
M
?v;|,_‘

1
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elde edilir. Yine Teorem3.3 iin kosullarina gore, sag taraftaki sonsuz toplamlarda,
toplamla t ye gore integralin degistirilebilirligi g6z oniine alip, Bessel esitsizligi

uygulanirsa,

‘u (t,e) — u' (t g) < {j.%jﬁ{f[r, g, Au" (1,8,¢)]—f[1,&, Au® (1, &, s)]}2d§d1:|2 +

4%21 J %I {fIr. 8, Au® (1,8,8)]— 1,6, Au® (. &, )]f dede | +

2

4\’/‘53 j%j{f[r, g, Au (1,8,8)] - 0, &, Au (1,8, 8)] dede

olur.

Sag taraftaki integrallerin icindeki farklara Lipsthitz kosulu uygulandiginda,

=2 =
‘u (t,e)—u (t,¢)<

j—a )@%Iw ©OAU (1.8,8) - Au® (1,&,¢) d&dr]z <

1

P 2tTc 5 2
—+ —||b"(1,§)dédT | max
S EIREE

Au(l) (Tv av 8) - Au(O) (T: E_ﬂ 8)‘ <

0<t<T

v =[]or(r.e)dede | maxu” (t.e)—u" (t,e)| <
3a \ Ty

0<t<T

1

JT
\/_ T 2¢7 %
\/_

T

N % [ [0 (x,&)dedr 2AT(g),

1

(f 243 aM “ [o' &)d&er AL(e) =

b2(t a)dgdrj A (e)

ute)—u' (t,8) <

a\/_+TEU)~I

bulunur.
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Yeniden,

a N

ul’ (t,e)—ul’ (t,¢) 2—“5 f[r g, Au? (1,8,8)]-f[1,&, Au'(1,&, 8)]}d§dr

ul (t,e)—ul) (t,e) =
—(2ak)?
1 j’ 1+s(2k)
1+e(2k)’ 4

T

I f[t, &, Au? (1,&,8)] - f[1,&, Au’ (1, &, s:)]}cosZkE_> d&dr,

0

ul (t,e)—ul)(t,e) =
—(2ak)?
1 j’ 1+s(2k)
1+&(2k)’ 4

T

I f[t, &, Au? (1,&,8)] - f[1,&, Au’ (1, &, 8)]}811’1 2kE dédr

0

farklarini yazip, benzer yolla,

uf’ (t,8) —uy (t,€)
+

‘E“) (te)—u' (t, a)‘ 5

u®(t,e)—ul

2
—ul(te) <

k=1

% Ej I fln.6 Au® (n.&,6)] - 11,6, Au(1,&,€)]{EdT +
Too

—(2ak)?(t— r)

2 ”e e e Au® (1,8,8)] - 1, &, Au®(x, &, £)] oos 2kEdEdt +

Ms

1+ 8(2k) T

~
Il
—_

—(2ak)*(t-1)

o 1K)’ {f[T, g, Au? (1,£,¢)] - f[1,5 AuP (1, E, g)]}sin 2kédedr

M8

1+ 8(2k) I.). }[

~
Il
LR

esitsizligi elde edilir. Burada da, yukaridakine benzer islemler yapildiginda,
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3T +m

‘Em(t,g) ?(te )‘ uls ( I Ib (1.&)Au? (1,&,6) - Au® (r.8.6) [ dﬁdT] <

3T+n( 7, 2 —d 5
%u}[b (T,a)u( )(t,S)—u()(t,a)]zdgdr] <

% A (S)ﬁJTEbZ(T"g){ﬁbz(T“al)da‘drlldidrr )

2

av3T +m ’ (F ’
= AL (e)—— [u ! b (r,g)dger }

olur.

Bu sonuglari dikkate alip, timevarim yontemiyle,

N

E(Nm( £)— (t )‘ {%) A ()\/_{”b (T, &)d&dr}

esitsizligini elde ederiz. Buradan da, t ye gore her iki tarafin maksimumumu alinirsa,

N
— (N+1) —(N) 3T+m 1
Hu (t,e)—u (1, S)H ( \/— J A; \/ﬁ ”b(t’ X)”SZ(D)

bulunur.

Buradan da, yukaridaki kosullar dahilinde
(N+1)
t
TN (t,8)f = { (B8) L0 (1), ul (1), u D (1, ), u D (1, s),..}
dizisinin B de yakinsakligi elde edilir. Boylece Lemma 2.5 ispatlanmis olur.
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33 E(t,e) un (3.8) sistemini saglamasi

. t
I£1mu (t €)= (t 8){ o (t8) ,u,, (t,e),u,(t,€),....,u,, (t,e),u, (t,s),..}
oldugunu géz oniine alip, E(t, €) nun

Uy (4,) =g +2 | Tf[r, &, Au(t,&,€)] d&dr,
T 00

—(2ak)’t
_ 1+&(2k)?
u, (t,e)=0, e +

—(2ak)?(t-1)

1+ 8(21() j{%]&e e £l E, Au(t, €, €)] cos 2k§d§}dr,

—(2ak)*t
_ 1+&(2k)?
usk (t,S)— (pck € +

t x  —(ak)“(t-1)
1+&(2k)? .
1+g(2k) ! { I © f[r, &, Au(r, &, €)]sin 2k§d§}dr

0

sistemini sagladigini1 gostermek icin asagidaki degerlendirmeleri yapmak yeterlidir.

Cauchy esitsizligi kullanilirsa, sirasiyla,

<

H 1,8, Au(t, &, )] f[1,&, Au™ (1, &, 8)] dEdr

nL
T

1

T[ {gjif[r,i,Au(r,é,s)]—f[r,i,Au(N)(T,i,S)]di} dfl =
)

© Ly

l\)lr—‘
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—(2ak) (t— ‘r)

1CO e, Au(n,&,8)] - I, &, Au™ (1, &, &)]fcos 2kEdEdr

<

2tTE
1+g(2k)2 EMG

1
¢ —20ak) (-1 2
1 J‘e 1+£(2k)? drl x
1+&(2k)” | 3
2
T

L1
242a k

IN

1

f[t,&, Au(t, &, €)] - f[t, &, Au™ (1, &, €)] cos 2k§d§} er

S —
O e

(j{%jf[rmu(r &) f[r,@Au(“(r,&,s)]coszkada} er =
0 TCO

—(2ak)%(t— ‘E)

Zt [ l+8(2k)? o)
ah +8(2k)2 n! ! e {flt.2, Au(r,&,)] - [, & Au™(1,&,£)]fsin 2kEdEdy <

1
¢ 20ai(t-n )2
1 J’e L+e(2k)? dr | x
1+¢(2k)’ 0
t
I

1 1

2\/§a E

IA

2

a e

]Ef[r, &, Au(t,&,8)] - f[t, & Au™ (1, &, €)]sin 2kl’;d§} dr}

t

[I {EI £, & Au(t,&, )]~ f[7,6, Au™ (&, €)]sin 2k<:da} dr}
0 T 0

2) ve 3) de k ya gore (k = E) toplam yapip, elde edilen toplam ve 1) taraf tarafa

toplanirsa,

72



2

AL % ﬁ{j. {z ]E f[‘C, &7 AU(Ta &7 8)] - f[‘C, &7 Au(N) (T: &7 8)]d§} dTJ +
0 n 0

1 il j{iff[r,g,Au(r,a,s)]—f[r,a,Au““’(r,a,s)]coszkada} dr} +
0 TEO

ET f[t,& Au(t,&,8)] - f[t, & Au™ (1, &, €)]sin 2k§d§} dTJ
(& 0
olur. (Burada,

A=

:1|»—

H 1,8, Au(t, &,€)] - [, &, Au®™ (1, £, 8)] ded +

—(2ak)?(t-1)

e " & Au(rE,6)] — 5.8, Au (1,,0)]joos 2kEdEde

+

S S——
O e 3

~
Il
LR

NgE
RS

—(2ak)*(t-1)

e " i1, Au(,&,8)] - f[7. & Au™ (1,&,¢)]fsin 2kededr

S —
=R e ]

~
LR

NgE
3l

kabul edilmistir).Sag taraftaki sonsuz toplamlara Holder esitsizligi uygulanirsa,

2

JT [j {E .[ f[1,&, Au(t, &,€)] - f[1,&, Au™ (1, &, g)]dg} dTJ n
0 T 0

R

: { f[1,&, Au(r, &, €)] — 1T, &,Au(N)(r,i,s)]sin2k§d§} dr]

1

]Ef [1,€,Au(t, &, 8)] - f[t, & Au™ (1,&,€)]cos 2k§d§} dr] +

al

[\]
=
)
7\
T
~| =
N— N
I
o —

ale
o t—

=~
i

s
O e
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elde edilir. Teorem3.3 iin kosullarina gore sag taraftaki sonsuz toplamlarda, toplamla

t ye gore integralin degistirilebildigini gézoiiniine alip, Bessel esitsizligi uygulanir ve

(i sz =T oldugu g6z Oniine alinirsa
=1 SN ’

1

A< {f[r, g, Au(t,&,8)] -1, &, Au™ (1,8, 8)]}2d§dr ’ +

ﬁ[j%

O ey 3

1
2

j .8, Au(r.&,8)] - 7, &, Au™ (x.&,8)] dede | +

N | =

TS

[t
T
4+/3a _'([

I {fIt.&, Au(r.&,8)] - [, &, Au™ (x.&,8)]f dedr | =

SN

TS

[t

T
4\/§a _'([
1

%(\/T +%)M%£ L& AU(T,E,8)] — f[t.& Au™ (1,8,8)]) dc‘,dr}

olur. Son tarafta Lipsthitz kosulu kullanilirsa,

1

A<l(ﬁ TU j b2 (r.O)Au(r.E,8) - Au™ (1,,8)[ d&dtj <

1 T 2%, — —(N) 2 :
(E(ﬁ +EJ[; ! ! b (r,&)‘u(r,s)—u (1,€) dF,er <

S 5w,

u(t €)— u' (t €)

olur.

fnfio-5 o]0

oldugundan, E(t, €) nin, (3.8) sistemini sagladig1 goriilmektedir.
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3.4 Coziimiin Tekligi
Lemma 3.6: Teorem 3.3 iin kosullar1 saglandiginda, (3.6) sisteminin ¢6ziimii tekdir.

Ispat: (3.6) sisteminin tek oldugunu gostermek igin tersini farzedip, ¢oziimiin tek

olmadigini ve

— U, (t
T(t,e) = {u°(2’8) L (68), T, (6,8), T, (6,6), T, (4, g),..}
nin de bu sistemin diger bir ¢oziimii oldugu kabul edilsin.
- 27 -
uy(68) =T (t,) = [ [{f[r.& Au(r,&.2)] - 5.6, AT(r & &) déde
00

esitliginde her iki tarafin mutlak degerini alip, sag tarafina Cauchy esitsizligi

|

[uy (t,e) =T, (t,e) < ﬁ(j{%

uygulanirsa,

1

{f[r,i,Au(r,&,s)]—f[r,é,Aﬁ(r,é,a)]}d&} dr} ,

lug(t,€) =T,y (t,8)] < (jdr]z

t
0 0

2
T

|

{f[r,a,Au(r,g,s)]—f[r,é;,Aﬁ(r,g,a)]}dg} dt} ,

S ey 3

1

O 3

bulunur. Sag taraftaki integral i¢indeki ifadede Lipshitzs kosulu dikkate alinirsa,

1
2

[uy (t,8) =T, (t,8) <t [ j {%jfb(r, &)|Au(r,&,€) - AU(1,E, 8)|d§} er

olur.
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Benzer yolla,

uck (t’ 8) - ﬁck (t7 8) =

! i 11(82(2]:; “O7 {f & Au (t3 f (2 ANU (2 } 21(?3 d&d
— E— e T, , ’C’ 5 8 — ’C’ , ’C’ , 8 COS ’C
1+ 8(21()2 0 T '([ [ ( )] [ ( )]

farki degerlendirilirse,

| ¢ —(2ak)? (1) 2
u, (t,e)—u, (t,g)|]< ——— R
ck( ) ck( )| 1+8(2k)2 l;

2

{f {Ej{f[r, &, Au(t,,€)] - f[1, &, ATi(1, &, )]} cos 2k§da} er
T

0 0

esitsizligi elde edilir. Her tarafin k ya gore (k = 1,_00) toplamini alip, sag tarafa

Holder esitsizligi uygulanirsa,

)
k=1

|

olur. Bu esitsizligin sag tarafinda Bessel esitsizligi goz oniine alinirsa,

N 1 [& I g
k t’ T Mk t’ < X
U (t,6) = Uy (t,2)) Zﬁa{;kz /—1+s(2k)2]

ji {_T {f[7,&, Au(t,&,&)] - f[1,&, Ali(1, &, £)]}cos 2k§d§} er

k=1

a o

X - n (27 - 5 2
Uy (t,6) ~ Ty (t,8) < 4—\/53( ! ~ ! {flt, &, Au(t, &,€)] - 1, &, AU(1, &, €)]) d&dr]

k=1

olur. Sag taraftaki integral icinde Lipsthitz kosulundan faydalanilirsa,
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uck (t7 8) - ﬁck (t’ 8)| <
k

1

veya

o0

2.

k=1

Uy (te) — Ty (te) < % [ j j b’ (1,8)|u(t,e) - li(t,e)| d&dr]

olur.

usk (t, 8) - ﬁsk (ta 8) =
¢ —(2ak)? ) T

*/j;“a [ [[b*(.&)|Au(r, & 0) - Ali(3, & 8)] dF,erz

! Igel*s(Zk)z( T)J'{f[t, &, Au(t,&,¢)]—f[1,&,Au(r, &, s)]}sin 2k§ dedr

1+&(2k)* 9 7 d

farki icinde benzer yolla yukaridaki islemler uygulandiginda,

1

*/jé ( [[0*@e)re) -u(we) d&dr]z

o0

2.

k=1

usk (t9 8) - ﬁsk (tﬂ 8)| <

olur. Elde edilen esitsizlikler birlestirildiginde,

|u0(t €)— uo(t s)| +i

k=1

ck (tﬂ 8) - ﬁck (tb 8)|’+

[u(t.e) - U(t, &) =

( ST+ “J(Hbz (1,8)|u(t,8) ~ U(r, )" dédrjz

olur. Bu esitligin her tarafinin karesi alinirsa,

[u(te)-T(te)| < ( L “j ﬁbz(r, &)|u(t,e) — (t, )| dgdr
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Uy (t,S) -

U, (te)] <



olur.

Buradan, Gronwall esitsizligine gore,
o t
\ﬁ(t, £)— ﬁ(t,s)\ <0xexp [ [b*(r,8)dedr <0
00

elde edilir. Buradan da

U(t,e) = U(t,e) yani u,(t,e) =1, (t,&), uy (t,e) =, (t,€),

uy (6,8) = Uy (te) (k=1,00)
oldugu goriiliir. Yani ¢6ziim tekdir. Boylece Lemma 3.6 ispatlanmis olur.

Teorem 3.3 {in Ispati: Lemma 3.4, Lemma 3.5 ve Lemma 3.6 mn ispatindan teorem

ispatlanmis olur.

3.5 Kesin Coziimle Ardisik Yaklasimlarin Farkinin Degerlendirilmesi

‘E(r, €)— E(NH) (t1,¢)| yidegerlendirmek icin, 6nce s6zii edilen fark asagidaki sekle

doniistiiriiliir:

Juy(te)—u, " ()
2

—(N+1)

‘u(t g)—u (te)=

NgE

[

(N+1)
u, (t,e)—u, (1, s)‘ +

u, (t,e)— usk(NH) (t, 8)‘] <

~
Il

1

L H flt.& Au(t. &, £)] - f[1.&, Au™ (1. &, £)]}dedr| +
T 00

2 2 +8(2k) Me Rl € Au(r, €, 8)] - 1 €, Au®™ (1, €, €)]feos 2kEdEdt +
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—(2ak) (t— ‘r)

o0

Z +s(2k)2 %ﬁe 1+8(2k)? f[r €, Au(t,§,8)]—1[1,&, Au(N)(t g, 8)]}sm2k§d§dr

<

” ., Au(t,&,8)] - 1., Au™N" (1, &, €)1 }dedr| +

—(2ak)? (t-1)

il oK) i”e heR’ e g, Au(t, &, 6)] - I, &, Au™ ™ (1, 8)]feos 2kEdedr

—+

—(2ak)?(t-1)

i—1 n 8(121()2 %”e R T € Au(r, €, 8)] - T, &, Au™N (¢, €, 8)]fsin 2kEdeda] +

—(2ak)?(t-1)

im% j ]Ee e’ e e Au™ (1,8, 8)] - fT1, &, Au™ (1, £, €)] Jeos 2kEdEdt

+

—(2ak)?(t-1)

im% j ]Ee I+e(2k)" {f[r, &, Au™Y (1,8, 8)] - f[1, &, Au(N)(T,E';,s)]}sin 2kEdEdT].

Onceki béliimdekilere benzer olarak art arda Cauchy, Holder, Bessel ve Lipshitz

esitsizlikleri kullanildiginda,

‘a(t,s)—amm(t,g)‘ g(ﬂjﬁ]&b (T, &)‘u(t €)— e (r €) d&dt) +

( Tt “]Ujibz (, a)‘ﬁ““” o) -u (e

d&dr]z <

(M](”b (t,E)u(r,e)—u " (1,€) dger 4
— (N+1)

[ 3T +nJUTb2(r,§)d§drj2 u

(te)—u' (t¢)
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olur. Her iki tarafin karesini alip, (a +b)’ < 2a? +2b? esitsizligi kullanilirsa,

2 a3T+7) (% 5 — i) 2
SZ(W] u ! b (r,&)‘u(r,s) U (1,e) d&dt]+

2
av3T +m 2 —
o 2 e,

— —(N+1)
‘u(t, g)—u

(N+1)

—(N) 2
(t,e)—u (t,e

olur. Gronwall esitsizligini ve

Hamm o™ )H (%J Ar(e) \/—||b(t .o

esitsizligini kullanip, her tarafin karekokii alindiginda,

Ly (D)

‘u(t -1 (1, )\ [ 3T+’TJIIb( IILZ(D{a 3T+n} A (g)llbu

a\om VN
av3T +mx
——— | |b
e"p( o j” (6

esitsizligi elde edilir.

Ly (D)

Buradan da, kesin ¢6ziimle (N+1) ardisik yaklagiminin farki i¢in

Ha(t, 8) _ H(NH) (t, S)H < \/%[%J A (S)Hb(t )”NTID)

av3T + 1
AT e x
"p( dox J'“

degerlendirmesi bulunur.

Ly (D)
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Son esitsizlige dayanarak, (3.8) sisteminin yaklasik ¢oziimii olarak u™*" (t,¢)

alindiginda, yapilan hata N ye bagl olarak degerlendirilebilir.
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4. ¢ - 0 DURUMUNDA ASIMPTOTIK INCELEME VE
COZUMLER ARASINDAKI ILISKININ ANALIZI

Bu boliimde amag, € — 0 da

v, —a’ v, =f(t,x,V) (t,X)ED{O<t<T<O0,0<X<TE}' 4.1)
v(t,0)= v(t,m) te [O,T] 42)
v, (t,0)=v _(t,7) te [O, T]

v(0,X)=0(x) x €[0, 7] (4.3)

ou ,0%u o’u
ot ox* otox
u(t,0)=u(t,m) te [O,T]

u_ (t,0) =u,(t,m) te [0, T]

=f(t,x,u) (t,x)eD{O<t<T<oo,0<X<7t} (4.4)
4.5)

u(0,x)=(x) x €[0, 7] (4.6)

karigik problemlerinin ¢oziimleri arasindaki farkin degerlendirilmesidir. Bunun igin,

problemlerin ¢éziimleri sirasiyla,

vt =210 1 Ty (1) cos 2kx +v., (1)sin 2k (4.7)
u(t,x,g):# + ki [u,, (t,6) cos 2kx +u (t,€)sin 2kx | (4.8)

seklinde aranip, v, (t), v, (t), v, (t),u,(t,€),u (t,€), uy (t,e) (k=1,)

bilinmeyenleri i¢in
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v, (=0, +3ﬁf(r, 3 V°2(T) +3 [V (1) cos 2kE +v,, (0)sin 2kE ] ded
To%o k=1

Va (D=0 e O+

(4.9)

2 j j e (D p(g. a,VOT(T) + > [V (1) cos 2kE + v, (1) sin 2kE 1) cos 2kEdEdT
T 00 k=1

VSk (t): (Pck ei(zak)Zt +

2 J' I g2k’ (=) f(t,&, VOT(T) + Z [V, (1)cos2kE + v, (1)sin 2kE ])sin 2kEdEdT
T 00 k=1

ve

u, (T,€)
2

u,(t,e)=0, +gj.jff(r,<§, + i [u, (t,€)cos 2kE +u, (1,€)sin 2kE ]) dEdr,
n 00 n=l

—(2ak)*t

Uy (6,8) =g, " 4 (4.10)

1+¢(2k)?
—(2ak)*t

N 1+&(2k)? 1
usk(t78)_ (psk S +

1+¢(2k)>

3

O C—y

n=l

- —(2ak) o
.[ o2k f (w8, u, (2T, €) + Z [u, (t,e)cos2kE +u, (1,€)sin 2kE]) cos 2k§d§}dt
0

3

O© ey

n=l

. —(2ak)? -
I Fro(2k) f(l-’ g, Yo (2T’ &) + Z [u, (t,€)cos2kE +u (T,€)sin 2kE ) sin ZdeQ}dr
0
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dogrusal olmayan sonsuz integral denklem sistemleri elde edilir. Belli kosullar
dahilinde, bu sistemlerin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi onceki boliimlerde

gosterilmistir. Yazim kolayligi i¢in,

Av(z,8) =V°T(T) + ki_l[vck (1) cos 2KE + v, ()sin 2kE ]

Au(t,E,¢) =%T’S) + ki_l[uck (1,£) 08 2KE +u, (1, £)sin 2KE |
kabul edilir.
0y (68) =¥, (0= [ [[F(5.6 Au(5.E 0) ~ F(5, Av(r, D) dr

—(2ak)*t ¢ —Qak*(t-v) o

u, (f,e) = v (1) = g e + S [e mee 2 [£(1,&, Au(1,&,€)) cos 2kededt -
0

1+(2k)* ¥ n

t

(kae—(Zak)Zt _ J‘e—(zak)z(t—r) EJ‘f(T’ E,AV(t,E))cos 2kE dEdt
n 0

0

—(2ak)*t

—(2ak)? (t-1) n

. 2 1 F . 2
u, (t,e)—-v, () =@, e 4+ — — | e " Z|f(1,EAu(r,E, €))sin 2kEdEdT —
W (6E) =V, (D) =0, Hs(zk)z{ n{( &.Au(,E, &))sin 2kEdE

t

(pge B - je-@ak)z“*) 2 j f(1,&, Av(t, ))sin 2kE dédt
0 T 0

farklarin1 asagidaki sekilde doniistiiriip, degerlendirilir:

U (6,8) = v, (1) = % [[If(x.& Au(r&,€) - (1., AV(r, €)Idedr,
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—(2ak)?t
u, (t,e)— v, () = ¢ ("W —e Gty
ck (t ) ck (t) (pck ( 12

¢ —(ak)’(t-1) .
1 ([,
- 1 1+e(2k) “[f K

[1 +£(2k)? M © {n { [1.&,Au(t,&,8)]cos gdg}dr +

—(2ak)?(t-1)

[o "5 — e @ T g Au(r, &, e)]cos 2kedEdt +

2
T

O ey O C—y
S ey

e—(2ak)2(t—r) E.T[[ {f[’t, &, Au(r, (t,,, g)] — f[r’ E‘,, AV(’C, (%)]}COS 2k§d&d‘5,
T

0

—(2ak)*t
l+e(2k)? e—(2ak)2t

U (t,8) = vy () = oy (e )+

Y

¢ —(2ak)*(t-1)
; _ 1+e(2k)? g )
[1 +8(2k)? IJJ. e {n _([f[r, E,Au(r, &, €)]sin 2k§d§}dr n

0
—(2ak)?(t-1)

[o OO — T Au(r, & e)]sin 2kEdEdr +

2
T

e O —
O ey a

e 2 [Ui1e € Au(e,&,e)] - fT5,& Av(s, §)]}sin 2KEdedr,
T

0

Her tarafin mutlak degeri alindiginda,

2 tn
[ug(t,e) = vy (t)] = ;I [1f(r.8, Au(r,&,8) — £(r,&, AV(r, £))Jdedr (4.11)
—(2ak)?t
U (ta 8) — Vi (t)| =Py el+£(2k)2 _ e—(Zak)zt n
1 t —(fak();li;;r) o
(m - 1}! © {;!f[n EAU(T,E,€)]cos 2k§d§}dr ;
(4.12)

—(2ak)? (t-1)

j —f[e R _ o CaN 01 £ Au(t, €, €)] cos 2kEdEdT +

0 T 0

[ e 3} {f[1,8, Au(r, &,€)] - f[t, &, Av(t,&)]}cos 2kEdédt
0 n 0
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—(2ak)*t
2 _ 2
o 1+e2K)7 _ o —(2ak)’t

u, (t,e)— v, (t)| = +

(psk

Y

1 ¢ —(2ak)*(t-1) )
(— 1]] g 1K {— | f[r,&,Au(r,&,s)]sin2k§d§}dr+
TCO

1+82k)®
ezl ’ (4.13)

—(2ak)? (t-1)

2 j [e 5K _ e GOy r £ Au(t, E,€)]sin 2kEdEdT +
n 0

S ey

t T
2 2 .
Jers 0 = [ffr, &, Au(r, &, )]~ f[1, &, Av(x, &) }sin 2kEdedr
0 T
—(2ak)’t —(2ak)* (t-1)
Uyar14.1: el+s(2k)2 _e—(Zak)zt , 1 1, 1+£(2k)? _e—(Zak)z(t—t)
1+ €(2k)

farklarinin her birinin, her k,tve t (0 <t <t <T) i¢in sinirli olup, € — 0 da sifira

yaklastig1 agiktir. Onlar, sirasiyla, 6,(¢€),d,(€),0;(¢) ile gosterilir:

lim3, () = 0, (i=1,23) .

Uyari4.2: Son esitsizliklerde Fourier katsayilarina x’e gore kismi integralleme

yapildiginda,

Ou = %Iw(é)cosZkidi =2 q(esin2ke

1 2% 1
—— = 0'(§)sin 2kEdE = ——0@, ,
O zknl“’@ &dE =0}

benzer sekilde de,
_
(Psk 21( (Pck

bulunur. Ayni yolla,
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f. [t.& Au(t,,e)]= 2 ]E f[t,&, Au(t,&,€)]cos 2kEAE =
T 0

o1 2%

0

21

ok f[r,&, Au(t,&,€)]sin 2k& (f[r, €, Au(t,¢&, 8)])é sin 2k&dE =
T

0

1
o {(fr.8, Au(r,E, &)). }sk ’

Ve

flng A g o] = (flnE Auc g |,

elde edilir.Burada, f[t,0,Au(t,0,¢)] = f[1, 7, Au(t, m, )] kosulu dikkate alinmistir.

(4.11),(4.12) ve (4.13) farklarinin mutlak degerlerini alip, sag tarafindaki integrallere,
once Cauchy esitsizligini uygulayip, gerekli islemler yapildiktan sonra uyar1 4.1

kullanilirsa,

1

%|u0 (t,8) = v, (1) < %ﬁ [j [% j ([, &, Au(t, &,€)] - 1, &, Av(T, &)]}d&) dr] ,

1

¢ —2(2ak)*(t-1) 2
8,(2)+5,(e)| [e " dr| x

uck (t9 8) - Vck (t)| < (pck

0

1

t

I (EJEf [t,&, Au(t,&,€)]cos 2k§d§} dr} n
(s 0

0

0 0

-k’ (-0 2y s
fle oo et || | (_I f[r,a,Au(r,a,s)]coszka&] o
7.[:O

1
t

e 200700 | [ 2 Tifn.e, Aue. £, 0]~ 6 Av(r.E)Jde | dr | <
T

(=}
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2

61(8)+82(a)ﬁm%fﬂr,gAu(r,a,g)]coszkadaJ dr] +

(Pck

2

83(8)ﬁ[j[%]Ef[r,i,Au(r,&,a)]cosZkidij dr} +

1

1 1 [j‘(zj{fh, &,Au(t,&,8)] - 1,8 Av(1,&)]}cos ZdeQJ dr] ,
0 n 0

2\/521 E

(Psk

Uy (t, 8) ~ Vi (t)| <
0

¢ —2(2ak)*(t-1) 2
5,(€)+5,(¢) j e OO 4r| x

2

szt‘f[r,ﬁ,Au(r,i,s)]sin 2kgdgj dr} +
n 0

© ey —+

~(2ak)?(t-1) 20 o 2 2
fle e _eemrenpgr| | | [— | f[r,a,Au(r,&,s)]sin2k&d&} de| +
T

0 0

te—2<2ak)2(t—r>dT Zx t En{f[r,g,Au(r,é,s)]—f[T,i,AV(T»‘i)]}d@ dr| <
T

0 0

T

sl(g)+62(s)ﬁM% | f[t,F,,Au(t,&,a)]sinZk&d&] dt} +

0

(Psk

]Ef[r,E_,,Au(t,&,s)]sinZk&d&) d’t} +

ENENS

53(8)ﬁ[j[

2\/%3 %[J‘ (%I {f[r, &, Au(t,&,€)]—1[1,&, Av(t, F,)]}sin ZkF,d&] dr]

bulunur.

Son ti¢ esitsizligin ikinci ve liglinciisiinde k = 1,00 olmak iizere toplam yapip, her ti¢

esitsizlik taraf tarafa toplandiginda,
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[u(t,e)~v(t)| = %|uo (t,8) = v, ()] + i [ua (t) = v (O] +fuy (t) = vy (0] <

{t flu] - T +

5,(%); > (0| +0.])+ 5, (WT Z{Uf [u]dr]

o'—.

1

=1

U 2 [u]dt]2 } +

8,(eWT i M[ £2 [u]er g U f2 [u]er ’ } +

olur. Burada,

(flu]=f[v]), = % [{flr,6 Au(z.&,8)] - .6, AV(z, £)1}dE,

0

(fLu]~f[v])q, = %I{f[r, & Au(t,&,e)] - f[7,&, Av(t, §)]fcos 2kede,

((Ta] - f1v)hs = [ {156, Au(s. &, )] - 5.6, AV &)]fsin 2k

0

olarak alinmistir. Uyar1 4.2 yi kullanildiginda,
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ug (6,8)— vy (0] <

[u(t,e) = V(1) = %|uo (t.8) = Vo (t)|+ i chk CORMOE

81(8) = l ' - l '
T[Ek% Zk“’]
@Z%Ifﬁgm(rm)) 2+§;%j [1,&, Au(t,&,6)} ) _2 +
8,eWT | 1[ | S T
3 : ZE J‘({f[q;, €, Au(t,¢, 8)}& )Sk dt +ZE I({f['cs & Au(t,&, 8)}g )Ck dt +

2

[I(%I{f[r, €,Au(t,&,¢)]—f[1,&, Av(t, i)]}d&] dr} +

N‘ﬁ‘

1
2

1 f[t,&,u(t,&,8)] - f[t, &, v(t, a)]}iker +

1
2\/53 k=1 k(

NgE
o'—,,—’

1
2

~ | —

1 > ‘ )
f —f
5 ﬁa; (I [7,&,u(t,,8)] [r,a,vm,a)]}sker

olur. Sag taraftaki sonsuz toplamlara Holder esitsizligini uygulayip, gerekli islemler

1

X 2
yapildiktan sonra, (Z L) = % oldugunu g6z oniine alindiginda,

2
k=1

uy (L) - vy (1)<

[a(t,e) — (1) = %|u0 (t,€) = vy () + Zw: o (te) = vy (0] +

2] {ge ]

JT8,(e)
2 V6

1

( f[t,, Au(t,&,€)]}, } {i j f[t,&, Au(t,&,8)]}, )fk dr}2}+

k=1

>

k=1

S —

1

83(82)ﬁ % ZH [t.6 Au(r.&,0)}, ], d } +iﬁ({f[r,é’;,Au(r,é’g)}i)zkdr}z}+

0
k=l k=1
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1

[ [ | {f[r,g,Au(r,a,g)]—f[r,a,Av(r,a)]}dg] dr} +

|5
o t—

Qo

U{f[r,a,Au(r,&,sn—f[r,a,Av(r,@]}ikdrj +

0

1=
s

24/2:

1

[ [{fle.&, Au(s, &, )] - 1.6, AV(T, )1, dr]

0

3\?‘
M

olur. Sag taraftaki ikinci ve li¢lincii toplamlarda Bessel esitsizligi uygulandiginda,

Uy (6,8) = vy (D)]] <

|ﬁ(ta 8) - V(t)| = %|u0 (ta 8) —Vy (t)| + Zw: chk (ta 8) ~ Ve (t)| +

1

%al(e){%zw(x)dx}z +

1

JE({f[T,ci,Au(r,g,g)}g)zdgdr}z +

al

T, [
752(8)_2[

f[T, aa AU(T, a, 8)}§ )2 d&d'[:| ’ +

3 |l\)
o'——.:l

T t
%83(8) '([

Jj{f [{fl7.& Au(r,&,0)] - 5.6, Av(z, &)1} dadr} +
OTEO

1

43:/5 D %I {flt,, Au(r,&,€)] - 1, &, Av(x, &)]}zdﬁdr} g

1

4335 D%J. {f[7,&, Au(t,&,&)] - f[1,&, Av(T, i)]}zdadr}

0

olur. Gerekli gruplamalar yapip, isaretlemelerden faydalanildiginda, son esitsizlik

asagidaki sekilde yazilabilir.
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‘ﬁ(t, g)— ;(t)‘ < \E& (8)||(P,(X)||L2 ] ©

\/j 8,(e) + 9, (8){.[ j {f[r,a,Au(r,g,s)}i)zdgdr}z +
a3T +7{

1

j j f[t, &, Au(r, &,€)] - 1, &, Av(t, £)]}’ dédr} .

Son esitsizlikteki integral i¢indeki farka, Lipshitz kosulunu uygulayip,
[Au(r,&,8) - AV(%,8) <[u(r, &)~ V(1)

oldugu g6z oniine alindiginda,

RO ERELXE s I

\/7 5,(e)+9, (8){”. f[1,&, Au(t, E_ﬂg)}é )2 dgdr}z +

a*/_”mb (E)u(z.e) - V() dé;dt}

olur.

Her iki tarafin karesini alip,
(a+b+c) < 3(a +b* +c )

esitsizligi uygulandiginda,
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— - 2
‘u(t 8)—V(t)‘ < o

T[5,(e) + 8, (@) | j ({fIv.&, Au(r,&,8)), f dedr+

(a*/_“‘) j j b*(z.&)fu(r.e) - v(r)\ dédr

esitsizligi elde edilir. Burada, Gronwall esitsizligini kullanip, t ye gére maximum

alindiginda,

Hﬁ(t £) —C(t)H2 <

L,[0,n] +

T[5,(2) + 8, (e)] j j ({fre.&, Au(r, &)}, F dedex

’ )”LZ(D)

3T

veya

1

Hﬁ(t,a) - C(t)H < (71'612 @0 X}y + 7T (@) + 55 (&) ({frr. &, Au.&,6)), d&dr] x

© ey
O ey 3

(a\/_T +n) CETRL

L,(D)

bulunur.

Son esitsizlik,

lirrola(t,a) =v(t)
oldugunu gostermektedir. (Vt € [O, T])
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Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.3: a)@(x) ve @'(x) fonksiyonlari [O, n] araliginda Dirichlet teoreminin
kosullarmi, f(t,x,u) fonksiyonu da D x(—o0,0) bdlgesinde argiimanlarina gore siirekli
olup her (t,x)e D icin

b) [f(t,x,u) —f(t,x, V)| <b(t,x)[u—v|

(Lipschitz kosulunu,(burada b(t,x)eL,(D)dir) ve

(ft,x,u(t,x)]), € L,(D), f[t,0,u(t,0)] = f[t, 7, u(t, m)]

kosullar1 saglandiginda, (4.9) ve (4.10) sonsuz integral denklemlerinin ¢dziimleri i¢in
1£i£rgﬁ(t, £) = v(t)

esitligi dogrudur.

Baska bir deyisle de, Teorem 4.3 iin kosullar1 saglandiginda, (4.1)-(4.3) ve (4.4)-

(4.6) karisik problemlerinin genellesmis ¢oziimleri igin

limu(t, x, &) = v(t,Xx)
£—-0

esitligi dogrudur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuc¢lar

1. Yar1 dogrusal parabolik denklem i¢in devirli sinir kosullu,

2
%_ ngl;:f(t,x,u) (t,x)eD{0<t<T<w,0<x<n)
u(t,0)=u(t, ) te [O,T]

u_(t,0) =u,(t,m) te [O,T]

u(0,x)=@(x) x [0, 7]

(f(t,x,u), D x (—o0,00) da Lipschitz kosulunu ve ¢(x),[0, 7] de Dirichlet teoreminin
kosullarini saglamak iizere) karisik problemi i¢in genellesmis ¢oziimiin varligi ve

tekligi ispatlanmustir.

2. Yar1 dogrusal pseudo-parabolik denklem i¢in devirli sinir kosullu,

ou ,0%u o*u
——a -
ot ox’ otox?
u(t,0)=u(t,n) te[0,T]
u(t,0)=u_(t,m) te0,T]

=f(t,x,u) (t,x)eD{0<t<T<oo , 0<x<n}

u(0,x)=0(x) X € [0, n]

(f(t,x,u), D x (—o0,00) da Lipschitz kosulunu ve ¢(x),[0, 7] de Dirichlet teoreminin
kosullarin1 saglamak tizere) karisik problemi i¢in genellesmis ¢oziimiin varligi ve

tekligi ispatlanmustir.

3. Genelde, dogrusal olmayan problemlerin kesin ¢dziimlerinin bulunmasi imkansiz
oldugundan, tezde incelenen yar1 dogrusal parabolik ve yar1 dogrusal pseudo-

parabolik denklemler icin ele alinan problemlerin, uygulamadaki 6nemi géz dniinde
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bulundurularak, bu problemlerin kesin ¢éziimleriyle ardisik yaklagimlarin farki

degerlendirilmistir.

4. Yar1 dogrusal pseudo-parabolik denklem i¢in devirli sinir kosullu,

ou ,0%u o’u
—-—a -€
ot ox? otox?
u(t,0)= u(t, ) te[0,T]
u(t,0)=u_(t,m) te0,T]

=f(t,x,u) (t,X)eD{O<t<T<oo,0<x<7t}

u(0,x)=0p(x) X € [0, n]

karigik problemin ¢6ziimiiniin € — 0 da yar1 dogrusal parabolik denklem i¢in devirli

sinir kosullu,

2
@—az 0 121 =f(t,x,u) (t,x)eD{0<t<T<oo, 0<x<n}
ot ox

u(t,0)=u(t,n) te[0,T]
u (t0)=u (t,m)  tel0,T]
u(0,x)=p(x) x €[0.7]
karisik problemin ¢éziimiine yaklastigi gosterilmistir.

5.2 Oneriler

1. Incelenen problemlerin daha gii¢lii genellesmis ¢6ziimii, hemen hemen ¢oziimii ve

klasik ¢6ziimii tanimlanip, varlig1 ve tekligi incelenebilir.

2. Fourier yontemi, ¢ubugun salinim denklemi(4. mertebeden KTDD) i¢in devirli

sinir kosullu karisik problemin ¢6ziimiine uygulanabilir.

3. Sozii edilen problemlerin baslangi¢ verilerine baglilig1 yani kararlilig1 ve

coztimlerin diferansiyel 6zellikleri incelenebilir.
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4. Fourier yontemi, yar1 dogrusal ve dogrusal olmayan parabolik, hiperbolik ve daha
ylksek mertebeden KTDD i¢in devirli sinir kosullu karisik problemin ¢éziimiine de
uygulanabilir.
ou ,0%u 0’u
5. ——a St ——
ot ox otox
u(t,0)= u(t, 1) te[0,T]
u (t,0)=u, (t,n)  te[0,T]

=f(t,x,u,u_,u,) (t,x)eD{0<t<T<oo , 0<X<Tc}

u(0,x)=0p(x) X € [0, n]

karisik problemi de yeni bir genellesmis ¢6ziim tanimiyla incelenebilir.
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