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SIMGELER
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: J kiimesinin sonlu alt kiimeler ailesi

: Klasik topolojik uzay

: [0,1] kapal1 aralig
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: L latisinin en kiigiik ve en biiylik elemani
: L latisinin asal elemanlarinin kiimesi

: L latisinin indirgenemez elemanlarinin kiimesi
: Supremum
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: Stray1 tersine koruyan dontisiim
: Scott topolojik uzay
: L-fuzzy kiimeler

: X lizerindeki L-fuzzy kiimeler ailesi
: f fuzzy kiimesinin destegi
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: L* latisinin indirgenemez elemanlarinin kiimesi

: f fuzzy kiimesinin smooth ici
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: f fuzzy kiimesinin smooth 6n-igi

: f fuzzy kiimesinin smooth 6n-kapanisi

: f fuzzy kiimesinin smooth yari-i¢i

: f fuzzy kiimesinin smooth yari-kapanis1
: Fuzzy fonksiyonlar

: L-fuzzy topolojik uzay

: Smooth L-fuzzy topolojik uzay

: Acikligin derecesi
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(X,t,t*) : Sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay

t* : Acik olmama derecesi

o, (T) : X tizerinde T klasik topolojisi tarafindan tiretilen L-fuzzy topoloji

O : X tizerinde T klasik topolojisi tarafindan {iretilen smooth L-fuzzy
topoloji
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SMOOTH L-FUZZY TOPOLOJIK UZAYLARDA KOMPAKTLIGIN
ZAYIF VE GUCLU FORMLARI VE ARALARINDAKI ILISKILER

A. Arzu ARI

Anahtar Kelimeler: L-fuzzy kiime, smooth L-fuzzy topolojik uzay, smooth giiglii
kompaktlik, smooth P-kapalilik, smooth yari-kompaktlik, smooth S*-kapalilik,
smooth yari-6n kompaktlik, smooth o -kompaktlik, ac¢ikligin sezgisel derecesi,
sezgisel smooth kompaktlik.

Ozet: Bu tez ¢alismasinin amaci, smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda keyfi L-fuzzy
kiimeleri i¢in kompakthigin zayif ve giiclii formlar: lizerine incelemeler yapmak ve
bu formlar arasindaki iliskileri arastirmaktir. Ayrica sezgisel smooth fuzzy topolojik
uzaylarda, keyfi L-fuzzy kiimeleri i¢in tanimlanan kompaktligin ¢esitli formlar1 ve
aralarindaki iliskileri incelemektir.

Tezin ilk boliimiinde, latislerin genel 6zelliklerine deginilmis, L-fuzzy kiime tanimi,
L-fuzzy topolojik uzay tanimi ve oOzellikleri verilerek klasik topolojik uzaylarla
iligkileri agiklanmustir.

Ikinci boliimde, smooth L-fuzzy topolojik uzaylarin tammina ve 6zelliklerine
deginilmis, klasik topolojik uzaylarla iliskileri sunularak, bu uzayda keyfi L-fuzzy
kiimelerinin ¢esitli kompaktlik tanimlar1 ve 6zellikleri verilmistir.

Uciincii béliimde, smooth &n-agik kiimeler yardimiyla tanimlanan smooth giiclii
kompaktlik ve smooth P-kapalilik kavramlari1 verilmis, bazi karakterizasyonlari
incelenerek sagladig 6zellikler aragtirilmigtir.

Dordiincii boliimde, smooth yari-acik kiimeler yardimiyla tanimlanan smooth yari-
kompaktlik ve smooth S*-kapalilik kavramlar1 verilmis, diger karakterizasyonlart ve
sagladig1 6zellikler incelenmistir.

Besinci boliimde, smooth yari-6n agik kiimeler yardimiyla tanimlanan smooth yari-
on kompaktlik tanimi verildikten sonra, cesitli karakterizasyonlar1 ve ozellikleri
incelenmistir.

Altinc1 boliimde, smooth a -agik kiimeler yardimiyla tanimlanan smooth

o -kompaktlik tanimi verilmis, diger karakterizasyonlar1 ve 6zellikler aragtirtlmigtir.
Son bolimdeyse, acikligin sezgisel derecelendirilmesine deginilerek cesitli
ozellikleri arastirilmig ve bu yapida keyfi L-fuzzy kiimeleri i¢in ¢esitli kompaktlik
formlar1 verilerek aralarindaki iliskiler ve baz1 6zellikleri arastirilmastir.



WEAK AND STRONG FORMS OF COMPACTNESS IN SMOOTH L-FUZZY
TOPOLOGICAL SPACES AND THEIR RELATIONSHIP

A. Arzu ARI

Keywords: L-fuzzy set, smooth L-fuzzy topological space, smooth strong
compactness, smooth  P-closedness, smooth semi-compactness, smooth
S*-closedness, smooth semi-pre compactness, smooth o -compactness, intuitionistic
gradation of openness, intuitionistic smooth compactness.

Abstract: The aim of this study is to work on the weak and strong forms of the
compactness of arbitrary L-fuzzy sets and investigate the relationships between these
forms. Moreover, we defined compactness of the arbitrary L-fuzzy sets in the
intuitionistic smooth fuzzy topological spaces and investigated various forms of this
compactness and their relationships.

In the first chapter of the thesis, the basic definitions and properties of lattices and
L-fuzzy sets are mentioned. After presenting fundamental concepts in L-fuzzy
spaces, the relationships between classical spaces and L-fuzzy spaces are given.

In the second chapter, basic properties of smooth L-fuzzy spaces and relationships
between classical topological spaces and smooth L-fuzzy topological spaces are
presented. Definition of compactness of arbitrary L-fuzzy sets in smooth L-fuzzy
topological space is given and some of their properties are studied.

In the third chapter, the concepts of smooth strong compactness and smooth
P-closedness are defined by using smooth pre-open L-fuzzy sets. Different
characterization of these concepts are obtained and some of their properties are
analyzed.

In the forth chapter, the concepts of smooth semi-compactness and smooth
S-closedness are defined with smooth semi-open L-fuzzy sets. Different
characterization of these concepts are obtained and some of their properties are
analyzed.

In the fifth chapter, by using smooth semi-pre open L-fuzzy sets, smooth semi-pre
compactness is defined and different characterization of these concepts are obtained
and some of their properties are analyzed.

In the sixth chapter, smooth o -compactness is given with smooth a-open L-fuzzy
sets and different characterizations and properties are studied.

In the last chapter of the thesis, after presenting the definition of intuitionistic
gradation of openness and some of it’s properties, we defined intuitionistic smooth
compactness, intuitionistic smooth almost compactness and intuitionistic smooth
nearly compactness of arbitrary L-fuzzy sets in intuitionistic smooth fuzzy
topological space. We also study some of their properties and the relations between
these concepts.
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1. ONBILGILER

1900’lerin ilk yillarinda, Jan Lukasiewicz iki degerli Aristo mantigina karsi bir
oneride bulunmustur. A¢ikladig: tic degerli mantik en uygun olarak “belki” tanimiyla
terclime edilebilir ve dogru ile yanlis arasinda bir degere sahiptir.

Donald Ervin Knuth, Lukasiewicz‘den aldig1 ii¢ degerli mantigi, [0,1,2] tamsay1
araligt yerine [-1,0,1] araligmi kullanarak ifade etmistir. Ancak bu Oneri
yayginlasmamis, onemsenmemis ve karanlikta kalmistir.

Arend Heyting ¢cok degerli mantig1 genisletmis olmasinin yani sira sezgisel mantigin

da kurucusudur.

Matematigin sahip oldugu kesin kurallar yardimi ile giinliik yasantimizda
karsilastigimiz belirsizlikleri gidermek i¢in Zadeh [1], 1965 yilinda fuzzy (bulanik)
mantifin1 ve onun sonucunda fuzzy kiime teorisini gelistirmistir. Fuzzy kiime
teorisinde Oncelikle fuzzy kiimeyi, bostan farkli bir kiimeden [0,1] kapali birim
araligina bir fonksiyon olarak tanimlamig, ardindan kiimeler teorisinin temel
kavramlar1 olan birlesim, kesisim ve timlemeyi fuzzy kiime teorisinde vermistir.
Aslinda bir fuzzy kiimesi bir ¢esit karakteristik fonksiyondur, ancak burada, kiimenin
elemant olup olmamanin cevabi “evet” veya “hayir” kadar keskin degil, bundan daha
geneldir, burada kiimenin eleman: olup olmama derecelendirilerek tanimlanir.
Zadeh’ in yaptig1 bu ¢alismalar piir ve uygulamali matematik alanlarinda calisan
matematikcilerin yogun 1ilgisini ¢ekmenin yani sira yapay zeka, optimizasyon,
ekonomi, isletme gibi bir¢ok farkli alanlarda calisan bilim insanlarini da etkilemistir.
Boylece birgok yonde yapilan bu ¢alismalar sonucunda matematikte “Fuzzy

Matematik™ olarak adlandirilan yeni bir anabilim dali dogmustur.

Fuzzy kiimelere de sistematik olarak uygulanmis olan topoloji, piir matematigin en
onemli dallarindan biridir. Ilk olarak 1968 yilinda Chang [2], fuzzy topolojik uzaylar
teorisini, temel topolojik kavramlari fuzzy kiimelerle gozoniine alarak vermistir.

Ayrica bu ¢alismasinda, bir fuzzy kiimesinin bir fonksiyon altindaki goriintii ve ters



goriintii kavramlarii da vererek fonksiyonlarin stireklilik gibi bir takim topolojik
Ozelliklerini de aragtirmistir. Chang’ in ardili olarak Lowen [3] 1976 yilinda Chang’
in tanimina, biitlin sabit fonksiyonlarin topoloji tarafindan icerilmesi geregini
ekleyerek yeni bir fuzzy topolojik uzay tanimi vermistir. 80’11 yillarin basinda, artik
matematigin bir brangi haline gelmis olan fuzzy topoloji lizerindeki arastirmalarda
belirgin bir artis yasanmistir. Bu donemde bir¢ok arastirmaci tarafindan, kendi
yaklagimlar1 dogrultusunda, ¢ok c¢esitli fuzzy topoloji tanimlar1 verilmis ve klasik

topoloji teorisi paralelinde ¢aligmalar yapilmistir.

Sostak [4, 5], verilmis olan biitiin fuzzy topoloji tanimlarinin “fuzzy” olmalarinin
sadece icerdikleri kiimelerle sinirl kaldigina, fuzzy topolojinin bostan farkli klasik
bir kiimenin fuzzy kuvvet kiimesinin, sonlu kesisim ve keyfi birlesimlerini igeren bir
klasik alt kiimesi olduguna dikkat ¢ekmistir. Bunun, fuzzy topolojik uzay kavraminin
“fuzzy” olarak diisiiniilmesinde bir eksiklik oldugunu vurgulamistir. Bu diisiincelerin
1s181inda Sostak tarafindan yeni bir fuzzy topoloji tanimi verilmistir. Bu yeni
yaklasiminda Sostak’ 1n ilk amaci, fuzzy topolojiyi bir fuzzy alt kiime olarak
diisiinmekti. ikinci amaci ise fuzzy kiimelerinin, degeri 1 (yani tam acik fuzzy
kiimesi) ile 0 (yani tam agik olmayan fuzzy kiimesi) arasinda belirli dereceden agik

olmasini saglamakti.

1992 yilina gelindiginde, Sostak’ 1n amacladig1 yapiya benzer bir yapiy1, Sostak’ n
calismalarindan habersiz ve bagimsiz olarak, Hazra, Samanta ve Chattopadhyay [6]
fuzzy kiimesinin agiklik derecesi kavramini tanimlamis, ayni1 fuzzy topoloji tanimini
yeniden vermistir. Aym aragtirmacilar, dereceli fonksiyon kavramini da
tanimlayarak, dereceyi koruyan dontisiimler ve fuzzy topolojik uzaylarin kategorisi
tizerine ¢alismiglardir. Ayni1 y1l Ramadan [7] da, Sostak’ in tanimina benzer olan ve
“smooth topoloji” olarak adlandirdig1 bir fuzzy topoloji tanimin1 vermis, [0,1] kapali
birim aralig1 yerine daha genel olan latislerin de alinabilecegini ileri silirmiistiir.
Fuzzy topolojik uzayin bu yeni tanimi da daha sonra bir¢ok yazar tarafindan

cahisilmustir. [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]

Ayglin, Warner ve Kudri [21] tarafindan klasik bir topolojik uzaydan [0,1] kapali

birim arali§ina tanimli “ a -alttan yari-siirekli” (o € I) fonksiyonlar yardimiyla klasik



topolojiden smooth fuzzy topoloji elde edilmistir. Ardindan I yerine L fuzzy latisi
alinarak “o-Scott stirekli” ad1 verilen yeni bir fonksiyon sinifi tanimlanmis ve bu

fonksiyonlar kullanilarak klasik topolojiden smooth L-fuzzy topoloji elde edilmistir.

Tez calismamizin iskeletini olusturan kompaktlik kavrami ise topolojinin en dnemli
calisma alanlarindan biridir. Bu nedenle kompaktlik bu alanda ¢aligma yapanlar i¢in
her zaman 6nemli goriilen, ilgi ¢eken bir ugras ve aragtirma alani olmustur. Fuzzy
topolojik uzaylarda kompaktlik kavrami ilk olarak Chang [2]” in 1968 yilinda yapmis
oldugu c¢alismasinda yer almistir. Fakat tanimlamasinin hemen ardindan bu
kompaktligin baz1 dezavantajlar1 oldugu ortaya ¢ikmis ve fuzzy topolojik uzaylardaki
kompaktlik taniminin klasik topolojik uzaylardaki tanimdan daha karmasik oldugu
goriilmiistiir. Chang’ in arkasindan Gougen [22] fuzzy kompaktlik {izerine ¢alismis
ve sonlu ¢arpim i¢in Tychonoff teoreminin Chang’ in verdigi kompaktlik tanimiyla
saglanmadigin1 gostererek, kendi verdigi tanimla Tychonoff teoreminin (sonlu
kiimeler i¢in) saglandigini ispatlamistir. Bundan sonra Wong [23] fuzzy kompaktlik,
fuzzy dizisel kompaktlik ve fuzzy sayilabilir kompaktlik iizerine ¢alisarak, fuzzy
lokal kompaktlik tanimini vermistir. Gantner, Steinlage ve Warren [24] bir L tam
dagiliml latisi i¢in L-fuzzy kompaktlik tanimini vermis, o € L i¢in bu kompaktligi
o -kompaktlik olarak adlandirmislardir. Ayrica o iizerinde kisitlamalar yaparak
keyfi c¢arpim icin Tychonoff teoreminin ve tek nokta kompaktlagtirmasinin
saglandigint gostermiglerdir. Lowen [25] da c¢esitli kompaktlik tanimlarini [3] de
vermis oldugu fuzzy topolojik uzaylarda tanimlamis, aralarindaki iliskileri
incelemistir. Bu ¢calismalardan esinlenen bir¢ok arastirmaci fuzzy topolojik uzaylarda
kompaktlik {izerine pek ¢ok calismada bulunmus, ¢esitli topolojik yapilar kullanarak
yeni kompaktlik kavramlari tanimlamig ve ¢alismistir [26, 27, 28, 29, 30]

Boylece klasik kompaktligin fuzzy topolojik uzaylara genellestirilmesi problemi 30
yil1 agsan bir zaman boyunca arastirmacilar1 artan bir merakla caligsmalar yapmaya
yoneltmistir. Bir¢ok fuzzy kompaktlik tanimi yayinlanmis, fuzzy kompaktligin
bircok ¢esidi sunulmus ve calisilmistir. Biitiin bu kompaktlik caligmalar1 i¢inde
Warner ve Mclean [31] tarafindan tanimlanan ve Kudri tarafindan [26, 32] keyfi
fuzzy kiimelerine genisletilen kompaktlik taniminin digerlerinden daha fazla tatmin

edici 6zelliklere sahip oldugu goriilmiistiir. Bu kompaktlik baz alinarak, arka arkaya



bircok caligmalar yapilmustir [32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42]. Bu seri
caligmalarda farkli 6rtiim tanimlar1 kullanilarak RS-kompaktlik, S-kapalilik, ...gibi

kompaktligin ¢esitli formlar1 tanimlanmustir.

Smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda keyfi fuzzy kiimeleri i¢in kompaktlik kavrami
ilk kez 1997 yilinda Aygiin, Warner ve Kudri [21] tarafindan verilmistir. Bu
calismada smooth Hausdorff uzay ve smooth lokal kompaktlik tanimlar1 da
verilmigtir. Daha sonra bu ¢aligmalar dogrultusunda 2001 yilinda Ramadan ve Abbas
[43] smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth hemen hemen kompaktlik, hafif
kompaktlik ve yakin kompakthik tanimlarimi vermisler ve Ozelliklerini
arastirmislardir. Yine bu calismada regiiler smooth L-fuzzy topolojik uzay tanimi
vererek, bu kompaktliklarin regiiler smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda denk
olduklarini gostermiglerdir. 2003 yilinda Chun-Kee Park, Won Keun Min ve Myeong
Hwan Kim o-kompaktligi smooth fuzzy topolojik uzaylarda tanimlamis, bazi
yapisal Ozelliklerini arastirmiglardir. Ardindan, Aygiin ve Abbas [45] smooth L-
fuzzy topolojik uzaylarda relatif kompaktlik, RS-kompakthik ve S-kapalilik
kavramlarini tanimlamis ve 6zelliklerini incelemiglerdir. Ayni ¢calismada fuzzy tam
baglantisiz uzay tanimini vererek, fuzzy tam baglantisiz uzayda Ramadan ve Abbas
tarafindan verilmis olan kompaktlik tanimlariyla kendi kompaktlik tanimlarinin denk
oldugunu gostermislerdir. Smooth kompaktlik da bir¢ok yazar i¢in genis bir ¢alisma

alan1 olmustur [46, 47].

Son 5 yillik dénemi kapsayan yeni bir topolojik calisma alani da “agikligin sezgisel
derecesi” dir. Agikligin Sezgisel Derecesinin tanimi ilk olarak 2002 yilinda Mondal
ve Samanta [48] tarafindan verilmistir. Bu ¢alismada Mondal ve Samanta smooth L-
fuzzy topolojik uzaylarda yapilmis olan ¢aligmalara [8, 9] paralel olarak incelemeler
yapmis ve fuzzy topolojik uzaylardaki kompaktliklarla iliskili olan kompaktlik

tanimlar1 vermislerdir.

Ardindan 2005 yilinda Min ve Park [49] acikligin sezgisel derecesi ile ilgili
incelemelerde bulunmus, topolojik 6zelliklerini arastirmis ve sezgisel smooth fuzzy

topolojik uzaylarda kompaktligin bir¢ok ¢esidini tanimlamistir.



2005 yilinda Abbas [50] da sezgisel kompaktliklar tizerine ¢alismis, sezgisel regiiler
uzay tanimini vererek tanimlamis oldugu kompaktliklarin sezgisel regiiler uzaylarda

denk oldugunu gostermistir.

Yine 2005 yilinda Rammadan, Kim ve Abbas [51] sezgisel smooth fuzzy topolojik
uzaylarda cesitli kompaktlik tanimlar1 vermis, aralarindaki iliskileri gdstermis ve

hangi sartlarda denk oluklarini arastirmislardir.

2006 yilinda ise Abbas ve Aygiin [52] sezgisel smooth fuzzy topolojik uzaylarin

yari-regiilerligi lizerine ¢alismalar yapmiglardir.

Ancak yapilan biitlin bu caligmalarda kompaktlik uzaym kompakthigr ile sinirh
kalmustir, yani keyfi fuzzy kiimelerinin kompaktlig1 sezgisel smooth fuzzy topolojik
uzaylarda arastirilmamistir. Ayrica bu alanda calisan yazarlar kompaktlikla ilgili
olarak ihtiya¢ duyulan ortiimleri kendi ihtiyaclar1 ve istekleri dogrultusunda se¢mis

ve ¢alismalarini bunlar tizerinde yapmiglardir.



1.1. Latisler ve Baz1 Ozellikleri

Tanim 1. 1. 1: (L,<) kismi siral1 bir kiime olsun. Her x,y € L i¢in
XV y:=sup{x,y} ve X Ay :=inf{x,y}
mevcutsa L kiimesine bir latis (lattice, kafes, orgii) denir ve L =L(A,v) ile

gosterilir. [53]

Tanim 1. 1. 2: L = L(£,A,v) bir latis olsun. Eger L’ nin her alt kiimesinin supremum
ve infimumu mevcutsa L.’ ye tam latis denir.
L’ nin en biiyiik eleman1 v L= 1 ve L’ nin en kii¢lik eleman1 A L= 0 ile gosterilir.

0 ile bos kiimenin supremumunu, 1 ile de bos kiimenin infimumunu gosterebiliriz.

[53]

Tanim 1. 1. 3: L = L(£,A,Vv) bir latis olsun. Eger her x € L i¢in
xAXx'=0ve xvx'=1

olacak sekilde bir x" eleman1 mevcutsa x’ elemanina x’ in tiimleyeni denir. [53]

Tanim 1. 1. 4: Asagidaki 6zellikleri saglayan
“L->L
X— x'
doniigiimiine siray1 tersine koruyan doniisiim denir: [53]
a)a<b=b'<a’

b) (a')’ =a

Onerme 1. 1. 5: L siray1 tersine koruyan doniisiimle bir tam latis olsun. Her

{a, |1e ]} c L ailesi igin

a) (\/ai)' = A&

i€l i€l

b) (Aa;) = Vai’ saglanir. [53]

i€l il



Tanim 1. 1. 6: L=L(g,A,v) bir latis olsun. Eger bu L latisi asagidaki ozellikleri
saglarsa L’ ye dagilimli latis denir. [54]
a) Vx,y,zeL icin xv(yAz)=XVYy)A(xVz)

b) Vx,y,ze L i¢cin X A(yVvzZ)=(XAY)V(XAZ)

Tanim 1. 1. 7: L = L(£,A,Vv) bir tam latis olsun. Eger
Ha;ljeli}lieF c p(l)—{J} (F= ) ailesi i¢in agagidaki 6zellikler
saglantyorsa L’ ye tam dagilimli latis denir. [55]

) Alva)= v (Alie)

ieF jel; ‘PEHJi ieF
ieF

b) \/(/\ai,j): A (\/ai,(p(i)) (¢:F—>J1)=1))
ieF jel; (peHJi ieF

Tanim 1. 1. 8: Siray1 tersine koruyan doniisiim ile bir tam dagiliml latise fuzzy latis

denir ve L = L(<,A,v,") ile gosterilir. [53]

Tanim 1. 1. 9: L bir latis ve 0 # a € L olsun. Eger a,be L icin a <avb esitsizligi

a<a veya o<b olmasm gerektiriyorsa o’ ya L’ nin bir indirgenemez
(irreducible, coprime) elemant denir ve M(L) ile gosterilir. [55]

M(L):={a € L|a, L’ nin indirgenemez eleman1 ve o # 0}

Tanim 1. 1. 10: L bir latis ve 1 # p € L olsun. Eger a,be L i¢in a Ab <p esitsizligi
a <p veya b <p olmasini gerektiriyorsa p’ ye L’ nin bir asal (prime) elemani denir
ve pr(L) ile gosterilir. [55]

pr(L):={p e L|p, L’ nin asal eleman1 ve p # 1}

Tanimlar karsilastirildiginda, siray1 tersine koruyan doniisiimle bir L latisi ig¢in
aeM(L) < o' epr(L)

oldugu kolaylikla goriiliir.



Teorem 1. 1. 11: L bir fuzzy latis olsun. Bu durumda L’ deki her a eleman i¢in L’

nin indirgenemez elemanlarindan olusan en az bir B kiimesi vardir 6yle ki \/B=a

saglanir.

Ispat: ([55], sayfa 66 )

Bu teorem L’ nin her elemaninin L’ nin indirgenemez elemanlarindan olusan bir
kiimenin supremumuna esit oldugunu ifade eder. Benzer olarak L’ nin her elemani

asal elemanlarindan olusan bir kiimenin infimumuna esittir.

Omnek 1. 1. 12: L=[0,1] i¢in Pr(L)=[0,1), M(L)=(0,1]’ dir.
L=I olmas1 durumunda siray1 tersine koruyan doniisiim
BAEEY

Xx—>1-x olarak tanimlanir.

1.2. L-Fuzzy Kiimeler

Tanim 1. 2. 1: X klasik bir kiime ve (X)) X’ in kuvvet kiimesi olsun.
A € p(X) olmak tizere
Ly - X —>{0,1}

1, xeA

x —> xA<x):={0 oA

olarak tanimlanan 7, fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

A kiimesinin tiimleyeni olan A" kiimesinin karakteristik fonksiyonu
Xa - X—> {091}

I, xeA” {1, xeA

—_) , ::
* X (%) {O, xgA' 0, xe A

bi¢giminde tanimlanur.

Buradan goriiliir ki x,, = 1—y, * dir.



Onerme 1. 2.2: Vie] icin A, c X ve A,B c X olmak iizere

a) ACBe y,<%p

i€l

D) A a, T VAa,
©) XAa = AXa,
QAi I/E} A
Ozel olarak; a) Yaos=%a Vs

b) X ans =%a AUAs

saglanir.

Tanim 1. 2. 3: X bostan farkli bir klasik kiime ve L bir fuzzy latis olmak iizere her
f: X — L fonksiyonuna X’ in bir L-fuzzy alt kiimesi denir.

Ozel olarak L = [0,1] alinirsa, her f:X —[0,1] fonksiyonuna X’ in bir I-fuzzy alt
kiimesi (ve ya fuzzy alt kiimesi) denir.

X’ in her klasik alt kiimesi karakteristik fonksiyonu ile goz oniine alindiginda X’ in
bir fuzzy alt kiimesi olur.

X’ in biitiin L-fuzzy kiimelerinin ailesi L™ ile gosterilir, yani

L* :=={f |f:X — L bir fonksiyon }’ dir.

x € X ve f e L* olmak iizere f(x) degerine, x elemanimin f fuzzy kiimesine ait olma
derecesi denir.

X kiimesinin herhangi bir A klasik alt kiimesi crisp fuzzy alt kiime olarak
adlandirilir.

{x e X|f(x) >0} < X alt kiimesine f fuzzy kiimesinin destegi denir ve supp f ile
gosterilir.

Her x € X i¢in X lizerinde f(x)=0 ve g(x) =1 olarak tanimlanan f ve g L-fuzzy
kiimeleri sirasiyla 0 _ve 1_ olarak gdsterilir. [57]

Tezin bundan sonraki kisminda, aksi belirtilmedik¢e L bir fuzzy latis olarak

alinacaktir.



Tanim 1. 2. 4: f ve g iki L-fuzzy kiimesi olsun.
a)f=g < VxeXigin f(x) = g(x)
b)f < g VxeXigin f(x)< g(x)
¢)f":X—> L
x — f'(x) = (f(x))
seklinde tanimlanan f’' L-fuzzy kiimesine f L-fuzzy kiimesinin tiimleyeni denir.
[57]
Eger L=1=[0,1] ise f'=1-f olur.

L-fuzzy kiimelerinde birlesim ve kesisim islemleri sirasiyla
(f v g)(x) =sup{f(x),g(x)} ve (f Ag)(x) = inf{f(x),g(x)}
olarak tammmlanir. X’ in tiim L-fuzzy kiimelerinin ailesi L* birlesim, kesisim ve

tiimleme islemleri ile bir fuzzy latistir. [57]

(VEXX) =y EE) =Suplf(x) e} ve (AfX) = ALK =Inf{f,(x)]iel]

iel] i€l iel i€l

dir.

M(L) L’ nin indirgenemez elemanlarinin  kiimesi olsun. Bu takdirde,
M(L*)={x, |x e X, a e M(L)} kiimesinin elemanlar1 X’ in L-fuzzy noktalari
olarak adlandirilir.

Burada x_,:X—>L

o, y=X

y—>Xa(y):={
0, y=x

seklinde tanimlidir.

Bu durumda x’ e x, fuzzy noktasinin destegi , oo degerine de x, fuzzy noktasinin
degeri (yiiksekligi) denir ve suppx = x ve h(x,) = a ile gosterilir. [32]
x, € M(L*) ve f eL* olmak iizere

x, €f = f(x) > a olarak tanimlanir.

10



Ayrica pr(L), L’ nin asal elemanlarin kiimesi olmak tizere
pr(L*) = {x, |x € X, pepr(L)} olur. Burada
X, X —>L

p, y=X

y — Xp(}’)i={
I, y#x

seklinde tanimlanir. [32]

r(L*)’ in elemanlari olan x_’ lere de X’ in L-fuzzy noktalar1 denir.
p B Y

x, epr(L*) ve f € L* olmak iizere

x, € f <= f(x) £ p olarak tanimlanir.

Uyari 1. 2. 5: Teorem 1.1.11° e gore X iizerindeki her L-fuzzy kiimesi M(L*)’ deki

L-fuzzy noktalarinin birlesimi seklinde ifade edilir. Diger bir ifadeyle her f € L™ i¢in
f= \/ X, olur. [58]

X, €f

Onerme 1. 2. 6 (De Morgan Kurallart): {f, e L* | ieJ} ailesi X iizerindeki L-fuzzy

kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde

a) (1) =af
i€l i€l

b) (Af) =\ 1]
i€j i€l

saglanir. [59]

Tanim 1. 2. 7: X ve Y iki klasik kiime ve ¢ : X —Y bir fonksiyon olsun.

(a) f e L L-fuzzy kiimesinin ¢ fonksiyonu altindaki gériintiisii

o(H):Y>L

y = ¢(B(y) = sup{fx) | x X, x €0’ (y)} (VyeY)

olarak tammlanir. @' (y) =@ ise ¢(f)(y) =0 olarak almnr,

11



(b) g e LY L-fuzzy kiimesinin ¢ fonksiyonu altindaki ters goriintiisii
o '(g): X>L

X = ¢ (g)x) =(gop)X) =g(¢(x) (VxeX)

olarak tanimlanir. [2]

Onerme 1. 2. 8: ¢: X—Y bir fonksiyon ve A = X, B Y klasik kiimeleri verilsin.
) @ (Xa) = Aoea)

b) ¢ (%)= X o () saglanir.

Onerme 1.2.10: ¢ : X — Y bir fonksiyon, f,f,,f, e L* ve g,g,,g, € L" olsun.
Bu takdirde

a) f <o (o (f)

Eger ¢ fonksiyonu 1-1 ise f= ¢ (¢ (f)) saglanir.

b) e(o"'(2))<g

Eger ¢ fonksiyonu drten ise (¢ ' (g)) = g saglanr.

o f, <f,=0()< o))

d g <g, =0 (850 (g,)

e) ¢ ortenise ¢ (f) = (¢ (f))', ¢ bire-birise ¢ (f) <(¢(f))’ saglanr.
Eger ¢ bire-bir ve orten ise @ (f') = (¢ (f))’ olur.

Do (g)=(¢" ()

g) {f, e L | ie]} Xiizerindeki L-fuzzy kiimelerin bir ailesi ise

o(vE)=vel()

i€l i€l

(P(/\fi) Q/\(P(fi)

i€l iel]

h) {g. eL" |ieJ} Y iizerindeki L-fuzzy kiimelerin bir ailesi ise

0 (ve)=v o (g)

iel] i€l

o (AZ)=A0(g) [2]

i€l i€l

12



1.3. L-Fuzzy Topolojik Uzaylar

Tanim 1. 3. 1: X bostan farkl1 klasik bir kiime ve L bir fuzzy latis olsun. Eger 1 < L*
fuzzy alt kiimelerinin ailesi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, t ailesine X {izerinde bir
(Chang) L-fuzzy topoloji denir. [2]

1) 0.1 et

2) Vf,geticin fAager

3) V(f),y ST ailesiigin \,f; et

iel

iel

(X,t) ikilisi de bir (Chang) L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.t’ nun

elemanlarina agik L-fuzzy kiimeleri denir.
Eger f' €t ise f* ye kapali L-fuzzy kiimesi denir. Kapali L-fuzzy kiimelerinin ailesi

1" ile gosterilir.

L= I=[0,1] olmasi durumunda (X,)ikilisine bir (Chang) I-fuzzy topolojik uzay

denir.

Tanim 1. 3. 2: (X,14) ve (Y,ty) iki L-fuzzy topolojik uzay olsun.
a) 9:(X,ty) = (Y,1y) fuzzy siireklidir : <> Vg e 1, igin ¢ ' (g) € Ty.

b) ¢:(X,14) = (Y,1)fuzzy agiktir : & Vg e 1, igin ¢(g) € T .

!

c) 9:(X,ty) > (Y,1y)fuzzy kapalidir : & Vg e 1, icin ¢(g) € 1y . [2]

Uyan 1. 3. 3: Klasik topolojik uzaylar arasinda sabit fonksiyonlar siirekli oldugu
halde fuzzy topolojik uzaylar arasinda sabit fonksiyonlarin fuzzy siirekli olmasi
gerekmez. Bu oOnemli 06zelligi fuzzy topolojik uzaylarda elde etmek ve sabit
fonksiyonlarin 6nemine dikkat ¢ekmek i¢in Lowen, Chang’ in fuzzy topoloji

taniminin birinci 6zelligini degistirerek asagidaki tanimi vermistir.

13



Tanmm 1. 3. 4: X bostan farkli klasik bir kiime, L bir fuzzy latis ve © < L* olsun.
Eger t ailesi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa t ailesine X iizerinde bir (Lowen)
L-fuzzy topoloji denir. [3]

L1) Vo : X — L sabit fonksiyonu i¢in o € T

L2) Vf,geti¢cin fAger

L3) V(f,)

iel]

c 1 ailesiigin \/f; €1

iel]

(X,7) ikilisine de (Lowen) L- fuzzy topolojik uzay denir.

Tamm 1. 3. 5: (X,1) bir L-fuzzy topolojik uzay ve feL* olsun. f L-fuzzy

kiimesinin i¢i ve kapanisi sirasiyla
fi=\ythel¥ [h<fhet

fi= athel®|f<hhert)
olarak tanimlanir. [3]

Klasik topolojik uzaylarda bilinen i¢ ve kapanis 6zellikleri L-fuzzy topolojik uzaylar
icin de gegerlidir.

Tanim 1. 3. 6: (X, 1) bir L-fuzzy topolojik uzay ve A < X olsun.

T, ={f,, [f €1} ailesi A lizerinde bir fuzzy topolojidir.

Bu fuzzy topolojiye, t’ nun A alt kiimesi iizerinde iirettigi fuzzy alt uzay topolojisi
denir. (A,t,) L-fuzzy topolojik uzayma da (X,t) L-fuzzy topolojik uzaymin alt

uzay1 adi verilir. [24]

14



1.4. Klasik ve Fuzzy Topolojik Uzaylar Arasindaki iliskiler

Tanim 1. 4. 1: (X,T) bir klasik topolojik uzay, f: X— R bir fonksiyon ve x, € X

olsun.

f: XTI — (RT,) fonksiyonu x, X noktasinda alttan yari-siireklidir :
< Ve>01i¢in JUeU(x,): Vxe U iin f(x) > f(x,) - €

Buradan

f: (X,T) - (R,T,) fonksiyonu x, € X noktasinda alttan yari-stireklidir

< : (X T) > (R, T,,) x, € X noktasinda streklidir.

elde edilir. Burada

T, = {(a,0)| aeR}U {OR} dir.

Eger f fonksiyonu her x € X noktasinda alttan yari-siirekli ise f fonksiyonuna alttan

yari-siirekli fonksiyon denir.

R yerine [ = [0,1]< R aldigimizda alt uzay topolojisi tanimindan

(Tye) =T, ={In(a,0)| (a,0) € T, } U{D,I} = { (a,]] [0<a<]l } U {G,I}

sag

[ =[0,1] kapal1 araliginin sag topolojisi elde edilir.

f:(X,T) > I alttan yari-siireklidir < f:(X,T) — (I, T,) stireklidir.

& Vo g[0,]) igin £ (a,1] e T . [60]

Onerme 1. 4. 2: (a) Her sabit fonksiyon alttan yari-siireklidir.
(b) f ve g alttan yari-siirekli fonksiyonlar ise f A g alttan yari-stireklidir.

(c) {f},., alttan yari-siirekli fonksiyonlarin ailesi ise \/f; alttan yari-siireklidir.

i€l

(d) G e T < y alttan yari-siireklidir. [60]

Onerme 1. 4. 3: T, X kiimesi iizerinde klasik bir topoloji olsun. Bu takdirde
o(T):={f | f: (X,T) = Ialttan yari-siireklidir } < I*
ailesi X kiimesi iizerinde bir (Lowen) fuzzy topolojidir.

Ispat: ([61], S 88)
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Tanim 1. 4. 4: L bir tam latis ve Uc L olsun. Eger U asagidaki 6zellikleri
sagliyorsa U kiimesine L’ nin Scott acik alt kiimesi denir. [55]
a)aeU vea<bise be U’ dur

b) D c L yonlendirilmis bir kiime ve \/De U =3d e D 0dyleki d € U’ dur.

L’ nin biitiin Scott ac¢ik alt kiimelerinin ailesi L {izerinde bir topoloji olusturur. Bu

topolojiye L’ nin Scott topolojisi denir ve T ile gosterilir.

Onerme 1. 4. 5: L bir tam dagiliml latis ve p € Pr(L) olsun. Bu taktirde L iizerindeki

Scott topoloji {x € L | x £ p} formundaki kiimeler tarafindan iiretilir. [31]

Tanim 1. 4. 6: (X,T) bir klasik topolojik uzay, L bir fuzzy latis ve
f:(X,T) = (L, Ty) bir fonksiyon olsun. Eger L’ nin her Scott a¢ik alt kiimesinin ters

goriintiisii (X, T) topolojik uzayinda agik ise f fonksiyonu Scott siirekli (veya siirekli)
olarak adlandirilir. [55]

Onerme 1. 4. 5 ten
f:(X,T) = (L,Ty) Scott siireklidir <> VpePr(L) igin f'({xeL|x<p})eT

elde ederiz.

L =T olmasi durumunda Scott siireklilik alttan yari-siireklilige denk olur, yani
f:(X,T)—>1 Scottsiireklidir < Vp € Pr(I) =[0,1)i¢in f ' ((p,]]) e T

< falttan yari-siireklidir. [55]

Onerme 1. 4. 7: (X,T) bir klasik topolojik uzay ve L bir fuzzy latis olsun. (X,T)’ den
(L, Tg)’ ye Scott stirekli olan tiim fonksiyonlarin ailesi

o, (T)={f|f:(X,T) > (L, T) Scott siirekli }

X lizerinde bir L-fuzzy topolojidir.

L= I olmast durumunda o, (T)=w(T) elde edilir.

Ispat: ([61], sayfa 88 )
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Tanim 1. 4. 8: T, X {izerinde bir klasik topoloji olmak tizere o, (T)’ ye T topolojisi
tarafindan tiretilen L-fuzzy topoloji denir.

(X,1) bir L-fuzzy topolojik uzay olsun. Eger o, (T) =t olacak sekilde X iizerinde
klasik bir T topolojisi mevcut ise (X,t) L-fuzzy topolojik uzayina topolojik olarak

tiretilmistir denir. [3]

Onerme 1. 4. 9: (X,T) bir klasik topolojik uzay, f e L* ve A < X olsun.

a) f, (X,o, (T)) de agiktir <> VpePr(L)iginf ' ({xeL|x£p})eT dir.

b) f, (X,o, (T)) de kapahdir <> Va e Liginf'({x e L|x >a}) kiimesi (X,T) da
kapalidir.

c) A, (X,T)’ de aciktir < 7y, , (X, o, (T))’ de agiktir.

d) A, (X,T)’ de kapahdir & %, , (X,0,(T))’ de kapalidir.

Ispat: ( [32], sayfa 53)

Lemma 1. 4. 10: (X,Ty) ve (Y, T,) iki klasik topolojik uzay olsun.
¢: (X, Ty) = (Y, Ty ) stireklidir & o¢:(X,0,(Ty)) = (Y, o, (T,)) fuzzy stireklidir.
[3]

Sonu¢ 1. 4. 11: KT klasik topolojik uzaylar ile onlar arasindaki stirekli
fonksiyonlarin kategorisi, L-FT de L-fuzzy topolojik uzaylar ile onlar arasindaki

fuzzy siirekli fonksiyonlarin kategorisi olsun.
o, : KT —->L-FT
T—> o (T)

olarak tanimlanan doniisiim KT ile L-FT kategorileri arasinda bir funktordur. [3]

Tanim 1. 4. 12: (X,T) bir klasik topolojik uzay olsun. Eger

“(X,T) klasik topolojik uzay1 P ozelligine sahiptir < (X, o, (T)) tiretilmis L-fuzzy
topolojik uzay1 P, ozelligine sahiptir.”

ozelligi saglaniyorsa, L-fuzzy topolojik uzaylardaki bir P, 6zelligi klasik topolojik

uzaylardaki bir P 6zelliginin iyi genellestirilmisidir denir. [3]
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2. SMOOTH L-FUZZY TOPOLOJIiK UZAYLAR

1968 yilinda Chang [2] in, bir X kiimesi iizerinde fuzzy topolojiyi tanimlamasinin
ardindan, bazi yazarlar onun taniminin yeterince “fuzzy” olmadigr konusundaki
diisiincelerini  ortaya koydular. Bu yazarlar, Chang’ in tanmimindaki ‘“fuzzy”
kavraminin sadece kiimelerin “fuzzy” olmasini igerdigini, bir fuzzy kiimesinin
aciklik kavramimin “fuzzy” olmasinin tanimlanmadiini 6ne siirmiislerdir. Bu
diistincelerin 151831nda Sostak topolojik yapinin “fuzzy” olmasi lizerinde ¢aligmalarda
bulunmustur. Bu yeni yapida Chang’ in tanimladigi topolojiden farkli olarak,
topolojinin kendisi de “fuzzy” dir, yani Chang’ in tanimindaki fuzzy topoloji, fuzzy
kiimeler ailesinin bir klasik alt kiimesi iken, Sostak [4, 5]’ i tanimladig1 fuzzy
topoloji fuzzy kiimeler ailesinin bir fuzzy alt kiimesidir. Ayrica Sostak bu
caligmalariyla kiimenin ag¢ikligini da derecelendirmistir. Ardindan bir¢ok arastirmaci
ve calisma grubu, bu konuda c¢ok cesitli tanimlar vermis ve incelemelerde
bulunmustur. Bu arastirmacilardan biri olan Ramadan [7] bu yapiyr “Smooth

Topoloji” olarak adlandirmis ve onu fuzzy latislere genisletmistir.

Bu boliimde oncelikle smooth L-fuzzy topolojik uzaylar tamtilmis ve cesitli
Ozellikleri incelenmistir. Ardindan o-Scott silirekli fonksiyonlar kullanilarak,
Ayglin [62] tarafindan incelenmis olan smooth L-fuzzy topolojik uzay ve klasik
topolojik uzay iligkisi verilmistir. Son olarak da Aygiin, Warner ve Kudri [21]" nin
smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda keyfi fuzzy kiimeleri i¢in tanimlamis oldugu
kompaktlik ve bu kompakthigin cesitli yazarlar tarafindan, smooth L-fuzzy topolojik
uzaylarda incelenmis olan zayif ve gii¢lii formlarinin tanimlar1 verilmis ve onlarin

ozellikleri incelenmistir.



2.1. Smooth L-Fuzzy Topolojik Uzaylar

Tanim 2. 1. 1: X# & ve L bir fuzzy latis olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan
t:L¥ - L déniisiimiine X iizerinde bir smooth L-fuzzy topoloji ve ya agiklifin
derecelendirilmesi denir.

AD1) t(04) =t(ly) =1

AD2) Vf,g e L* igin t(f A g) > t(f) At(g)

AD3) Y(f,),, < L igin t(\/f,) = A t(f))

iel i€l

iel
(X,t) ikilisine de smooth L-fuzzy topolojik uzay denir.
Her f e L igin t(f) degeri, f fuzzy alt kiimesinin aciklik derecesi olarak adlandirilir.

L-fuzzy topoloji (Tanim 1. 3. 1.) L*” in klasik bir alt kiimesi oldugu halde smooth

L- fuzzy topoloji L*’ in bir fuzzy alt kiimesidir. [7]

Ornek 2. 1. 2: (X,T) bir klasik topolojik uzay olsun. t:=y, :2* — 2 ={0,1} olarak
tanimladigimizda (X,T) klasik topolojik uzayini smooth fuzzy topolojik uzay olarak

g0z Online alabiliriz.

Ornek 2. 1. 3: (X, 1) bir L-fuzzy topolojik uzay olmak iizere t:=y_ : L* —2={0,1}
olarak aldigimiza (X,t) L-fuzzy topolojik uzaymi smooth L-fuzzy topolojik uzay

olarak g6z oniine alabiliriz.

Tamm 2. 1. 4: Asagidaki 6zellikleri saglayan c:L* — L déniisiimiine X iizerinde
kapaliligin bir derecelendirilmesi denir. [7]

KD1) c(0,) =c(l,) =1

KD2) Vf,g e L* igin c(f v g) > c(f) A c(g)

KD3) V(f,),, = L i¢in c(A f;) 2 Ac(f))

i€l i€l

iel]
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Onerme 2. 1. 5: t, X iizerinde bir smooth L-fuzzy topoloji olsun.
c,:L*>L
f >c (f)=t(")

olarak tanimlanan doniisiim X {izerinde kapaliligin derecelendirilmesidir. [7]

Onerme 2. 1. 6: ¢, X iizerinde kapaliligin bir derecelendirilmesi olsun.
t.:L* >L
f >t (f)=t{")

olarak tanimlanan doniisiim X iizerinde bir smooth L-fuzzy topolojidir. [7]

Sonu¢ 2. 1. 7: t ve ¢, X ilizerinde sirasiyla smooth topoloji ve kapaliligin

derecelendirilmesiise t, =t ve ¢, =c’ dir.

Tanim 2. 1. 8: t, ve t, X lizerinde iki smooth topoloji olsun.
Vfe L* igin t,(H>t,(f) ise t,, t,” den giiclii veya t,, t,” den zayif denir ve

t, > t, ile gosterilir. [7]

Onerme 2. 1. 9: {t, |ieJ} ailesi X iizerinde smooth L-fuzzy topolojilerin bir ailesi
ise

t=Adt |1€]}, t(f) = A{t;(H) 1€ ]}

ile tanimlanan t : L* — L doniisiimii X iizerinde bir smooth L-fuzzy topolojidir.

Ispat: ([4], S 372)

Teorem 2. 1. 10: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve A < X olsun.
t,:L* >L
f —>t,(f)=\{t@lgel" veg, =1}

olarak tanimlanan doniisiim A {izerinde bir smooth L-fuzzy topolojidir. [7]

Ispat: ([4], S 372)
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Tanim 2. 1.11: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve A < X olsun. (A,t,)
smooth L-fuzzy topolojik uzayma (X,t)’ nin bir alt uzayr ve t,’ ya ise t’nin A

tizerinde tirettigi smooth L-fuzzy topoloji denir. [7]

Teorem 2. 1. 12: (A,t,), (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzaymin bir alt uzay: ve
f e L™ olsun.

a) e, (H)=\/{c(®)|gel” ve g, =f}

b) Bc Ac X ise t; =(t,); saglanir.
Ispat: ([4], S 373)

Tamm 2. 1.13: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve feL* olsun. f nin

smooth i¢i ve smooth kapanisi sirasiyla
fi=\/{helX|h<f ve t(h)> 0}
fi= a{he ¥ [f<h ve t(h')> 0}

olarak tanimlanir. [47]

Onerme 2. 1. 14: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f,g € L* olsun.
a) ng:tiSé ve fsé

b) (F) = (£) ve (£)' = (")

) t(f)>0=f=Ff

d)c(f)>0=f=f
Ispat: ([47], S 84-85)

Tanim 2. 1. 15: (X, ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X —->Y
bir doniisiim olsun.
a) @ smooth siireklidir : <> Vf € L' igin t, (9" (f)) > t, (f) [7]

b) ¢ smooth zayif siireklidir : <> Vf € L" igin t, (f) >0 ise t (¢~ (f)) >0 [4]
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Tanimlar karsilastirildiginda smooth siirekli her fonksiyonun smooth zayif siirekli

oldugu goriiliir.

Teorem 2. 1. 16: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X > Y
bir doniisiim olsun. [4]

a) @ smooth siireklidir < Vf e L" icin Ci, (7' (f) = ¢, (f)

b) ¢ mooth zayif siireklidir < Vf e L” i¢in ¢, (f)>0isec (@' (f)) > 0 saglanir.

Teorem 2. 1. 17: (X,ty), (Y,ty)) ve (Z,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:X—>Y, y:Y > Z smooth siirekli doniistimler ise yo@:X — Z donlsimii

smooth siireklidir. [7]

Teorem 2. 1. 18: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X —>'Y

smooth siirekli ve A < X ise @, :(A,t,) = (Y,t,) smooth sireklidir. [7]

Onerme 2. 1. 19: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve @: X — Y

doniisiimii smooth siirekli ise her g € LY i¢in (¢ (g)) <o~ (é) saglanir.

Ispat: ([47], S 86)

t

Tanim 2. 1. 20: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar, ¢, ve ¢

Y

sirastyla X ve Y iizerinde kapaliligin bir derecelendirilmesi ve ¢:X — Y bir
dontisiim olsun. [7]

a) @ smooth agiktir denir : <> Vf € L™ i¢in t, (¢(f)) > t, (f)

b) ¢ smooth kapalidir denir : < Vf e L* igin ¢, (o(f))zc, ()
Tanim 2. 1. 21: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar olsun.

¢:X —>Y doniisiimiine smooth homeomorfizm denir : < ¢ bire-bir, orten, ¢ ve

¢~ smooth siireklidir. [4]
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Tanim 2. 1. 22: Smooth homeomorfizmi altinda korunan 6zellige smooth topolojik

ozellik denir. [4]

Teorem 2. 1. 23: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X > Y
bire-bir, orten bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

a) ¢ smooth homeomorfizmdir.

b) @ smooth agik ve smooth siireklidir.

¢) ¢ smooth kapal1 ve smooth siireklidir. [4]

2.2. Klasik ve Smooth L-Fuzzy Topolojik Uzaylar Arasindaki iliskiler

Tanim 2. 2. 1: (X, T) bir klasik topolojik uzay ve o € L olsun.

f:(X,T) > (L, Tg) fonksiyonu o -Scott siireklidir: <> o £ p olan her p € pr(L) i¢in
f'(faecL:agp})eT dir [21]

L =1 ise a-Scott siireklilik a -alttan yari siireklilige denktir, yani

f:(X,T)>I oa-Scott siireklidir:<<> o >p olan her pepr(l)=[0,1) icin

(D eT

< f o -alttan yan stireklidir.

Bu tanimlardan asagidakiler kolaylikla goriiliir:
Scott siirekli her fonksiyon her a € L i¢in a -Scott stireklidir.
Scott stirekli her fonksiyon 1-Scott stireklidir.

Her fonksiyon 0-Scott siireklidir.

Lemma 2. 2. 2: f,g:(X,T)—>L iki fonksiyon olsun. Her pepr(L) igin
(frg)'(aeL|atp))=f'(JaeL|atpl)ng'({acL|a£p}) saglanir.

Ispat: xe (fAg)'({faeL|atp})

S (Erg)x)ELp & f(xX)Ag(x)£p

Sf(x)Lp ve gx)£p © xef'({tel|tLp)) vexeg'({teL|t£p))
oxef'(faellagtpl)ng'({fael]atp))

23



Lemma 2. 2. 3: Vie] icin f, : (X,T) - L bir fonksiyon olsun. Her p € pr(L) i¢in

(vf)'({faeLlatp})=Jf'({acL|a%p}) saglan.

iel] i€l

Ispat: x e (\/f,))'(faeLl]atp}) & ()LD

ie) iel
oJiel  f(x)£p ©3Jiel : xef'(faeL|atp))

exelJf (facLlazp)

Lemma 2. 2. 4: (X, T) bir klasik topolojik uzay olsun.
a) f,g:(X,T)—>L srasiyla o,-Scott siirekli ve o,-Scott siirekli ise
fAag:(X,T)>L a, A a,-Scott stireklidir.

b) Viel igin f, :(X,T) > L a;-Scott siirekli ise \/f; :(X,T) >L A a,-Scott

ieJ ieJ
stireklidir.

Ispat: a) f ve g sirastyla o, -Scott siirekli ve a,-Scott siirekli, p epr(L) ve
o, Ao, £p olsun. Buradan o, £p ve a, £ p olur.

f o, -Scott siirekli oldugundan f'({facL|atp})eT ve g a,-Scott siirekli

oldugundan g'(faeL|atp})eT dir.

p asal oldugundan Lemma 2. 2. 2’ den
(frg'(facLlatp))=f'(facLlatp})ng’({acL|azp})
=fAg a, A a,-Scott stireklidir.

b) A a; £p olan p € pr(L) alalim.

i€l
=Viel igin o, £p
Viel igin f; a,-Scott siirekli oldugundan f'({a e L|a £ p}) € T~ dir. Buradan

Ufi_l({a eL|afp})eT elde ederiz.
i€l
Lemma2.2.3" den (\/f))'(faeL|a%p}) = Jfi'(facL|a%p})eT dir

i€l i€l

=1, A0, -Scott siireklidir.

iel i€l
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Teorem 2. 2. 5: T, X {izerinde bir klasik topoloji olmak {izere
o L* > L
f > o (f)=\/{aeLlL|f a-Scottsirekli}

doniistimii X tizerinde bir smooth L-fuzzy topolojidir.
Ispat: (S1) Sabit her fonksiyon Scott siirekli ve Scott siirekli her fonksiyon 1-Scott

stirekli oldugundan ®;(0y) = ®,(1y)=1 olur.
(S2) f,g e L* alalim.

o (f) =\/{oe L|f a-Scott siirekli}
o (g) =\/{AeL|g A-Scott siirekli}
o (fArg)=\/{BeL|fArg B-Scottsirekli} olsun.

L tam dagilimli oldugundan

o (Ao (g)=\/{aeL|f a-Scottsiirekli} A\/{A € L|g A -Scott siirekli}
=yviaAreL|f a-Scottsiirekli, g A-Scott siirekli}

Iddia ediyoruz ki;
A={aArrelL|f a-Scottsiirekli, g A -Scott stirekli}
c{BeLl|fAg B-Scottsiirekli} =B

saglanir. Gergekten
aAreA = f a-Scott siirekli ve g A -Scott stireklidir.

Lemma 2. 2.4 (a)’ dan f A g, o A A -Scott stireklidir. Eger B:=aAA B

=>AcB = yASB = o (fArg) 2o (f) Ao (g) elde edilir.

(S3) (f,),, = L* alalm.

Viel i¢in o (f;) =\/{a; | f; o, -Scott stirekli} ve

o (/) =\ {BeLlL|\/f B-Scottsiirekli} olsun.
iel ie]

L tam dagilimli oldugundan,

A0 (f)= A(/1a; e L] a; -Scott siirekli})

i€l iel]
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=viAaQ;, e L|f; a;-Scottsiirekli} olur.

Iddia ediyoruz ki
A={aqa;|f a;-Scottsirekli}c {BeL|\/f; B-Scottsiirekli} =B

i€l i€l
saglanir. Gergekten

A €A = Viel igin f; ,a;-Scott streklidir.

i€l

Lemma 2. 2. 4. (b)’ den \/f,, A, -Scott siirekli olur. Eger B:= A0, €B

i€l i€l i€l

=>AcB =\ yA<\B = o;(/f) 2 A0 (f) elde edilir.

i€l i€l

Not: L = I olmast durumunda, o-Scott stireklilik o -alttan yari-siirekilige denk
oldugundan
o 1F 1

f = o (f)=\/{ael|f a-alttan yan - siirekli}

olur.

Tanim 2. 2. 6: Bir onceki teoremde elde edilen o, smooth L-fuzzy topolojisine T
klasik topolojisi tarafindan iiretilmis smooth L-fuzzy topoloji veya kisaca iiretilmis
smooth L-fuzzy topoloji ve (X, ®,) smooth L-fuzzy topolojik uzaymna da iiretilmis

smooth L-fuzzy topolojik uzay denir. [21]

(X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzayinin iiretilmis olmasi icin gerek ve yeter sart

o, =t olacak sekilde bir T klasik topolojisinin var olmasidir.

Lemma 2. 2. 7: (X, T) bir klasik topolojik uzay ve A < X olsun.

Ae T o (x,)=0.

Ispat: (=>) A €T olsun. y, siireklidir, buradan da ¥, Scott siireklidir. Bdylece 7 ,
1-Scott siireklidir. Dolayisiyla @, (y,) =1 0 olur.

(<)o (x,) =0 olsun.

o (x,) =\ taeLl|y, a-Scottsirekli} # 0
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=3JaeLl : x, a-Scott streklidir.
= atp olan Vpepr(L) i¢in y,'(facL|atp})eT

= x.({aeLl|agtp})=AeT dir.

Lemma 2. 2. 8: (X,Ty) ve (Y,T,) klasik topolojik uzaylar ve ¢:X —Y bir
donistim olsun. ¢:(X,Ty) > (Y,Ty) sireklidir <  ¢:(X,0,)—>(Y,0)
smooth siireklidir.

Ispat: ¢:(X,Ty)—> (Y,T,) siirekli olsun.

f e LY alalim. Buradan

o (f)=\/BeLl|f:(Y,Ty) > L B-Scottsirekli} * dir.

Iddia ediyoruz ki
A={BeL |f B-Scottsiirekliic{aeL | ¢ '(f) o-Scott siirekli}=:B
saglanir. Gergekten

BeA=1f:(Y,T,) > L PB-Scott siireklidir.
= B« p olanher pepr(L) igin f'(faeL|a£p})eT,’ dir.
¢:(X,Ty) = (Y, T,) siirekli oldugundan £ p olan her p € pr(L) i¢in
¢ ' (f'(facL|atp})eTy
¢ '(f'(facLlazp}) ={xeX|o (f)(x)Lp}
= {x e X[ f(o(x)) £ p}
={xeX|ox)ef ' (facL|atp})}
={xeX|xeo ' (f'(facL|aZp}))}
=¢ '(f'(facLlagp})eTy
= ¢ '(f):(X,Ty) > L P-Scott siireklidir. Dolayisiyla pe B’ dir. Buradan da

A c B elde edilir ve \/ A <\/B saglanur.

Dolayistyla da @y (¢ () > o (f)’ dir.
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Sonug 2. 2. 9: Klasik topolojik uzaylar ile onlar arasindaki siirekli fonksiyonlarin
kategorisi TOP, smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ile onlar arasindaki smooth siirekli
fonksiyonlarin kategorisi SLFT olmak iizere,

®: TOP —» SLFT
T - o) =0,

olarak tanimlanan doniisiim bu kategoriler arasinda bir funktordur. [21]

Boylece, bir klasik topolojik uzaydan bir smooth L-fuzzy topojik uzay ve bunun
sonucunda da TOP ile SLFT kategorileri arasinda bir funktor elde ettik. Bu smooth
L-fuzzy topolojik uzaylar icin * 1yi genellestirme’ kriterini verir. Eger

“(X,T) klasik topolojik uzay P 06zelligine sahiptir < (X,®;) smooth L-fuzzy
topolojik uzay P; 6zelligine sahiptir.”

ozelligi saglaniyorsa, smooth L-fuzzy topolojik uzaylardaki P, 6zelligi klasik

topolojik uzaylardaki P 6zelliginin 1yi genellestirilmesidir denir. [21]

Lemma 2. 2. 10: t, X iizerinde bir smooth L-fuzzy topoloji olsun.

y(t)={A < X|t(y,) =1} ailesi X iizerinde bir klasik topolojidir.

Ispat: (T1) x,= 04 ve xx=1x vet(04)=t(1,) =1 oldugundan &, X € y(t) olur.
(T2) G,He y (t) = t(ys)=1vet(yy)=1olur.

t(Xoan )=t (X A %) ve t X iizerinde smooth topoloji oldugundan

(X6 A Xu)2UA) AU xy) =1 dir.
=>t(Xgn )=l = GNH e y(t) olur.
(T3) (G;)

i€l

cy() = Viel igint(ys )l = A t(xg, )=1 olur.

i€l
t(XU o )=t/ %, ) vet, X iizerinde smooth L-fuzzy topoloji oldugundan

i€l

t(XUGi )2 At(Xg ) =1" dir. Buradan t(;(UGi ) =1 dolayisiyla da UGi e y(t) elde

i€l i€l

edilir.
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Lemma 2. 2. 11: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X —>Y
bir dontisiim olsun.

¢: (Xty)—(Y,ty)smooth siirekli ise ¢ : (X,y (ty)) = (Y,y(t,)) stireklidir.
Ispat: ¢: (X, ty) = (Y, t) smooth siirekli olsun.

G € y (ty) alalim.

y(ty )’ nin tanimindan t, () =1’ dir.

t(x(p,l(G)) =t(¢"'()g)) ve @ smooth siirekli oldugundan t(x(p,l(G)) 2ty (xg) =1

= t(qu'(c)) =1= 0 (G ey(t) = ¢: (X y(ty)) = (Y,y(ty)) siirekli olur.

Sonug 2. 2. 12: Klasik topolojik uzaylar ile onlar arasindaki siirekli fonksiyonlarin
kategorisi TOP, smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ile onlar arasindaki smooth siirekli
fonksiyonlarin kategorisi SLFT olmak iizere,

v : SLFT —> TOP

t - y(t)

olarak tanimlanan doniisiim bu kategoriler arasinda bir funktordur.[21]

Onerme 2. 2. 13: y: SLFT — TOP ve ®: TOP — SLFT olmak iizere oo
funktoru idantiktir.
ispat: (woo)(T) = y(or) ={AcX|0:(,) =1} ={AcX|AeT}=T

2.3. Smooth L-fuzzy Topolojik Uzaylarda Kompakthklar

Tanim 2. 3. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth kompakttir: < Vp e pr(L) ve (\/f;)(x) £p (g(x)=p’) olacak bigimdeki

i€l
L-fuzzy kiimelerinin her {f, | t(f,) £ p},., < L™ ailesi i¢in

Fe2” @ (X)) £p (g(x)2p') saglanir.

ieF

g =1, ise (X,t) smooth kompakt L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.
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t crisp ise, yani t: L* — {0,1} ise, bu tamim asagidaki gibi olur:

g (smooth) kompakttir:<> Vpepr(L) ve (f)X)£p (g(x)=p’) olacak

ie]
bigimdeki L-fuzzy kiimelerinin her {f, | t(f;) =1},_, < L™ ailesi i¢in

FFe2” : (X)) £p (g(x)2p’) saglanir. [21]

ieF

Boylece, t’ nin crisp olmasi durumunda smooth kompaktlik Warner ve McLean [31]
tarafindan tlim uzay i¢in tanimlanan ve Kudri [26]’ nin keyfi L-fuzzy kiimelerine
genellestirdigi L-fuzzy kompaktlik tanimina denk olmaktadir. Dolayisiyla, smooth
kompaktlik L-fuzzy kompaktligin smooth L-fuzzy topolojik wuzaylara bir

genellestirmesi olur.

L=I olmas1 durumunda biitiin uzay i¢in kompaktlik tanimi agsagidaki sekilde olur:

(X,t) (smooth) kompakttir:<> Vpe[0,]) ve (\/f)(x)>p (Vx e X) olacak

iel

bigimdeki L-fuzzy kiimelerinin her {f; | t(f,) > p}.., < L* ailesi igin

iel]

Fe2” : (i) >p (VxeX)’dir

ieF

Bu durumda, eger t crisp ise I-fuzzy topolojik uzaylardaki kompaktlik Lowen [3]” in

giiclii fuzzy kompaktlik tanimina denk olur.

Teorem 2. 3. 2: (X, T) klasik topolojik uzay1 kompakttir < (X, ;) tretilmis smooth

L-fuzzy topolojik uzay1 smooth kompakttir.
Ispat: ([62], S 179)

Teorem 2. 3. 3: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X ->Y
doniisiimii her y € Y icin ¢'(y) sonlu olacak bigimde smooth siirekli bir doniisiim

olsun. g € L* smooth kompakt ise ¢(g) € L" smooth kompakttir.
Ispat: ([43], S 71)
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Tanim 2. 3. 4: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth hemen hemen kompakttir:<> Vp e pr(L) ve (\/f)(x)£p (g(x)=p’)

i€l

olacak bicimdeki L-fuzzy kiimelerinin her {f, | t(f,) £ p},., < L* ailesi i¢in

i€l

JF 2 (v f_i)(X) £p (g(x)=p’) saglanir.

ieF

g=1, ise (X,t) smooth hemen hemen kompakt L-fuzzy topolojik uzay olarak

adlandirlir.

t crisp ise, yani t: L® — {0,1} ise, bu tanim asagidaki gibi olur:

g (smooth) hemen hemen kompakttir: < Vp e pr(L) ve (\/f)(x)£p (g(x)=p’)

iel]

olacak bicimdeki L-fuzzy kiimelerinin her {f, | t(f,) =1},_, < L™ ailesi igin

i€l

JF 2 (\/f_i)(X) £p (g(x)=p') saglanir. [43]

ieF

Boylece, t’ nin crisp olmasi durumunda smooth hemen hemen kompaktlik Warner
[42] tarafindan tanimlanan ve Kudri [36]’ nin keyfi L-fuzzy kiimeleri i¢in
genellestirdigi hemen hemen kompaktlik tanimina denk olmaktadir. Dolayisiyla,
smooth hemen hemen kompakthik L-fuzzy topolojik uzaylardaki hemen hemen

kompaktligin smooth L-fuzzy topolojik uzaylara bir genellestirmesi olur.

L=I olmas1 durumunda biitiin uzay i¢in kompaktlik tanimi1 asagidaki sekilde olur:

(X,t) (smooth) hemen hemen kompakttir: < Vp €[0,1) ve (\/f;)(x) >p (VxeX)

i€l

olacak bigimdeki L-fuzzy kiimelerinin her {f, | t(f,) > p},., < L™ ailesi i¢in

i€l

Fe2? : () >p (VxeX)’ dir

ieF

Bu durumda, eger t crisp ise I-fuzzy topolojik uzaylardaki kompaktlik Lowen [25]

1 hemen hemen kompaktlik tanimina denk olur.
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Teorem 2. 3. 5: (X,T) klasik topolojik uzayr hemen hemen kompakttir < (X, 0,)

tiretilmis smooth L-fuzzy topolojik uzay1 smooth hemen hemen kompakttir.

Ispat: ([43], S 67)

Teorem 2. 3. 6: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X —>Y
doniisiimii her y € Y icin ¢'(y) sonlu olacak bigimde smooth siirekli bir doniisiim

olsun. g € L* smooth hemen hemen kompakt ise ¢(g) € LY smooth hemen hemen

kompakttir.
Ispat: ([43], S 71)

Tanim 2. 3. 7: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth yakin kompakttir: < Vpepr(L) ve (\/f)(X)£p (g(x)=p’) olacak

i€l

X . o e e
oy € L ailesi igin

bi¢imdeki L-fuzzy kiimelerinin her {f. | t(f,) £ p}

FFe2?V i (v f_i)(x) £p (g(x)=p’) saglanir.

ieF
g =1 ise (X,t) smooth yakin kompakt L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.

t crisp ise, yani t: L* — {0,1} ise, bu tamim asagidaki sekilde elde edilir:

g (smooth) yakin kompakttir: < Vpepr(L) ve (\vf)(x)£p (g(x)=p’) olacak

i€l

bigimdeki L-fuzzy kiimelerinin her {f, | t(f,) =1},_, < L* ailesi i¢in

i€l

Fe2? : (W)X Lp (2(x)>p') saglanir. [43]

ieF

Boylece, t’ nin crisp olmasi durumunda smooth yakin kompaktlik Warner ve Kudri
[36] tarafindan tanimlanan yakin kompaktlik tanimina denk olmaktadir. Bu durumda
smooth yakin kompakthik L-fuzzy topolojik uzaylardaki yakin kompaktligin smooth

L-fuzzy topolojik uzaylara bir genellestirmesi olur.
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L=I olmas1 durumunda biitiin uzay i¢in kompaktlik tanimi1 agsagidaki sekilde olur:

(X,t) (smooth) yakin kompakttir: < Vp €[0,1) ve (\,f;)(x)>p (Vx € X) olacak

iel]

X . o e e
oy € L7 ailesi igin

bigimdeki L-fuzzy kiimelerinin her {f. | t(f,) > p}

Fe2? : (X)) >p (YxeX)’ dir

ieF

Bu durumda, eger t crisp ise I-fuzzy topolojik uzaylardaki kompaktlik Lowen [25]

in hemen hemen kompaktlik tanimi ile ¢akisir.

Teorem 2. 3. 8: (X,T) klasik topolojik uzayr yakin kompakttir & (X, ;) tretilmis

smooth L-fuzzy topolojik uzay1 smooth yakin kompakttir.

Ispat: ([43], S 68)

Teorem 2. 3. 9: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X =Y
doniisiimii her y e Y icin ¢ ' (y) sonlu olacak bigimde smooth siirekli bir doniisiim

olsun. geL* smooth yakin kompakt ise ¢(g)eL” smooth hemen hemen

kompakttir.
Ispat: ([43], S 72)

Teorem 2. 3. 10: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth kompakt = g smooth yakin kompakt = g smooth hemen hemen
kompakttir.
Ispat: ([43], S 69)

Tanim 2. 3. 11: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay1 regiilerdir: << Vp € pr(L) ve
t(f) £ p olacak bicimdeki her f € L* i¢in

f=\/{geLl®|t(g)>t(f) ve g <f} dir. [43]
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Teorem 2. 3. 12: Smooth hemen hemen kompakt ve smooth regiiler L-fuzzy
topolojik uzay1 smooth kompakttir.

Ispat: ([43], S 69)

Teorem 2. 3. 13: Smooth yakin kompakt ve smooth regiiler L-fuzzy topolojik uzay1
smooth kompakttir.
Ispat: ([43], S 69)

Tanim 2. 3. 14: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f € L™ olsun.
f smooth yari-aciktir: < Vp € pr(L) icin Ige L* dyle ki t(g)£p ve g<f Sé dir.
[45]

Tanmm 2. 3. 15: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X —>Y
doniisiim olsun.

a) ¢ smooth yari-siireklidir: <> Vpepr(L) ve t,(g)<p olan her geL" igin
¢ ' (g) smooth yari-agiktir.

b) ¢ smooth kararsizdir: <> Her g e L' smooth yari-acik i¢in ¢~'(g) € L* smooth

yari-agiktir. [45]

Tanim 2. 3. 16: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L™ olsun.

g smooth RS-kompakttir:< Vpepr(L) ve (f)(x)£p  (g(x)=p’) olacak

i€l

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L* ailesi igin

iel]
Fe2? ()X Lp (g(x)2p') saglanir. [45]

ieF

g =1, ise (X,t) smooth RS-kompakt L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.
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t crisp ise, yani t: L* — {0,1} ise, bu tamim asagidaki gibi olur:

g (smooth) RS-kompakttir: <> Vpepr(L) ve (\/f)(x)£p (g(x)>p’) olacak

i€l

bigimdeki yari-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),_, < L™ ailesi igin

i€l

FFe2V i (v f_i)(x) £p (g(x)=p’) saglanir.

ieF

Boylece, t° nin crisp olmasi durumunda smooth yakin kompakthik Kudri [32]
tarafindan tanimlanan RS-kompakthik tanimma denk olmaktadir. Bu durumda
smooth RS-kompaktlik L-fuzzy topolojik uzaylardaki RS-kompaktligin smooth L-

fuzzy topolojik uzaylara bir genellestirmesi olur.

Teorem 2. 3. 17: (X,T) klasik topolojik uzayr RS-kompakttir< (X, ®;) tretilmis

smooth L-fuzzy topolojik uzay1r smooth RS-kompakttir.
Ispat: ([4], S 230)

Teorem 2. 3. 18: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X > Y
doniisiimii her yeY igin ¢ '(y) sonlu olacak bicimde smooth yari- siirekli bir

doniisiim olsun. g e L* smooth RS-kompakt ise ¢(g) € L” smooth hemen hemen

kompakttir.
Ispat: ([45], S 230)

Tanmm 2. 3. 19: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.
g smooth S-kapalidir: & Vp e pr(L) ve (\/f)(x) £p (g(x)=p’) olacak bicimdeki

i€l

X . PR
oy € L ailesi i¢in

smooth yari-acik L-fuzzy kiimelerinin her (f))

FFe2V i (v f_i)(x) £p (g(x)=p') saglanir. [45]

ieF

g =1 ise (X,t) smooth S-kapali L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.
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Teorem 2. 3. 20: (X,T) klasik topolojik uzayr S-kapalidir&< (X, ) iretilmis

smooth L-fuzzy topolojik uzay1 smooth S-kapalidir.
Ispat: ([45], S 230)

Teorem 2. 3. 21: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve ¢: X ->Y
doniisiimii her yeY icin ¢'(y) sonlu olacak bigimde smooth siirekli ve smooth

kararsiz bir doniisiim olsun. g € L* smooth RS-kompakt ise ¢(g) € LY smooth S-

kapalidir.
Ispat: ([45], S 232)

Boylece, asagidaki diyagram elde edilir:

S-kapali

A

RS-kompakt Hemen hemen kompakti

N

Yakin kompakt

Tanim 2. 3. 22: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzayina tamamen baglantisiz uzay

(fuzzy extremally disconnected) denir:<> Vp e pr(L) ve t(f)£p olan her f e L*

igin t(t_‘) £ p saglanir. [45]

Teorem 2. 3. 23: (X,t) bir smooth tamamen baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay olmak
lizere asagidakiler denktir:

a) X smooth RS-kompakttir.

b) X smooth hemen hemen kompakttir.

¢) X smooth yakin kompakttir.

d) X smooth S-kapalidir.

Ispat: ([45], S 230)
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3. SMOOTH GUCLU KOMPAKTLIK VE SMOOTH P-KAPALILIK

Klasik topolojik uzaylarda giiclii kompaktlik, 1982 yilinda Atia, EI Deeb ve Hasamin
[63] tarafindan On-acik kiimeler yardimiyla tanimlanmistir: X klasik topolojik
uzayinin giiglii kompakttir ancak ve ancak X’ in her 6n-agik ortiimii sonlu bir alt

ortiime sahiptir. Benzer diislinceyle P-kapaliligin tanimi1 da verilmistir.

Fuzzy topolojik uzaylarda giicli kompaktlik ve P-kapalilik tanimlar1 Nanda ve
Zahran [65] tarafindan ¢alisilmistir. Kudri ve Warner [37] 1995 yilinda L-fuzzy
topolojik uzaylarda keyfi L-fuzzy kiimelerinin giicli kompaktligi tanimlamis ve
ozelliklerini incelemistir. 2000 yilinda, Aygiin ve Kudri [66] keyfi L-fuzzy
kiimelerinin ~ P-kapaliligim1  tanimlayarak, ozelliklerini = arastirmis  ve  diger

kompaktliklarla iligkilerini incelemistir.

Bu béliimde smooth giiglii kompaktlik ve smooth P-kapaliligin temel yap1 tasi olan
smooth On-agik kiimeler tanimlanarak ozellikleri incelenmistir. Ardindan smooth
gliclii kompaktlik ve smooth P-kapalilik tanimlanmais, cesitli 6zellikleri arastirilarak

diger kompaktlik tanimlariyla iliskileri incelenmistir.



3.1. Onerilen Tammlar

Tanmm 3. 1. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f € L™ olsun.

a) f smooth 6n-aciktir:<> f < f

b) f smooth 6n-kapalidir:< F<f

¢) Eger f hem smooth 6n-acik hem de smooth on-kapali ise f smooth 6n K-agik

olarak adlandirilir.

Onerme 3. 1. 2: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f € L* smooth én-agik

ise f' € L* smooth 6n-kapalidir.
Ispat: f smooth 6n-acik ise f < f > dir. Buradan

() <f'= ((f))” <f'= (f")" <f" dir. Dolayisiyla ' € L* smooth én-kapalidir.

Tanmm 3. 1. 3: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay olsun. f e L* kiimesinin

smooth On-i¢i, smooth 6n- kapanisi sirasiyla

f=\/{gel"|g<f veg smooth 6n-agik}
f=alge L*|g>f veg smooth dn-kapali}

olarak tanimlanir.

Acik olarak f<_f <f ve %Sof <f saglanir.

Ayrica f € L* smooth én-agik ise ,f =f ve smooth 6n-kapaliise _f =’ dir.

Onerme 3. 1. 4: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f € L* olsun.
a) Her p e pr(L) i¢in t(f) £ p ise f smooth on-agiktir.

b) Her p € pr(L) i¢in ¢, (f) £ p ise f smooth 6n-kapalidir.

c) (_L)'=(f") ve (.f)'=_(f") saglanir.
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Ispat: (a) p e pr(L) ve t(f) £ p olsun. Buradan t(f)>0’ dir.

Onerme 2. 1. 14.(c)’ den f = f > dir. Ayrica f <f oldugundan f =f<f saglanir.
Dolayisiyla f smooth 6n-agiktir.
(b) pepr(L) ve c (f)£p olsun. Buradan t(f') £p’ dir. (a)’ dan f' smooth 6n-

acik, dolayisiyla da f smooth 6n-kapalidir.
(c)
(_f)'=(AtheL*|[f<h ve h smoothon -kapali})’

=\ {h'|hel* h'<f’" ve h'smoothon -agik}
=\ {kel*|f'<k ve k smooth &n-agik}

=.(f"
elde edilir.

Tanim 3. 1. 5: (X,t,) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar olsun.
0:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimiine;
a) smooth 6n-kararsizdir denir: < Her geL” smooth 6n-acik icin ¢ '(g) e L™

smooth on-agiktir.

b) smooth zayif On-kararsizdir denir: < geL' smooth 6n-acik icin

¢ (2) < .(¢7(Lg)

Tanim 3. 1. 6: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth gii¢lii kompakttir:<> Vpepr(L) ve (\/f)(X)£p (g(x)=p’) olacak

iel

bigimdeki smooth 6n-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f),_, < L* ailesi igin

iel

FFe2V (i) £p (g(x)2p’)’ dir.

ieF

g =1, ise (X,t) smooth gii¢lii kompakt L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.
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t smooth L-fuzzy topolojisinin crisp olmasi durumunda; yani t:L* — {0,1} olmasi

durumunda bu tanim Kudri [37] tarafindan L-fuzzy topolojik uzaylarda verilmis olan

giiclii kompaktlik tanimina denk olmaktadir.

Tanim 3. 1. 7: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth P-kapalidir: < Vp e pr(L) ve (\/f,)(x) £p (g(x) 2 p") olacak bigimdeki

i€l

smooth &n-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f;),_, < L* ailesi igin

i€l

FFe2” (o) Lp (gx)2p')’ dir.

ieF
g =1 ise (X,t) smooth P-kapali L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.

t smooth L-fuzzy topolojisinin crisp olmasi durumunda; yani t:L* — {0,1} olmasi

durumunda bu tanim Aygiin ve Kudri [66] tarafindan L-fuzzy topolojik uzaylarda

verilen P-kapaliliga denk olmaktadir.

3.2. Diger Karakterizasyonlar

Teorem 3. 2. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth gii¢lii kompakttir < Vae M(L) ve (Af)(X)Z2a (g(x)=a) olacak

i€l

bigimdeki smooth &n-kapali L-fuzzy kiimelerinin her (f,),_, < L* ailesi igin

iel

FFe2? : (AfDX)Za (g(x)=a) saglanr.

ieF

Ispat: (=)o eM(L) ve g(x)>o olan her xeX igin (Af)(X) 2o olacak

i€l

bigimdeki smooth &n-kapali L-fuzzy kiimelerinin (f;),_, < L™ ailesini alalim.

i€l

VieJ igin f, € L* smooth &n-kapali ise f; € L* smooth &n-agik ve

aeM(L) < p:=a'epr(L) oldugundan

g(x) 2 p’ olan her x € X i¢in (A f,)'(x) = (\/f, )(X) £ o' =p saglanir.
i€l i€l

g smooth giiclii kompakt oldugundan
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FFe2 : g(x)2p’ olan her x € X i¢in (\/ fi,)(x) £p

ieF
= g(x) 2 a olan her x € X i¢in (A f;)(x) 2o elde edilir.
ieF
(<) Sag taraf saglansin.
pepr(L) ve gx)=p' olanher x € X igin (\/f)(x)£p olacak bicimdeki

iel]

smooth 6n-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L™ ailesini alalim.

iel]
pepr(L) < a:=p e M(L)’ dir ve g(x)>a olanherx € X i¢in (/\fi’)(x) zo
i
dir. Hipotezden
JF €2 : g(x) > a olan her x € X i¢in (/\fil)(x) %o
ieF
= 3Fe2" : g(x)>p’ olanher x € X i¢in (v £p
ieF

Sonug olarak g smooth giiclii kompakttir.

Teorem 3. 2. 2: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.
g smooth gii¢clii kompakttir <> Vpepr(L) ve (\/f, vg)(x)£p (VxeX) olacak
iel]

bigimdeki smooth &n-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),_, < L™ ailesi i¢in

i€l
FFe2” : (yiive)x)£p (VxeX)’ dir.

ieF
Ispat: (=) pepr(L) ve her x € X igin (v 1 vg)(x)£p olacak bigimdeki smooth

iel

on-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L* ailesini alalim.

i€l

vx e X igin (\/f; vg)(x) = ()X vE(x)£p

iel iel]

= g(x) 2 p’ olacak bigimde her x € X igin (\/f;)(x) £ p

i€l
g smooth giiclii kompakt oldugundan
JF €2 : g(x)=p’ olanher x € X i¢in (v £p

ieF
x € X keyfi alalim.
gx)<p=>(/Hx)£p=(/five)x) £p

ieF ieF
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gX)Lp=>(yfive)x) £p

ieF

= Vx e X i¢in (\/f; vg)(x)£p’ dir.

ieF

(<)pepr(L) ve g(x)=p’ olanherx e X i¢in (\/f;)(x)£p olacak bicimdeki

i€l

smooth 6n-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),, < L™ ailesini alalim. Buradan,

i€l

Vx e X i¢in (\/f; v g')(x) £ p’ dir. Hipotezden

iel]

Fe2¥ :vxeXicin (i ve)x)Lp’ dir

ieF

= g(x) 2 p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p saglanir.

ieF

Sonug olarak g smooth gii¢lii kompakttir.

Teorem 3. 2. 3: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth P-kapalidir < Va e M(L) ve (A f)(X) Za (g(x)=a) olacak bigimdeki

iel

smooth &n-kapali L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L™ ailesi igin

i€l

JFe2 (A )X) 2o (g(x)=a) saglanir.

ieF

[spat: (=) aeM(L) ve g(x)>a olanher x € X igin (Af)X)Za olacak

i€l

bigimdeki smooth &n-kapali L-fuzzy kiimelerinin (f,)._, < L™ ailesini alalim.

iel]
aeM(L) < p:=a'epr(L)’ dir. Dolayisiyla
g(x) = p’ olanher x € X i¢in (\/f; )(x) £ o' =p’ diir. Hipotezden
iel
FFe2? : g(x)2p’ olan herx e X i¢in (\/_(f; ))(x) £ p
ieF
Dolayisiyla Onerme 3. 1. 4.(c)’ den
JF e 2" : g(x) > a olanherx € X igin (AT(EX) 2

ieF
(<) Sag taraf saglansin.

pepr(L) ve g(x)=p’olanherx e X i¢in (\/f,)(x) £ p olacak bigimdeki smooth

i€l

on-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, = L ailesini alalm.
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pepr(L) & a=p'e M(L)’ dir ve g(x) > a olanher x € X igin (A f; )(x) 2 o’ dir.

ieJ
Hipotezden
JF €2 : g(x) > o olan her x € X igin (A.(f; X)) 2 a
ieF

= 3Fe2" : g(x)2p'olanherx € X i¢gin (\/_f))(x) £ p

ieF

Sonug olarak g smooth P-kapalidir.

Teorem 3. 2. 4: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth P-kapalidir < Vp e pr(L) ve (\/f; vg')(x) £p (x € X) olacak bi¢imdeki

iel

smooth én-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),_, < L™ ailesi igin

i€l

Fe2V : (yofive)x)£p (xeX)’ dir.

ieF

Ispat: Teorem 3. 2. 2.” ye benzer olarak gosterilir.

3.3. Baz Ozellikler

Onerme 3. 3. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g ve h
smooth gii¢lii kompakt ise g v h smooth giiclii kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve (gvh)x)>p olan her x € X i¢in (vf)X)£p olacak

iel

bigimdeki smooth &n-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,)._, < L* ailesini alalim.

i€l
pepr(L) < p' e M(L) oldugundan
(gvh)(x)=gx)vh(x)>2p' = g(x)>p" ve h(x)>p’ diir.
g ve h smooth gii¢lii-kompakt oldugundan

JF,Ee2Y : g(x)2p olan her x € X i¢in (\/f;)(x)£p ve

ieF

h(x) > p" olanher x € X i¢in (\/f;)(x) £ p dir.

ieE
g(x)>p' ve h(x)>p’ ise her zaman igin (gv h)(x) > p’ saglandigindan

(g vh)(x)=p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in ( \, f,)(x)£p ’dir.

ieFUE

Sonug olarak g v h smooth giiglii-kompakttir.
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Onerme 3. 3. 2: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g, h € L* olsun. g smooth
giiclii kompakt ve h smooth 6n-kapali ise g A hsmooth gii¢lii kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve (gAah)x)>p’ olanherx e X icin (vI)x)£p olacak

i€l

bigimdeki smooth on-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),,, < L™ ailesini alalim.

i€l
hel* smooth o6n-kapali oldugundan h’eL* smooth &n-aciktir. Dolayisiyla
B={f}.., w{h'} smooth 6n-agik L-fuzzy kiimeler ailesidir ve

(v k)(x) £ p saglanir. Gergekten de

kep

g(x) > p’ olacak bi¢imde x € X alalim.

h(x)2p' = (gAh)(x)2p'= ()X £p= (v K)(X) £p

ieJ kep

h(x)2p'=>h'x)£p= (kX)) £p

kep
g giiclii kompakt oldugundan
3B, = {f,.f,,....f,,h’} = P sonludyleki g(x) > p" olanher x € X icin (\/ k)(x) £ p

kep,

= (gAh)(x)>p" olanher x € X i¢in (\/f;)(x) £ p’ dir. Ger¢ekten

i=1

g(x)>p' = (v K)(x) £ p= Tk e B,Syleki k(x) £p” dir.

kep,
Ancak h(x) > p’ = h'(x) < p oldugundan

(g Ah)(x) 2 p' olacak bigimdeki her x € X igin (\/f;)(x) £ p
i=1

Sonug olarak g A h smooth gii¢lii kompakttir.

Sonug 3. 3. 3: Smooth gii¢lii kompakt L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth 6n-kapali
her L-fuzzy kiimesi smooth giiclii kompakttir.

Ispat: Bir 6nceki teoremden kolaylikla gériiliir.

Onerme 3. 3. 4 : (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g ve h
smooth P-kapali ise g v h smooth P-kapalidir.

Ispat: Onerme 3. 3. 1.” e benzer olarak gosterilir.
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Onerme 3. 3. 5: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g smooth
P-kapali ve h smooth 6n K-ac¢ik ise g A h smooth P-kapalidir.

Ispat: pepr(L) ve (gAh)x)>p’ olan her x € X icin (vI)x)£p olacak

iel

bigimdeki smooth on-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),,, < L™ ailesini alalim.

i€l
h € L* smooth &n-kapal1 oldugundan h’ € L* smooth dn-aciktir.
= B={f},, w{h'} smooth dn-agik L-fuzzy kiimeler ailesidir ve

g(x) = p’ olan her x € X i¢in (\/ k)(x) £ p saglanir. Gergekten de

kep

g(x) > p’ olacak bi¢imde x € X alalim.

h(x)2p' = (gAh)(x)2p'= ()X £p= (v K)(X) £p

ieJ kep

h(x)2p' = h'(x) £ p= (\/ k)(x) £ p saglanir.

kep
g smooth P-kapali oldugundan
3B, = {f,.f,,....f,,h’} = B sonludyleki g(x) > p" olan her x € X i¢in (\/ _k)(x)£p

keB,
dir. Buradan

(gAh)(x) 2 p’ olanher x € X i¢in (\/_f;)(x) £ p saglamr. Gergekten de
i=1

gx)2p' = (v _K)(x)£p=Tkep,dyleki k(x)£p

kep,
h(x)>p" oldugundan h'(x) <p’dir. Ayrica h smooth O6n-a¢ik oldugundan h'
smooth on-kapalidir. Dolayisiyla da _(h") =h'’ diir. Buradan (_(h"))(x)=h'(x)<p

elde edilir. Boylece
(g Ah)(x) 2 p’ olacak bigimdeki her x € X igin (y/_f,)(x) £ p saglanir.
i=1

Sonug olarak g A h smooth P-kapalidir.

Sonug 3. 3. 6: Smooth P-kapali L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth 6n K-acik her
L-fuzzy kiimesi smooth P-kapalidir.

Ispat: Bir dnceki teoremden kolaylikla goriiliir.
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Teorem 3. 3. 7: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her y € Y i¢in ¢ ' (y) sonlu olacak bigimde smooth
on-kararsiz bir doniisiim olsun. Eger g e L* (X,t,)’ de smooth giiglii kompakt ise
o(g)e L’ (Y,ty)’ de smooth gii¢lii kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve ¢(g)(y)>p olanher yeY igin (v 1fi)(y) £p olacak bigimde

iel
smooth n-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),, < L" ailesini alalim.

¢(g)(y) = p’ olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f,)(y) £ p oldugundan

iel]

o(g)(p(x)) = g(x) > p' olacak bigimdeki her x € X igin

(v ex) = (o (f))(x) £ p saglanir.

ieJ ieJ
¢ smooth &n-kararsiz ve her ie] igin f €L’ smooth on-agik oldugundan
¢ '(f,) e L* smooth én-agiktir.

g smooth giiclii kompakt oldugundan

FFe2 : g(x)2p’ olan her x € X igin (vy ¢ '(f,))(x) £ p’ dir. Buradan

ieF

o(g)(y) = p’ olan her yeY igin (\/f;)(y) £ p saglanir. Gergekten de

ieF
Yy eY igin ¢ '(y) sonluve p’ € M(L) oldugundan

og)y)= v g(x)2p'=3IxeX dyleki g(x)=p' ve @x)=y’ dir

xep™ ()

= (v ) =/ E)ex) = (o™ (f))(x) dir. Boylece

ieF ieF ieF

9(g)(y) 2 p' olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f;)(y) £ p saglanir.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € LY smooth giiclii kompakttir.

Sonu¢ 3. 3. 8 (X,ty) ve (Y,ty,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
0:(X,ty) > (Y,ty) doniisiimii smooth On-kararsiz ve orten bir doniisiim olsun.
Eger (X,t,) smooth giiclii kompakt ise (Y,t,) smooth giiclii kompakttir.

Ispat: Bir 6nceki teoremden kolaylikla gériiliir.
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Teorem 3. 3. 9: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her y € Y i¢in ¢ ' (y) sonlu olacak bigimde smooth
on-kararsiz bir doniisiim olsun. Eger ge L™ (X,ty)’ de smooth P-kapali ise
o(g)eL" (Y,ty)’ de smooth P-kapalidir.

Ispat: pepr(L) ve ¢(g)(y)>p’ olanheryeY igin (v fi)(y) £p olacak bigimde

iel]
smooth &n-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, — L" ailesini alalim.
¢ smooth &n-kararsiz ve her ie] igin f €L’ smooth on-agik oldugundan
¢ '(f,) e L* smooth én-agiktir.

o(g)(y) = p' olacak bigimdeki her y € Y igin (\/f;)(y) £ p oldugundan

i€l

o(g)(p(x)) = g(x) > p" olacak bicimdeki her x € X igin

(v E)@(x) = (o (F))(x) £ p

i€l i€l
g smooth P-kapali oldugundan
FFe2? : g(x)2p’ olanherx e X i¢in (\/_(¢ ' (f;)))(x) £ p’ dir. Buradan

ieF

o(g)(y)=p’ olanhery e Y i¢in (\/_f;)(y) £ p saglanir. Gergekten de

ieF
Yy eY igin ¢ '(y) sonluve p’ € M(L) oldugundan

og)y)= v g(x)2p'=3IxeX dyleki g(x)=p' ve @x)=y’ dir

xep™ ()

Simdi, her 1eJ i¢in _f, smooth on-kapali ve ¢ smooth 6n-kararsiz oldugundan

¢ (_f,) smooth 6n-kapali, dolayisiylada _(¢'(_f,))=¢ ' (_f,)’ dir. Buradan
(v =/ f)ex) =0/ CENE) =0/ (0" CEOMNE) 2 /(07 (F)NX)

ieF ieF ieF ieF ieF
saglanir. Boylece

¢(g)(y) 2 p' olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\,_f;)(y) £ p saglanir.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € L" smooth P-kapalidir.
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Sonu¢ 3. 3. 10: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
0:(X,ty) > (Y,ty) doniisiimii smooth On-kararsiz ve orten bir doniisiim olsun.
Eger (X,t,) smooth P-kapali ise (Y,t,) smooth P-kapalidir.

Ispat: Bir 6nceki teoremden kolaylikla goriiliir.

Teorem 3. 3. 11: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her y € Y i¢in ¢ ' (y) sonlu olacak bigimde smooth
zayif on-kararsiz bir déniisiim olsun. Eger g € L* (X,t, )’ de smooth gii¢lii kompakt
ise p(g) e LY (Y,t,)’ de smooth P-kapalidir.

Ispat: pepr(L) ve ¢(g)(y)=p’ olan her yeY icin (v T)(y) £p olacak bigimde

ie]
smooth n-agik L-fuzzy kiimelerinin (f}),, < L" ailesini alalim.
¢ smooth zayif 6n-kararsiz oldugundan
Viel igin ¢ '(f) < .(¢~'(_f,)) dir. Ayrica

¢(g)(y) 2 p' olacak bigimdeki her y € Y igin (\/f;)(y) £ p oldugundan

i€l

o(g2)(p(x)) = g(x) > p" olacak bigimdeki her x € X igin

(v E)@(x) = (o (F))(x) £ p

i€l i€l

= g(x) 2 p’ olacak bigimde her x € X igin (\/. (o' (_f)))EX) = (v o' (f)X) £ p

i€l i€l

= g(x) > p’ olacak bigimde her x € X i¢in (\/, (¢~ (_Lf)))(X) £p

i€l
(7" (_f))),., < L ailesini (X,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzayinda smooth &n-
acik L-fuzzy kiimeler ailesi ve g smooth giiclii kompakt oldugundan

JF e 2" : g(x)>p’ olan her x € X i¢in (vo((p‘l(ffi)))(x) £p

ieF
Yy eY igin ¢~'(y) sonluve p € pr(L) oldugundan

o(g)y)= v g(x)=p' = 3IxeX dyleki g(x)>p' ve ¢(x) =y’ dir.

xeg™' (y)
(v-F)) = (v @) = (o™ (CLENE) 2 (. (07 CF))(x) elde edilir.
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Boylece
¢(g)(y) 2 p' olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\,_f;)(y) £ p saglanir.

ieF

Sonug olarak ¢(g) smooth P-kapalidir.

Sonu¢ 3. 3. 12: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) > (Y,t,) doniisiimii smooth zayif On-kararsiz ve Orten bir doniisiim
olsun. Eger (X,ty) smooth giiclii kompakt ise (Y,t,) smooth P-kapalidir.

Ispat: Bir 6nceki teoremden kolaylikla goriiliir.

Onerme 3. 3. 13: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve geL* olsun. Bu
takdirde

(i) (ii)
g smooth giicli kompakt = g smooth P-kapali = g smooth hemen hemen

kompakttir.
Ispat: (i) g smooth gii¢lii kompakt olsun.
pepr(L) ve g(x) >p’ olan her x € X igin (\/f;)(x) £ p olacak bigimdeki smooth

iel
on-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),, < L ailesini alalim. Hipotezden

FF €2 : g(x)2p’ olan her x € X i¢in (\/f,)(x) £ p’ dir.

ieF

Her i e J i¢in f,<_f; oldugundan g(x) > p’ olan her x € X i¢in (\/_f;)(x) £ p diir.

i€l
Sonug olarak g smooth P-kapalidir.
(i1) g smooth P-kapali olsun.

pepr(L) ve g(x)=p’ olan her x e X igin (\/f;)(x)£p olacak bi¢imdeki

i€l
{f, | t(f) £ p}., < L* ailesini alalim.

Onerme 3. 1. 4.(a)’ dan (f,),., < L ailesi smooth 6n-agiktir. Hipotezden

ie] =

FFe2 : g(x)2p’ olan her x e X igin (\/_f)(x)£p

ieF
Her ieJ igin _f, <f, oldugundan

g(x) > p’ olan her x € X igin (\/tTi )(x) £ p’diir.

ieF

Sonug olarak g smooth hemen hemen kompakttir.

49



Onerme 3. 3. 14: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.
g smooth giiclii kompakt = g smooth kompakttir.
Ispat: g smooth gii¢lii kompakt olsun.

pepr(L) ve g(x)=p’ olan her x e X igin (\/f;)(x)£p olacak bi¢imdeki

i€l
{f. | t(f,) £p},, <L ailesini alalm.

Onerme 3. 1. 4.(a)’ dan bu (f,),_, = L™ ailesi smooth &n-agik kiimeler ailesidir.

iel

Hipotezden 3F € 2 : g(x) > p’ olan her x € X igin (v 1)(x) £p saglanir.

ieF

Sonug olarak g smooth kompakttir.

Bu 6nermelerin 1s181nda asagidaki diyagram elde edilir:

™~

Gii¢li kompakt —  » Kompakt — » Hemen hemen kompakt

P-kapali
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4. SMOOTH YARI-KOMPAKTLIK VE SMOOTH S*-KAPALILIK

Fuzzy topolojik uzaylarda yari-agik kiimeler ilk olarak Azad [67] tarafindan
tanimlanmis ve Ozellikleri incelenmistir. Daha sonra bir¢ok yazar yari-agik kiimeler
yardimiyla yari-kompakthik tanimi vermis ve bu tamim ile ilgili arastirmalar

yapmistir.

2000 yilinda Kudri [39], keyfi L-fuzzy kiimeleri i¢in yari-kompakthigir L-fuzzy
topolojik uzaylarda tanimlamis, cesitli karakterizasyonlarii inceleyerek, yari-agik
fuzzy kiimeleri yardimiyla yapilan kompaktlik tanimlar1 arasindaki iligkileri

incelemistir.

Daha sonra 2004 yilinda, Aygiin ve Abbas [45] smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda
smooth yari-acik kiime tanimim1 vererek, bu kiimeler yardimiyla smooth
RS-kompaktlik ve S-kapalilig1 tanimlamiglardir. Abbas ve Ramadan [43] tarafindan
yapilmis olan smooth hemen hemen kompaktlik ve yakin kompaktlik tanimlart ile bu

kompaktliklar arasindaki iligkiler incelenmistir.

Bu boliimde ilk olarak Aygilin ve Abbas [45]’ in tanimladigi smooth yari-agik
kiimelerin 6zellikleri incelenmistir. Kudri [39]" nin vermis oldugu yari-kompaktlik
ve S*-kapalilik tanimlar1 1s18inda, bu kompaktliklar smooth L-fuzzy topolojik
uzaylara genellestirilmistir. Kudri’ nin L-fuzzy topolojik uzaylarda verdigi bu
kompaktlik tanimlarinin topolojik 6zelliklerinin, smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda
korunup korunmadigi arastirilmistir. Ayrica Aygiin ve Abbas [45] in verdigi
kompaktlik tanimlariyla iligkileri incelenmis ve fuzzy tam baglantisiz uzaylarda bu

cesit kompaktliklarin denk olduklar1 gosterilmistir.



4.1. Onerilen Tanimlar

(X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay olmak iizere f € L* fuzzy kiimesine smooth
yari-agik denir: < Vp e pr(L) igin 3ge L* dyleki t(g) £p ve g<f < é > dir. [45]
f e L™ fuzzy kiimesine smooth yari-kapali denir: < f’ smooth yari-agiktir

f € L* hem smooth yari-acik hem de smooth yari-kapali ise £ ye smooth yar1 K-acik

denir.

Tanim 4. 1. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f € L* olsun. f L-fuzzy

kiimesinin smooth yari-i¢i ve smooth yari-kapanisi sirasiyla

f,=\/the L* |h <f ve h smooth yari-acik}
f = A{heLl”|h>f vehsmooth yari-kapali}

olarak tanimlanir.

Tanimlardan

vielX igin f<f <f f<f <f (f) =f f<f oldugu kolaylikla

gortlir.
Ayrica f smooth yari kapali ise f =f  ve f smooth yar1 agik isef =, saglanir.

Onerme 4. 1. 2: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay olmak iizere her f € L* i¢in
(f))' =(f"), saglanir.

Ispat: Keyfi f € L™ alalim.

(f) =(AtheLl*|f<h ve h smooth yari-kapali})’

=\/{h'|heL* h'<f’" ve h'smooth yari-agk}
=y {keLl*|f'<k ve k smooth yari-acik}

=(f").
elde edilir.
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Tanim 4. 1. 3: (X,t,) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar olsun.

0:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimiine;

a) smooth yari-zayif siireklidir denir: < Vg e L" smooth yari-acik igin

¢ (8)< (9 (g.)).

b) smooth yari-kararsizdir denir: <> Vge L' smooth yar1 K-acik i¢in ¢'(g) e L™

smooth yar1 K-aciktir.

Onerme 4. 1. 4: (X,t) ve (Y,t,) L-fuzzy topolojik uzaylar ve

o:(X,ty) > (Y,ty) doniisiimii her p € pr(L) ve ty (h) £ p olacak bigimdeki her
hel” igin ¢ (H) < (@' (h))” dzelligine sahip bir smooth siirekli doniisiim ise ¢
smooth kararsizdir.

Ispat: pepr(L) ve geL” smooth yari-agik alalim. Dolayisiyla t. (h) £ polacak
bigimde FheL” : h<g<h’ dir. Buradan

o '(h) <o (g) <o '(h) < (¢ ' (h)) elde ederiz.

Ayrica @ smooth siirekli ve t, (h) £ p oldugundan t, (¢ ' (h)) >t (h) £ p’ dir, yani

¢ ' (g) € L* smooth yari-aciktir. Dolayistyla ¢ smooth kararsizdir.

Tanim 4. 1. 5: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth yari-kompakttir:<> Vpepr(L) ve (\/f)(x)£p (g(x)=p’) olacak

i€l

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),_, < L* ailesi i¢in

i€l

Fe2V : ()X £p (g(x)2p) saglanr.

ieF
g =1, ise (X,t) smooth yari-kompakt L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.

t smooth L-fuzzy topolojisi crisp ise; yani t: L* — {0,1} ise smooth yari-kompaktlik
S. R. T. Kudri [39] tarafindan verilmis olan yari-kompaktlik tanimma denk

olmaktadir.
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Tanim 4. 1. 6: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth S*-kapalhdir: < Vp e pr(L) ve (\/f;)(x) £p (g(x)=p’) olacak bigimdeki

i€l

smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,)._, < L™ ailesi i¢in

i€l

FFe2V (i _)x)£p (g(x)=p’) saglanr.

ieF
g =1, ise (X,t) smooth S*-kapali L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.

t smooth L-fuzzy topolojisi crisp ise; yani t: LX — {0,1} ise bu durumda smooth
S*-kapalilik S. R. T. Kudri [39] tarafindan verilmis olan S*-kapalilik tanimina denk

olmaktadir.

4.2. Diger Karakterizasyonlar

Onerme 4. 2. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth yari-kompakttir < Vae M(L) ve (Af)(X)Z2a (g(x)=a) olacak

i€l

bigimdeki smooth yari-kapali L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L* ailesi igin

iel]

Fe2V : (Af)X) 20 (g(x)2a) saglanr.

ieF

Ispat: (=) aeM(L) ve g(x)>a olan her x € X icin (Af)(x)Za olacak

iel

bigimdeki smooth yari-kapali L-fuzzy kiimelerinin (f,),,, < L* ailesini alalim.

i€l
aeM(L)< p:=a'epr(L) veheriel igin f, € L* smooth yari-kapali ise f; e L™

smooth yari-a¢ik oldugundan

g(x) > a = p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (A f;)'(x) =(\/f; )(x) £ o' =p” dir.
iel ieJ

g smooth yari-kompakt oldugundan

FF e 2" : g(x)>p’ olan her x € X i¢in (ATHX)£p

ieF

= 3Fe2" : g(x)2a olanher x € X i¢in (A f;)(x) 2’ dir.

ieF
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(&) pepr(L) ve g(x)=p’ olan her x € X igin (\/f;)(x) £p olacak bi¢imdeki

iel]

smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f;), , < L* ailesini alalim.

i€l

pepr(l) < a:=p' e M(L) veher iel igin f, € L* smooth yari-agik ise f, e L*

1

smooth yari-kapalidir. Dolayisiyla

g(x) > a olan her x € X igin (\/f;)'(x) =(Af; )(x) Zp’ =’ dir. Hipotezden

i€l i€l
JF €2 : g(x) > a olan her x € X icin (AT X)) Z2a
ieF
= 3Fe2 : g(x)2p’ olan her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p’ diir.
ieF

Sonug olarak g smooth yari-kompakttir.

Onerme 4. 2. 2: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g e L™ olsun.
g smooth yari-kompakttir < Vpepr(L) ve (\/f; vg)x) £p (VxeX) olacak
iel

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L™ ailesi i¢in

iel
Fe2 i (yfive)x) £p (VxeX)
ieF

Ispat: p e pr(L) ve her x € X i¢gin (v, v g)(x) £ p olacak bigimdeki smooth yar1-

iel]

acik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L* ailesini alalim.

i€l

vx e X igin (\/f; v g')(x) = (f)(x) Vv g'(x) £ p saglamr. Buradan

i€l i€l

g(x) = p’ olacak bicimdeki her x € X igin (\/f;)(x) £ p ’ dir.

i€l
g smooth yari-kompakt oldugundan

FF e 2" : g(x)>p’ olan her x € X i¢in (v 1)(x) £p’ diir.

ieF
x € X keyfi alalim.
gx)z2p' =>g'X)<p=>(v X VvEX =G/ ve)Xx)£p

ieF ieF

gx)2p = g'x)£p= (1, vg')(x)£p’ dir. Buradan

ieF

vxeX igin (\/f, vg)(x)£p

ieF
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(&)pepr(L) ve g(x)>p' olan her x € X igin (\/f;)(x) £p olacak bi¢imdeki

i€l

smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L* ailesini alalim.

i€l

g(x) = p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f,)(x) £ p oldugundan

iel)

Vx e X i¢in (\/f; vg')(x) £ p saglamr. Hipotezden

ieF

JFe 2" : vx e X icin (v veg)x) £p

ieF

= g(x) 2 p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p

ieF

Sonug olarak g smooth yari-kompakttir.

Onerme 4. 2. 3: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.
g smooth S*kapalidir < VaeM(L) ve (Af)(x)2a (g(x)=a) olacak

iel

bigimdeki smooth yari-kapali L-fuzzy kiimelerinin her (f,),_, < L™ ailesi i¢in

i€l

Fe2? : (Af . )(X) 2o (g(x)20) saglanir.

ieF

Ispat: Onerme 4. 2. 1. in ispatina benzer olarak yapulir.

Onerme 4. 2. 4: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g e L* olsun.

g smooth S*-kapalidir < Vpepr(L) ve (\/f, vg)x)£p (VxeX) olacak

iel

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L™ ailesi i¢in

i€l

FFe2V (i veg)x)£p (VxeX)

ieF

Ispat: Onerme 4. 2. 2. nin ispatina benzer olarak yapilir.

Teorem 4. 2. 5: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth S*-kapahdir < Vp e pr(L) ve (\/f;)(x) £p (g(x)=p’) olacak bigimdeki

i€l
smooth yar1t K-agik L-fuzzy kiimelerinin  her (f),_, < L* ailesi igin

Fe2V : (yf)X)£p (g(x)2p') saglanr.

ieF
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Ispat: (=) pepr(L) ve g(x)>p’ olan her x € X igin (vTI)(x)£p olacak

i€l

bigimdeki smooth yar1 K-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L* ailesini alalim.

ieJ
Vie ] igin f; € L* smooth yari-agik ve g smooth S*-kapali oldugundan

JF €2 : g(x)>p’ olan her x € X igin (v T _)(x) £p saglanr.

ieF
Ayrica her iel] igin f e€L* smooth yari-kapali oldugundan f, =f _ dr.
Dolayisiyla
JF €2 : g(x)>p’ olan her x € X i¢gin (v 1)(x) £ p saglanir.

ieF

(&)pepr(L) ve g(x)=p’ olan herx e X i¢in (\/f,)(x) £p olacak bi¢imdeki

i€l

c L* ailesini alalim.

ie] =

smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f))

Her ie] igin f, e L* smooth yari-agik oldugundan f,  smooth yari K-agiktir.

1

Gergekten her i € J igin f, € L* smooth yari-agik oldugundan

t(h,) £ p olacak bigimdeki 3h, e L* : h, <f, <h,

=h, <h,_<f,_<(h)_=h,

= f,  smooth yari-agiktir.

Ayrica f;  smooth yari-kapali oldugundan f, smooth yar1 K-ag¢iktir. Hipotezden

JF €2 : g(x)>p’ olan her x € X igin (v T _)(x)£p saglanir.

ieF
Viel icin f, =f, _ oldugundan

FFe2V : (F)X)Lp (gx)2p') saglanir.

ieF

Sonug olarak g smooth S*-kapalidir.

Onerme 4. 2. 6: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.
g smooth S-kapalidir (Tamim 2. 3. 19) < VaeM(L) ve (Af)(x)2p (g(x)=a)

iel]

olacak bicimdeki smooth yari-kapali L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L* ailesi igin

i€l

FFe2” : (Af)X)2a (gx)2a) saglanir.

ieF

Ispat: Onerme 4. 2. 1.” e benzer olarak gosterilebilir.

57



Onerme 4. 2. 7: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.
g smooth RS-kompakttir (Tanim 2. 3. 16.) < Vo € M(L) ve

(Af)(x)Za (g(x)=a) olacak bigimde smooth yari-kapali L-fuzzy kiimelerinin

i€l

her (f,),,, < L* ailesi i¢in

i€l

FelX : (AF)X) 2o (gx)20)

ieF

Ispat: Onerme 4. 2. 1.” e benzer olarak gdsterilebilir.

4.3. Baz Ozellikler

Onerme 4. 3. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L olsun. g ve h
smooth yari-kompakt ise g v h smooth yari-kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve (gvh)(x)>p’ olan her x € X icin (vI)x)£p olacak

iel]

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f;), , < L* ailesini alalm.

il
pepr(L) = p’ € M(L) oldugundan
(gvh)(x)=gx)vhx)>p' = g(x)>p’ ve h(x)>p’ diir.
g ve h smooth yari-kompakt oldugundan

JF,Ee2Y : g(x)2p’ olan her x € X i¢in (\/f;)(x)£p ve

ieF

h(x) > p’ olan her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p dir.

icE
g(x)>p’ ve h(x)>p' ise her zaman i¢in (g v h)(x) > p’ saglandigindan
(g vh)(x)=p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in ( \, f,)(x)£p ’dir.

ieFUE

Sonug olarak g v h smooth yari-kompakttir.

Onerme 4. 3. 2: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g smooth
yari-kompakt ve h smooth yari-kapali ise g A h smooth yari-kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve (gAh)x)>p olan her x € X i¢in (vf)X)£p olacak

i€l

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),, < L™ ailesini alalim.

i€l
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h € L* smooth yari-kapali oldugundan h’ € L* smooth yari-aciktir.
Simdi B ={f},., u{h'} ailesini ele alalim. Bu aile igin

g(x) = p’ oan her x € X i¢in (\, k)(x) £ p saglanir. Gergekten de

kep

g(x) > p' olacak bigimde x € X alalim. Eger

h(x)2p'= (gAh)x)2p = (X)) £p= (v KX)£p

iel] kep

h(x) 2p'= h'(x) £ p = (\y k)(x) £ p saglanur.

kep
g smooth yari-kompakt oldugundan

3B, = {f,.f,,....f,,h’} = P sonlu Syleki g(x)=p’ olan her x € X i¢in (\, k)(x) £p
kepy

= (g Ah)(x) 2 p'olanher x € Xi¢in (\/f;)(x) £p olur. Gergekten de

i=1
(g Ah)(x) > p’ olacak bigimdeki x € X alalim.
gx)2p' = (v kX £p = Ik ef, dyleki k(x)£p

kep,
Ancak h(x)>p’= h'(x) < p dir. Buradan da
(g Ah)(x)>p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p saglanir.
i=l1

Sonug olarak g A h smooth yari-kompakttir.

Sonug 4. 3. 3: Smooth yari-kompakt L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth yari-kapali

her L-fuzzy kiimesi smooth yari-kompakttir.

Onerme 4. 3. 4: (X,T) klasik topolojik uzay1 yari-kompakttir <> (X,m,) iiretilmis
smooth L-fuzzy topolojik uzay1 smooth yari-kompakttir.

Ispat: (=) pepr(L) ve her xe X igin (v f)(x) £p olacak bigimdeki smooth

iel

yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L™ ailesini alalim.

i€l
Buradan her x € X i¢in JieJ : f,(x) £ p’ dir. Dolayisiyla da
X=Jf'({teL|t£p}) elde edilir.

i€l

Viel igin f, € L* smooth yari-agik oldugundan
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o, (g,) £ p olacak bigimde 3g, e L* : g, <f, < g, dir. Ayrica

Viel igin o(T)(g,) £ p oldugundan G, =g '{te L|t < p} e T’ dir. Dahasi

Viel igin g, <f, <g, oldugundan

g'(fteL|t£phcf'({tellt£ph) c(g) ' ({teL|t£p}) (g ({teL|t£p})
Viel igin U, =f'({teL|t<p}) dersek

G, eT i¢in G, c U, G, elde ederiz.

(X,T) klasik topolojik uzay1 yar1 kompakt oldugundan

FFe2 : X=Jf"({teL|t£p})

ieF

= 3Fe2 : vxeX i¢in (\/f,)(x) £p saglanr.

ieF
(X, o, ) smooth L-fuzzy topolojik uzay1 smooth yari-kompakttir.

(<) (X,T) klasik topolojik uzayinda (U,),_, ailesi X’ in yari-a¢ik ortiimii olsun.
Viel i¢in U; < X yari-agik oldugundan 3G, €T : G, c U, G_1 saglanir. Ayrica
VielJ i¢in G; €T oldugundan (t)(x;)=1%£p ve yxs <xy < Xs <(Xg,)
saglanir.

X = UUi oldugundan her x € X igin (\/ %y, )(X) =1£ p saglanir.

i€l i€l
(X,»;) smooth yari-kompakt oldugundan

IF €2 : Vx e X igin (\/ %y )(x) £ p olur; yani X =( JU; elde edilir.

ieF ieF

Dolayistyla (X,T) yari-kompakttir.

Onerme 4. 3. 5: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g ve h
smooth S*-kapali ise g v h smooth S*-kapalidir.

Ispat: pepr(L) ve (gvh)x)>p olan her x € X i¢in (vf))£p olacak

i€l

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L™ ailesini alalim.

i€l

pepr(L) = p’ e M(L) oldugundan
(gvh)(x)=gx)vhx)>p = g(x)>p’ ve h(x)>p' diir.
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g ve h smooth S*-kapal1 oldugundan
JF,E €2 : g(x)>p’ olan her x € X igin (v )X £p ve

ieF

h(x) 2 p’ olan her x € X i¢in (\/f;_)(x) £ p dir.

ieE
g(x)>p" ve h(x)>p' ise her zaman i¢in (g v h)(x) > p’ saglandigindan
(gVvh)(x)2p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in ( \/ f; )(x)£p ’dir

ieFUE

Sonug olarak g v h smooth S*-kapalidir.

Onerme 4. 3. 6: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g smooth
S*-kapal1 ve h smooth yari-kapali ise g A h smooth S*-kapalidir.

Ispat: pepr(L) ve (gAh)x)>p’ olan her x € X icin (vT)x)£p olacak

iel

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f;),, < L™ ailesini alalim.

i€l
h € L* smooth yari-kapali oldugundan h’ € L* smooth yari-aciktir.
Simdi B ={f},_, u{h'} ailesini ele alalim. Bu aile i¢in

g(x) 2 p’ oan her x € X i¢in (\, k)(x) £ p saglanir. Gergekten de

ke

g(x) > p' olacak bi¢imde x € X alalim. Eger

h(x)2p'= (gAh)(x)2p" = () £p= (vK(x) £p

iel kep

h(x)2p' = h'(x) £ p= (\/ k)(X) £ p saglanir.

kep
g smooth S*-kapali oldugundan
3B, = {f,f,,....f,,h’} = P sonlu Syleki g(x)=p’ olan her x € X igin (\, k. )(x) £ p

kep,

= (\n/ f )x)£p ((gAh)(x)=p") olur. Gergekten de
i=1

(g Ah)(x) > p’ olacak bigimdeki x € X alalim.
gx)z2p' = (v k)X £p = Ik e, dyleki k. (x)£p

kep,
Ancak h(x)>p’'= h'(x) <p dir. h smooth yari-kapali oldugundan (h")_ =h"’ diir.
Dolayisiyla (h")_(x) =h’'(x) < p’ dir. Buradan da

(g Ah)(x) 2 p" olacak bigimdeki her x € X igin (\/f,_)(x) £ p saglanir.

i=1
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Sonug olarak g A h smooth S*-kapalidir.

Sonug 4. 3. 7: Smooth S*-kapali1 L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth yari-kapali her

L-fuzzy kiimesi smooth S*-kapalidir.

Onerme 4. 3. 8: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h e L* olsun. g ve h

smooth S-kapali ise g\ h smooth S-kapalidir.

Ispat: Onerme 4. 3. 1.’e benzer diisiinceyle ispatlanir.

Onerme 4. 3. 9: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g ve h

smooth RS-kompakt ise g v h smooth RS-kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve (gvh)(x)>p’ olan her x € X icin (vI)x)£p

iel
bi¢imdeki smooth yari-acik L-fuzzy kiimelerinin (f,),,
pepr(L) < p' e M(L) oldugundan
(gvh)(x)=gx)vhx)=2p = g(x)>p’ ve h(x)>p’ diir.
g ve h smooth RS-kompakt oldugundan
JF,Ee2"Y : g(x)>p’ olan her x € X icin (Vf_i)(x) £p ve

ieF
h(x) > p" olan her x € X i¢in (\/ fi)(x) £p’ dir.
ieE
g(x)>p’ ve h(x)>p' ise her zaman i¢in (g v h)(x) > p’ saglandigindan
(g vh)(x)=p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in ( \/ fii)(X) £p ~dir.
ieFUE

Dolayisiyla g v h smooth RS-kompakttir.

X . . e
c L™ ailesini alalim.

olacak

Onerme 4. 3. 10: Smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth yari-kompakt her L-

fuzzy kiimesi smooth kompakttir.

Ispat: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

pepr(L) ve g(x)=p’ olan her xe X igin (\/f;)(x)£p olacak bigimde

i€l

{f. | t(f,) £ p},, <L ailesini alalim.
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Viel i¢in t(f,) £p ve f, Sf_i oldugundan f, € L* smooth yari-agiktir.
g smooth yari-kompakt oldugundan

FFe2Y : g(x)2p’' olan her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p saglanir.

ieF

Dolayisiyla g smooth kompakttir.

Onerme 4. 3. 11: Smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth yari-kompakt her L-

fuzzy kiimesi smooth S*-kapalidir.

Ispat: Vf e L* i¢in f <f oldugundan agiktir.

Onerme 4. 3. 12: Smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth S*-kapal1 her L-fuzzy

kiimesi smooth S-kapalidir.

Ispat: vf e L igin f_ <f oldugundan agiktir.

Onerme 4. 3. 13: Tamamen baglantisiz smooth L- fuzzy topolojik uzaylarda smooth

S-kapalilik ile smooth S*-kapalilik denktirler.
Ispat: f € L* smooth yari-acik ve p € pr(L) olsun.
= t(h) £ p olacak bigimde 3he ¥ : h<f<h

— t(h) £ p olacak bicimde 3he L¥ :h<f<h=h
= t(h) £ p olacak bigimde FheLX : h=f

(X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay cok baglantisiz oldugundan t(ﬁ) £p dir.

Buradan f=h=h=f<f =f<f =f=f_elde edilir.
Bu 6nermelerin 15181nda asagidaki diyagram elde edilir:

Yari-kompakt —— S*-kapali —— S-kapali ——» Hemen hemen kompakt

A

Yakin Kompakt

A

RS-kompakt
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Onerme 4. 3. 14: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her y € Y i¢in ¢ ' (y) sonlu olacak bigimde smooth
yari-siirekli bir doniisiim olsun. Eger g e L* (X,t, )’ de smooth yari-kompakt ise
o(g)eL” (Y,ty)’ de smooth kompakttir.

Ispat: p e pr(L) ve ¢(g)(y)>p’ olan her yeY igin (v f)(y) £ p olacak

i€l
bigimdeki {f; | t, (f,) £ p},, = L" ailesini alalim.
¢ smooth yari-siirekli oldugundan her ieJ i¢in ¢ '(f) e L* smooth yari-agiktir.

Ayrica
¢(g)(y) = p’ olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f,)(y) £ p oldugundan

i€l

o(g)(p(x)) =g(x) > p' olacak bigimdeki her x € X igin

(v IEDOx) =Gy (f))(x) £ p dir.

i€l il
g smooth yari-kompakt oldugundan

JF e 2" : g(x) > p’ olan her x € X i¢in (v T))(x) £ p saglanir. Buradan da

ieF

¢(g)(y) > p’ olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f;)(y) £ p saglanir. Ger¢ekten de

ieF
VyeY icin ¢ '(y) sonlu ve p’ € M(L) oldugundan

og)y)= v g(x)2p' = 3IxeX Oyleki g(x)=p" ve o(x)=y dir. Dolayisiyla

xeo™' (y)

(v DY) =G/ Iex) = (/o (f))(x) £ p elde edilir. Boylece

ieF ieF ieF

¢(g)(y) = p’ olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f;)(y) £ p saglanr.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € L" smooth kompakttir.

Sonu¢ 4. 3. 15: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) > (Y,t,) doniislimii smooth yari-siirekli ve orten bir doniisiim olsun.
(X,ty) smooth yari-kompakt ise (Y,t, ) de smooth kompakttir.

Ispat: Bir 6nceki teoremden kolaylikla goriiliir.
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Onerme 4. 3. 16: (X,t,) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her y € Y i¢in ¢ ' (y) sonlu olacak bigimde smooth
kararsiz bir doniisiim olsun. Eger geL* (X,ty)’ de smooth yari-kompakt ise
o(g)e L’ (Y,t,)’ de smooth yari-kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve ¢(g)(y)>p olan her yeY icin (vE)(y)£p olacak

iel]
bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),, < L" ailesini alalim.
¢ smooth kararsiz bir déniisiim oldugundan her i € J igin ¢'(f;) € L* smooth yari-

aciktir. Ayrica
¢(g)(y) = p’ olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f,)(y) £ p oldugundan

i€l

o(g)(p(x)) =g(x) > p' olacak bigimdeki her x € X igin

(v IEDOx) =Gy (f))(x) £ p dir.

i€l il
g smooth yari-kompakt oldugundan

JF e 2" : g(x)>p’ olan her x € X i¢in (v ¢ ' (f))(X) £ p saglanir. Buradan da

ieF

¢(g)(y) > p’ olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f;)(y) £ p saglanir. Ger¢ekten de

ieF
VyeY icin ¢ '(y) sonlu ve p’ € M(L) oldugundan

o(g)y)= v g(x)=p' = 3IxeX dyleki g(x)=p" ve ¢(x) =y dir. Dolayisiyla

xeo™' (y)

(v D) = (v £)(0x) = (0 (£))(x) £ p elde edilir.

ieF ieF ieF

Sonug olarak ¢(g) € LY smooth kompakttir.

Sonu¢ 4. 3. 17: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) > (Y,t,) doniisiimii smooth kararsiz ve orten bir doniisiim olsun. Eger
(X, ty) smooth yari-kompakt ise (Y,t, ) de smooth yari-kompakttir.

Ispat: Bir dnceki teoremden kolaylikla goriiliir.
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Onerme 4. 3. 18: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisimii her yeY igin ¢ '(y) sonlu, her pepr(L) ve
t,(h)£p olan her heL* igin ¢ (H) <(¢~'(h))” olacak bicimde smooth siirekli
bir doniisiim olsun. Eger ge L* (X,t,)’ de smooth yari-kompakt ise ¢(g) e L"

(Y,ty)’ de smooth yari-kompakttir.

Ispat: Onerme 4. 1. 4. ve Onerme 4. 3. 16.” dan agiktir.

Onerme 4. 3. 19: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her yeY icin ¢ '(y) sonlu olan smooth yari-
kararsiz bir déniisiim olsun. geL* (X,ty)’ de smooth S*-kapal ise ¢(g)eL"
(Y,ty)’ de smooth S*-kapalidir.

Ispat:  pepr(L) ve ¢(g)(y)>p olan her yeY icin (vI)(y)£p olacak

i€l

bigimdeki smooth yar1 K-agik L-fuzzy kiimelerinin (f;),_, < L" ailesini alalim.

ieJ
¢ smooth yari-kararsiz ve her i € J i¢in f, € L" smooth yar1 K-agik oldugundan
¢ '(f,) e L* smooth yar1 K-agiktir. Ayrica

¢(g)(y) > p’ olacak bigimdeki her y € Y igin (\/f;)(y) £ p oldugundan

iel]
o(g)(p(x)) = g(x) > p' olacak bigimdeki her x € X igin

(v (@) = (/@ (F))(x) £ p dir. Teorem 4. 2. 5° den

i€l i€l

FFe2? : g(x)2p’ olan her x € X i¢in (\y¢ ' (f,))(x) £ p’ dir. Ayrica

ieF
Yy eY igin ¢ '(y) sonluve p’ € M(L) oldugundan

og)y)= v g(x)= p'= Ix € X Oyleki g(x)>p’ ve ¢(x) =y dir. Boylece

xep™ ()

(v D) =/ E)ex) = (v o' (f))(x) £ p elde edilir. Dolayistyla

ieF ieF ieF

¢(g)(y) 2 p' olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f;)(y) £ p’ dir.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € LY smooth S*-kapalidir.
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Sonu¢ 4. 3. 20: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
0:(X,ty) > (Y,ty) donilisimii smooth yari-kararsiz ve Orten bir doniisiim olsun.
Eger (X,t,) smooth S*-kapali ise (Y,t,) de smooth S*-kapalidir.

Ispat: Bir 6nceki teoremden kolaylikla goriiliir.

Onerme 4. 3. 21: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her yeY icin ¢ '(y) sonlu olan smooth kararsiz
bir doniisiim olsun. g e L* (X,t)’ de smooth S*-kapali ise ¢(g) e LY (Y,t,)’ de

smooth S*-kapalidir.

Ispat: @ smooth kararsiz ise smooth yari-kararsi1z oldugundan ve Onerme 4. 3. 19.

den agiktir.

Onerme 4. 3. 22: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her yeY igin ¢ '(y) sonlu olan smooth yari-
kararsiz bir doniisiim olsun. Eger geL* (X,ty)’ de smooth yari-kompakt ise

o(g)eL” (Y,t,)’ de smooth S*-kapalidir.

Ispat: Onerme 4. 3. 11. ve Onerme 4. 3. 19. dan agiktir.

Onerme 4. 3. 23: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her y € Y icin ¢'(y) sonlu olan smooth yari-zayif
siirekli bir doniisiim olsun. Eger geL* (X,ty)’ de smooth yari-kompakt ise
o(g)e L’ (Y,t,)’ de smooth S*-kapalidir.

Ispat:  pepr(L) ve ¢(g)(y)=p olan her yeY igin (vf)(y)£p olacak

i€l

bigimdeki smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L" ailesini alalim.

i€l
¢ smooth yari-zayif siirekli oldugundan tanimi geregi her i € J igin
o' ()< (7' (f, ), dirve (¢ '(f, _)). smooth yari-agiktir.

¢(g)(y) = p’ olacak bicimdeki her y € Y i¢in (\/f,)(y) £ p oldugundan

iel]
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o(g)(p(x)) = g(x) > p' olacak bi¢imdeki her x € X i¢in

(v E)(@(x) = (¢~ (f))(x) £ p dir. Buradan

iel] i€l

g(x) 2 p' olan her x € X i¢in (\/ (' (f, _)).)(x) £ p saglanr.

i€l
g smooth yari-kompakt oldugundan
JF €2 : g(x)>p’ olan her x € X icin (v (o' (f, _)).)(x)£p’ dir. Ayrica

ieF
VyeY icin ¢ '(y)-sonlu ve p’ € M(L) oldugundan
o(g)y)= v g(x)2p' = Ix e X Oyleki g(x) =p" ve ¢(x) =y dir. Dolayisiyla da

xe(p’1

(vE DW= f Do) =0/ ¢ (f DX 2/ (@ (). £p elde edilir.

ieF ieF ieF ieF

Boylece ¢(g)(y)=p' olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f, )(y) £ p’ dir.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € L” smooth S*-kapalidir.

Sonu¢ 4. 3. 24: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) > (Y,t,) doniisimii smooth yari-zayif siirekli ve orten bir doniisiim

olsun. Eger (X,t,) smooth yari-kompakt ise (Y,t, ) de smooth S*-kapalidir.

Teorem 4. 3. 25: (X,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzay, (Y,t,) smooth tamamen
baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay ve ¢:(X,ty) — (Y,t,) donlsimii her yeY
icin @' (y) sonlu olan smooth siirekli bir déniisiim olsun. Eger g e L* (X,t,)’ de
smooth S-kapali ise @(g) e L (Y,t,)’ de smooth S-kapalidir.

Ispat: g e L* smooth S-kapali ise g e L* smooth hemen hemen kompakt oldugunu
biliyoruz. ¢ smooth siirekli oldugundan ¢(g)eL" smooth hemen hemen
kompakttir. (Y,t,) smooth tamamen baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay oldugundan

¢(g) e L smooth S-kapalidir.
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Teorem 4. 3. 26: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her y € Y igin ¢ '(y) sonlu ve her he L smooth
yari-acik icin ¢~ (H) > (¢ ' (h))” olacak bigimde smooth kararsiz bir doniisiim olsun.
Eger ge L® (X,ty)’ de smooth S-kapali ise ¢(g)eL” (Y,t,)’ de smooth S-
kapalidir.

Ispat: pepr(L) ve o(g)(y)=>p’ olan her yeY igin (v T)(y) £p olacak bigimde

iel]

smooth yari-agik L-fuzzy kiimelerinin (f,), , < L" ailesini alalim.

iel

¢ smooth kararsiz oldugundan (¢~'(f,)),., = L* smooth yari-agik L-fuzzy kiimeler

i€l

ailesidir. Ayrica

¢(g)(y) = p’ olacak bicimdeki her y € Y i¢in (\/f,)(y) £ p oldugundan

iel]

o(g)(p(x)) = g(x) > p' olacak bigimdeki her x € X igin

(v E)@(x) = (v o (F))(x) £ p

i€l i€l
g smooth S-kapali oldugundan

JF €2 : g(x)>p’ olan her x € X igin (v (@' (f)) " )(x) £ p saglanir. Ayrica

ieF
Yy eY igin ¢ ' (y) sonluve p’ € M(L) oldugundan

og)y)= v g(x)=p'=3IxeX Oyleki g(x)=p" ve o@(x)=y’ dir.

xeo™' (y)

(v ) = G F0x) =0 (F)(X) = (v (@ (£,)) )(x) £p

ieF ieF ieF ieFi
elde ederiz. Boylece

¢(g)(x) = p' olacak bicimdeki her y € Y i¢in (\/ f_i)(x) £p olur.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € L" smooth S-kapalidir.

Teorem 4. 3. 27: (X,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzay, (Y,t,) smooth tamamen
baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay, ¢:(X,ty) — (Y,t,) donisiimi her ye Y igin
¢ '(y) sonlu olan smooth siirekli bir doniisiim olsun. Eger ge L* (X,ty)’ de

smooth RS-kompakt ise ¢(g) € L' (Y,t,)’ de smooth RS-kompakttir.
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Ispat: g € L* smooth RS-kompakt ise g € L* smooth hemen hemen kompakttir.
¢ smooth siirekli oldugundan ¢(g) € LY smooth hemen hemen kompakttir.
(Y,ty) smooth tamamen baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay oldugundan da

¢(g) € L” smooth RS-kompakttir.

Teorem 4. 3. 28: (X,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzay, (Y,t,) smooth tamamen
baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay, ¢:(X,ty) — (Y,t,) doniisiimii her ye Y i¢in
¢ '(y) sonlu olan smooth yari-siirekli bir déniisiim olsun. Eger ge L* (X,t,)’ de
smooth RS-kompakt ise ¢(g) € L” (Y,t,)’ de smooth RS-kompakttir.

[spat: Teorem 2. 3. 18” den ¢(g) € L' smooth hemen hemen kompakt ve (Y,t.)

smooth tamamen baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay oldugundan da o(g)e L”

smooth RS-kompakttir.

Teorem 4. 3. 29: (X,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzay, (Y,t,) smooth tamamen
baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay, ¢:(X,ty) — (Y,t,) dOniisiimii her ye Y i¢in
¢ '(y) sonlu olan smooth kararsiz bir déniisiim olsun. Eger ge L* (X,t,)’ de
smooth RS-kompakt ise ¢(g) € LY (Y,t,)’ de smooth RS-kompakttir.

Ispat: Teorem 2. 3. 21° den ¢(g) € LY smooth S-kapali ve (Y,t,) smooth tamamen

baglantisiz L-fuzzy topolojik uzay oldugundan da ¢(g) € L” smooth RS-kompakttir.
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5. SMOOTH YARI-ON KOMPAKTLIK

1998 yilinda Thakur ve Singh [68] fuzzy topolojik uzaylarda fuzzy yari-on agik
kiime tanimimi vererek, zayif ve giiglii fuzzy kiimeleri ile iliskilerini incelemistir.
Ayrica fuzzy yari1-6n siirekli tanimin1 da vererek, fuzzy yari-6n agik kiimelerin ¢esitli

fonksiyonlar altindaki 6zelliklerini incelemistir.

2004 yilinda Shi-Zhong Bai [69] fuzzy topolojik uzaylarda yari-6n kompaktlik
tanimini Kudri [26]” nin keyfi L-fuzzy kiimeleri i¢in verdigi tanimdan esinlenerek
vermistir. Daha sonra bu kompakthigin cesitli karakterizasyonlarini inceleyerek

topolojik ozelliklerini aragtirmistir.

Bu boliimde Shi-Zhong Bai [69]" nin vermis oldugu yari-6n kompaktlik tanimi
smooth L- fuzzy topolojik uzaylara genellestirilmis, fuzzy topolojik uzaylardaki
ozelliklerinin korunup korunmadig arastirilmistir. Ayrica smooth yari-kompaktlik ve

giiclii kompaktlik arasindaki iliski incelenmistir.



5.1. Onerilen Tanimlar

Tanmm 5. 1. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f € L™ olsun.
f smooth yar1-6n agiktir:<> 3g € L* smooth én-acik : g <f < é

f smooth yar1-6n kapalidir:<< f’ smooth yari-6n agiktir.

Onerme 5. 1. 2: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzaymda f € L* olsun.
a) f smooth 6n-agik ise smooth yari-6n agiktir.
b) f smooth yari-acik ise smooth yari-6n agiktir.

Ispat: a) feL* smooth &n-acik olsun. Tamimda g:=f aldigimizda f yar1-on agik

olarak elde edilir.

b) f € L* smooth yari-acik olsun. Smooth yari-agik tanimindan her p € pr(L) i¢in

t(g) £ p olacak bigimde IgeL* : g<f< é saglanir. Buradan

t(g)ﬁp:ﬂ(g)>0:>g=é ve géé = g=é£§’dir. Dolaysiyla g smooth 6n-

aciktir. Béylece f € L* smooth yar1-6n agiktir.

Tanmm 5. 1. 3: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay olsun. f € L* kiimesinin smooth

yar1-0n i¢i ve smooth yari-6n kapanisi sirastyla

fi=\/1ge L* |g<f ve g smooth yari-6n acik}
f=alge L* |f <g ve g smooth yar1-6n kapali}

olarak tanimlanir.

Tanim 5. 1. 4: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g e L™ olsun.

g smooth yari-6n kompakttir <> Vpepr(L) ve (\/f)(xX)£p (gx)=p’) olacak

iel

bigimdeki smooth yar1-6n agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L™ ailesi i¢in

FFe2 ()X £p (gx)2p)

ieF

i€l

g =1y ise (X,t) smooth yar1-6n kompakt L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.
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t smooth L-fuzzy topolojisinin crisp olmasi durumunda; yani t:L* — {0,1} olmasi

durumunda bu tanim Shi-Zhong Bai [69] tarafindan L-fuzzy topolojik uzaylarda
verilen yari-on kompaktlik tanimina denk olmaktadir, yani smooth yari-6n
kompaktlik L-fuzzy topolojik uzaylardaki yari-6n kompakthigin smooth L-fuzzy

topoloik uzaylara genelestirilmesi olur.

Tanmm 5. 1. 5: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g e L™ olsun.
g smooth hemen hemen yari1-6n kompakttir :< Vp € pr(L) ve

(vT)X) £p (g(x)=p’) olacak bigimdeki smooth yari-6n agik L-fuzzy kiimelerinin

iel

her (f,),., < L™ ailesi i¢in

i€l

Fe2V : ()X Lp (gx)2p)

icF

Tanmm 5. 1. 6: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g L* olsun.

g smooth yakin yari-on kompakttir <> Vpepr(L) ve (\/f)(x)£p (g(x)=p’)

i€l

olacak bigimdeki smooth yari-on agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L* ailesi

icin IF €2 : (v f_i)(x) £p (g(x)=p)

ieF o

iel

Tanimlar karsilagtirildiginda
g smooth yar1-6n kompakt = g smooth yakin yari-6n kompakt = g smooth hemen
hemen yari-6n kompakt

oldugu goriiliir.
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5.2. Baz Karakterizasyonlar ve Ozellikler

Teorem 5. 2. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g e L™ olsun.
g smooth yar1-6n kompakttir< Vae M(L) ve (A f;)(x)2a (g(x)=a) olacak
i€l

bigimdeki smooth yar1 én-kapali L-fuzzy kiimelerinin her (f,),_, < L* ailesi igin

JFe2V : (A Za (gx)2a)

Ispat: Teorem 3. 2. 1.” in ispatina benzer olarak gosterilir.

Teorem 5. 2. 2: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g e L™ olsun.
g smooth yar1-6n kompakttir <> Vp e pr(L) ve (\/f, vg)(x)£p (VxeX) olacak
i€l

bigimdeki smooth yar1-6n agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L™ ailesi i¢in

i€l
Fe2 (i ve)x)£p (VxeX) saglanir.

ieF
Ispat: pepr(L) ve her x € X i¢in (v, v g)(x) £ p olacak bicimdeki smooth yari-

iel]

on agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L™ ailesini alalim.

iel
VxeX igin (v, v g)(x) = (v £)(x) v g(x) £p
i€l i€l

= g(x) > p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p ’ dir.

i€l
g smooth yar1-6n kompakt oldugundan

FFe2? : g(x)2p’ olan her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p’ dir.

ieF
x € X keyfi alalim.
gx)zp' =X <p=>(vHX)vEE) =G/ ve)x)£p

ieF ieF

gx)zp' =g x)£p=>(y1f vehx) £p
ieF
= VxeX icin (\/f, vg)(x)£p
ieF
(<)pepr(L) ve g(x)=p' olan her x € X igin (\/f;)(x) £p olacak bicimdeki

i€l

smooth yar1-6n agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),_, < L* ailesini alalm.

iel]
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g(x) = p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f,)(x) £ p oldugundan

i€l

Vx e X igin (\/f; vg')(x) £ p saglanir. Hipotezden

ieF

FFe2? 1 vxeXi¢in (\f; vg)(x)£p’ dir

ieF

= g(x) 2 p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f;)(x) £ p

ieF

Sonug olarak g smooth yari-6n kompakttir.

Onerme 5. 2. 3: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h e L* olsun. g ve h
smooth yar1-6n kompakt ise g v h smooth yari-6n kompakttir.

Ispat: Teorem 3. 3. 1.” in ispatina benzer olarak gosterilir.

Onerme 5. 2. 4: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h e L* olsun. g smooth
yar1-6n kompakt ve h smooth yari-6n kapali ise g A h smooth yari-6n kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve (gAh)x)>p’ olan her x € X icin (vI)x)£p olacak

iel]
bigimdeki smooth yari-6n agik L-fuzzy kiimelerinin (f,),., < L ailesini alalim.
h € L* smooth yar1-6n kapali oldugundan h' € L* smooth yar1-6n agiktir. Boylece
B={f},, w{h'} ailesi smooth yari-on acik kiimeler ailesidir ve

g(x) 2 p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/ k)(x) £ p saglanir. Gergekten de

ke
g(x) >p’ olacak bigimde x € X alalim.

h(x)2p'=h'(x)<p ve (\/f;)(x) £ p oldugundan (\, k)(x) £ p saglanir.

i€l kep

h(x)2p'=h'(x)£p= (\y k)(x) £p’ dir.

kep
g smooth yar1-6n kompakt oldugundan

3B, = {f,.f,,....f,,h’} = P sonludyleki g(x)>p’ olan her x € X i¢in (\/ k)(x) £ p
ke,
elde edilir. Buradan

(g Ah)(x) 2 p’ olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f,)(x) £ p saglanir.
i=1

Sonug olarak g A h smooth yar1-6n kompakttir.

75



Sonug 5. 2. 5: Smooth yari-6n kompakt L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth yari-6n

kapali her L-fuzzy kiimesi smooth yar1-6n kompakttir.

Tanm 5. 2. 6: (X,ty) ve (Y,t,) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty)—>(Y,ty) olsun.
¢ smooth yari-6n siireklidir <= Vpepr(L) ve t,(g)£p olacak bicimdeki her

ge L i¢in ¢'(g) e L* smooth yari-6n agiktir.

Teorem 5. 2. 7: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢0:(X,ty)—>(Y,t,) doniisiimii her yeY i¢in ¢ '(y) sonlu olan smooth yari-6n
siirekli bir déniisiim olsun. Eger ge L* (X,t,)’ de smooth yari-6n kompakt ise
o(g)eL” (Y,t,)’ de smooth kompakttir.

Ispat:p e pr(L) ve o(g)(y)>p’ olan heryeY igin (v f)(y) £ p olacak bigimde

i€l
{f. |ty (f) £p},, <L ailesini alalim.

¢ smooth yar1-6n siirekli oldugundan (¢~'(f,)),., < L* smooth yari-6n agiktir.

i€l
Ayrica
¢(g)(y) = p' olacak bigimdeki her y e Y i¢in (\/f;)(y) £ p oldugundan

iel]

o(g)(e(x)) =g(x) > p’ olacak bigimdeki her x € X igin

(v @) =/ ¢ (E)E) £p

i€l il
g smooth yari-6n kompakt oldugundan

JF 2" : g(x)=p’ olan her x € X igin (v o '(f))(x) £ p~ diir.

ieF
o(g)(y) > p’ olacak bigimde ye Y alalim.
VyeY icin ¢ ' (y) sonlu ve p € pr(L) oldugundan

og)y)= v g(x)2p' < IxeX dyleki g(x)2p' ve p(x)=y

xe™' (y)

= (v =Gy F0x) = (o (f))(x) £ p elde edilir.

ieF ieF ieF

Sonug olarak ¢(g) smooth kompakttir.
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Sonu¢ 5. 2. 8 (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
0:(X,ty)—>(Y,t,) doniisiimii smooth yar1-6n siirekli ve 6rten bir doniisiim olsun.
Eger (X,ty) smooth yari-6n kompakt ise (Y,t, ) de smooth kompakttir.

Ispat: Bir 6nceki teoreme benzer olarak gosterilir.

Tanim 5. 2. 9: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
0:(X,ty)—>(Y,t,) olsun.
¢ smooth yar1-6n kararsizdir :<> Vg e L* smooth yar1-6n acik igin ¢~'(g) e L*

smooth yari-6n agiktir.

Teorem 5. 2. 10: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢o:(X,ty)—>(Y,t,) doniisiimii her yeY icin ¢ '(y) sonlu olan smooth yari-6n
kararsiz bir doniisiim olsun. Eger ge L* (X,t4)’ de smooth yari-6n kompakt ise

o(g)eL” (Y,t,)’ de smooth yari-6n kompakttir.

Ispat: Teorem 3. 3. 7. ye benzer olarak gosterilir.

Sonug 5. 2. 11: (X,ty) ve (Y,ty) smooth L-fuzzy topolojik uzaylar ve
¢:(X,ty)—>(Y,t,) doniisiimii smooth yari-6n kararsiz ve drten bir dontisiim olsun.

Eger (X,t,) smooth yari-6n kompakt ise (Y,t,) de smooth yar1-6n kompakttir.

Teorem 5. 1. 12: Smooth L-fuzzy topolojik uzaylarda her smooth yari-6n kompakt L-
fuzzy kiimesi smooth giiclii kompakt ve smooth yar1 kompakttir.

Ispat: Onerme 5. 1. 2’ den ve Tanim 5. 1. 4’ den agiktur.

Boylece asagidaki diyagrami elde ederiz:

Giiglii kompakt

Yari-6n kompakt

Yar1 kompakt
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6. SMOOTH o-KOMPAKTLIK

Klasik topolojide o -agik (ya da giigsiiz -a¢ik) kiime Njastad [70] tarafindan verilmis
ve c¢alisiimistir. Bu kiimelerden yararlanan Maheshwari ve Thakur [71] klasik
topolojik uzaylarda o -kompaktlik (giigsiiz komaktlik) tanimim1 vermistir: X klasik
topolojik uzaymin o -kompakttir ancak ve ancak X’ in her o -acik ortiimii sonlu bir

alt ortiime sahiptir.

Fuzzy topolojik uzaylarda o -kompaktlik kavrami Chang [2]” in kompaktlik tanimi
baz alinarak Thakur ve Saraf [72] tarafindan verilmistir. L-fuzzy topolojik uzaylarda
bu kavram, Aygiin [62] tarafindan tanimlanmis ve topolojik 6zellikleri arastirilarak

diger kompaktliklarla iliskileri incelenmistir.

Bu boliimde smooth o -agik kiime kavrami verilerek smooth L-fuzzy topolojik
uzaylardaki Ozellikleri incelenmistir. Smooth o -kompaktlik tanimlanarak sahip
oldugu topolojik Ozellikler aragtirllmig, diger kompaktlik cesitleri ile iliskileri

incelenmistir.



6.1. Onerilen Tanimlar

Tanmm 6. 1. 1: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f € L* olsun.

f smooth o -agiktir (giigsiiz agiktir) : <> f < f

f smooth o -kapalidir (gli¢siiz kapahdir) : < f<f

Teorem 6. 1. 2: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve f € L* olsun.
a) Vp e pr(L) icin t(f) £ p ise f smooth o -agiktir.
b) f smooth o -acik ise smooth on-agiktir.

Ispat: (a) p e pr(L) ve t(f) £ p olacak bigcimde f € L* alalim. Buradan

t(f)>0=f = f saglanir. Diger taraftan

f<f=f= f <f= (% )T =>f< f saglanir. Dolayisiyla f smooth o - agiktir.

(b) f € L* smooth o - agik olsun.

F<f = f<f =f< f<f saglanir. Dolayisiyla f smooth 6n-agiktir.

Tanmm 6. 1. 3: (X,t) smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g  smooth o-kompakttir  (giligstiz  kompakttir) < Vpepr(L) ve

(vE)(X)£p (g(x)=p’) olan her (f),, cL* smooth o-agik L-fuzzy kiimeler

i€l
ailesi i¢in

FFe2V: (Vi) £p (g(x)2p).

ieF

g =1 ise (X,t) smooth a-kompakt L-fuzzy topolojik uzay olarak adlandirilir.

79



t smooth L-fuzzy topolojisinin crisp olmasi durumunda; yani t:L* — {0,1} olmasi

durumunda bu tanim Aygiin [62] tarafindan L-fuzzy topolojik uzaylarda verilen o -
kompaktlik tanimina denk olmaktadir, yani smooth o -kompaktlik L-fuzzy topolojik
uzaylardaki o -kompakthigin smooth L-fuzzy topolojik uzaylara genellestirilmesi

olur.

6.2. Diger Karakterizasyonlar ve Ozellikler

Teorem 6. 2. 1: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

g smooth o -kompakttir < VaeM(L) ve (Af)(X)2a (g(x)=a) olan her

iel
(f);., < L™ smooth o -kapali L-fuzzy kiimeler ailesi i¢in
JFe2" : (AT)X)Za (g(x)=oa) saglanr.
ieF

Ispat: Teorem 3. 2. 1.” in ispatina benzer olarak gosterilir.

Teorem 6. 2. 2: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.
g smooth o-kompakttir <> Vpepr(L) ve (\fivg)x)£p (xeX) olacak
i€l

bigimdeki smooth o -agik L-fuzzy kiimelerinin her (f,),., < L™ ailesi igin

il
Fe2V : (yiive)x)Lp (x eX) saglanr.

ieF
Ispat: (=) pepr(L) ve her x € X igin (v, v g)(x) £ p olacak bigimdeki smooth

iel]

a -acik L-fuzzy kiimelerinin (f;),_, = L* ailesini alalim.

i€l

vx e X igin (\/f; vg)(x) = (v f)x)vex) £p

i€l i€l

= g(x) 2 p’ olacak bigimde her x € X i¢in (\/f,)(x) £ p

i€l
g smooth o -kompakt oldugundan

FFe2” :g(x)2p’ olan her x € X igin (\/f;)(x) £ p

ieF
x € X keyfi alalim.
gx)<p=(/Hx)£p=(/five)x) £p

ieF ieF
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gX)Lp=>(yfive)x) £p

ieF

= VxeX ic¢in (\/f, vg)Xx)£p

ieF

(<)pepr(L) ve g(x)=p' olan her x € X igin (\/f;)(x) £p olacak bicimdeki

i€l

smooth o -agik L-fuzzy kiimelerinin (f,)._, < L* ailesini alalim.

i€l

= Vx e X igin (\/f, v g')(x) £ p’ dir. Hipotezden

i€l

Fe2V : (yiiveg)x)£p (xeX)’ dir Boylece

ieF

g(x) = p' olacak bigimdeki her x € X i¢in (\/f,)(x) £ p saglanir.

ieF

Sonug olarak g smooth o -kompakttir.

Onerme 6. 2. 3: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g ve h
smooth o -kompakt ise g v h smooth o -kompakttir.

Ispat: Onerme 3. 3. 1.” in ispatina benzer olarak gosterilir.

Onerme 6. 2. 4: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g,h € L* olsun. g smooth
o -kompakt ve h smooth o -kapaliise g A hsmooth o -kompakttir.

Ispat: Onerme 3. 3. 2.” nin ispatina benzer olarak gosterilir.

Sonug 6. 2. 5: Smooth o -kompakt L-fuzzy topolojik uzaylarda smooth o -kapali her
L-fuzzy kiimesi smooth o -kompakttir.

Ispat: Bir 6nceki teoremin sonucu olarak aciktir.

Onerme 6. 2. 6: (X,t) bir smooth L-fuzzy topolojik uzay ve g € L* olsun.

(i) (ii)
g smooth giiclii kompakt = g smooth o -kompakt = g smooth kompakttir.

Ispat: (i) Onerme 6. 1. 2. (b) den agiktir.
(ii) Onerme 6. 1. 2. (a) dan aciktir.
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Yukaridaki 6nermeden asagidaki diyagrami elde ederiz:

Gugli kompakt —» o -kompakt —  Kompakt

Tanim 6. 2. 7: (X,ty) ve (Y,ty) L-fuzzy topolojik uzaylar olsun.
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniislimiine smooth o -siireklidir denir : & Vp € pr(L) ve

t,(g) £ p olacak bigimdeki her g e L icin ¢'(g) € L* smooth o -agiktir.

Teorem 6. 2. 8 (X,ty) ve (Y,ty) iki smooth L-fuzzy topolojik uzay ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimii her y € Y igin ¢ ' (y) sonlu olan smooth o -siirekli
bir déniisiim olsun. Eger geL* (X,t,)’ de smooth o -kompakt ise ¢(g) e L"
(Y,ty)’ de smooth kompakttir.

Ispat: p e pr(L) ve ¢(g)(y)>p’ olan her yeY igin (v f)(y) £ p olacak bi¢imde

iel]
{f, |ty (f)) £p},., < L' L-fuzzy kiimelerinin ailesini alalim.

¢(g)(y) = p’ olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f,)(y) £ p oldugundan

i€l

o(g)(p(x)) = g(x) > p' olacak bi¢imdeki her x € X i¢in

(vE)@(x) = (/0" (£))(x) £ p saglanr.

i€l i€l
Ayrica ¢ smooth o -siirekli oldugundan her i € J igin ¢ ' (f,) € L* smooth o-

agiktir.

g smooth o -kompakt oldugundan

JF €2 : g(x)=p’ olan her x € X igin (v ¢ '(f))(x) £ p’ die. Buradan

ieF

o(g)(y)=p’ olan heryeY icin (\/f,)(y) £ p saglamr. Gergekten de

ieF
Yy eY igin ¢ ' (y) sonluve p’ € M(L) oldugundan

o(g)y)= v g(x)=p' = 3IxeX oyleki g(x)=p' ve o(x)=y’ dir

xe ™' (y)

= (v DY) =G/ )0x) =/ (f))(x) £ p elde edilir.

ieF ieF ieF

Sonug olarak ¢(g) smooth kompakttir.
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Sonu¢ 6. 2. 9: (X,ty) ve (Y,t,) iki smooth L-fuzzy topolojik uzay ve
¢:(X,ty) = (Y,ty) doniisiimii smooth o -siirekli ve drten bir doniisiim olsun. Eger
(X,ty) smooth o -kompaktise (Y,t,) de smooth kompakttir.

Ispat: Bir 6nceki teoremden kolaylikla gériiliir.

Tanim 6. 2. 10: (X,ty) ve (Y,ty) L-fuzzy topolojik wuzaylar olsun.
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisiimiine smooth o -kararsizdir denir <> Vg € L” smooth

a.-acik icin @' (g) € L* smooth o -agiktir.

Teorem 6. 2. 11: (X,ty) ve (Y,ty) iki smooth L-fuzzy topolojik uzay ve
¢:(X,ty) = (Y,t,) doniisimii her yeY i¢in ¢ '(y) sonlu olan smooth a-
kararsiz bir doniisiim olsun. Eger ge L™ (X,t,)’ de smooth o-kompakt ise

o(g)eL” (Y,t,)’ de smooth o -kompakttir.

Ispat: Teorem 3. 3. 7’ ye benzer olarak gosterilir.

Sonug 6. 2. 12: (X,ty) ve (Y,ty) iki smooth L-fuzzy topolojik uzay ve
¢:(X,ty) > (Y,t,) donlisimii smooth o-kararsiz ve orten bir donilisiim olsun.

Eger (X,ty) smooth o -kompaktise (Y,t,) de smooth o -kompakttir.

Ispat: Bir dnceki teoremden kolaylikla goriiliir.
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7. ACIKLIGIN SEZGISEL DERECESI:

SEZGISEL SMOOTH FUZZY TOPOLOJIK UZAYLAR

1986 yilinda Atanassov [73] fuzzy kiimenin bir genellestirmesi olarak sezgisel fuzzy
kiime kavramini tanimlamistir:

X bostan farkli bir kiime olmak {izere

A= {< X1, (), v, (X) > x € X

formundaki kiimeye X’ in sezgisel fuzzy kiimesi denir. Burada p, : X —>1 ve
v, : X = I fonksiyonlarina (fuzzy kiimelerine) sirastyla x elemanmin A kiimesine

ait olma ve olmama derecesi denir ve bunlar
Vx € X igin p, (x) < (v, (x))" 6zelligini saglar, yani

VxeX icin p, (x)+v,(x)<1’dir.

Sezgisel fuzzy kiimelerini kullanarak Coker [74] sezgisel fuzzy topolojik uzay
tanimint vermistir. Daha sonra 2002 yilinda Samanta ve Mondal [48] fuzzy
kiimelerinin agikliginin sezgisel derecesi kavramini tanimlamislardir. Bu tanimda her
fuzzy kiimesinin bir agiklik olma derecesi bir de agik olmama derecesi vermistir.
Dolayisiyla agikligin sezgisel derecesi kavrami, agikligin derecesi ve sezgisel fuzzy

kiimelerinin topolojisi kavramlarinin bir genellestirmesi haline gelmistir.

2005 yilinda Abbas [75] sezgisel fuzzy kompaktlik kavramini uzay i¢in tanimlamas,
bu kompakthigin zayif hallerini incelemis ve topolojik ozelliklerini arastirmistir.
Ancak almis oldugu ortiim yapisindan dolayr bu kompaktliklar arasindaki iliskileri

inceleyememistir.

Ramadan, Kim ve Abbas [51] acikli§in sezgisel derecesi yapisinda kompaktliklar
lizerine ¢alismalar yapmiglardir. Bu ¢alismada r-kompaktlik,

r-hemen hemen kompaktlik ve r-yakin kompaktlik (r € (0,1]) tanimlarini1 vererek

ozelliklerini ve iligkilerini incelemislerdir.



Won Keun Min ve Chun-Kee Park [49] da agikligin sezgisel derecesi {izerine
calismis, bu yapmin topolojik ozelliklerini incelemistir. Uzayin zayif ve giiclii

kompaktlik tanimlarin1 vererek aralarindaki iligkileri ve 6zelliklerini aragtirmiglardir.

Tezin bu son boliimiinde Won Keun Min ve Chun-Kee Park’ in kompaktlik tanimlari
baz alinarak agikligin sezgisel derecesi yapisinda keyfi fuzzy kiimelerinin sezgisel
kompaktligi, sezgisel hemen hemen kompaktligi ve sezgisel yakin kompaktligi
tanimlanmis, topolojik Ozellikleri ve aralarindaki iligkiler incelenmistir. Ayrica
sezgisel smooth regiiler uzay tanimi verilerek bu kompaktliklarin sezgisel smooth

regiiler uzaylarda denk olduklar1 gosterilmistir.
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7.1. Giris

Tanim 7. 1. 1: X # @ olmak iizere t,t*:1* — I doniisiimleri asagidaki 6zellikleri
sagliyorsa (t, t*) siral1 ikilisine X iizerinde agikligin sezgisel derecesi denir:

ASD 1) Vf e I™ icin t(f) +t*(f) <1

ASD 2) t(0y) =t(ly)=1ve t*(04)=t*(14)=0

ASD 3) Vf,gel” icin t(f Ag) > t(f) At(g) ve t*(fAg) <t*(f)Vvi*(g)

ASD 4) Y(f)),., < I" igin ty/ 1) 2 At(f) ve t*(\/ 1) S\ t* (1)

i€l iel] i€l i€l

(X,t,t*) iicliisiine sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay denir. Burada t(f), f e I*
fuzzy kiimesinin ac¢ikliginin derecesi, t*(f) ise f fuzzy kiimesinin agik olamamasinin

derecesi olarak yorumlanir. [49]

Tanim 7. 1. 2: X # & olmak iizere c,c*:1* — 1 doniisiimleri asagidaki 6zellikleri
sagliyorsa (c, c*) siral ikilisine X tizerinde kapaliligin sezgisel derecesi denir. [49]
KSD 1) Vf e I* igin c(f) +c*(f) <1

KSD 2) ¢(0y)=c(ly)=1ve c*(0y)=c*(1y)=0

KSD 3) Vf,gel” icin c(f v g) = c(f) Ac(g) ve c*(fvg)<c*(f)vec*(g)

KSD 4) V(f),, < I i¢in c(Af) 2 A c(f}) ve c*(Af) S \yc*(f)

iel] i€l iel] i€l

Teorem 7. 1. 3: t,t*:1* — I ve ¢,c*:1* — I doniisiimlerini ele alalim.

Her f e I igin

t.(H)=c("), t*. (H)=c*({") ve c,(f)=t(f"), c*.()=t*{")

olarak tanimlansin.

a) (tt*) X tlizerinde acikhigin sezgisel derecesidir < (c,,c*.) X Tlizerinde
kapaliligin sezgisel derecesidir.

b) (c,c*) X lizerinde kapaliligin sezgisel derecesidir. < (t.,t*.) X Tlzerinde

acikligin sezgisel derecesidir.

86



O VEel* igin t,()=t(f),  t*. ()=t*(f) ve
¢, B)=c), c*. (E)=c*(f)
Ispat: ([48], S 325)

Ornek 7. 1. 4: X=R, T alt taban1 §= {(a,b]|a,be R,a < b} olan topoloji ve T, =T,

olsun.

t,t5: X 51

=1 AT diger durumlarda t(f)=0
= 1gCer durumiardaa =

=05 S AeT-T, s

R T L diger durumlarda t*(f=1
= 1gCer durumiardaa =

003 ;AeT-T, 8

olarak tanimlandiginda (t,t*) X iizerinde a¢ikligin sezgisel derecelendirilmesidir. [48]

Ornek 7. 1. 5: a < b olacak bicimde a,beR ve a € (0,1] alalim.

1 ;xe(ab)
(a,b),(x)=f(x)=qa ;x=b
0 ;diger

t alt taban1 § ={(a,b), |a,beR, a<b, 0<a <1} ailesi olan Chang topoloji ve
T, ={Xs |G (R,T,) deacik} olsun.

f; =(a;,b;), ve Jsayilabilir olmak lizere f € t— 1, fuzzy kiimeside f =\,f; (1)

ieJ
olarak gosterilsin.
t, t*: I8 — I doniisiimleri
t(f)=1 (fery)
t((a,b),)=1-0.5a
Atf) (1) formunda

t(f )=<ie
0 ; diger durumlarda

t(H)=0 (fet,)
t*((a,b),) = 0.3
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i€l

) vi*() i f (1) formunda
1 ; diger durumlarda

olarak tanimlansinlar. Bu taktirde (t,t*) R {izerinde ag¢ikligin sezgisel derecesidir. [48]

Asagidaki teorem smooth fuzzy topolojik uzaylarla sezgiel smooth fuzzy topolojik

uzaylar arasindaki iligkiyi vermektedir.

Teorem 7. 1. 6: (X,t) smooth fuzzy topolojik uzay olsun.
te 1Y 1
f >t*@)=1-t(f)
olarak tanimlanan doniisiim ile (t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzaydir.
Ispat:
ASD 1) f e I* alalm. t(f)+t*(f) <1 oldugu kolaylikla gériiliir.
ASD 2) t(04) =t(1y) =1 smooth fuzzy topolojik uzay oldugundan saglanir.
t*(0,)=1-t(04)=1-1=0ve t*(1y)=1-t(1,) =1-1=0 elde edilir.
ASD 3) f,g e I* alalim. t(f A g) > t(f) A t(g) oldugunu biliyoruz.

t(FAg) = (- F Ag)=1-t(f Ag)<1- () At(g) = (1-t(F) v (1 - t(g)) = t* () v t*(g)
elde ederiz

ASD 4) (f,),,,  I* alalm. t(\/f;) = A t(f;) oldugunu biliyoruz.

i€l i€l

t*(\/fi):(l_t)(\/fi)zl_t(\/fi)gl_/\t(fi):\/(l_f(fi)):\/t*(fi)

i€l i€l iel] i€l i€l i€l

iel

elde ederiz

Dolayisiyla (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzaydir.

Tamm 7. 1. 7: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay olsun. f € I* kiimesinin

sezgisel smooth i¢i ve kapanisi sirasiyla

f=\ thel® [h<ft(h)>0,t*(h) < t*(f)}
f=Athel®|f<h,c(h)>0,c*, (h)<c*. (f)}

olarak tanimlanir. [49]
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Teorem 7. 1. 8: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve f,gel* olmak
lizere asagidaki ozellikler saglanir. [49]

a) c*, () <c*.(f)

b) t*(f) < t*(f)

c)f<gvec*.(g)<c*,(f)=f<g

d) f<gve t*(f)<t*(g)=>f<g

Ispat: (a) Tanmim 7. 1. 2. ve Tanim 7. 1. 7. den

c*. (f) = c*.(Athel™ [f<h,c (h)>0,c*. (h)<c*, ()}
<wvic*. () [f<h,c (h)>0,c*. (h)<c*.(f)}
<c*.(f)

(b) (a) ya benzer olarak gosterilir.

(c) kethel®|g<h,c,(h)>0,c*. (h)y<c*.(g)} alahm.

f<g ve c*,.(g) <c*.(f) oldugundan ayn1 zamanda

kethel®|f<h,c(h)>0,c*, (h)<c*. ()} saglanir. Dolayisiyla

fhel¥|g<hc,(h)>0,c*, (h)<c*. ()} = the ¥ |f <h,c (h)>0,c*. (h)<c*. ()}
saglanir. Buradan da é > elde ederiz.

(d) (c) ye benzer olarak gosterilir.

Teorem 7. 1. 9: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve f € I* olmak iizere

asagidaki 6zellikler saglanir. [49]
(@) () = (f")

(b) £ =((f")")

(c) (f°) =(f")

(d) £ = (")

Ispat: (a) Tamim 7. 1. 7 den
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(f)' = (A {h eI |f <h,c,(h) > 0,c*, (h) <c*. (F)})
—\/{h'[heT*h' <f't(h") = ¢, (h) > 0,t*(h') < t*(f')}

=ik e X [k < 1(k) > 0,t* (k) < t*(f)} = (f')

(b), (¢) ve (d) 6zellikleri (a) dan kolaylikla elde edilir.

Teorem 7. 1. 10: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve f,geI* olmak
tizere asagidaki 6zellikler saglanir. [49]

(a) 0 =0y

(b) f<f

(c) f< ?

d) frg<fvg

Ispat: (a) ve (b) Tanim 7. 1. 7 dan kolaylikla elde edilir. (c) ise Teorem 7. 1. 8 (a) dan
elde edilir.

(d) f,g e I* alalim.

fvg= afhel™[fvg<h,c (h)>0,c*. (h)<c*. (fve)}
> Athel®|fvg<h,c (h)>0,c*, (h)<c*, (f)ve*, (2)
> A (thel™ [f <h,c (h)>0,c*, (h)<c*, (£)})

Uthel™ |g<h,c (h)>0,c*. (h)<c*.(2)})
= (Afhel® |f<h,c (h)>0,c*. (h)<c*. ()}

AAthel™ [g<h.c (h)>0,c*. (h)<c*.(g)})

=fag
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Teorem 7. 1. 11: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve f,geI* olmak

lizere asagidaki ozellikler saglanir. [49]
@ 1y =1

) f<f

(©) (f) <f

(d) (Frg) <fvg

Ispat: Teorem 7. 1. 10. a benzer olarak gosterilebilir.

Teorem 7. 1. 12: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve f € I* olmak iizere

asagidaki 6zellikler saglanir. [49]
(@) t(f)>0=f=f

b) e, (f)>0=>f=f

Ispat: (a) t(f) > 0 olsun. Buradan

fethel® |h<f tth)>0,t*(h)<t*(f)}’ dir. Dolaysiyla f< f elde edilir.

Buradan ve Teorem 7. 1. 11. (b)’ den f = f elde ederiz.
(b) de (a) ya benzer olarak gosterilir.

Tanim 7. 1. 13: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay olsun.

¢:X —>Y doniisiimiine sezgisel siirekli doniisiim (dereceyi koruyan doniisiim)

denir: & Vgel¥ icin t(p~'(g)) > u(g) ve t* (¢ '(g)) <u*(g)’ dir. [48]

Teorem 7. 1. 14: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve
¢:X —> Y donisiimiine sezgisel siirekli doniisiim olsun. Bu taktirde asagidaki
ozellikler saglanir.

(a) VI e I¥ icin o(f) < (f)

(b) Vgel” icin o7 (g) <07 (g)

(c) VgeI icin ¢ (g) < (9™ ()’

Ispat: ([49], S 797)
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Tanim 7. 1. 15: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay olsun.

¢:X > Y doniisiimiine sezgisel acik doniisiim (dereceyi koruyan agik doniisiim)

denir: < Vg eI* icin t(g) < u(p(g)) ve t*(g)>u*(p(g))’ dir. [49]

Teorem 7. 1. 16: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve

¢: X — Y donilisiimii sezgisel agik doniisiim olsun. Bu taktirde,
Vg el® igin q)(;g) < (p(g))° saglanir. [49]
Ispat: g e I* alalim.
o(g) = ¢(\/theI* [h < g t(h) > 0,t*(h) < t*(g)})
<\ iph) e I" [p(h) < p(g), t(h) > 0,t * (h) < t*(g)}
<\ ioh) eI [o(h) < o(g),u(e(h)) > 0,u* (o(h)) <u*(¢(g))}” dir.
Teorem 7. 1. 11. (a) dan u(e(h)) > 0= (¢(h))" =oe(h) <(p(g))" oldugundan

o(2) < (0(2))" elde edilir.

7.2.  Sezgisel Smooth Kompakthk ve Ozellikleri

Tanmm 7. 2. 1: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve g € I* olsun.

(a) g sezgisel smooth kompakttir : <> Vp €[0,1) ve (\/f,)(x) >p (g(x)=p’) olacak

i€l
bigimdeki her {f, e I* [ t(f,) > 0 ve t*(f,) < t(f,)} ailesi igin

FF 2V (X)) >p (g(x)2p).

ieF

Eger g =1, ise (X,t,t*) uzay1 sezgisel smooth kompakt olarak adlandirilir.
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Bu durumda tanimimiz asagidaki sekilde ifade edilir:

X sezgisel smooth kompakttir :<> Vpe[0,]) ve (\/f)(x)>p (VxeX) olacak

ieJ
bigimdeki her {f; e I* | t(f,) > 0 ve t*(f;) < t(f,)} ailesi igin

JF €2V (v X)) >p (VxeX).

ieF

(b) g sezgisel smooth yakin kompakttir : <> Vp €[0,1) ve (\/f,)(x)>p (g(x)=p’)

il
olacak bigimdeki her {f; e I* | t(f,) >0 ve t*(f;) < t(f,)} ailesi igin

FF 2 : ()X >p (2(x)=p).

ieF
Eger g =1, ise (X,t,t*) uzay1 sezgisel smooth yakin kompakt olarak adlandirilir.

(c) g sezgisel smooth hemen hemen kompakttir :<> Vp €[0,1) ve (\/f;)(x)>p

iel]

(g(x) > p’) olacak bigimdeki her {f, € I* | t(f;) >0 ve t*(f;) < t(f,)} ailesi igin

FFe2” : ()X >p (g(x)2p).

ieF

Eger g=1, ise (X,t,t*) uzayr sezgisel smooth hemen hemen kompakt olarak

adlandirlir.

Not: Tanim 7. 2. 1. de ailede t*=1-t olarak aldigimizda bu tanimlar Abbas [74]
tarafindan verilmis olan kompaktlik tanimlari ile ¢akisir. Dolayisiyla bu kompaktlik

tanimlar1 Abbas tarafindan verilen tanimlarin bir genellestirmesi olur.

Teorem 7. 2. 2: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve g € I* olsun.

(i)
g sezgisel smooth kompakt = g sezgisel smooth yakin kompakt

(ii)
= g sezgisel smooth hemen hemen kompakttir
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Ispat: (i) pe[0]) ve (g(x)>p olan her x € X icin (vf)(x)>p olacak

il
bigimdeki {f, € I | t(f,) >0 ve t*(f,) < t(f,)} ailesini alalim.
g sezgisel smooth kompakt oldugundan

FF e 2" : g(x)>p’ olan her x € X igin (v f)(x) > p saglanir.

ieF

Viel i¢in t(f;) > 0 oldugundan Teorem 7. 1. 12. (a) dan f, = f elde ederiz. Ayrica

1

Teorem 7. 1. 8. (b)den her 1€ J i¢in f, = fi < f_1 elde ederiz. Buradan da
JF e 2" :g(x)>p’ olan her x € X icin (v f_i)(x) > p elde ederiz.

ieF
Sonug olarak g sezgisel smooth yakin kompakttir.

(i) pe[0,]) ve g(x)=p’ olan her x e X i¢in (\/f;)(x) >p olacak bicimdeki

iel]
{f, e I* [ t(f) >0 ve t*(f) < t(f,)} ailesini alalim.

g sezgisel smooth yakin kompakt oldugundan

FF e 2" : g(x)>p’ olan her x € X igin (\/f_i)(X) > p saglanir.

ieF

Teorem 7. 1. 11. (b) den her i € J igin f_1 <f, elde ederiz. Buradan da

1

JF €2 : g(x) = p’ olan her x € X igin (v f_i)(x) > p elde ederiz.

ieF

Sonug olarak g sezgisel smooth hemen hemen kompakttir.

Teorem 7. 2. 3: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve g,h € I* olsun. g ve
h sezgisel smooth kompakt ise gV h sezgisel smooth kompakttir.

Ispat: pe[0,]) ve (gvh)(x)>p olan her x € X igin (vT))>p olacak

il
bigimdeki {f, € I | t(f,) >0 ve t*(f,) < t(f,)} ailesini alalim.
p €[0,1) oldugundan g(x)>p’ ve ya h(x)>p’ diir.
g ve h sezgisel smooth kompakt oldugundan

JF,Ee2Y : g(x)>p’ olan her x € X i¢in (vTI)x)>p ve

ieF

h(x) 2 p’ olan her x € X i¢gn (\/f;)(x)>p

ieE
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= g(x)>p’ ve h(x) >p’olan her x e X i¢in ( s f,)(x)>p

ieEUF

= (gvh)(x) 2p’ olan her x e X i¢in ( \/ f,)(x)>p

ieEUF

Sonug olarak g v h sezgisel smooth kompakttir.

Teorem 7. 2. 4: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve g,h € I* olsun. g ve
h sezgisel smooth yakin kompakt (sezgisel smooth hemen hemen kompakt) ise gv h

sezgisel smooth yakin kompakttir (sezgisel smooth hemen hemen kompakttir).

Ispat: Teorem 7. 2. 3.” e benzer olarak gdsterilir.

Teorem 7. 2. 5: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve g h e I* olsun. g
sezgisel smooth kompakt, c,(h)=1 ve c*.(h)=0 ise gah sezgisel smooth

kompakttir.

Ispat: pepr(L) ve (gah)x)>p olan her x € X i¢in (vTf))>p olacak

i€l
bigimde {f, < I* | t(f,) >0 ve t*(f) < t(f,)} ailesini alalim. Buradan
B={f},,w{h'} ailesi icin c,(h)=th)=1>0 ve c*.(h)=t*(h")=0<t(h")
saglanir. Dolayisiyla bu aile i¢in

g(x) 2 p’ olan her x € X i¢in (\,k)(x) >p

kep
elde ederiz. Ger¢ekten

g(x) > p’ olacak bi¢imde x € X alalim.

h(x) 2p"= (gAh)(x) 2p" = (v F)(x) >p= (v K)(x)>p

ieJ kep

h(x)2p=h'(x) > p = (\/ k)(x) > p elde ederiz.

kep
g sezgisel smooth kompakt oldugundan

3B, = {f,.f,,....f,,h’} = Psonlu : g(x) = p’ olan her x € X igin (\/ k)(x) >p

kep,

saglanir. Buradan

(vI)X)>p ((gAah)(x)=p’) elde ederiz. Gergekten de

i=1

(gAh)(x)2p'=g(x)2p' = (\ k)(x)>p’ dir. Buradan

keB,
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Jdk € B, : k(x) > p’ dir. Ancak h(x)>p’' = h'(x) < p* dir. Boylece

(g Ah)(x) > p’ olan her x € X igin (\/f;)(x)>p elde ederiz

i=1

Dolayisiyla g A h sezgisel smooth kompakttir.

Sonug 7. 2. 6: (X,t,t*) sezgisel smooth kompakt fuzzy topolojik uzayi i¢in c,(h) =1
ve c*.,(h)=0 olacak bigimdeki her hel® fuzzy kiimesi sezgisel smooth
kompakttir. Diger bir ifadeyle, sezgisel smooth kompakt uzaylarda kapali olma

derecesi 1 ve kapali olmama derecesi 0 olan her fuzzy kiimesi sezgisel smooth

kompakttir.

Teorem 7. 2. 7: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve g h e I* olsun. g
sezgisel smooth hemen hemen (yakin) kompakt, ¢, (h)=1 ve ¢*.(h)=0 ise gah

sezgisel smooth hemen hemen (yakin) kompakttir.

Ispat: Teorem 7. 2. 5.” e benzer olarak gosterilir.

Teorem 7. 2. 8: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve
¢:X - Y doniisimii her ye Y icin ¢ '(y) sonlu olacak bigimde sezgisel siirekli
doniisiim olsun. Eger geI* (X,t,t*)’ de sezgisel smooth kompakt ise ¢(g)el”
(Y,u,u*)’de sezgisel smooth kompakttir.

Ispat: p €[0,1) ve @(g)(y) =p’ olan her yeY icin (\/f)(y) > p olacak bigimde

i€l
{f, 1" |u(f,)>0 ve u*(f,) <u(f,)} ailesini alalm.
¢ sezgisel siirekli oldugundan her i € J i¢in
to ' () 2u()>0=te (f)>0 ve t*(o ' (f))<u*(f) <u(f)<t(e ()
saglanir.

Ayrica @(g)(y) 2 p' olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/f;)(y) > p oldugundan

iel

P(e)((x)) = g(x) 2 p’ olacak bigimdeki her x e X i¢in
(\/ f)(o(x)) = (\/ (P71 (f)(x)>p dir.

g sezgisel smooth kompakt oldugundan
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JF €2 : g(x) = p’ olan her x € X igin (v ¢ ' (f))(x) > p dir. Dolayistyla

ieF

¢(g)(y) = p’ olacak bicimdeki her y € Y i¢in (\/f,)(y) > p saglanir.

ieF
Gergekten de her y € Y icin ¢ ' (y)-sonlu ve p €[0,1) oldugundan

Pg)y)= v gx)2p eIxeX:gx)2p ve p(x)=y

xeg™ (y)

(v = (v @) = (/o (F))(x) > p saglanir. Boylece

ieF ieF ieF

¢(g)(y) = p’ olacak bicimdeki her y € Y i¢in (\/f,)(y) > p elde ederiz.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € I” sezgisel smooth kompakttir.

Sonug¢ 7. 2. 9: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve

¢: X —>Y sezgisel silirekli ve Orten bir doniisiim olsun. Eger X sezgisel smooth

kompakt ise Y de sezgisel smooth kompakttir.

Teorem 7. 2. 10: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve

¢:X — Y doniisiimii her ye Y igin ¢ '(y) sonlu olacak bigimde sezgisel siirekli

doniisiim olsun. Eger g € I* (X,t,t*)’ de sezgisel smooth hemen hemen kompakt ise

o(g) eIV (Y,u,u*)” de sezgisel smooth hemen hemen kompakttir.

Ispat: p €[0,1) ve ¢(g)(y)>p’ olan her ye Y icin (v f)(y) > p olacak bigimde

i€l
{f, eI” |u(f,)>0 ve u*(f,) <u(f,)} ailesini alalim.

¢ sezgisel siirekli oldugundan

o7 (f) e ™ [t(o™(£))>0 ve t*(o " (f)) < t(o™ (f))} ailesi icin

g(x) = p’ olan her x € X i¢in (\/ ¢ ' (f))(x) > p saglanir.

iel

g sezgisel smooth hemen hemen kompakt oldugundan

FFe2? :g(x)2p’ olan her x e X i¢in (\/ (9~ (f}))")(x) > p’ dir. Dolayisiyla

ieF

¢(g)(y) 2 p’ olacak bigimdeki her y € Y igin (\/ f_i)(y) > p saglanir.

ieF

Gergekten de her y € Y icin ¢~ (y)-sonlu ve p €[0,1) oldugundan
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P(@)y)= v gx)zp < IxeX:gx)2p' ve p(x)=y’ dir

xep™ ()

Teorem 7. 1. 14. (b) den

(v ) =y F)O0(x) = (v 0 (F))(X) = (v (' (£,))(x)>p saglanir. Boylece

ieF ieF ieF ieF

¢(g)(y) = p’ olacak bicimdeki her y € Y igin (\/ f_i)(y) > p elde ederiz.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € 1Y sezgisel smooth hemen hemen kompakttir.

Sonug 7. 2. 11: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve
¢: X > Y sezgisel siirekli ve orten bir doniisiim olsun. X sezgisel smooth hemen

hemen kompakt ise Y sezgisel smooth hemen hemen kompakttir.

Teorem 7. 2. 12: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve
¢:X =Y déniisiimii her ye Y icin ¢ '(y) sonlu olacak bigimde sezgisel siirekli
doniisim olsun. Eger gel® (Xtt*)’ de sezgisel smooth yakin kompakt ise

o(g) eIV (Y,u,u*)’ de sezgisel smooth hemen hemen kompakttir.

Ispat: Teorem 7. 2. 2. ve Teorem 7. 2. 10.” dan kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 7. 2. 13: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve
¢:X =Y déniisiimii her ye Y icin ¢ '(y) sonlu olacak bigimde sezgisel siirekli
ve sezgisel agik bir doniisiim olsun. Eger g e I* (X,t,t*)’ de sezgisel smooth yakin
kompakt ise @(g) € IY (Y,u,u*)’ de sezgisel smooth yakin kompakttir.

Ispat: p €[0,1) ve @(g)(y) =p’ olan her yeY icin (\/f)(y) > p olacak bigimde

iel]
{f. eI” |u(f,)>0 ve u*(f,) <u(f,)} ailesini alalim.

¢ sezgisel siirekli oldugundan

0 (£) e X [1(9 (£))> 0 ve t*(97 (£,)) < t(o ™ (F,))} ailesi icin

g(x) 2 p’ olan her x € X i¢in (\/ ¢ ' (f))(x) > p saglanir.

i€l
g sezgisel smooth yakin kompakt oldugundan

JF €2 : g(x) > p’ olan her x € X igin (v (o' (f,))")(x) > p’ dir. Dolayisiyla

ieF
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¢(g)(y) 2 p' olacak bigimdeki her y € Y i¢in (\/ E)(y) > p saglanir.

ieF
Gergekten de her y € Y igin ¢ ' (y)-sonlu ve p €[0,1) oldugundan

P@)y)= v gx)zp < IxeX:gx)2p ve ¢(x)=y’ dir

xeo™' (y)

Teorem 7. 1. 13. ve Teorem 7. 1. 15. dan

P <oy (@ (£) ) =/ e((e™ ()Y < (v (@@ () NI

< (v (@@ N Y < (v )

Boylece ¢(g)(y) = p’ olacak bigimdeki her y € Y igin (\/ f_i)(y) > p saglanir.

ieF

Sonug olarak ¢(g) € I" sezgisel smooth yakin kompakttir.

Sonug 7. 2. 14: (X,t,t*) ve (Y,u,u*) iki sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay ve
¢: X —>Y sezgisel siirekli, sezgisel acik ve Orten bir doniigiim olsun. X sezgisel

smooth yakin kompakt ise Y sezgisel smooth yakin kompakttir.

Tanim 7. 2. 15: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzay: sezgisel regiilerdir:
& t(f) >0 ve t*(f) < t(f) olacak bicimdeki her f € I* icin

f:\/{heIX |ﬁ£f,t(h)>0,t*(h)£t*(f)} olarak yazilir.

Teorem 7. 2. 16: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzayr sezgisel smooth
hemen hemen kompakt ve sezgisel regiiler ise sezgisel smooth kompakttir.

Ispat: p €[0,1) ve her x € X i¢in (v f)(x) > p olacak bigimde

i€l
{f, eI* | t(f) >0 ve t*(f) < t(f,)} ailesini alalim.
X sezgisel regiiler oldugundan her i € J igin
f. =\ {h, € I*| h_l <f.,t(h,))>0,t*(h,) <t*(f,)} saglanir. Buradan
(v () =(/h)(x) > p elde ederiz.
iel i€l

X sezgisel smooth hemen hemen kompakt oldugundan
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FFe2? :¥xeX igin (\/h,)(x)>p olur.

ieF
Viel icin h_1 <f, oldugundan

vx € X igin (\/f;)(x) > p elde ederiz.

ieF

Dolayisiyla X sezgisel smooth kompakttir

Teorem 7. 2. 17: (X,t,t*) sezgisel smooth fuzzy topolojik uzayr sezgisel smooth
yakin kompakt ve sezgisel regiiler ise sezgisel smooth kompakttir.

Ispat: Teorem 7. 2. 16.” ya benzer olarak ispatlanr.

Sonu¢ 7. 2. 18: Sezgisel regiiler smooth topolojik uzayarda kompaktlik, yakin

kompaktlik ve hemen hemen kompaktlik birbirine denktirler.
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