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SEMBOLLER
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FUZZY TOPOLOJIK UZAYLAR KATEGORISINDE
HOMOLOJi TEORI

K ubilay TOPKAYA

Anahtar Kelimeler: Fuzzy topolojik uzay, Fuzzy homotopi, Fuzzy homoloji grup,
Fuzzy moduller, Fuzzy zincir kompleks.

Ozet: Tezde fuzzy topolojik uzaylarda ve fuzzy kiimelerde verilen fuzzy homotopi
kavramint kullanarak fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde homoloji gruplar
tanmmlanmaktadir ve bu gruplar icin homoloji teorinin aksiyomlarinin saglandigi
gogterilmektedir. Daha sonra insa edilen Cech homoloji teorinin sireklilik 6zelligi
ispatlanmaktadir. Son olarak fuzzy zincir kompleksler kategorisinde fuzzy homoloji
modullerin dizisinin tamlig: ispatlanmaktadr.



HOMOLOGY THEORY IN THE CATEGORY OF
FUZZY TOPOLOGICAL SPACES

K ubilay TOPKAYA

Keywords. Fuzzy topological space, Fuzzy homotopy, Fuzzy homology group,
Fuzzy modules, Fuzzy chain complex.

Abstract: In thisthesis, homology groupsin the category of fuzzy topological spaces
are defined by using fuzzy homotopy concept given in the fuzzy sets and the fuzzy
topological spaces. It is shown that axioms of homology theory are provided for
these groups. Afterwards, the continuity property of Cech homology theory that was
built is proved. Finally, the exactness of the sequence of fuzzy homology modules
with the category of fuzzy chain complexes is shown.
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BOLUM 1. GIiRIS

Cebirsel topolojinin temel amaglarindan biri ele alinan topolojik problemin cebirsel
probleme donUstirilmesi ve bu cebirsel problemin ¢dziminden yararlanarak
topolojik problem hakkinda bilgi elde etmektir. Cebirsel topolojinin bu tir
problemlerin ¢oziminde yillardan beri gelisen kendine 6zgl yontemleri vardir. Bu
yontemlerden en 6nemlileri homoloji ve kohomoloji homotopik teorilerdir. Homoloji
ve kohomoloji gruplar igin ele alinan topolojik nesnenin invaryantlar: olarak yedi
aksiyomun saglanmasi gerekmektedir. Bu aksiyomlardan en dnemlileri homotopi,
tamlik ve kesme aksiyomlaridir.

Bilindigi gibi matematikte en ©6nemli problemlerden biri topolojik uzayin alt
uzayinda verilen fonksiyonun tum topolojik uzaya genisletiimesi problemidir. Bu
problem hakkinda ¢ok fazla sonug elde edilmemistir. Bununlailgili en 6nemli teorem
Tietze genisletilme teoremidir. Cebirsel topolojinin yontemleriyle bu problem daha
kolay hale getirilebilir. Diger topoloji problemlerinden kaldirim problemi de cebirsel

topolojinin yontemleriyle ¢ozulebilir.

Cebirsel topoloji yontemlerin sadece topolojide degil matematigin ve fen bilimlerinin
cesitli alanlarinda da uygulamalar: vardir. Ornegin  uygulamali matematigin
varyasyonel hesabinda homotopik teori kullanilmaktadir. Ayrica kuantum fiziginde

kohomoloji teorinin sonuglari 6nemli bir yer tutmaktadir.

Cebirsel topolojik uzaylar kategorisinde tic 6nemli homoloji ve kohomoloji teori insa
edilmistir. Bunlardan biri poliyedirler kategorisinde tanimli geometrik yapisi olan
simplisial  homoloji teoridir. Bu teorinin tum topolojik uzaylar kategorisine
genisletilme problemi bir cok matematikci i¢in giincel bir probleme dénismsttr. Bu
tur genisletilme problemi biri Cech digeri ise shape teorisi olmak Uzere iki farkl



yontemle ¢oztlmeye calisilmistir. Simplisial homoloji teorinin iyi yoni homoloji ve
kohomoloji gruplarin geometrik yap1 kullanilarak daha kolay hesaplanmasidir. K6t
yoni ise bu teorinin tim topolojik uzaylarda tammli olmayist ve bunun sonucu
olarak genisletilmede tamlik ve homotopi aksiyomlarinda problemlerin ortaya
¢ikmasidr.

Ikinci 6nemli teori olan singller homoloji teori tiim topolojik uzaylar kategorisinde
tanimlanmustir. Fakat singtiler homoloji gruplarin topolojik uzaylar igin hesaplanmasi
oldukga zor bir problemdir.

Uclincii 6nemli teori olan spektral homoloji teori, simplisial ve singiler homoloji
teorilerin iyi Ozelliklerini igermektedir. Bu teori hem singller homoloji teoride
oldugu gibi tiim topolojik uzaylar kategorisinde tanimli hem de bu teorinin ingasinda

poliyedirler kullanildig1 i¢in homoloji gruplarin hesaplanmasi daha kolaydir.

Ilk olarak 1965 yilinda Zadeh, L. A., fuzzy (bulank) kiime tammim vermistir [44].
Daha sonra topolojiciler fuzzy kimelerde topoloji tammlayarak klasik topolojik
uzaylardaki kavramlart ve teoremleri fuzzy topolojik uzaylarda vermeye ve
ispatlamaya calismislardir. Fuzzy kiimelerde topoloji kavramu ilk olarak Chang, C. L.
tarafindan verilmistir [4].

Yapilan taramalar ve incelemeler fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde cebirsel
topolojinin yontemlerinin neredeyse hi¢ kullamilmadigint gosterdi. Bunun nedeni
uygun homotopi kavramimin verilmemesidir. Aslinda fuzzy topolojik uzaylarda
homotopi kavraminin verilmesinde g farkli yaklasim izlenmektedir.

Birinci yaklasim verilen topolojik uzayin topolojisi fuzzy kimelerin bir destegi
olarak ele alinan fuzzy topolojiden yararlanarak fuzzy birim araligim tammlayarak
homotopi bagintisinin verilmesidir [33,34].

Ikinci yaklasim monoton azalan fonksiyonlar: kullanarak fuzzy birim araliginin

tanmmlanmasi ve bundan yararlanarak fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde fuzzy



homotopi kavraminin verilmesidir [5,12,30,32,41]. Bu verilen fuzzy homotopinin bir

denklik bagintisi olup olmadig bilinmemektedir.

Uclincii yaklasim [18] deki fuzzy kiimelerle kiimeler arasindaki baglantiyr kullanarak
fuzzy kumelerde farkli bir topoloji tammlayarak fuzzy kiumeler arasindaki
donisumlerde fuzzy homotopinin verilmesidir [7,13,15]. Bu homotopi bagintisinin
bir denklik bagintisi oldugu ispatlanmamaktadir ve bu baginti1 tim fuzzy topolojik
uzaylara genisletilememektedir. Fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde Wang-Jin, L. ,
Chong-You, Z. [38] tarafindan verilen fuzzy birim araligim kullanarak singller
homoloji grup tanimlanmis ve bu grubun fuzzy homomorfizma altinda invaryant
oldugu ispatlanmistir. Daha sonra Salleh A.R. tarafindan bu singiler homoloji
grubun fuzzy homotopi bagintisina gére invaryant oldugu ispatlanmstir [32]. Daha
sonra Salleh, A., R. tarafindan bu singiler homoloji grubun fuzzy homotopi

bagintisina gore invaryant oldugu ispatlanmstir [32].

Goruldugl gibi cebirsel topolojinin yontemleri fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde
pek fazla yer almamistir. Burada fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde ele alinan
fuzzy homotopilerden yararlanarak homoloji teorinin tiim aksiyomlarint saglayan bir
teori insa etmek amaglanmaktadir.

Ayrica Salleh, A. , R. [33,34] tarafindan verilen homotopiden yararlanarak tim
topolojik uzaylar kategorisinde Cech homoloji teori insa edilmektedir

Cuvalcioglu-Citil [7] tarafindan verilen homotopiden yararlanarak fuzzy kimelerde
bagka bir homotopi insa edilmektedir.

Bu caligsmalar icin fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde gerekli olan fuzzy
normallik, fuzzy dontsumler uzayi, fuzzy uzaylarin ters diz spektirleri hakkinda
incelemeler yapmak gerekmektedir. Fuzzy normallikle ilgili [20,40] calismalari
yapilmistir. Fuzzy doénistmler uzay: ile ilgili [1,22] calismalar: yapilmistir. Fuzzy
uzaylarin ters diiz spektirleri ileilgili [10,11] calismalar: yapilmistur.

Homoloji teorilerin insasinda en fazla kullamlan yontem topolojik uzaylar
kategorisinden zincir kompleksler kategorisine ulasma yontemidir. Bundan 6turu



fuzzy gruplar ve fuzzy moduller konusunda da incelemeler yapilmstir. Fuzzy gruplar
ve modullerle ilgili [21,23,24,29,31,46,47] calismalart yapilmistir. [2] de Ameri ve
Zahedi tarafindan fuzzy zincir kompleks, fuzzy zincir homotopi ve fuzzy homoloji
gruplar tanmmlanmstir. Fakat fuzzy homoloji gruplarin tam dizisi olusturulmamustir.
Bundan dolay: tezin son bélimiinde fuzzy modullerin fuzzy zincir komplekslerinin

fuzzy homoloji tam dizisi ileilgili arastirma yapilmistir.

Tez, birinci bolum giris olmak tizere bes bolimden olusmaktadir. ikinci bolimde tez
calismasiylailgili 6n bilgiler verilmektedir. Ugtincii boliimde fuzzy kiimelerde [7] de
verilen topolojiden yararlanarak fuzzy kimeler kategorisinde homoloji teori insa
edilmektedir. Tez ¢alismasinin temel bolimi olan dérdinct bolimde fuzzy topolojik
uzaylarin fuzzy agik ortimlerinden yararlanarak Cech homoloji (kohomoloji) gruplar
tanumlanir ve bu gruplar icin kesme, homotopi ve tamlik aksiyomlarinin gegerli
oldugu ispatlanir. BOlUmin sonunda ise tamimlanan homoloji grubun sureklilik
Ozdlligi arastirilmaktadir. Besinci bolimde ise fuzzy zincir komplekslerin fuzzy
homoloji gruplarinin tam dizileri olusturulmaktadir.



BOLUM 2. ON BILGILER
2.1. TersDlz Spektirler

Eger (A£) yar1 sirali kiimesinde her x,y1 A igin x£ z, y £ z saglanacak sekilde
zl1 A varsa (A£) kiimesine yonlendirilmis kiime denir. A yonlendirilmis bir kiime,
her al Aigin X, bir topolojik uzay ve her a <a( A igin p2°: X_,® X, sirekli

bir fonksiyon olsun.

Tanim 2.1.1. Eger

1) Heral Aligin p =1, : X, ® X,
2) Her a <a(<aCigin p2®=p‘o pl¢

kosullari  saglamyorsa X =({X_}., . {p2*: X,.® X.}._...) ailesine topolojik

uzaylarin ters spektri denir [9].

A yonlendirilmis bir kiime, her aT A icin X? bir topolojik uzay ve her a <a( A

igin o?°: X* ® X*° sirekli bir fonksiyon olsun.

Tanim 2.1.2. Eger
1) Heral Aigingf =1, :X* ® X*

2) Her a <a(<aCigin ¢f®= p;o p2°

a



kosullar: saglamyorsa Y:({X"j‘}(,ﬁA,{q;‘a:Xal ® Xa¢}a<a“) ailesine topolojik
uzaylarin diiz spektri denir [9].

(X,£), (Y,£9 iki yar: sirali kiime ve f:X ® Y bir fonksiyon olsun. Eger her
x£yl X igin f(x)£¢f(y) saglamyorsa f fonksiyonuna izoton fonksiyon denir.
X =[x} o dp e hY = ({Yb}IDT . ,{rb'”}b(b‘f B) topolojik uzaylarin ters spektrleri,
j :B® A izoton orten dontisim ve her b1 B igin f, : X v) ® Y, surekli bir

fonksiyon olsun.

Taum 2.1.3. Eger her b <b(l B igin

"

X b9 v 9@ X v)

foe fo (2.1)
Yo Y%® Y,

b¢

diyagramu komiitatif ise f={ :B® A{f, : X, ®Y,} | alesine X ters

bl B

spektrinden Y ters spektrine giden donisuim denir [9].

Tanm 2.4, X = (X2} s a2 Facs )Y =Y} B,{rbb¢}b<b¢8) topolojik uzaylarin

diiz spektrleri, f : A® B izoton érten donisimve her al Aigin 2 : X? ® Y @)

sirekli bir fonksiyon olsun. Eger her a <a (I A igin

X*  %%e® X
fa T el (2.2)
MR 70 y'@9

diyagram: komitatif ise T = :A® B{f*:X* ® Y'®},,) ailesine X diiz

spektrinden Y diiz spektrine giden doniisiim denir [9].



Tam 2.15. X = ({X_}.. .{p2*: X_.® X_}. ;) topolojik uzaylarin ters spektri

olsun. C~) X, topolojik ¢arpim uzayinin
al A

N

i} OX, :"a<ad Aign p2¢(><a¢)=xa§

1
| al A

alt uzayina X tersspektrinin limiti denir ve lim X ile gosterilir [9].

Taum 2.1.6. X = ({Xa}aTA,{qf: X ® Xa¢}a<a“) topolojik uzaylarin diiz spektri,
X = ,T&Axa topolojik toplam ve iia X®® ,T&Axa} gomme fonksiyonlarin ailesi

olsun. Ayrica X uzayindadenklik bagintisi asagidaki bigimde verilsin,

T X2, x*T X*° igin  x* ~x*°0U qj“(xa):qu(x”) kosulunu  saglayan

at>a,al>a( olacak bicimde a ¢ A vardr.

X uzayiin bu denklik bagintisina gore bolim uzayina X diz spektrinin limiti

denir ve lim X ile gosterilir [9].

Tam 2.1.7. X bir topolojik uzay , A1 X olmak tizere nesneleri (X, A) seklindeki

ciftler, morfizmalar ise
f:(X,A%®(Y,B), f:X3®Y, f(A)I B (2.3)

seklindeki donlsumler olan kategoriye ciftler kategorisi denir ve Top? ile gosterilir
[35] .

Tanim 2.1.8. f,g: X ® Y topolojik uzaylarin sirekli donustimleri olsun. Eger
asagidaki kosullari saglayanF : X | ® Y donlUsumi varsa



Flxg = f, F x{y =9 (2.4

F dontsimine f ile g arasinda homotopi, f ve g donUstimlerine homotop

doénisumler denir [35].

| =~
I

P:B® A{fy : X0 ® Vb o).

F:B® A{gy i X, ) ® Yo, ) (2.5)

Q@
I

ters spektrlerin morfizmasi igin asagidaki tamm verilir.

Taum 2.1.9. Eger her b1 B icin a >p(b)a >r(b) kosulunu saglayan al A
varsa ve f,o0p;,, ile g, 0py, homotopik ise f,g:X® Y morfizmalarina

spektral homotopik morfizmalar denir. Eger f, 0 p;,)=0, 0 P}, iSe bu durumda

f ve g morfizmalarina kanonik spektra homotop morfizmalar denir ff-g ile

godgterilir [14].

Benzer olarak topolojik uzaylarin diiz spektirler kategorisinde homotopi bagintisi

tanimlanur.

Teorem 2.1.10. Inv(Top)[Dir(Top)] topolojik uzaylarin ters (diiz) spektrler
kategorisinde spektral homotopi bagintisi denklik bagintisidir [14].

Teorem 2.1.11. Inv(Top) ve Dir(Top) kategorilerinde bileske islemi spektral

homotopi bagintisina gore invaryanttir [14].
2.2. Spektral Homoloji Teori

Top topolojik uzaylar kategorisi olsun. Her X 1 Top topolojik uzay: icin Cov(X)
olarak X uzaymin tim agik Ortimlerinin ailesi goserilir." a1 Cov(X) icin

a={a(@)};,."il I igina(i) agk kiimedir ve Ja (i) = X saglanir [9].



Taum 2.2.1. a ={a(i)};,, b ={b(j)};,. X uzaymun iki ortimi olsun. Eger her

b(j)T b icin b(j)1 a(i) saglanacak bigcimde en az bir a(i)] a varsabu durumda

b ortimine a ortimindn bir inceltilmesi denir [9].

Baska bir ifadeyle her j1 J icin b(j)1 a(p(j)) kosulunu saglayan p:J® |
dondstimi varsa b Ortimine a ortimantn bir inceltilmesi denir ve b >a

bigiminde gosterilir.

X uzaymn tim Cov(X) agik ortiimler kiimesi “ > bagintisina gore yonlendirilmis

bir kiimedir.

a={a(i)}; 1 Cov(X) keyfi agk ortim olsun. Her a(i)7 a kimesine kars1 bir
nokta alinsin ve tepe olarak distunilen bu nokta i ile gbsterilsin, yani | indisler
kimesi tepeler kimesidir. (i,,i,,K,i,) icin a(i,)Caf(i,)KCaf(i )t 0 kosulu
saglamyorsa (i,,i,,K,i,) bir simpleks olur. Bu sekildeki simpleksler ailesi bir

simplisial kompleks olusturur ve bu simplisial kompleks nerva ile gosterilir.

b={b(j};,>a ={a(i)};,, olsun, yani b(j)1 a(p(j)) olacak bicimde p:J ® I
donisumi vardr. p doénisumi nervb simplisial kompleksinin tepelerini nerva

simplisial kompleksinin tepelerine tasir [9].
Teorem 2.2.2. Eger b >a ise keyfi
p, pt: nervb ® nerva (2.6)

déniisimleri simplisial denktirler, yani her sl nervb simpleksi icin p(s) ve p(s)

simpleksleri nerva simplisial kompleksinde ayni simpleksin sinirlaridir [9].

Teorem 2.2.3. Her X topolojik uzay1 igin



({nerva}aT Cov(X) ’{[péil3 ] :nervb ® nerva}a<b ) (27)

simplisial kompleksler ve simplisial dontstimlerin denklik siniflar: bir ters spektir

olusturur. Bu ters spektre H, homoloji funktoru uygulamirsa gruplarin ters spektri

elde edilir. Bu spektrin limitine X topolojik uzayimin q- boyutlu homoloji grubu

denir. Ters spektrlerin homoloji gruplar: icin homoloji teorinin aksiyomlar: saglanir

[9].

2.3. Singuler Homoloji Teori

Taum 2.3.1. R 6klid uzayinda D, =(d,,d,,K,d,) g boyutlu birim simpleks ele

alinsin. Bu simpleksin tepeleri koordinat eksenlerinin birim noktalaridir. Eger R*

uzayr R*™ uzaymn x, =0 kosulu altinda bir alt uzay: olarak ele alnrsa D,

simpleksi D, simpleksinin simridir ve onun tepeleri d,,d,,Kd, , bigimindedir.
lg Dy ® D, (i =01Kq) (2.8

simplisial dontsimu tepelerde

Gyl d s
|q(dj):,:\dj+1’ j3 | (29)
seklinde taumlamr. Boylece |, dontstmleri tepelerin yonuni koruyarak D,
simpleksini D, simpleksinin (q- 1) boyutlu simirina goturtr ve bu simra d’ tepesi
ait degildir [9].

Onerme2.3.2. Eger O£ jEi£qisellll =111 9.

i
QIQ'l q'g-1
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Taum 2.3.3. Her T:D, ® X slrekli donlstimine X uzayimn q-boyutlu singtler
simpleksi denir. TV =TI} :D,, ® X donistimine T simpleksinin i. siur1 denir

[9].
Onerme 2.3.4. Eger 0£ j£i £q ise (TO)Y =(TW)"? 9.

Tamm 2.3.5. X uzayinin tum q-boyutlu singtler simplekslerinden uUretilen serbest
gruba X uzayinin g-boyutlu singiler zincir grubu denir ve C (X) ile gosterilir,

q<0igin C,(X)=0 saglamir ve 1, : C,(X)® C,,(X) sinur operatori,
3 _
T.M=a¢yT" (2.10)

seklinde tammlanir. Burada 1,1, =0 saglanr.

f: X ®Y slrekli doniisiim olsun. Her 3 0 tam sayisi igin f, :C,(X)® C,(Y)
donustimi f,(T)= fT olarak tammlamr ve {f }: SX ® SY zincir komplekslerin

morfizmasidir [9].

Teorem 2.3.6.
X a SX ={C,(X), 1.}

f:X®Yalff: X® Sy (2.11)

kars1 gelmesi topolojik uzaylar kategorisinden zincir kompleksler kategorisine giden
bir kovaryant funktordur [9].

Tamm 2.3.7. (X, A) ciftinin singiiler kompleksine S(X, A) ={C,(X)/C,(A)} faktor
kompleksi denir [9].
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(X,A) a S(X,A) kars: gelmesi Top® topolojik uzaylarin ciftler kategorisinden
CC zincir kompleksler kategorisine giden bir kovaryant funktordur [9].

Tanim 2.3.8. Her (X,A)l Top? cifti icin H,(X,A) = H,(S(X,A)) grubuna (X, A)

ciftinin q- boyutlu singtiler homoloji grubu denir [9].
Singuler homoloji gruplar icin homoloji teorinin aksiyomlar: saglanir [9].
2.4. Fuzzy Topolojik Uzaylar

Tanm 24.1. (L,£) kismi srali bir kime olsun. Her x,yl L icin
xUy =sup{x,y}ve xUy =inf{x,y} varsa L kiimesine latis denir ve L = (L,£,U,J)
ile gosterilir. Eger L latisinin her alt kimesinin supremum ve infimumu varsa L

latisine tam latis denir [40].

Taim 2.4.2. (L,£,UU) latisinin en biyik elemam UL =1 en kiigik elemam
UL =0 olmak lizere her x1 L icin xUx(=0 ve xUx(=1 olacak sekilde bir xt

elemam varsa x( elemamina x elemaninin timleyeni denir. Asagidaki ©zellikleri

saglayan
"L® L, xa xt (2.12)
doéntsimiine sirayi tersine koruyan dontstm denir [40].

i) aEbpP b(£ a(

i) (ad‘ =a.

Tam 2.4.3. (L,£,UU) bir latis olsun. Eger asagidaki kosullar saglamyorsa L
latisine dagiliml1 latis denir [40].

)" xy,zl Ligin xU(yUz)=(xUy)U(xUz)

12



i) " x,y,zI Licin xU(yUz)=(xUy)U(xUz)
Tamm 2.4.5. (L,£,U,U) bir tam latis olsun. Eger
e, i1 3441 FHAQ- 1} (F (1))

ailesi icin asagidaki Ozellikler saglamyorsa L latisine tam dagiliml latis denir [40].

N orE@e . 6 (e
) ng?Hi ai’ja_jigJi(Ha” (i))

ilF

T - } Q: ) g )
) Y jHi %G jTgJi(TUFa” 0

ilF

Tamm 2.4.6. Siray: tersine koruyan dontsim ile birlikte tam dagilimli bir latise
fuzzy latis denir ve L = (L,£,U,U,() bigiminde gosterilir [40].

Taim 2.4.7. L bir latisve a T L olsun. Eger
" abl LicinafaUb b afaveyaa£b

ise a elemarmina L latisinin indirgenemez eleman: denir. L latisinin sifirdan farkli

indirgenemez elemanlarinin kiimesi M (L) ile gosterilir [40].

Taum 2.4.8. X bir kimeve Al A (X) olmak lizere
i A

c,: X®{03}, xac,(x)=i A (2.13)

biciminde tammli1 ¢, foksiyonuna A kimesinin karakteristik fonksiyonu denir

[40].
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Tamum 2.4.9. Al X olmak lzere A kimesinin timleyeni  AC kiimesinin

karakteristik fonksiyonu

1, xI A

0, xI A (214)

i
Cr: X® {0T, xac,x) =]
i

bigiminde tanimlichr [40].

Tanim 2.4.10. f: X ® L fonksiyonuna X Uzerinde L-fuzzy kime denir. X
Uzerindeki L-fuzzy kiimelerin ailesi L* ile gosterilir. f1 L* L-fuzzy kiimesinin

tumleyeni
f(=1- f (2.15)
bigiminde tanimlanir [40].

Tanim 2.4.11. M(L) L latisinin sifirdan farkl indirgenemez elemanlarinin kiimesi

olsun. Bu durumda
M(L*)={x, :xT X,al M(L)} (2.16)
kimesinin elemanlarina X kimesinin L -fuzzy noktalari denir. Burada,

ja, y=Xx

(0 yix (2.17)

X, X®L yax/(y)s=

seklinde tammlidir. x elemanina X, fuzzy noktasinin destegi denir ve sup px, ile

gogterilir [40].

Tam 2.4.12. X,Y iki kime j : X ® Y bir fonksiyon olsun. f1 L* L-fuzzy

kimesinin j fonksiyonu altindaki gorintisi,

14



j(F):Y® L, yaj (f)y)=sup{f(x):xT X,j (X)=y} ("yTY) (2.18)
bicimindeve g1 L' L -fuzzy kiimesininj fonksiyonu altindaki ters goruntiisii,

j Mg):x® L xaj *(g)x)=(g( () ("xI X)
bigiminde tanimlidhr [40].

Tamm 2.4.13. X bostan farkli bir kilme ve L bir fuzzy latis olsun. Eger t 1 L*
ailesi asagidaki Ozellikleri sagliyorsa t ailesine X uzerinde bir L -fuzzy topoloji

denir,

i) 011 t
i) f,gltb fUglt
i) {f, :iT 1 tp Ufilt.

(X,t) ikilisine L -fuzzy topolojik uzay (Chang) denir[4].

Tanim 2.4.14. (Xt) ve (Y,t ) iki L -fuzzy topolojik uzay ve j :(X,t)® (Y,t )
fuzzy doniisim olsun. Her g1t " icinj *(g)T t saglamyorsaj :(X,t)® (Y,t )

doéntsumune fuzzy streklidir denir [40].

Tamm 2.4.15. X bostan farkl: bir kiime ve L bir fuzzy latis olsun. Eger t 1 L*
ailesi asagidaki Ozellikleri sagliyorsa t ailesine X uzerinde bir L -fuzzy topoloji

denir,
i) Her a : X ® L sabit fonksiyonuicin  al t

i) f,gltp fUgTt
jii)Her mi M icin f_Ttb U f 1t
m M
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(X,t) ikilisine L -fuzzy topolojik uzay (Lowen) denir[4].

Tam 2.4.16. (X,t) bir L-fuzzy topolojik uzay ve f1 L* olsun. f fuzzy

kimesinin igi,
%:U{g:g‘l f,gl t} (2.19)
seklindeve f fuzzy kimesinin kapans,

f

Uh:hE f,hit¢ (2.20)
seklinde tammlanir [40].

Tam 2.4.17. (Xt ) fuzzy topolojik uzayinin her P kapali L - fuzzy alt kiimesi ve
P £U kosulunu saglayan agik U alt kiimesi igin

PEVEV £U (2.21)

kosulunu saglayan V L- fuzzy agik alt kimesi varsa, (X,t) fuzzy topolojik

uzayina normal fuzzy topolojik uzay denir [40].

Taum 2.4.18. (X,t) fuzzy topolojik uzay A,BT L* olsun. Eger UA 3 A ise A
ailesine A kiimesinin bir drtumd denir. Eger A, 1 in bir ortumi ise A ailesine
(LX ,d) uzayinin ortimi denir. Eger Al t icin A, A kiimesinin bir értimi ise A
ortimine A kimesinin bir agik Ortimd denir. A kiimesinin A Ortimd icin eger

11 A iseve I, Anindrtimiiise | ailesine A kiimesinin alt 6rtiimii denir [40].

Tamm 2.4.19. (X,t) fuzzy topolojik uzay olsun. Her a1 [0) icin ve her xI X
icin A(x)>a olacak sekilde Al A varsa A 1 1* ailesine a -6rtim denir. Eger

~ N~ o~ X

A,1 A veA, a-ortimiseA 1 1% 6rtimine A 6rtiminin a - alt 6rtimi denir.
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Her xI Xicin A(x)3 a olacak bicimde Al A varsaA Ortimiine a” -Grtiim denir.
Eger Al t veA, a -Ortimise A ortimine agik a” -ortiim denir. Eger A 1 A

X

veA , a’-ortimiseA , 1 |* ortimine A Srtiminin alt a * -6rtimi denir [40].

Tam 2.4.20. (X,t) fuzzy topolojik uzayin her agik értimiiniin sonlu alt ortimi

varsa (X,t ) fuzzy topolojik uzayina C - kompakt denir [40].

Taum 2.4.21. a1 [0]) olsun. Eger her agik a -Ortiimiin sonlu alt a -6rtimii varsa

(X,t) uzayina a - kompakt uzay denir [40].

Taum 2.4.22. a1 [0,1) olsun. Eger her agik a ™ -6rtiimiin sonlu alt a * -6rtimii varsa

(X,t) uzayinaa” - kompakt uzay denir [40].

Tamm 2.4.23. (X,t) fuzzy topolojik uzay: her a1 [0) icin a - kompakt uzay ise
(X,t) uzaywna giiclii kompakt uzay denir [40].

A ={xT X:A(x)>a} olmak Uzere her (X.t) L-fuzzy topolojik uzayi, her

A1 L ve her al L icin i,A)={A, AT A} bicimindedir. Ui, ) alt

al L

tabamindan Uretilen X Uzerindeki klasik topoloji i (t ) ile gosterilir.

Tam 2.4.24. Eger (X,i, (t)) kompakt uzay ise (Xt ) uzayina ultra kompakt uzay
denir [40].

Tamm 2.4.25. Eger UA =1 kosulunu saglayan her A 1 d icin ve her e >0 igin
UA 2 1- e kosulunu saglayan A ;1 A sonlu alt ailesi varsa (X,t ) uzayina zayif

kompakt uzay denir [40].
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Tamm 2.4.26. Eger UA | 3 a kosulunu saglayan her a1 [0,]] igin ve her el (0,a)

icin UA, 3 a-e kosulunusaglayansonluA ;1 A alt ailesi varsa (X,t) uzayina

fuzzy kompakt uzay denir [40].

Tamm 2.4.27. (X,t) L-fuzzy topolojik uzay, AT L*, F1 L* olsun. Eger her
xI sup p(A) igin X, <U kosulunu saglayan UT F varsa F ailesine A
kimesinin Q-ortimii denir. Eger F 1 t iseve F, A kiimesinin Q-0rtimii ise F
ailesine A kimesinin agik Q-6rtimii denir. Eger F 1 F iseve F,, A kimesinin
Q-ortimiu ise F 1 L* ortimine alt Q-ortim denir. Eger F 1 kiimesinin Q-

ortimii ise F ailesine (X,t ) uzayimin Q-6rtimii denir [40Q].

Tamm 2.4.28. (Xt ) fuzzy topolojik uzay ve AT | * olsun. Eger A kiimesinin her

acik Q-Ortimunin sonlu alt Q-Ortumu varsa A kiimesine Q-kompakt denir [40].

Tamm 2.4.29. (X,t) L-fuzzy topolojik uzay, Al L*,CTd, F1 L*, al M(L)
olsun. Eger her x, <A igin CT Q(x,) ise C elemanina A kiimesinin a - Q
komsulugu denir. Eger her x, < A igin x, <U kosulunu saglayan U1 F varsa F
ailesine A kiimesinin a - Q ortiimii denir ve UF gA(a) ile gosterilir. Eger F 1 t
ve F A kimesinin a - Q ortimu ise F ailesine A kimesinin agik a - Q ortimu
denir. Eger F, 1 F iseve F,, A kimesinin a - Q ortimiise F,1 L* ailesine
F ailesinin at a - Q o6rtima denir. Eger F, A kimesinin g- Q o6rtimi olacak
sekilde g1 b"(a) varsa F alesinin A kimesinin a” - Q ortimi denir ve

UFGA(a ) ile gosterilir [40].

Tamm 2.4.30. (X,t) L-fuzzy topolojik uzay, AT L* olsun. Eger her a1 M (L) ve
A kumesinin her agik a - Q Ortimunin A kimesinin a” - Q Ortimu olacak

sekilde sonlu alt ailesi varsa A kiimesine N -kompakt denir. Eger 1, N -kompakt

ise (X,t) uzayina N -kompakt denir [40].
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Tamm 2.4.31. X,Y fuzzy topolojik uzay ve Y* ={f : X ® Y : f fuzzy sireklidir. }

olsun.

K :{KT | ¥ . K, X (zerinde fuzzy kompakttir. },

V ={vT 1Y:V,Y iizerinde fuzzy agiktir. }

ainsn. Her KT A ve VIA ign N, :{fT Y f(K)£V} olsun.
IN KT AVT A} adilesi fuzzy alt taban alinarak  Y* Uzerinde  Uretilen fuzzy

topolojiye bir fuzzy kompakt —acik topoloji denir. Bu topoloji ile birlikte  Y*
uzayina fuzzy kompakt agik topolojik uzay denir [40].

2.5. Fuzzy Homotopiler

Tanum 2.5.1. | asagdaki kosullari saglayan tim | :R® L monoton azalan

doénistimlerin kiimesi olsun,

)1 (t)=1 t<O0igin
2) 1 (t)=0, t>1 igin.

l,mi | icin
| @n0 "t1 RI{t)=ndt")vel (t*)=ndt") (2.22)

tammlansin, burada | (t')=inf 1 (s),1 (t*)=supl (s) dir [20].

s<t s>t

| Uzerinde “€” bagintist  bir denklik bagintisidir. I~/@ b6lium kimesine L -

fuzzy birim aralik denir ve 1(L) ile gosterilir . Ayrica | T 1 doniisiminin denklik

sinif1 [I | ile gosterilmektedir. {L,,R :t1 R} dlt taban gibi alinarak 1(L) tzerinde
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bir t , L-fuzzy topoloji tammianr. L1 )=( ()T L, R@D=1{) L. ¢
ya 1(L) uzerinde standart topoloji denir [20].

Tanm 252. n3ligin  1,(L),1,(L), . . .1 (L) L-fuzzy birim araliklarin
carpimina L fuzzy esas n-kup denir vel "(L) ile gosterilir. t,t,,. . .t srasiyla

standart topolojiler olmak Uizere carpim topolojisi t " ile gosterilir.

P:I"(L)® I, (L) (i=12..,n) dogal izdusim olsun bu durumda
{P0),P*(R"):t1 Ri=12..,n} , t" topolojisinin bir alt tabamdir.Ayrica

burada {L”,R® :t1 R}, 1,(L) tzerinde t, standart topolojilerin bir alt tabamdir

Taim 2.5.3.(X,t ) L -fuzzy topolojik uzay olsun bu durumda (X,t) uzayinda bir

L -fuzzy singuler n-kip bir
x@:(1"(L),tM® (X,t), n30 (2.23)

L -fuzzy sirekli donusumdir. (X,t) uzayinda tumL-fuzzy n-kipler kimesi

S, (X,t) ile goterilir [5].

Tamm 25.4. Her 1£i £n,[l [[m]T 1,(L) icin x™ (.1, ]-)=x 0 [m] o)
kosulunu saglayan en az bir i varsa yani x @ ([1*]...[I']...[ "]), [I '] smifina bagis

degilsen? licin x™1 S (X,t) L-fuzzy singiiler n-kiipiine dejenere denir[5].

Taum2.5.5. (X,t) L-fuzzy topolojik uzay ve Ztamsayilarin toplamsal grubu
olsun. n3 0 igin Q.[(X,t),Z] ile (X,t) uzayidaki tim L-fuzzy singiler n-
kiplerin S, (X,t) kumesinden Uretilen serbest abelian grubu gosterilir, yani her
¢.T[(Xt)z] elemammn L-fuzzy singiler n-kiplerinin - sonlu  lineer

kombinasyonu olarak bir tek gosterimi vardr,
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¢ =aax™, alz x" s(Xt) (2.24)

a

Bir x L-fuzzy singiler n-kip ve 1x™1 Q_[(X,t),Z] arasinda bir ayrisim

yapilamaz ve 0 ile § 0x(™1 Q [(X.t),Z] gosterilir.

n3 1 icin D [(X,t),Z] ile tim dejenere L-fuzzy singiiler n-kiiplerden uretilen
Q.[(X,t),Z] grubunun alt grubu gosterilsin ve D,y[(X,t),Z]={0} amnsin n3 0

icin

C.[(X,t),z]= % (2.25)

grubu tarimlanir ve buna (Xt ) uzayinda singiiler n-zincir grup denir [5].

Taim 2.5.6 (X,t ) bir fuzzy topolojik uzay olsun.

z,[(xt).Z]=Ker(1;)={c,T c [(x.t).Z]:M,c, =0}n=1

B,[(X.t).Z]=1m(T,..)=T,..{C,..[(X.t ). Z]}.n3 O

ifadelerine (X,t ) uzayinin singiiler n-gemberi ve singiiler n-sinir1 denir. Ayrica

H,[(X.t ),Z]=M,n3 0 (2.26)

B.[(Xt).Z]

grubuna (X,t ) uzayimn singiiler n-homoloji grubu denir [5].
i=12,..,n igin d°: (I L)t ”'1)%’0’14® (I "(L)t ”) fuzzy donustimi

do(p ) =eh ol b )
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bigimindedir. Burada |n,|T 1(L) dir ve d° fuzzy siireklidir.
Benzer olarak i =1,2,..,n icin d}:(I™(L)t "*)%® (1"(L)t ") fuzzy dénisiimi

di( b i )= 0 b i )

bicimindedir. Burada |, |T 1(L) olmak izere t<1 igin n,(t)=1 ve t>1 igin

n,(t) =0 saglanir. Bu durumda d fuzzy sireklidir [5].

Tanm 25.7. n31 icin (X,t)L-fuzzy topolojik uzay olsun,
T.:Q.[(X,t)]® Q. [(X,t)2] homomorfizmas: x™1 S (X,t) icin

1x =4 (- [d:- o] (2.27)

olarak tammlanr [5].

Teorem25.8. n>1icin ¥, ., =0 saglanr [5].

Taum2.5.9. f,g:(X,t)® (Y,s)L-fuzzy sirekli donisumler olsun.
(X,t)uzayinda her a  L-fuzzy noktas igin  F(a [l ,])=f(a,)
veF(a, [l ,])=g(a, ) olacak bicimde siirekli L-fuzzy F:(X,t)" (1(L).t)® (Y,s)

donisumi varsa f,g donustmleri fuzzy homotopiktir denir. Burada i = 0,1 icin

_11 t<i
T10 t>i

| (t) (2.28)

olacak bicimdedir. F donusimiine f ve g arasinda L -fuzzy homotopi denir [5].
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Teorem2.5.10. f,g:(X,t)® (Y,s) L-fuzzy sirekli donustimler olsun. Eger f ve

g fuzzy homotop ise bu dontstmlerden Uretilen
f.,0.:H_[(Xt)z]® H, [(Y,s)Z],n30 (2.29)
homomorfizmalari esittir [5].

Bir Al F(X) fuzzy kimesi ve | T | igin A kimesinin | kesimi ve gugli |

kesimi sirasiyla asagidaki gibi tammlanr,
A ={xT X:AX)31}, A,.={x] X:AXx)>I} (2.30)
| kesimi vegucli | kesimi igin asagidaki Ozellikler saglanir.

1(AEB), =A EB,
2(ACB), =A CB,.

xI X vel 1 [0]] igin I A fuzzy kiimesi
(I A)(x)=1 UA(x) (2.31)
bigiminde tanimlanir. Boylece

A= UIA = UIA,.. (2.32)

11[04] 1[0

Her x1 X, 1 1 [0]] ve x, fuzzy noktasi igineger Al F(X) bir fuzzy kiime ise

A= U{XA(X) - x1 X} (2.33)

yazilabilir [18].
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Tanum 2.5.11. Al F(X) , BT F(Y) ve fi A" B fuzzy bagintisim ele alalhim.
Eger herl T [0]] icin f, , A kimesinden B, kimesine bir donisim ise f
donisumine A fuzzy kimesinden B fuzzy kimesine giden bir fuzzy donusim
denirve f : A® B bigiminde gosterilir [18].

Eger her 11 [0]] igin f, , A kimesinden B, kiimesine bire bir doénisiim ise
f : A® Bdonisimine fuzzy bire bir donisim denir. Eger her | 1 [0]] igin

B,.I f,(A)l B saglamyorsa f déniistimiine fuzzy rten donisim denir [18].

Taum 25.12. (X,t) bir topolojik uzay Al F(X) ve t'1 F(X) olsun.
k* ={G:n® InT tht; :{G, GI t*},l ) IJ adinsin. Eger her 1 1[0]] igin
(A .t,") bir topolojik uzay ise (At *) ikilisine fuzzy topolojik uzay denir [7].

Al F(X),BT F(Y) icin A" B= I (A ~ B, ) bigimindedir ve buna A ve B

11[0.4]

fuzzy kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir [18].

Tanm 25.13. Al F(X) , Bl F(Y) , (At,),(Bt,) iki topolojik uzay ve
f: A® B bir fuzzy donisim olsun. Eger her | T [0]] igin f, : A ® B, siirekli
ise f donisumiine fuzzy surekli donistm denir [7].

Tanim 2.5.14. (At,) ve(Bt,) fuzzy topolojik uzaylar ve f,g: A® B fuzzy

sirekli  fonksiyonlar olsun. Eger "1 1 | icin asagidaki kosullar: saglayan

F:A | ® B fuzzy sirekli donisimvarsa f , g ile fuzzy homotoptur denir.

F (xt) = f(x). (2.34)

Eger f ve g fuzzy homotop donistimler ise bu f ~ g bigiminde yazilir.
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f,g: A® B fuzzy homotop doniisumler olsun bu durumda her |11 1 icgin

f,,9, 1A ® B, donisumleri homotoptur [7].

Tam 2.5.15. (At,) ve(Bt,) fuzzy topolojik uzaylar olsun. x,1 X ve her
%, 1 X igin f(x,)=g(x,) olacak sekilde f,g: X ® Y fonksiyonlar: var olsun.
Eger asagidaki kosullar: saglayan F: A" | ® B fonksiyonu varsa f ve g, X,

elemanina g(')'re gorecell hon iotoptur denir [ / | .
X 2.35
X ( . )

Teorem 2.5.16. Fuzzy homotopi bagintisi bir denklik bagintisidir [7].

Teorem 25.17. Al F(X),BT F(Y),C1 F(Z) fuzzy topolojik uzaylar ve
f1 A"B,gl B" C fuzzy siirekli doniisimler olsun. Eger g~h ise gof ve
ho f fuzzy sureklidir ve go f ~ ho f [7].

Taim 2.5.18. A ve B, (Xt ) fuzzy topolojik uzayinda fuzzy kiimeler olsun. Eger,
Al F,Bl GACG={f},BCF ={f} (2.36)
olacak bicimde F ve G kapa kimeleri varsa A ve B ye Q- ayrilabilir denir [33].

X Uzerinde bir fuzzy kiime bir F : X ® | fonksiyonudur. Eger F sadece 0 ve 1
degerlerini  aliyorsa F  fonksiyonuna X  Uzerinde crisp kime denir.
F, ={x1 X :F(x)>0} crispkiimesine F kiimesinin destegi denir [33].

Tanum 2.5.19 F , (X,t) fuzzy topolojik uzayinda fuzzy kiime ve F,, F kimesinin
destek kiimesi olsun. (Fy.t. ) alt uzayinda bostan farkli Q- ayrilabilir A ve B
kiimeleri icin AE B=F saglamyorsa (X,t ) uzayina baglantisiz uzay denir. Eger
(X ,t) baglantisiz degilse baglantilidir denir [33].
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Tamim 2.5.20. (X,T) klasik topolojik uzay olsun. T ={G:G,X (zerinde fuzzy

kime ve G,1 T } ailesi X (izerinde bir fuzzy topolojidir ve buna T den Uretilen

fuzzy topoloji denir. (X, T) ikilisine (X,T) den tretilen fuzzy topolojik uzay denir.

Boylece eger x,, | Uzerinde OKlid altuzay topoloji ise bu durumda (I ,x; ) ile

(I, )Klasik topolojik uzayindan tiretilen fuzzy topolojik uzay gosterilir [33].

Lemma2.5.21 (Xt ) ve (Y,s ) fuzzy topolojik uzaylar olsun. A ve B, X Uzerinde

sadece 0 ve 1 degerini alan fuzzy kiimeler olsun ve AE B= X saglansin.
f:(At,)® (Y,s) ve g:(Bt,)® (Y,s) fuzzy sirekli fonksiyonlar olsun. Eger

flace = 9l acs i€ budurumda
if(x) xI A
=1 -~ 2.37
"W={g09 xi e 230

biciminde tammlanan h: (Xt )® (Y,s) fuzzy siirekli fonksiyondur [33].

Tamm 2.5.22. a, ve b,, (Xt) fuzzy topolojik uzayinda iki fuzzy nokta olsun.

a: (I fl )® (X,t) fuzzy sirekli fonksiyon olsun. A, (I >'<~|) uzayinda baglantil ve
A(0)>0,A(1)>0  olsun. Bu duumda  (X;t) uzayinda  eger
@(0)ae) =2(0ug) =2 ve @D)xy =allyy)=h, ise a(A) fuzzy kimesine a

fuzzy noktasindan b, fuzzy noktasina giden fuzzy yol denir.

(X,t) fuzzy topolojik uzayindaa, fuzzy noktasindan h, fuzzy noktasina giden tim
fuzzy yollarin ailesi P(X,t )(a b, ) ile gbsterilir. (X,t ) uzayindatiim fuzzy yollarin

ailles P(Xt) ile gosterilir [33].

Asagida fuzzy yollar igin fuzzy homotopi tammlanmaktadir.
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Taum 2.5.23. Asagidaki kosullari saglayan H :(I >'<~|) (I >Z|)® (Xt) fuzzy
sirekli fonksiyonu varsa P(X.t)(a ,b,) da a(A),b(B) fuzzy yollarina ug

noktalarina gore goreceli fuzzy homotopik denir.

(2.5.17)

H fonksiyonuna ug¢ noktalarina gore goreceli fuzzy homotopi denir ve
H:a(A) € b(B) biciminde yazilir [33].

Lemma2.5.24. P(X,t )(a b, ) lizerinde € bagintisi bir denklik bagintisidir [33].

2.6. Fuzzy Moduller

Tanim 2.6.1. R bir halka (birimsiz olabilir), M bir sol(sag) R modul ve
m:M ® [0]] asagidaki 6zellikleri saglayan doniistim olsun,

i) m(x+y)2 min{r(x),m(y)}, x,yT M
i) (- x) =m(x)

iii) m(0) =1

iv) m(rx)2 m(x) [r(xr)e n(x)], rT R

bu durumda (M, rr) ikilisine bir sol(sag) fuzzy R modul denir [29].

Fuzzy kimelerde nr, (M,n) fuzzy R modulunin derece fonksiyonu olarak ele

alinmaktadir.

Taum 2.6.2. (M, ) ve (N,h) fuzzy R moduller, f :M ® N olmak tizere

"xT M icinh(f(x))3 m(x) (2.38)
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kosulu saglamyorsa f homomorfizmasina (M,nr) fuzzy R modlinden (N,h)
fuzzy R modiiliine giden bir fuzzy R homomorfizma denir ve f :(M,m® (N,h)
seklinde gogerilir. f:(M,m® (N,h) R homomorfizmasi igin f:M ® N
homomorfizmasina f nin esas R homomorfizmasi ,M modiiliine (M, ) fuzzy R

modultiniin esas moduill denir [24].

Lemma2.6.3. Her M moduli igin grade fonksiyonlarin

S(M)={m:M ® [04]: (M,m) fuzzy modiildiir | (2.39)
kimesi
"xI M,m(x)Eh(x)P m£h (2.40)

siralama bagintisi altinda bir tam latistir [24].

Lemma2.6.4. M ve N, R-modullerve f :M ® N bir R-homomorfizma olsun.

(i) Eger (M,) fuzzy R-modiil ise N Uzerinde h modiiler grade fonksiyonu igin

f:M,m® (Nh)U hzm (2.41)

N (izerinde m" modiiler grade fonksiyonu vardir.

(i) Eger (N,h) fuzzy R-modul ise her (M, ) fuzzy R-modiilii igin

f:(M,m® (Nh)U mEh, (2.42)

M Uzerinde h, moduler grade fonksiyonu vardir [24].

2.7. Fuzzy Zincir Kompleksler
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L birimli bir halka her bir modul birimli bir L modil olsun.rr,, moduliinden r
modiiliine giden tiim fuzzy L modil homomorfizmalarin Hom, (r,,,r ) kimesi

degismeli bir gruptur [2].

Tamm 2.7.1. f :m, ® r fuzzy L modul homomorfizma olsun. f izomorfizma

ise f homomorfizmasina fuzzy quazi izomorfizma denir ve m, », r  ile gosterilir

[2].

Taim 2.7.2. N,M moduliiniin bir alt moduilii olsun. Bu durumda eger her xI N

icin m(x) £h(x) ise m, moduliine h, modultinin bir fuzzy alt modult denir [2].

Tanm 2.7.3.

L® m,, %%em, ¥hem,, ©L (2.43)

fuzzy L modil homomorfizmalarinin dizisinde her n icin Imf _, =kerf
saglamyorsa bu diziye fuzzy tam dizi denir. Burada Imlzn_lzmj/lmfn_1 ve

ker f, =m), /ker f, bigimindedir.

0® m, Wi® r, %®h, ® 0 (2.44)
fuzzy tam dizisine fuzzy kisatam dizi denir [2].

Tamm 2.7.4. h, fuzzy izdistim olmak Uzere,

0® r.%W®h,%A® m, ® 0 (2.45)

fuzzy L modullerin kisa tam dizisine r, modultnin fuzzy izdustim gosterimi denir

12].
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Taim 2.7.5. mr, ve h, fuzzy L moddilleri icin
F- Bxt’ (m,h,) = coker{@” : Hom, (m)P he)® Hom (ch he)) (2.46)
olarak tammlanir ve ™z, ® hy, elemam [7]T F - Bxt (m, h,) ile gosterilir [2].

Teorem 2.7.6. m, fuzzy L-modili igin, F- Ext’(m,.-),
L - fzmod kategorisinden degismeli gruplar kategorisine giden kovaryant
funktordur [2].

Tamm 2.7.7. r, fuzzy birebir dontstimu ile birlikte fuzzy L moddillerin

0® m, %@ r, %#®n, ® 0 (2.47)

fuzzy L modullerin kisa tam dizisine h, modilinin fuzzy injektif gosterimi

denir[2].

Tamm 2.7.8.  h; modulintin fuzzy injektif gosterimi r, fuzzy L modult igin

F- B (mh,)= coker(fv, : Hom (m,,c,)® Hom (m,,c*)) (2.49)
olarak tammlanr.

fgm”® fuzzy derece sol L modiillerin kategorisi olsun. fgm® kategorisinde bir
q, nesnesi L - fzmod kategorisinin nesneleri olan {q;,,i},iT Z ailesi, pdereceli
f :q, ® q, morfizmas: fuzzy modiil homomorfizmalarin {f*n 1qy, ® q;,,iW}iTZ

ailesidir [2].
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Tamum 2.79. L Uzerinde bir g :{qc”n ﬁn} fuzzy zincir kompleksi fgm’
kategorisinin bir nesnesidir.Burada ﬁ:qC ® g, -1 dereceli fuzzy endomorfizmadir

ve 1 =0 ssitligi saglanr [2].

Aslinda burada {qh',,} L - fzmod kategorisinin bir nesnesi, {ﬁn qQy ® qh'),':l}

iz Wz
L - fzmod kategorisinin morfizmalar ailesidir ve ﬁnﬂ:ﬁ saglamir.  Eger

Jc = {ann ﬁn} fuzzy kompleks ise asagidaki gosterim kullanilir,
Jc:L®qy;” ®qy ®qy' ® L (2.49)

q morfizmasina fuzzy sinir operatOr denir [2].

Tanm 2525. ki fuzzy jy :q. ® n, fuzzy zincir donusim arasinda bir
S:; ®y fuzzy homotopi S:q. ® n, fuzzy graded modillerin y - |~ = 15+ S

kosulunu saglayan +1 dereceli morfizmasichr. Yani her nT Z icin
y - J = ﬁn+1Sn + Sn-lﬂn' (250)

S:i ®y fuzzy homotopi varsa j )y~ donistmlerine fuzzy homotopik denir ve
j_ €y biciminde yazilir. " " fuzzy homotopi bagintisi bir denklik bagintisidir.
Ayrica | €y :q.®n, ve |[(Cytn,®h. ise bu durumda
€9 :qc ® hy saglani [2].

2.8. Tensor Carpimlary
Taim.2.8.1. M, ve ;N srrasiyla sag ve sol R-moduller ve A abelian grup olsun.

Asagidaki kosullart saglayan s :M~ N® A donisumine ikili toplamsal ve
dengede denir [24].
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) "m,miM ve n,nT N ign s(m+m,n)=s(m,n)+s(m,n,),
s (m,n, +n,)=s (m,n,)+s (m,,n,).
i) "ml M,nT N,ri Ricins (mr,n)=(mrn).

M. ve N modilleri icin | =1, , kategorisinin nesneleri s :M "~ N® A ikili
toplamsal dengede donusumlerdir. | kategorisinde iki s,:M"  N® A,
S,:M" N® A, nesnesiiginq:s,® s, morfizmas: gs, =s , kosulunu saglayan
g:A ® A, grup homomorfizmasidir. M ve N modullerinin tensdr carpimt |

kategorisinin baslangic nesnesi olarak tammlamir. Tensor carpimi vardir ve
izomorfizma altinda tektir [24].

(M, mrg) fuzzy sag R- modiiliile (4 N,,n) fuzzy sol R-modiiliiniin tensbr garpimi

asagidaki bicimde tanimlanur.

fz- 1 nesneleri tim f:(M" N,n" n)® (Aa) bi-additive dengede fuzzy
donustimlerdir. Burada (Aa)l fz- Ab ve m" n=,n",n, fz- Ab kategorisinde
carpim  derece  fonksiyondur. Y ani hee  (mn)l M” N igcin

(m” n) (m,n)=Min{m(m),n(n)} saglanir [24].

s,:(M " N,mn)® (A,a,) ve s,,:(M" N,m n)® (A,a,) nesneleri igin
q:s,® s, morfizmas gs, =s , olacak sekilde q : (A,a,)® (A,,a,) fuzzy grup
homomorfizmasichr. (M, ) ve (N,n) fuzzy modullerinin tensor carpimi fz- |
kategorisinin baslangi¢c nesnesidir. fz- 1, | Uzerinde bir Top kategori oldugundan

fz- | gosterimi dogru bir gosterimdir. s: 1 ® C- Lat funktoru

ss:M” N® A)=fal s(, A) |s:(M" N,n"n)® (Aa) fz-Set kategorisinde
morfizmadir. } (2.51)

Uzerinde alinsin. s(s ) bir tam latistir ve eger s,:M " N® A,s,:M " N® A,

| kategorisinde nesneler ise g1 Hom(s,,s,) olmak lizere s(q):s(s,)® s(s,),
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s@):s(,A)® s(,A) in sls,) ye kistlanmasidir. a,1 s(s,), s(q)@,)T sls,)
olup olmadigini gérmek icin (s(s,)s(q))@,) > " n oldugunu gostermek yeterlidir.
CUnkl  s:Sets® C- Lat  kontravaryant  funktordur ve bundan  OtUrd

ss,)s(a) =slos,)=sls ,) saglamr. 1° @fz- | oldugu kolayca gosterilebilir [24].

M~ N tzerinde m An derece fonksiyonu igin

(M" N,m" n)=(M,m JA (Nn) (2.52)

formiltinin saglandigimt ~ gostermek yerine (M, JA (N)n) carpimimin varligim
goderilmektedir. p:M” " N® MAN, M ve N modillerinin tensdr carpim

olsun. p bi-additive R- dengede donisimdur ve Ozel olarak p Set kategorisinin

bir nesnesidir. Agiktir ki
p:(M"N,n"n)® (MAN,rAn) (2.53)

fz- 1 kategorisinde bir nesnedir. Eger s(M” N,m n)® (Aa) fz-1I

kategorisinin keyfi bir nesnesi ise | kategorisinde y :M AN® A vardr ve
yp=s saglanr. sfy )@@), M A N uzerinde bir grup derece fonksiyon oldugundan
s(s)@)3 nm n ve s(s)=slyp)=s(p)sly ) saglarur. Buradan s(p)sfy )@)3 m n

saglanir. Bundan 6tirii sfy )(@) 2 t(p)(m” n) ve boylece sfy )@)2® mAn saglan.
p:M”  N® MAN | kategorisinde baslangi¢ nesnesi oldugundan teklik saglanir.
(M., ) ve  (iN,gn) fuzzy modiillerin tensdr carpimu igin (M A N,mAn)

gosterimini kullamlmaktadir.
(M., m), (Mg, 9, (:N.,n) (R N¢n Q) fuzzy modiiller ve

f:Mem)® (M&m9, g:(Nin)® ((Nen|
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fuzzy R-homomorfizmalar olsun. f ve g nin fAg tensor carpim

fAg:(MAN,mAn)® (MA N(m(An () déniisimidir. Bunun varlig:
(M N,m n)%9%® (M¢ N¢mt nd3® (MA N(ntAn( (2.54)

bileskes ikili toplamsal ve dengede olmasindan elde edilir. Burada
(f,g)(m,n) = (f(m),g(n)) saglarr ve bundan étirii (f,g) fuzzy doniistimdur.

M, S- R-bimodill olsun. 1 s(;M)Cs(M,) igin (M,r) fuzzy bi-modiil
tammlanabilir. ~ Yani m:M® [0]], m(x+y) 3 min{m(x),m(y)} ve
m(x) £ min{m(xa),mr(bx)} " x,yI M,al Rbl S saglanr [24].

Lemma 2.8.2. Eger ((Mg,m) fuzzy S- R- bi-modil ve ( N,n) fuzzy sol
R- modil ise bu durumda (MA N, An) fuzzy sol S- modildiir [24].

Lemma 2.8.3. Her fuzzy sag R- modul igin
(M., m),(RDYA (M, ) € (M, ) (2.55)
saglanir [24].

Lemma 2.8.4. [24] R,S halkalar M, ;Ng ve (P modiller olsun. Eger n fuzzy

R- S bi-modil derece fonksiyon ve p , P Uzerinde fuzzy S- modul derece
fonksiyon ise

(MDA, (Nn)As(Pp)EMYAL((Nn)AS(Pp)) (2.56)

saglanir.

2.9. TersLimitler



Taim 2.9.1. | kategori olarak ele alinan yonlendirilmis kime olmak Uzere |
kategorisinden A kategorisine giden her D funktoruna A kategorisinde ters sistem

denir. Her D:1® ® A ters sisteminin limiti varsa A kategorisinin ters limiti
vardir denir. Dual olarak A kategorisinde diz sistem, direk limit kavramlar:
tanimlanabilir [10].

S((L*.d))=X ve S(F)=f bigiminde tauml: S:LTop® Set funktoruna destek
funktoru denir [10].

Teorem2.9.2. S: LTop ® Set support funktoru topolojik funktordur [10].

Sonug 2.9.3. LTop kategorisi tamdir ve kotamdir. LTop kategorisinde ters limitler

ve duz limitler vardir [10].

Teorem 2.9.4. D(i)=(L*,d) ve i£j kosulunu saglayan her i,jT | igin
D(i £ j)=F, :D(j)® D(i) olmak tizere D:1® ® LTop, LTop kategorisinde bir
ters sistem olsun. (A,P), {D(i)};, ailesinin garpimi olsun, yani A=(L*.d),
{D(i)},, ailesinin garpim L - fuzzy topolojik uzay olsun. P : A® D(i) L - degerli
projektif Zadeh fonksiyonlar: olsun,

Y={yl X:F, 0P (y,)=P(y.)al M(L)i,jT 1;i £ j}. (2.57)
Bu durumda ((L,d], ), P|, ), D ters sisteminin bir ters limitidir [10].

Sonug¢ 2.9.5. D:1*® ® LTop bir terssissem ve S: LTop® Set support fonksiyon
olsun. Bu durumda ((LY,e),Qi) limitinin D ters sisteminin ters limiti olmasi igin

gerek ve yeter kosul (Y,q,) limitinin So D ters sisteminin ters limiti olmasidir [10].
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BOLUM 3. FUZZY KUMELERDE HOMOL OJi TEORI

(X,t) bir topolojik uzay ve Al F(X) bir fuzzy kiime olsun. Buradan (At *) fuzzy
topolojik uzay: elde edilir [7].

Tamm 3.1. (A,t ) fuzzy topolojik uzayimin her fuzzy agik értimindn sonlu alt

Ortimu varsa (A,t ) topolojik uzayina fuzzy kompakt topolojik uzay denir [8].

Onerme 3.2. (A,t ) fuzzy topolojik uzayinin kompakt olmasi icin gerek ve yeter
kosul her | 1 [0,1] icin (A 4 ) topolojik uzayimin kompakt olmasidir[13].
ispat.b . Her I T [01] igin {G"} ailesi (A X ) uzayiin bir agik Grtimd olsun.
_ - )9_ () X OV o .
A=UIA A=l E‘UG, ==JI G" oldugundan {G } alesi (A,t ) fuzzy
I I i g 1
topolojik uzayinin bir agik 6rtumadr. (A,t ) fuzzy kompakt uzay oldugundan, bu
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ortiimin A:kLU_JlGik olacak bicimde sonlu alt értma vardir. Her | 1 [0] icin
gkl - —UG oldugundan  {G*} ailes {G"} ortuminon bir alt

ortumidir. Boylece (A t,”) kompakttr.

U. Herl T [04] igin (A .t,") kompakt uzay ve {GU} ailes (At") fuzzy
topolojik uzayiin keyfi fuzzy agik értimi olsun. Bu durumda herl 1 [0,1] icin
("} ailesi (A .t,") topolojik uzayimn bir agik ertiimiidir. (A t, ") kompakt
uzay oldugundan bu 6rtimin {G,ik' }k| s 9ibi sonlu alt ortlimd vardir. | =0 iken
A, = X uzayinin (Gl } ortimiiiin G =Gie C A eldeedilir. {6}, ;- ales

(A ,t,*) topolojik uzayinin sonlu alt ortimudir. Boylece her (A ,t,*) uzayinin

sonlu értimini asagidaki gibi olusturulabilir.

Herl 1 [0,1] icin {G,ik' }k| iy, alles (A .t ) uzayinin sonlu bir értimaddr. |, <1,

icin Gk'z =A, (;Gk'1 elde edilir.

Boylece {Gik}kzm ailesi (A,t*) fuzzy topolojik uzaymun sonlu fuzzy agik

orttimidur, yani (A,t ) uzay: fuzzy kompakttir.

Tamm 3.3. (At ") fuzzy topolojik uzayinda her farkl iki x, ve vy, (x'y) fuzzy

noktasi i¢in bu noktalarin ayrik fuzzy agik komsuluklart varsa(A,t ) fuzzy topolojik

uzayina fuzzy Hausdorff uzay denir [36].

Onerme 3.4. (A,t ) fuzzy topolojik uzayinin Hausdorff uzay: olmasi icin gerek ve

yeter kosul her| 1 [0,1] icin (A 4 ) uzayimin Hausdorff uzay: olmasidir [13].
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ispat.b . 2zt z,1 A farkliiki noktaolsun. Bu durumda A(x,) =z ve A(x,) =z,
esitliklerini saglayan x, 2 x,T Xvardir. (X)), (%)us,) fuzzy noktaar (At”)

fuzzy topolojik uzayr Uzerinde ayrik noktalardir. (A,t*) fuzzy topolojik uzayi

Hausdorff uzay: oldugundan

(%)a) <Giv (%)) <Gz G UG, =0 (3.1)
olacak bicimde G,,G, 1t~ kiimeleri vardr.

Bu durumda (G,), ,(G,), kimeleri (A t,") uzay tizerinde agik kimelerdir ve
G) ¢G,) =(G.CG,) =@ dde el Alx)=zT1(G) ve

Alx,)=2,1 (G,), oldugundan (A ,t,*) uzayr Hausdorff uzayidir.

U.Her I T1igin (A t;) uzay: Hausdorff uzayi ve x,,y, (x* y) keyfi iki ayrik
fuzzy noktaolsun. x! yl X ve A, =X oldugundan x,yl A olacak bicimde en

az bir 111 vardr.l bu kosulu saglayan en bilyilk sayr olsun. Bu durumda
her | >1" icin x veya y noktalarindan biri A uzayina ait degildir. x* yi A. ve
(A* . ) Hausdorff uzay: oldugundan

xlU.,ylV., U.CV.=0 (3.2

kosulunu saglayan U ., V. T t . acik kiimeleri vardr.

Benzer bigimde her | <1™ x,yl A oldugundan
xtU,ylv,, UcgVv =@ (3.3)

kosulunu saglayan U, ,V, Tt, vardir.
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| >1" igin (A .t,) uzan (zerinde U =U.CA, V, =V.CA

ainsin. U, CV, =@ oldugu agiktrr. Bu durumda U=l U,, Vv=UlYV,
| |

kiimeleri uygun X, ,y, fuzzy noktalarin kapsayan (A,t ) uzay: Uzerinde ayrik

fuzzy agik kuimelerdir, yani (A,t ) fuzzy uzay1 Hausdorff uzayidir.
Aciktir ki her fuzzy Hausdorff uzayin kompakt alt kiimesi kapalidir.

Tamm 3.5. (A,t ) uzayinda U fuzzy kompakt olmak lzere her x, fuzzy noktasi igin
x 1 U kosulunu saglayanbir UT t~ fuzzy agik kiime varsa (A,t ) fuzzy topolojik
uzayina fuzzy yerel kompakt denir [39].

Onerme 3.6. (A,t ) fuzzy topolojik uzayinin fuzzy lokal kompakt olmasi igin gerek

ve yeter kosul her | 1 [0,1] icin (A 4 ) uzayinin yerel kompakt olmasidir [13].

ispat.b . Eger z1 A keyfi bir nokta ise bu durumda A(X) =z olacak bigimde
xI X vardir. x,,) noktasi (A,t ) uzay Uzerinde bir fuzzy noktadr. (A,t ) fuzzy
yerel kompakt oldugundan GT t* agik kompakt komsuluk vardir ve X, 1 G
elde edilir. Bu durumda  A(x)=z noktasini iceren G, kimesi , (A ,t,”) uzay:

Uzerinde agik kompakt kiimedir, yani (A 4 ) uzay1 yerel kompakttir.

U.IT1 igin (A ,t,*) yerel kompakt uzay ve x. 1 A keyfi fuzzy nokta olsun .
A, =X oldugundan x1 A olacak bicimde en az bir | T | vardir. 1~ bu kosulu
saglayan en kiiglik say1 olsun. Bu durumda her | <17 igin x noktast A uzayina
aittir. Her 1 317 icin xI A saglanr. (A ,t,*) uzay: yerel kompakt oldugundan
xI U U Tt" olacsk bigimde agk kompakt komsuluk vardir. Boylece

U=UIU, kumes x fuzzy noktasinin fuzzy agik kompakt komsulugudur.
|
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Aciktir ki eger (A,t ) uzay: fuzzy Hausdorff uzay ise bu durumda (A,t ) uzayinin
lokal kompakt olmas igin gerek ve yeter kosul her x T A noktasiin her x T G

acik komsulugu icin

x1V,VEU, V- kompakt (3.4)
olacak bicimde V agik kiimesinin var olmasidir.

(At:), (Bit;) iki topolojik uzay, B ={f:A® B|f fuzzysireKlidir },

A ={K £ A:K,(At ) fuzzy kompakttir. }

A={vEA:v,(Bt;) acktr. } (35)
olsun.Her KT A and VT A icin
Ny ={f1 B*:f(K)£V] (36)

alinsin. {N,, :KT A, V1 A} alt taban gibi ele alinarak B* {izerinde (retilen fuzzy

topolojiye fuzzy kompakt-acik topoloji denir. B* fuzzy kiimesine bu topoloji ile
birlikte bir fuzzy kompakt-acik topolojik uzay denir [8].

BA= Ul (B*) oldugundan BY uzay1 (lzerinde her 11 [01] igin

17(0.]

(A1 1 ),(B, 1o ) uzaylarindan dretilen kompakt acik topoloji verilir.
e:B*" A® B donisimi her bir x T A fuzzy noktasi igin &(f,x )= f(x)
olarak tammlanr ve f1 B* donusimine fuzzy evaluation(degerlendirme)

dontsimi denir [8]. Bu donistim

e :B" A ®B ,IT][0]] (3.7)
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biciminde belirlenir. Her | 1 [0,1] icin e donustimi strekli oldugundan e fuzzy
doénistimi de stireklidir.
A, B,C fuzzy topolojik uzaylar ve f:C~ A® B fuzzy slrekli donisim olsun. Bu

U U
donisumi kullanarak f(x, )(y.)= f(y.,x.) ile f:A® B® fuzzy donisimi
tammlanabilir.  Her 1101 igin f:C°A® B fuzzy doniistimi

f,:C,~ A ® B, donusiminu dretir [15]. Aym zamanda f, donisumu
y

f,:A ® B dénlstimini Uretir.

Teorem 3.7. C fuzzy yerel kompakt Hausdorff uzay: ve A, B keyfi fuzzy topolojik

uzaylar olsun. Budurumda f:C”~ A® B donusimintn fuzzy siirekli olmast igin

0
gerek ve yeter kosul f: A® B¢ donisumiinun fuzzy siirekli olmasidir [13].

ispat. Eger f:C” A® B surekli ise her 11]01] igin f :C " A ® B,
R U
dontstimi stireklidir. Bu durumda her | T [04] igin f, : A ® B siireklidir [7].

~ U U
Her | T [01] igineger f, sirekliise f:A® BC fuzzy siirekli donistimdur.

v
Benzer bicimde teoremin diger kismu ispatlanr. f strekli donusim oldugundan

- U U
herl T [01] igin f, sirekli doniisumii elde edilir. Ayn zamanda f, siirekli
oldugundan f, :C, =~ A ® B, surekli donusimdur. Boylece f:C~ A® B fuzzy

doénistimii streklidir.

Benzer olarak topolojik uzaylarda oldugu gibi fuzzy topolojik uzaylar Uzerinde

E:B°*® (BC)A fuzzy ekspiyonensal doniisiim

E(1)=1, B )z)= f(zx)=EHx)92) @9
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bigiminde tarumlanir [37,8].

Her | T [0]] igin E dénistimiinden E, :B % " ® (B, < )”’ donistimii Gretilir. E
doénisumindn birebir, orten, fuzzy sirekli ve agik olmast igin gerek ve yeter kosul

her | 1 [0,1] icin E, donustminun birebir, orten, siirekli ve agik olmasidir [15,18].

Teorem 3.8. A ve C fuzzy lokal kompakt Hausdorff uzaylar olsun. Bu durumda her

B fuzzy topolojik uzay1 icin
E:B°*® (B°)" (3.9)
fuzzy ekspiyonensal donisiim bir fuzzy homeomorfizmadir [13].

X bir topolojik uzay ve Al F(X) bir fuzzy kiime olsun.(At ") fuzzy topolojik

uzay, her | T 1 igin (A ,t,*) bir topolojik uzay olsun. Eger | , <1, ise (Az,t 5 )

uzay1 (A,l,t ,1*) topolojik uzayimin alt uzayidir. i} : A ® A gémme dontislimii

olmak lzere,
(At fiz:A, @A) (3.10)
ailesi topolojik uzaylarin ters spektridir.

Topolojik uzaylarn ters spektrine  H, (H“) homoloji (kohomoloji)  funktoru

uygulanirsa

(H (A B 4G2) 1 (A, )e Hola b o)) (3.11)
[EH (A B 402). 1o (A, )e Ho(a b g )]

gruplarin ters (diiz) spektri elde edilir.

42



Tamm3.9. H (At"):=1lim H (A) [HY(At")=lim H(A)] grubuna

- s Y Y ®

(A,t ) fuzzy topolojik uzayinin q boyutlu homoloji (kohomoloji) grubu denir.

ACE A olmak Uizere (A, A ikilisi elealinsin. Her | T 1 igin ACT A oldugundan
A A), iz (A, .a¢)@ (A Atk _ ) (312)

topolojik uzaylar ciftinin ters spektridir. Bu ters spektre homoloji (kohomoloji)
funktoru uygulanirsa

fH. (A A0do). H, (A, A¢)® H (A, Ak (313)
[fHe(a Adi) He(a, A¢)e Ho(a ack _ }]

gruplarin ters (diiz) spektri elde edilir.

Taum 3.10. H (A A):=limH_(A ,A() grubuna (A A fuzzy topolojik uzaylar

ciftinin g boyutlu goreceli homoloji grubu denir.

A, B fuzzy kiimeler ve f : A® B olmak Uzere,

f=@:1e1{f:A®B}):{ALii;:A, @ A hme(s ;B @8}
(3.14)

topolojik uzaylarin ters spektrlerinin morfizmasi olmaktadir. Bu morfizmaya

H, (H q) homoloji funktoru uygulanirsa,
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gruplarin ters (diiz) spektrlerin morfizmasi elde edilir. O halde,

limH & 2 H (A)® H,(B) [ ImH &2 H(A)® H(B) ] (3.16)
P a o &

-9
homoloji (kohomoloji) gruplarin homomorfizmasidir.

Teorem 3.11.
AaH(A) [H(A)

f:A®BaIian8 0[|.mHQ§’f§] (3.17)

kars1 gelmesi fuzzy topolojik uzaylar kategosinden gruplar kategorisine giden bir
kovaryant (kontravaryant) funktordur.

Tanim 3.12. (At,) ve(B,t,) fuzzy topolojik uzaylar ve f,g: A® B fuzzy siirekli
donustimler olsun. Eger her | T | icin asagidaki kosullar1 saglayan F: A" | ® B

fuzzy sirekli fonksiyonu varsa f , g ile fuzzy homotoptur denir ve f ~g

bigiminde yazilir.

F (xt)=f'(x). (3.18)

Teorem 3.13. Eger f,g: A® B fuzzy homotop ise

i O: i 9 i a 9: a8, 0
||anq§§fa ||anq§§b [ timH & t==limH g% ] (3.19)

saglanir. Y ani homoloji gruplar homotopik invaryanttir.



Ispat: f,9: A® B fuzzy homotop dénusiimler olsun. Bu durumdaher | T | igin
f,,0, - A ® B, donisumleri homotoptur. f ve g asagidaki ters spektrlerin

morfizmasini belirler.

f=@ 1@ {f:A @B}

g:(ll 1® 1{g, :A ® B} (3.20)
Her I T | igin f, ~g, oldugundan f,g spektra homotoptur.

N

ing“f%iH agl % { nerva)}%@{Hq(nervb)}

|
gruplarin ters spektrinin kanonik homotop morfizmalaridir. O halde [14] den

im H, &3 O=limH, &2 elde edilir.
- g - ]

(A A) cifti amsin her 111 igin (A,A() ciftinin homoloji (kohomoloji)

gruplarimin tam dizisi asagidaki sekildedir.

L® H,(At)¥8:® H (A )¥3® H (A ,At) %@ H,(A¢)® L
[ L® HI(A)-%% HI(A )-%B% HI(A ,AC)-A% HY (AY)® L | (3.21)

Burada a, :AC® A, p :A ® (A,A) gémme doénisimleridir. Bu dizi

H(A A ile gosterilsin. Her |, <1, igin ij> :(AZ,A§)® (AuA(E) gémme

doéndstimii ise

(H(a Atk i) H(A, A )@ H(A ALY )
[ fHe(A . A0) {(n'z) Ha(a.. At)e He(aac) _ 1] (322)

homoloji tam dizilerin ters (diiz) spektri olmaktadir. Bu ters (diiz) spektrin limitine

45



L® H,(adme H (A )me H (A A)me H, ,(Ade L (3.23)

(A ,A() ciftinin homoloji (kohomoloji) dizisi denir. Tam dizilerin ters spektrinin

[imiti genellikle tam degildir.

Teorem3.16. (A A() fuzzy kompakt uzaylar Gifti olsun. Bu durumda

L® H, (adyde H, (A )she H, (A, Adwie H ,(Ade L (3.24)
dizisi tamdr .
ispat: (A, A Gifti fuzzy kompakt fuzzy topolojik uzay ise her | T 1 icin (A ,A()

Gifti de kompakt topolojik uzaylar ciftidir. [9] dan Hq(A1 (),Hq(A ),Hq(A, ,A‘)

kompakt gruplarcir. Boylece her | T 1 icin
L® H, (AY)¥%® H (A )%3® H, (A ,At)%%® H, (At)® L (3.25)

dizisi kompakt gruplarn tam dizisidir. Bu dizi [H,(A A)| ile gosterilsin. Bu

durumda

fH(A . Ack; {iz). - H(A,At)® H(A AY) _ (326)
Kompakt gruplarin tam dizisinin ters spektridir. [9] dan bu sekildeki dizinin ters
limiti tamdir. Béylece (A, A) kompakt fuzzy topolojik uzaylar Gifti icin homoloji

gruplarin asagidaki dizisi tamdir,

L® H, (adyde H, (A )she H (A, Adwie H ,(ade L (3.27)
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Teorem 3.17. Her (A, A() fuzzy topolojik uzaylar Gifti icin kohomoloji gruplarin

L~ HY(A¢95% HY(A )52% HY(A, AY-34% Ho (Al - L (3.28)
dizisi tamdur.
ispat: Her | T 1 igin (A , A¢) topolojik uzaylar giftinin

L® H(AC)-%% H(A )~%% HI(A ,A)-4% HI(A)® L=[H(A A9
dizisi tamdir. O halde

[{H(A A H(A,.At)@ Hia A0k | f)] (3.29)

tam dizilerin diiz spektri olmaktadir. Tam dizilerin diiz spektrinin limiti ise tamdir
[35].Boylece teoremdeki

L~ H(A¢95% HY(A )59 HY(A, AY-34% Ho (Al - L (3.30)
kohomoloji gruplarin tam dizisi elde edilir.

Teorem 3.18. (Kesme aksiyomu) (Xt )bir topolojik uzayinda A AT F(X) fuzzy
kimeler , A £EA (At") fuzzy topolojik uzayinda U ack kiimes igin
Ucl Int(A) olsun.

f :(AUUCA UUQ3® (A A)
fuzzy gdmme donustimu igin

f., 1H(AUUCA UUQ%® H (A A)

q
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homomorfizmas: bir izomorfizmadir.

ispat: f :(AUUGA UUQ3® (A A) fuzzy gdmme donisimil ele alinsin. Her
I T1 igin A, 1 A altuzay ve U, , A, uzayinda agik oldugundan A° 1 IntA,
saglanir.

(AUT) =A GU, =A - U,

oldugundan (A ,A, ) icin

(A -ULA -U )% (AL A)
gémme déniisimii igin

fig tHq(A -U A -U,)%® H, (A ,A)

izomorfizmasidir. O halde {f., .} ailesi {H (A ,U, ,A, - U, )} ters spektrinden
{Ho(A A )1 T 1 ters spektrine giden izomorfizmalar ailesidir. Béylece

homomorfizmasi

q

f., 1H(AUUCA UUQ%® H (A A)

bir izomorfizmadir.
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BOLUM 4. SPEKTRAL HOMOLOJi TEORIi
4.1. Spektral Homoloji Gruplar

Tamm 4.1.1. X fuzzy topolojik uzay ve f ={f}. , X fuzzy topolojik uzayinin

bir 6rtimii olsun. Yani Uf =1 saglamr. X uzaymn tim agik értimlerinin kiimesi

Cov(X) ile gosterilir.

X fuzzy topolojik uzay ve A, X uzayinda kapali fuzzy kiime olsun. {fi| A}n a0 A
uzayinin bir ortimi ve {(fi,fi|A)} Gifti (X,A) uzayiin bir ortimudar. (X, A)

uzayinin tim agik orttimlerinin kiimesi Cov(X, A) ile gosterilir.
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f={f}i . {9,};, X uzaymin ortiimleri olsun. Her iT 1 igin  f; £g; kosulunu
saglayan en az bir j1 J varsa f ortimine g Ortiminin inceltilmesi denir ve
f > g biciminde gosterilir. Cov(X) ve Cov(X,A) ortimleri inceltiime bagintilarina

gore yonlendirilmis kiimelerdir.

Eger f>g iseve p:1® J donisimi her il | igin f £g,, biciminde
tammlanirsa
p, :nervf ® nervg (4.2)

tepeyi tepeye tasiyan simplisial komplekslerin morfizmasidir.

Lemma4.1.2. f ={f}., {gj}jTJ iki ortim olsun. Eger p:1 ® J, q:1 ® J icin

f. £9,: ve f, £9y, kosulusaglamyorsa
p;.d, 1nervf ® nervg (4.2

morfizmalar: simplisial denktir.

ispat: f ={f}.,, {gj}jTJ ve p,pt1® J icin f £g,, ve f £g, saglanr.

K
Eger (i,,i,,K,i,), nervf simplisial kompleksinin bir simpleksi ise Uf, 10 elde

edilir. Buradan

09,,)> 01,20, Ugy> 01,20 (4.3)
saglanir.

U(pl,)0pli,) = 0P )JOPG)> U, JUO T, J=ur, 10, (49
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Yani  (p(i,).K, p(i, ), p(i,). K, pi,)) bir simplekstir ve p;,q donistimleri

simpleksi bir simpleksin sinirina tasir. Bu durumda bu donistmler simplisial denktir.

j :X®Y fuzzy topolojik uzaylarin dénisimii ve f ={f}. , Y uzayimn bir

ortamiolsun.j ()= “*(f,):j "*(f,)* 0}, icin
Uj *(f,)=i *(Uf)=i *@)=1 (4.5)

saglanir. Eger S=(ii,,K,i,), nervj “1(f) simplisial kompleksinin herhangi bir
K

simpleksiise Uj "(f,)* 0 bu durumda U 1, + 0 eldeediir. Yani s=(i, i, K.i,)
1= 1=

simpleksi nervf simplisial kompleksinin simpleksidir. Bundan dolay: nervj “*(f)
kompleksi nervf simplisial kompleksinin alt kompleksidir.

j . inervi *(f)® nervf (4.6)

ile gdmme morfizmas: gosterilsin. Eger f >g ise simplisial denklik simifinda

asagidaki diyagram komutatiftir.

nervf %.34® nervg
Ji- g (4.7)
neni () %%me neni (g)
)

Teorem4.1.3. Her X fuzzy topolojik uzay1 igin

X a ({nervf}ﬁcOV(Lx),{pg :nervf ® nervg} ): nerv(X) (4.8)

f<g
veherj : X ® Y fuzzy topolojik uzaylarin dontsima igin

j:X®Yaj.={,:nevj (f)® nervf} (4.9)

1 Cov(X)
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karsi gelmesi fuzzy topolojik uzaylar kategorisinden simplisial komplekslerin ters
spektrler kategorisine giden kovaryant funktordur.

(4.8) tersspektrine H,(H®) homoloji funktoru uygulanirsa,

{H, (nervf )}fTCOV(LX)’{Hq(p'; ):H,(nervf)® Hq(nervg)}f>g (4.10)

[{H 9 (nervf )}HCOV(LX),{H 9 (pé ): H(nervf)® H q(nervg)}f>g
gruplarin ters (duiz) spektri elde edilir.

Tamn414.H4x):manmaw)[H%x):@qumawﬂ (4.11)

grubuna X fuzzy topolojik uzayinin g boyutlu homoloji (kohomoloji) grubu denir.

Homoloji (kohomoloji) funktorun kovaryant (kontravaryant) olmasi ve Teorem 4.1.3
ele alinirsa asagidaki teorem kolayca ispatlanir.

Teorem4.1.5.
X qu(X), ] 1 X® Yqu(j ):Hq(X)® Hq(Y) (4.12)

[XaHY(X),j : X®YaH" ) H(Y)® HY(X)]

kars1 gelmesi fuzzy topolojik uzaylar kategorisinden gruplar kategorisine giden bir
kovaryant funktordur.

Asagida topolojik uzaylarin homoloji gruplar: ile uygun fuzzy topolojik uzayin
homoloji gruplar1 arasinda bagint: kurulmaktadr.

(X,T) bir topolojik uzay olsun. (X,t) fuzzy topolojik uzaymn t topolojisi

(dy )y, ailesinden olussun. Eger a =(U,);, , (X,T) uzayimin agik bir 6rtimil ise
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k

[ i
nerva =i (i, K,i,): JU; * Og (4.13)

| =1

seklinde belirlenir. Agiktir ki d, ={d,, }.

ailesi de X fuzzy topolojik uzayinin agik

bir 6rtimudar.

. : k
Eger S:(Il,IZ,K,Ik)I nerva bir simpleks ise bu durumda Ud,, * 0 oldugundan
j= 1)

s simpleksi nervd, simplisial kompleksine aittir. Tersine sl nervd, ise

k
10) U, * 0olacagiagiktir vebudurumda sl nerva elde edilir.

=

Ud
(bd,

U]

Boylece nerva =nervd, oldugu sdylenebilir. Buradan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.6. Eger (X,t) fuzzy topolojik uzayr (X,T) topolojik uzayindan
uretilirse (X,T) uzayimn homoloji (kohomoloji) grubu (X,t) fuzzy topolojik

uzayimin homoloji (kohomoloji) grubuna esittir.

L bir F latis olsun. Her (X,T) klasik topolojik uzay icin w (T) ile X uzayindan

L latisine giden tim alttan yar: siirekli dontisimlerin ailesi gosterilsin.

(X,t) fuzzy topolojik uzay;, A1 X veher al L igin

i.(A) ={A, : AT A} (4.14)
bigimindedir . Burada

A, ={x: A(x)>a} (4.15)

seklinde tarumlanur. i () ile |J i,(t) alt tabam ile Gretilen X Uzerindeki topoloji
a L

goserilir.
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L tam latis olmak (izere L (zerinde {_ a:al L} (_ a={bl L:b<< a}) alt
tabanndan Uretilen topolojiye alt topoloji denir. (X,T) topolojik uzay, L tam latis
olsun. Eger f : X ® L donusumi alt topoloji icin sirekli ise f dontsimiine alttan

yar1 sureklidir denir.

(X,T) topolojik uzay: igin w, (T) ile (X,T) uzayindan L latisine giden tim alttan

yar1 sirekli dontstimlerin ailesidir.

Her (X,T),(Y,S) topolojik uzayr icin ve her f:X ® Y topolojik uzaylarin

morfizmasi igin
w, (f)=1°: (X,w (T)® (Y,w (S)) (4.16)

bicimindedir .Her (X,T), (Y,S) topolojik uzay: iginve f® :(X,t)® (Y,m) fuzzy

donistimu igin

i (F¢)=f :(Xi ))® (Vi (m) (4.17)
bicimindedir. f : (X,T)® | olmak tizere w, : 1* ® |

w,(f)=U{a : f - dttan yar: siireklidir. } (4.18)
seklinde olur ve (X,T) icin

itt)={Al X:t(c,)=1. (4.19)
f={f}1 d ortimielealsn. "al | igin

(f)e ={xT X: fi(x)>4a} (4.20)



saglamr. f, Uf ULUf 101 | ainrsa

(fil)(al) ={xT X:f (x)>a}

(fiz )(az) :{XT X fi2 (X) > az}

! !

(£, )., =T X: £, (X)>a (4.21)
oldugundan ve

f,Uf, ULUf >0 (4.22)

saglandigindan $a > 0 Oyleki

(. J9>a,(f Jx)>a, ...[f Jx)>a (4.23)
elde edilir.
X, ) o xT (£, )0 o xT (£, )L, (4.24)

oldugundan |(fij )(&_)1 0 saglanr.

j :X® Y dénisiminden elde edilen j ® :1* ® 17 igin {g,} >{f,} inceltilmesi

eleainsin. Yani g, £ f,;) isebudurumda

(gj )(a) = {XT X: gj (X) > a} (4.25)
ve
(fi(j))(a) ={xT X :(f; (x)® g,(x)>a} (4.26)
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oldugundan

o )t > At s (427)
saglanir. Boylece

i :{nervi} g co(ix) ® {nervi(f )}y covix) (4.28)
icin

i :lim H(nervf ) ® lim H (nervi(f)) (4.29)
homomorfizmas: tammlanr.

Teorem 4.1.7. i, homomorfizmas: bir monomorfizmadir.

Asagida fuzzy topolojik uzaylarda tamimlanan homoloji(kohomoloji) funktorlar igin

homoloji (kohomoloji) teorinin aksiyomlarimn saglandigi kontrol edilmektedir.

Fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde bir noktali fuzzy uzay tammlanmamaktadir.

Fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde bir noktaya benzer uzay olarak P ={*} bir

noktal1 topolojik uzay olmak tizere L” fuzzy uzayi ele alinsin.

Teorem 4.1.7. L7 bir noktaya benzer uzaylarin yukaridaki topoloji ile birlikte
homoloji ve kohomoloji gruplar1 trivialdir.

Ispat: Her ¢l L” fuzzy kiimesi sabit doniisiim oldugundan bunun ortimii olarak
kendisi ele alinabilir. Boyle ortimden olusan simplisial kompleks bir noktadan
olustugundan homoloji (kohomoloji) gruplar trivialdir.

4.2. Kesme Aksiyomu
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Teorem 4.2.1.(Kesme aksiyomu) X fuzzy topolojik uzay A ise X uzayinda bir
fuzzy kime olsun. Eger U fuzzy kimesi X fuzzy topolojik uzayinda agik ve

Ul Int(A) (AT X) saglamyorsa

f®:(UCAUUYH® (X,A) (4.30)
gémme donisuimu icin

fq:HyUSAUUQ#L® H, (X, A) (4.30)
homomorfizmasi bir izomorfizmadir.

ispat: D, (V,,V,*) ileindisli Cov(X,A) kiimesinin asagidaki kosullar saglayan

Ortuma olsun.

(1) Egera,UU Oiseul V/ ve a,1 A.
teoremin sonucu asagidaki U¢ 6nermenin bir sonucudur.
(2) D, Cov(X,A) kiimesinin kofinal alt kiimesidir.

(3) f " (D), Cov(U( AUU g kiimesinin kofinal alt kiimesidir.

(4 Egeral Dveb="f"a ise
f.. : Hy(nerv, (U9, nerv, (AUU9)» H (nerv, (X),nerv, (A)) (4.32)

izomorfizmadhr. (2) yi ispatlamak icin, (Va ,VaA) ikilisi ile indisli (X, A) ikilisinin
herhangi bir a 6rtimi ele alinsin. V¢, V, ile ayrik bir kiime olsun ve V,* ile bire-bir
uygunluk saglansin. Bir uT V.* igin V¢ niin uygun eleman u ¢ ile gosterilecektir.
(X,A)  fuzzy uzaymin indis kimes (v, EVQVAEVA olan asagidaki gibi

tammlanan g 6rtimond ele alalim.
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g, =a, - (LT)(, ul v,

a

g,c=2a, CInt(A), ud V¢ (4.33)

(U) 1 Int(A) oldugundan g, (X,A) ikilisinin bir 6rtimidir. Ayrica a <g ve
gl D saglanr.

(v, V) ileindisli (UCAUUY ikilisinin herhangi b ortimi ele alinsin. Ay

(v, V) ikilisi ileindisli a1 Cov(U(AUU() asagidaki gibi alnsmn,
a,=b, U() (4.34)

budurumda b =f"a dr. gl D,a<g olarak segilirse b=f"a<f g elde
edilir. Bundan dolayr f~ (D) értimi Cov(U(AUU() kiimesinin kofinal alt

kimesidir.
(3) Uigpatlamak icin

nerv, (X) = nerv, (UQE nerv, (A)

nerv, (X) = nerv, (U E nerv, (A) (4.35)
oldugunu ispatlamak yeterlidir.

(nerv, (U9, nerv, (AUU4), (nerv, X, nerv, A) kompleksinin  alt  kompleksi

oldugundan asagidaki gommeler elde edilir.

nerv, (X) E nerv, (U E nerv, (A)

nerv, (AUU QT nerv, (U()C nerv, (A) (4.36)

Boylece geriye,
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nerv, (X)1 nerv, (UQE nerv, (A)

nerv, (AUU ) E nerv, (U()C nerv, (A) (4.37)

oldugunu ispatlamak kalmaktadr.

s, nerv,(X) simplisial kompleksinin bir simpleksi olsun  ve nerv, (U
kompleksine ait olmasin. Bu durumda car,(s)* 0 saglanr ve
car, (s)CU (=car, (s)=0 elde edilir. Sonug olarak 0 car(s)i U bulunur. Bu
sonug sunu gerektirir, s simpleksinin her u  tepesi icin a, CU * 0 elde edilir.
Bundan dolayr al D oldugundan ul V" elde edilir. U <A oldugundan,
car, (s)C (A)* 0 elde edilir ve bundan dolayr s, nerv, (A) kompleksinin bir

simpleksidir. Bu (4.2.8) ifadesinin birinci kismint ispatliyor.

s, nerv, U)Cnerv, (A)  kompleksinin bir simpleksi olsun. Buradan s

simpleksinin tepeleri V,* kimesine aittir ve

car, (s)UU ) =car,(s)* 0 (4.38)

elde edilir. Eger car, (s)< (U () ise bu durumda
car, (s)U(AUU Q= car, (s)UU)U(A) = car, (s)U(A)* O (4.39)

a

elde edilir ve s nerv, (AUU () kompleksine aittir. Eger car, (s)U(U)* O ise a, D

ortiimine ait oldugundan s simpleksinin her n tepesiicin a, | A saglanr.
Boylece car, (s) < (A) elde edilir ve

car, (s) U(AUU Q= car, (s)U(UU(A) = car, (s)UU9* O (4.40)
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saglanir. Bundan dolay: s, nerv, (AUU () kompleksine aittir.

4.3. Homotopi Aksyomu
Asagidaki teoremde A. R. Salleh [32] tarafindan verilen homotopi ele alinmaktadir.

Teorem 4.3.1. (Homotopi aksiyomu): Eger f,g:(X,t)® (Y.t O fuzzy dénistimleri

fuzzy homotop ise

fig =0 1 H (X;G)® H,(Y;G) (4.41)

q
saglanir.
Bu teoremin ispat1 i¢in 6nce asagidaki lemmalarin ispatlanmast gerekmektedir.

Lemma 4.3.2. (I,f.) fuzzy birim araiginda her agik baglantili fuzzy kime
destegi (a,b) acik aralig1 olan fuzzy kiimedir.

ispat: Her G baglantili agik fuzzy kiime icin bu kiimenin destegi G, 1 | kimesi
baglantili agik kiime oldugundan G, = (a,b) dir.

Lemma 4.3.3. (I,f,) fuzzy birim araiginda destekleri agik araliklar olan fuzzy
kumeler £, topolojisinin bir tabandir.

ispat: Eger G1 £, ise G, 1 t, saglanur. Budurumda G, = J (a,,b ) yazilabilir. Her

iT 1 icin G' fuzzy kiimesi

' 4.42
) (4.42)
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biciminde tammlansin. G' kiimeleri agik fuzzy kiimelerdir ve G = HGi saglanir.

Lemma 4.3.4. (1,€,) fuzzy birim araligiin her sonlu agik baglantili értimii igin

nerva simplisial kompleksi asikliktir.

ispat: (I,£,) fuzzy birim araliginin herhangi sonlu agik baglantil fuzzy kiimelerden
olusan a ={G*,G*,...G"} ortimii genelligi bozmadan karsilagtilamaz ~ fuzzy
kimeler olarak ele alinabilir. G' fuzzy kimeleri (G'), =(a,,b) araliklarinin ug

noktalarinin artmasina gore diizenlensin. Bu durumda

G'UG™10,G'UG =0 jri-1i+1; ol (GY),, 11 (G"), (4.3.3)
saglanir. Eger p, :nerva ® nerva , i =1,n simplisial dontistimleri
U, jEi
(U )=1 4.43
b=y s (4.43)

seklinde tammlanirsa p., p.,, simplisial dondstmlerinin simplisial denk oldugu

gorulir. O halde p, ile p, simplisial denk dontsumlerdir. p, sabit p,, ise birim
doniistim oldugundan H  (nerva ) = H(*) = 0 olmaktadr.

Lemma4.3.4. Un ispatinda ele alinan baglantil agik érttimler (1,£,) birim araliginin

kofinal alt kimesidir. Bu sekildeki ortimlere regller 6rttim denir.

Herhangi a ={U,}., T Cov(X) fuzzy agik 6rtimi ele alinsin. Her il | indisine

i
karst (1,£,) fuzzy birim arahginin indisi N’ :(O,J,...,ni) olan regiler b 6rtimi
karsi gelsin. W kiimesi

w={(i, j):i1 1,j1 N'} (4.44)
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ise bu durumda
g :{gi,j :Ui ’ Vji}(i,j)TW (4'45)

ailess X | fuzzy uzaymnin fuzzy acik ortimidir. Boyle ortimlere tugla ortim

denir.

Lemma4.3.5. Tugla 6rtimler Cov(X * 1) kimesinin kofinal alt kiimesidir.

ispat: d ={A}; T Cov(X 1) herhangi bir 6rtim olsun. Her (x t,) fuzzy
noktas igin  U(x t,)1 X, V(x.t,)1 1  fuzzy agk  kimeleri
U(x tn) VI .t.)<A olacak bicimde secilsin. x fuzzy noktasi sabit
tutuldugunda {V(x, .t )} ales (1,f,) fuzzy birim araligimin agik bir 6rtiimi
olmaktadir.Y ukaridaki lemmadan bu 6rtimiin sonlu regiler b * inceltilmesi vardir.
O halde b* fuzzy agk kimes icin U(x ,i)” b* <A saglanacak sekilde
U(x ,i)1 X fuzzy agik kiimesi bulunabilir. Buradan u(x,)zgu(x,,i) ise
{U(x ) b} ales X" 1 fuzzy topolojik uzaymn tugla ortimidir ve d

Ortimindn bir inceltilmesidir.
Lemma 4.3.6. Eger g ailesi X | fuzzy topolojik uzayinin tabami a olan tugla

ortimu ve nerva simpleks ise nervg simplisial kompleksi asikliktir (homoloji

grubu sifirdir).

ispat: a ={U,},,, g ={u,” Vji}(i’j)TW olsun. (1,f,) uzaymin d értimi

d :{di,j = ji}(i,j)TW (446)

bigiminde tammlansin. Eger s tepeleri (i, j,).K,(i,,j,)T W olan bir smpleks ise
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ijJo(Uik , Vjikk ) - E?;OU L gU ’E?;Joviikk g: E?;OU L gU ’E?;Jodik:ik g (4.47)

saglanir. nerva simpleks oldugunda kaJOUik 1 0 eldeedilir. Buradan

O, “Vi)=00 Ud,

k=0

=0 (4.48)

saglanir. O halde nervg =nervd  esitligi vardir ve Lemma 4.3.4. den nervd

asikliktir.
Eger g allesi X | fuzzy topolojik uzayimn tabani a olan tugla 6rtimi ise

1(i) = (,0), u(i)=(i,n") (4.49)
formilu ile tammlanan |,u:nerva ® nervg simplisial dondsimleri icin

l.y =U.q :Hy(nerva)® H(nervg) (4.50)

q q

saglanir [9].

Teorem 4.3.1 in ispat: f,,g,: X ® X | fuzzy donustmleri her pl X fuzzy
noktast igin f,(p)=(p,0), g,(p)=(p.) seklinde tammlansin. O halde eger
H:X"I®Y, f ve g donisumleri arasinda fuzzy homotopi ise
f = H o f,, g=Hog, saglamr. Bundan dolay: teoremi ispatlamak igin

foq = Jorq Oldugunu gostermek yeterlidir.

q

Tugla ortimleri Cov(X ~ 1) kiimesinin kofinal alt kiime oldugundan X~ | fuzzy

uzayinin homoloji gruplarinin taniminda tugla értimleri ele alinabilir. g ailesi X |
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fuzzy uzayinin tabam a olan herhangi tugla 6rtimi olsun. g, = f,;*(9), 9, = 9,*(9)

ortumleri igin

i 4 nervf;’(g) ® nervg

iy NEVg,'(g) ® nervg (4.51)

simplisia doéntsumleri ele alinsin. Eger ut: nerva ® nervg,

p :nervg ® nervf;*(g) donustimleri

u¢i)=(i,n'), p(i, )= (i.0) (4.52)
formalleri ile tammlanirsa (4. 49) ifadesindeki donisumler igin

u=i, sout, I =i, puc (4.53)

esitlikleri elde edilir. Buradan ise (i, , ). =(i,,)., ve dolayisiyla fo., =gy, elde

q

edilir.
4.4.Sinir Operatoru ve Tamhk Aksiyomu

Tanm 4.4.1. al Cov(X,A)olmak Uzere (nerv, X,nerv_ A) ikilisinin homoloji

(kohomoloji) dizisi

L - H,(nervX,nervA) -~ H(nervX) - H,(nervA) - H,,(nervX,nervA) - L
[L® H 9(nervX,nervA) ® H ?(nervX)® H%(nervA) ® H **(nervX,nervA) ® L]

s, [s| ile gosterilsin. Cov(X, A) kiimesinde a <b ise

p>:5,®8 pl:s®s], (4.54)



(nerv, X,nerv, A)® (nerv, X,nerv, A) izdisimi ile Gretilen  doniisim olsun.

Burada limite gecilirse (X, A) ikilisinin homoloji (kohomoloji) dizisi elde ediilir,

L~ H (X, A)=4% H(X)x.n %Y Hy(A) 0 #4% Ha(X,A)~ L (4.55)

IL® HX, A) %@ H(X) 1y p YA® H(A) ) 84O HO(X,A)® L|

f :Cov(X,A)® Cov(A0), vy :Cov(X,A)® Cov(X,0) olarak ele alinsin.
al Cov(X,A), (v, V) ileindisii olsun. fa, (vA,0) ileindislidir venT V,* igin

(fa), =AUa, saglamr. y , ortumi (V, ,O) ile indislidir ve (ya), =a, saglanr.
Buradan

nerv, A=nerv;, A, nerv, X = nery, , X (4.56)

eldeedilir. f ve Y donustimleri ve homoloji gruplarin uygun idantik dontstima
icin ters sistemlerin asagidaki dontstumii elde edilir,

F:{H (rerv, A\pz}  ® {H,(nerv, A)p2}

(A0)

(X,0) ® {Hq(nerva X),pﬁ}(x,A) (4.57)

(X.A)

Y :{Hq(nervax),p;‘}
F ve Y dontstmlerinin ters limitleri homomorfizmalardir,

F. :Hq(A)® Hq(A)(X’A) , Yy :Hq(X)® Hq(X)(X’A). (4.58)
kohomoloji i¢in diz sistemlerin F vey donusimleri ve bunlarin limitleri

F¥ :Hq(A)(X’A) ® HY(A), Y¥ :Hq(X)(X’A) ® HY(X) (4.59)

bicimindedir.
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Lemma4.4.2. F,,Y,,F¥ ve Y* izomorfizmalardir.

Ispat: F  donusiminin  gorinti kiimesinin - Cov(A0) kimesinde ve Y
dontistiminin gorunti kimesinin Cov(X,0) kiimesinde kofinal oldugunu gostermek
yeterlidir. a1 Cov(A0), (V,wW) ikilisi ile indisli olsun. V* ile V ve V kimesine
ait olmayan bir n, elemam gosterilsin. Her bir n T V igin X uzayinda a, = AUb,
olacak bicimde b, secilsin. b, =X olarak taumlansin. Bu durumda
b1 Cov(X,A) értiminiin (\/ *,V) indis kiimesi vardir, boylece a <fb saglanir ve

F donlstimunin gorantt kimesi kofinaldir.

al Cov(X,0), (V,w) ile indisli olsun. Bu durumda a ile (V,V) ile indisli bir
b1 Cov(X,A) ortimii tammlanir. yb 6rtimii a ortimii ile aymdir fakat (V,0) ile

indiglidir. Boylece a <y b saglanr vey dontsiminun goriuntt kimesi kofinaldir.

Taum  4.4.3. T:H, (X, A)® H,,(A), d:HI(A)® H™(X,A)

homomorfizmalar:

H (X, A) ¥5® H, (A x - 72% H ,(A), T=F/1¢ (4.60)
ve

H9(A)~ 549 HY(A)y 0 5@ HYY (X, A), d =d(F¥)* (4.61)
bicimindedir.

Teorem 4.4.4. f:(X,A)® (Y,B) olsun bu durumda (f|A)*‘|I:‘ﬂf* ve

d(f|,) =f'd saglanr.

Ispat: Bu teorem homoloji icin asagidaki diyagramin kamutatifliginin acik bir

sonucudur,
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H,(X,A) ¥#® H_ (A -%% H, (A
|

~f. ~(1],) ~(1],). (462
H,(Y,B) %4%® H_,(B) -%#% H,,(B)

Burada (f | A)(* uygun limit donlstimii olarak tammlanir. Her bir karede komditatiflik

bagintisi tanumlarin bir sonucudur. Kohomoloji icin ispat benzer bigimdedir.

Teorem 4.4.5. (X, A) ikilisinin homoloji (kohomoloji) dizi ile diizenlenen (adjusted)
homoloji  (kohomoloji) dizi  izomorfiktir. izomorfizma F,,Y,[F¥,Y¥]

dontstimleriyle ve Hq(X,A)[H q(X,A)] tzerinde orten idantik dontstumle verilir.

Ispat: Ispat homoloji icin verilmektedir. Kohomoloji icin ispat benzer bicimdedir.
Bunun icin asagidaki diyagramin komutatif oldugunu gostermek yeterli olmaktadir.

e we Ho()—"
Hq.. (X, A) - Fy Yy H,(X,A) (4.63)
TR M A W H (g

Soldaki dcggenin komitatifligi  donUstiminin tanminin direk bir  sonucudur.
Ortadaki karede kamutatifligi ispatlamak icin F if ve i.Y, dontsimlerini ele
alalim. Bu donutsumler

® {H,(nerv, X).p;}

t,h:{H, (nerv, A)p2} (4.64)

(A0) (X.A)

donisiimlerinin limitleridir. t déntsiimi her bir (v, V) ileindisli a1 Cov(X, A)

A0) ile indisli ta =Fal Cov(A0) ortiimine goturir. Burada

a !

orttmant
ta), = AUa, sesitligini saglanir. Ustelikta, nerv,, Al nerv, X gommesinden

iretilen H, (nerv,, A)® H_(nerv, X) bir dontsumdir. h donsima (v, V) ile
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indisli a T Cov(X,A) ortimini (V,0) ileindisli ha =i"*Yal Cov(A0) értimiine
tagir. Burada (ha ), = AUa,, esitligi saglamir. ha, nerv,, Al nerv, X gémmesinden
elde edilen H_(nerv,, A)J® H,(nerv, X) bir doniisimdirr. ha <ta saglanr ve
nerv,, Al nerv,, A géomme donusimii izdiisimdir. Dolayisiyla p.2 gémmeden

iretilen H, (nerv,, A)® H(nerv,, A) déniisimdiir ve bdylece

ha <ta,t, =h,p: (4.65)
elde edilir. Boylecet, =h, saglamr. Yani

F,i¢=i"Y, (4.66)
elde edilir.

Sagdaki U¢gen icin durum benzer bigimdedir. €Y, ve . donisumleri,

t,h:{H,(nerv, X)p2} . ~ ® {H,(nerv, X,nerv, A)p2} (4.67)

(X,0) (X,A)

doéndstmlerinin limitleridir.

(v, V) ile indisli her aT Cov(X,A) icin ta,hal Cov(X,0) ortimleri a ile
ortiisir fakat bu ortimler srasiyla (v, ,0) ve (v, ,V,*) ile indislidir. Buradan
nerv,, X =nerv,, X =nerv, X elde edilir. ta ve ha gommeden elde edilen

H,(nerv, X)® H,(nerv, X,nerv, A) doniisimlerdir. Buradan
ha <ta,t, =h,p: (4.68)

saglanir ve bundan 6turt t, =h, elde edilir.
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Eger (X,A) kompakt G., F cismi Uzerinde vektor uzaylarin kategorisinde ise

homoloji dizi tamdhr.

Ispat: Eger (X,A) kompakt ise homoloji dizide ortaya ¢ikan grup tamminda sonlu
ortim icin limite gegilebilir. G kompakt ise her bir sonlu a 6rtim igin G
tizerinde (nerv, X, nerv, A) ikilisinin homoloji dizisi kompakt gruplarla olusturulur.
Bundan 6tard limit dizisi tamdir. Eger G, G. deise ve F uzerinde sonlu boyutlu
ise bu durumda Fizerinde (nerv, X,nerv, A) ikilisinin homoloji dizisinin gruplar:

sonlu boyutludur ve limit tamdir.

Eger GI G. sonlu boyutlu degilse bu durumda G, é G, direk toplam gibi
gosterilebilir ve burada G, sonlu boyutludur. Bu ayristrma G uzerinde (X, A)
ikilisinin homoloji dizisinin G, Uzerindeki homoloji dizilerin bir direk toplamina
ayristinlmasidir. Bunlarin her biri tam oldugundan, G Uzerinde homoloji dizisi

tamdr.

4.5.Sureklilik

Bu bolimde fuzzy topolojik uzayin ters spektrinin limitinin homoloji grubu ile bu
ters spektrin  homoloji  gruplarinin  ters  spektrinin  limiti  arasinda  bagint1
kurulmaktadr.

Tamm 4.5.1. a ve b, X fuzzy topolojik uzayinda, aym V, =V, indiskimesine
sahip aileler olsun. Eger her ul V, icin a, Eb, ise a alesine b ailesinin
genisletilmesi veyab ailesine a ailesinin indirgenmesi denir. a, X fuzzy topolojik
uzayinda bir aile olmak Gzere a ile a ailesinin kimelerinin kapanislarinin ailesi

goserilir.
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Lemma 4.5.2. Eger X bir fuzzy normal uzay ve a, X uzayimin sonlu fuzzy agik
Ortimu ise bu durumda a o6rtiminun indirgenmesi olan X uzayinin, bir kapalt

fuzzy b Ortima vardir.

Ispat: Eger V, indiskiimesi n elemanliise bu durumda a, = X eldeedilir. b, = X
alinsin bu durumda b aranan ortumdir. Tumevarim yonteminin uygulanmast igin,
lemmanin 'V, kimesinin k elemanli olmasi durumunda bir normal uzayda
saglandigr varsayilsin. V, kiumesinin  k+1 elemanl: oldugu durumda a, X
uzayinin bir értmi olsun. Sabit bir n, TV, secilsin ve n t n, icin A=(Ua, )"
alinsin. X fuzzy normal uzay ve A kapali kime oldugundan A<U ve LT<anO
olacak bigimde agik bir U kimesi vardir. X(=UC, ntn, icin al=a, UX(

alinsin. Bu durumda a ¢, k elemanli kiime Uzerinde tanimli X ¢ fuzzy normal

uzayinin bir agik Ortimouddr. b ¢ a ¢ ortiminin kapali bir alt ortimd olsun  ve
b, =U ven 1n, igin b, =b tammlansin. Bu durumda b 6rtimi a értumantin

kapal1 bir indirgenmesidir.

Lemma 4.5.3. X bir fuzzy normal uzay,al Cov(X) ve b, a <b olacak bicimde

X Uzerinde fuzzy kapali kimelerin sonlu indisli ailesi olsun. Bu durumda

a <g<g<b olacak bicimde b mn g genisletilmesi vardir ve
nerv(g) = nerv(g) = nerv(b). (4.69)

Ispat: Uygunluk agisindan V, indis kiimesi 12,....k tamsayilari olarak kabul
edilebilir.n T V, indisi b, <a, olarak segilsin. B tum b,,K,b, kimelerinin
infimumlarinin supremumu olsun ve b, ile infimumu sifir olmasin. X fuzzy normal
uzay oldugundan b, <g,, §,<a, ve g,UB=0 olacak bicimde g, fuzzy agk
kimes vardr. Eger b, =0 ise g, =0 segilmelidir. Boylece ¢,,b,,K,b, >a

saglanir ve bunlarin nerv leri nervb ile aymdir. Bu isleme b, elemam Uzerinde
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devam edilirse g, ve yeni §,,0,, b;,K,b, elde edilir. Timevarim yontemiyle ispat

tamamlanir.

Tanim 4.5.4. a, X fuzzy topolojik uzay: Gzerindeki kimelerin indisli bir ailesi ve
A< X fuzzy kime olsun. Asagidaki iki kosul saglamyorsa a Ortimine A

kumesine gore goreceli regulerdir denir:

1)a,UAr0,ulV, isea, UAL O
2)a, UAT 0 (i=12..,k) ve D=a, Ua, UL Ua, * 0ise DUA 0.

Lemma 4.5.5. Eger X fuzzy normal uzay ve A, X¢ (At< X() X uzayinda kapali

fuzzy kimeler ise X uzayimin AC ve XC ile goreceli regller sonlu agik orttimleri
Cov(X) kimesinde kofinal bir ailedir.

Ispat: al Cov(X) olsun, Lemma 4.5.2 den AC kiimesinin a <b olacak bicimde
kapali bir b Ortimu vardir. Lemma 4.5.3 den b 6rtiminin X ¢ uzayinin agik
kimelerinden olusan a <@g olacak bigcimde bir g genisletilmes vardir ve
nerv(g) = nerv(g) = nerv(b) saglamir. U , g 6rtimiiniin kiimelerinin birlesimi olsun.
Bu durumda X(UU ¢ bir kapal1 kiimedir. Lemma 4.5.2 den B fuzzy kiimesinin
a <d olacak bigimde bir d Ortimu vardir. X¢ uzaymun e ={g,d} ortimu X¢
uzayiin kapali1 fuzzy kiameleriyle olusturulsun. Lemma 4.5.3. den e o6rtimunin

a <h ve nervh =nerve olacak bicimde X uzayinin agik fuzzy kiumelerinden

olusan bir h genisletilmesi vardir. Ayrica her bir h_ icin . UA(=0 elde edilir ve
bu d ortimiinin bir kiimesinin genisletilmesidir. W UA¢=0 olacak bicimde
W > B acik kiime segilsin ve h_ ile h, UW yer degistirsin. Bu durumda da a <h
ve nervh =nerve saglamir. h ortimundn AC ktimeleri icin goreceli regulerligin  ilk

kosulu saglanir.

s, nervh simplisial kompleksinin tepeleri A¢ olan simpleksi olsun. Bu durumda s

simpleksinin her bir n tepesi igin h, U A(t 0 elde edilir. Béylece h_, @ kiimesinin
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genisletilmesidir. nervh = nerve oldugu icin s, nervg simplisial kompleksine
aittir. nervg =nervb oldugundan s, nervb simplisial kompleksine aittir. Bundan

dolay1 car, (s)! O saglanir fakat car, (s) < AtUcar, (s) olacak bigimdedir. Buradan

car. (s), A ile kesisir ve boylece s, A¢ Uzerindedir.

s, nervh simplisial kompleksinin tepeleri X olan simpleksi olsun. nervh = nerve
oldugundan s, nerve simplisial kompleksine aittir. Buradan car,(s)® O saglamr
fakat car,(s)< X(Ucar, (s) olacak bicimdedir. Buradan car, (s), X ile kesisir ve
bdylece s, X Uzerindedir. BOylece h, AC ye gore goreceli regilerdir ve X ye gore

goreceli regulerlik igin ikinci kosulu saglar.

U¢h ortiminin acik kiimelerinin  birlesimi olsun. W, W¢>XU(U<I)( ve
WEU X¢=0 olacak bigimde bir agik kime olsun. a( a ortiminin W¢ ye
kisitlanmis 6rtimi olsun. Eger a (h ile bitisik ise bu durumda >a biciminde A(

ve XCilegoreceli olan bir bilesik 6rttim elde edilir.

Lemma 4.5.6. {Lxm,p:h‘l} glclu fuzzy kompakt uzaylarin bir ters sisemi ve

X =lim {Lxm,p{r’b‘l} olsun. Bu durumda mi M,b1 Cov(X,) icin Cov(X)

kiimesinin p - *(U) bicimindeki elemanlar: kofinal bir ailedir.

ispat: al Cov(X) olsun bu durumda U, X de acik olmak tizere p '(U), X in
acik kumeleri icin tabandir. X kompakt oldugundan a <a( olacak bigimde

P(U)(i =1...k) kimelerinden olusan a ¢ &rtimii vardir. M yénlendirilmis
oldugundan i =1...k icin m>m vardir. i=1,...k igin b, :(pn";)'l(ui) lerden

olusan X, nin b ortimi tammlansin ve b,,, = X, U(p,, (X)) olsun. Bu durumda
poi(b,)=p,U,).( =1...k) bicimindedir ve p.'(b,,,)=0 elde edilir. Boylece

p.l(b)>a saglanr.

72



Lemma 4.5.7. {Xm,p:h‘l} fuzzy kompakt uzaylarin bir ters sistemi ve
X =lim {Xm,p{g} olsun. Bu durumda Cov(X) in a =p;(b) bigimindeki

nerv(@@a)=nerv(mb)  kosulunu saglayan elemanlart  kofinal alt kimedir

(ml M,bT Cov(X,)).

Ispat: gT Cov(X) olsun bir dnceki lemmadan p ! (d)>g kosulunu saglayan bir m,

ve bir dT Cov(X, ) vardr. X¢=p_(X) ve At=p_ (A) alinsin Lemma 4.5.5 den

m
d <e kosulunu saglayan , X ¢ ve Al ye gore goreceli regiiler olanel Cov(an)
vardir. U(W), € kumelerinin X ¢ ile infimumlar1 sifir olan supremumu olsun.
U(wq ile X, da bunlarin kapanslar: olsun. Bu durumda U(W¢ agiktir ve
X(<U( At<WC saglanir. Eger a kiimesinin U (W) ile infimumu sifir degilse bu

durumda X (A ile infimumu da sifir degildir.

Boylece pn(X,)<U¢ ve pJ(A,)<WE¢ kosulunu saglayan m>m,

vardir.b = (pn"; )'1(e) biciminde tamimlansin bu durumda,

a=p,(b)=p,(€)>p,d)>g (4.70)

saglanir. a =p_'(b) oldugundan X, 1 X, e€lde edilir. s, X, simplisal

kompleksinin simpleksi olsun. Bu durumda car,(s)* 0 dir ve car,(s)>p ,

(car, (s)) <U ¢ oldugundan car, (e) UU 2 0 elde edilir.

Boylece s simpleksinin her tepesi icin e, UX( 0 elde edilir. e, X ile goreceli
regiiler oldugundan car,(s)UX (1 0 elde edilir. Fakat car,(s)=p,.(car,(s))
oldugundan car, (s)* O dir ve bundan dolay: s, X, yaaittir. Boylelikle X, = X,
elde edilir.
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Teorem 4.5.8. Guclu fuzzy kompakt uzaylar kategorisinde spektral homoloji teorinin

sireklilik ~ o6zelligi vardr. Yani  I(g,X) :H gfim X Q9%® lim Ho(Xom)

-3 R

homomorfizmasi bir izomorfizmadir.

Ispat: p,, : lim X, $#® X fuzzy izdistim fonksiyonu olsun. Her m, >m, igin

aYa

Xml
=
lim X,, i (4.70)
P
Prmy
sz

diyagrami komiitatif oldugundan {p .} ailesi lim X, fuzzy uzayindan {Xm,p:h‘l} ters

aYa

spektrine giden bir morfizmadir. O halde

(g, X) = limp ., : Hqgfim X, 25%@ lim H_ (X,,) 4.72)

aYa aYa g aYa

homomorfizmas: elde edilir.
X :{Xm,p{g} kompakt uzaylarin bir ters sistemi olsun ve X = LI/I’T) X,, olsun.

Asagida | (g, X) in 6rten ve gekirdeginin sifir oldugu gosterilmektedir.

ul H,(X), I nin gekirdegine ait olsun. p,.(u), H,(X,,) de I(u) nun koordinat:
oldugundan p . (u)=0("mi M). Eger b1 Cov(X,) ise H.(X,,) da p,.(u)
koordinat1 sifirdir. Eger a =p;*(b) ve X, =X,, ise p,.(u) nun tammindan
H,(X,) da u nun koordinat: sifirdir ve a , Cov(X) de kofinal bir ailedir. Burada

u =0 saglanir.
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nT lim H,(X) oldugu kabul edilsin. n,,, V nin H,(X,,) de bir koordinat: olsun.

aYa

bT Cov(X,) i¢in n,,, n, nin H,(X,,) da koordinat1 olsun. I(u)=v olacak

mp ! m

bicimde ul H_(X) bulunmalicir. Cov(X) de bir D kofinal ailesinde bir a igin u
nun u, koordinatlarini yapilandirmak yeterlidir. Her bir a iginmi M segilsin ve
b1 Cov(X,), a=p;'(b) ve (X,,A)=(X.,As) olacak bigimde olsun.

u, =n., tammlansin.

D de a,<a, olsun ve a,;a, i¢cin mb,,mb, ve m,>m secilsin ve
bi¢:(p:$)'l(bi)(i =1,2) taumlansin. Bu durumda b{ ve b§ niin inceltiimesi olan
ve p,(X), pn(A) ile goreceli regiler el Cov(X, ) vardir. O halde
b:(pr;”g)'l(e) ve a=p;'(b) ise (X,,A)=(Xpnp Anp) salanacak bicimde

m, >m, vardrr. i =12 igin g, = (pn"}* J"*(b,) ansin. Bu durumda,

(Xa AL )= Ko+ Ang )= Koo, Av, ) (4.73)

saglanir. Bundan dolayr u, =n . saflanir ve e >b{bf oldugundan b >g,,9, ve
a >a,a, elde edilir. u¢ =n_ , €ele ainsin, asafidaki diyagram komutatif

oldugundan

Hq(xm4b !Am4b)

Hq(X,, A)
- (4.74)

HaXa A ) = Ho(Xag A

u¢, u, (i =12) uzerinde izdisimdir. Bundan dolayr u

a

L., U, Uzerine izdisumdur.
2 1

Buiseal D igin u, elemanlarin ul H (X, A) elemaninin koordinatlar: olmasin
ispatliyor. Bu aym zamanda u, mn m ve b nin segciminden bagimsiz oldugunu

goseriyor.
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Geriye her bir mi M icin [(u) =n, veya p,. (u) =n, oldugunu gostermek kaliyor.
Eger (p,, (u)), =n,, ise kofinal ailede e igin bu Cov(X,,) aittir. e, p,(X) ve
p.(A) ile goreceli regller olsun. Boyle ortumler kofinal ailedir. . O halde
b=p")'e) ve a=p;ib) ise (X, ,A)=(Xpp Ay ) saBlanacak bicimde
m, >m vardir. u,, m, nn seciminden bagimsizdr ve u, =n_, saglamr. Bundan
dolayr u, ve n_,, (Xpp Ans)= (X, Ae) gomme doniisimi altinda ayn

goruntiye sahiptir. Bu goruntuler (p , (u)), ven, dur.

BOLUM 5. FUZZY MODULLERIN ZINCIiR KOMPLEK SLERI

Tanm 5.1. L Gzerinde bir g, :{qc”n ﬁn} fuzzy zincir kompleks fgm{® kategorisinin
bir nesnesidir ve ﬁ:qc ® g, derecesi -1 vef71=0 olan bir fuzzy

endomorfizmadir [2].
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Uyar1 5.2. qc:{qgn,ﬁn} fuzzy zincir kompleks olsun. =0 kosulu

ImY,, | kerq_.nT Z olmasini gerektirir. Boylece q.. ile

n+l

H(ac)={H,(ac )} (5.0)

fuzzy derece moduli elde edilir. Burada
H(g.)=qker 1, /ImT,,,,nl Z (5.2)

bigimindedir. q,, kerq, modiiliinin Im(fn ile fuzzy bolimudir. Bu durumda

H (g ) modiiliine g, modiiliiniin fuzzy homoloji modiilii denir [2].

Teorem 5.3. Her bir n igin H_(-): FComp® L - fzmod bir toplamsal funktordur
[2].

Tamm 5.4. m, bir sag fuzzy L - modul ve n, sol fuzzy L - modul olsun. m,

modulinin fuzzy izdisim gosterimi

0® my, ¥%4® m, %A® m, ® 0 (5.3)
bigimindedir ve
F - Tory (myng) = ker(E =fAL:(mAn), . ® (m An)PALB) (5.4)

tanimlanir. Boylece

0® F- Torf (m,ng)%4® (M An), o %%4® (M, An),, , %%4® (mAn),, . ® 0
(5.5)

dizisi tamdir[2].
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Tamm 5.5. [2] 1ki y i :g. ® n, fuzzy zincir doniisim arasinda 8y ® fuzzy
homotopi & 0. ® n, fuzzy grade modullerin +1 dereceli morfizmasidir ve

y - =17&+a 1 saglanwr, yani nl Z icin
yn_j n :’ﬁn+1é~n+é’~n-lﬂn . (56)

Onerme 5.6. y,j :q. ® n, fuzzy zincir donustimlerin fuzzy homotopik ise bu

durumda
H6/~):HG~):H(C)® H(nD) (5.7)
elde edilir[2].

Teorem 5.7. R esas ideal bdlgesi olsun. Bu durumda fuzzy serbest R- modultnin
her fuzzy alt moduli serbesttir [46].

Lemma5.8. Fuzzy R- modulinin
0® M¥A® r, 3%®h. ® 0 (5.8)

kisa tam dizisi igin $":h. ® r, fuzzy parcalanan olsun. Bu durumda r , € mAh

[44].

dc :{qc”n ﬁn} ng :{1& ﬁ,gt} fuzzy zincir kompleksler ve |~ :{j"n qe ® ngn} bu
komplekslerin bir fuzzy homomorfizmi olsun. Boylece hE(j"):{h,';n,ﬁ,@ zincir

kompleksi

he =q2* Anj , 1¢(ab)=(- 1,.(a) ,.(a)+1¢(b)) (5.9)
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tanimlanir. Eger i :q. ® h ("), p:h.(7)® n, dénisimleri sirasiyla ggmme ve

izdUstm dondsumleridir. Bu durumda,
0® g, #:®h %W®n, ® 0 (5.10)

fuzzy kisatam dizidir. Eger n, =0 ise bu durumda h(~) fuzzy zincir kompleksi

q¢ ilegosterilir. H,(q2)=H,_,(0.) oldugu aciktr.

C={C(,11¢ - C§ ® C,yf,
C={C,,1,:C, ® C_.,
Ca={ce fg:Ce® Cgf

zincir kompleksler olmak lizere,

0%4® COHI® C %A@ CE#® 0 (5.12)

Zincir  komplekslerin - kisa tam  diziss olsun. Burada i={i,:C{® C,},

p= {pq G, ® Cg} zincir komplekslerin morfizmasidir.

M M M

0%® C¥:¥%® C % %® Ct%® 0
S VR | PR [

0%L® CU#® C¥HH® Ce3® 0 (5.12)
K PR [

0%® C¥:%® C %%® C6%® 0
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Lemma5.9. Zincir komplekslerin [35]
0%4® CEHI® C 3%4® C8%Z® 0 (5.13)

kisatam dizisi igin dyle 1., : H,(CQ® H,(C¢) homomorfizmas: vardir ki

L%%H,,(C)-9% H (CO- 9% H,(C)-%% H, (CY%% L (5.14)
homoloji gruplarin dizisi tamdir. (| ,,j ,.j 5)

0%L® CH® C 34® Ce3® 0

J 1 i J s (5.15)
0%u® CLWi® C, ¥#4® CHH® 0

diyagramim kamitatif yapacak bigiminde verilsin. 1., asagidaki sekilde zincir

komplekslerin kisa tam dizilerinin morfizmasi ise asagidaki diyagram komutatiftir.

H,(CH%%® H_,(CY

j 3q J I*q (516)
H,(C9%%e H_,(C9

TR (C8=" T ge i 9= [0t 00 (5.17)

Zincir komplekslerin homoloji dizisi tamdir. Fakat fuzzy zincir komplekslerde
homoloji modllerin dizisi genellikle tam degildir.

Ornek 5.10. 1,(m,n,0,0) = (0,n,0,0), 1,(m,n,k,l)=(m,n,0,0) olmak tizere,

A:0%4® A,=ZAZA(0)A (0) ¥#® A, =ZA ZA Z A 2Z ¥#h®
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¥9h® A =ZAZA (0)A (0)%4® 0

tammlansin. A=B=C olarak alinsin ve m,, ng, . asagdaki gibi tanmlansin.

i =123 ic¢in

Ii x1 0 Ii
m(x)=n;(x)=1i+2 . a)=ii+2
f 1 x=0 fl

x1 0

x=0

tammlansin. f :m, ® n; vey :n, ® q sirasiyla idantik ve sifir dénusiim olmak

Uzere,
0® m®n,®q.® 0
fuzzy komplekslerin fuzzy kisatam dizisidir. Boylece

Ha(M) =M, o0y Hale) =N, 0y 000 Hal0e) =0l 000

H,(m,)= ”1(0)' o @oy2z» H .05) :n|(o)' oy oy2z+ H .@c)= q|(o)’ (0) (0) 22

ve it 23 igin H,(q,)=H,h,)=H,(q.)=0 elde edilir. H,(.) den H,(r,) ya

sifirdan farkli w fuzzy homomorfizma vardir [2].

1. morfizmasinin tamminda ters goruntiler kullamildigindan . fuzzy homoloji

modauillerin morfizmast olmayabilir.

Asagida moduller kategorisinden . morfizmasinin bagka bir ifadesi verilmektedir.
f:c={c,.1,}3%® ce={ce.1¢}, f ={f, :Cc, e cy (5.18)

zincir komplekslerin morfizmasi olsun.

81



Cc, ={c,.,Acg1¢ :c ,Acsm®@c, ,ACe,) (5.19)
zincir kompleksine f morfizmasimn konisi denir. Burada

15 (6 )= 10209, 98()+ Fo.2(x) (5.20)
bicimindedir.

C(=0 ise bu durumda C, ={C,,- Y.} e€lde edilir. Bu kompleks C* ile

gogterilsin. H,(C, )=H,.,(C) oldugu agiktr.

0%4® COHI® C 3%4® CE#® 0 (5.21)

zincir komplekslerin tam dizisinin parcalanan (splitting) oldugu varsayilsin. Bu

durumda her q icin j,:C,® C{ ve b,:C{® C, morfizmalar1 vardir ve

asagidaki kosullar saglanir.

(D) jq0i, =1
(2 p,ob, :lq,

(3) i0j,+b,0p, :1cq
dy = jq.07,0b,:C#¥%H4® C, ¥91® C_, %%4® C¢, (5.22)
homomorfizmasi €le alinsin.

Lemma 5.11. d:{dq:Cgt® (Cgl:)*} zincir  komplekslerin - morfizmasidr.

d,:H,(C®® H,(CY =H_,(CY icin 1., =d., esitligi saglan.

ISpat iq.z(ﬂg.l 0 dq ) = (iq-zﬂg-l)(jq-lﬂqbq)
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=(Tg-dg-1)(Jg1T4byg)
=Mg-1(g-1dq-1)(Tgbg)

=Tq-1(@- bg.1Pg1)(T4by)

=N.1T40g - To1bg 1P 1T b,
=-14.104.1P,..7, b,

= -Tg-1b41(Pg. 7o)y
=-N4.104..(1¢p, )b,

= -T4.10.. 7€ pyby)

=-9,.1b,..T¢

=(ig200q2b 0Py ;) Tqibg ¢
== (igo(iq2Tq1bq)T8- by (P2 Tg1)bg T8
= - ig e T€- by, (€, Py, )b, T¢
=- Qg p0gr T€- b, TC (Pgy by 1)
== i ,de, TC- b ,TC, T¢

= - i .0, M€

=lg5(- g4 )
i, monomorfizma oldugundan
f¢.,0d, =-d,,01¢ (5.23)

olur ve bdylece d={d,} ailesinin zincir komplekslerin morfizmasi oldugu

ispatlanir. Asagida bunlarin esitligi gosterilmektedir.

Keyfi [zq1 H,(CY) igintamm geregi

To[zd=]i; 01, 0 p;*(z8)
= [ic;-ll 0,0 bq(z@]
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Terem 512 ag =hg.d¢d .=l Al 0% =hg T4 ve
i :{f; 98 ® qgg} 5:{5q 1qd ® qgg} olmak iizere,
0%4® qf Wi® g, %E® q& %® 0 (5.24)

fuzzy modullerin zincir komplekslerinin pargalanan kisa tam dizisi ise homoloji

modillerin asagidaki dizisi tamdir [14].
L® Hq(Qc¢)® Hq( c)® Hq(qcuc)® Hq-l(qc¢)® L (5.29)

Ispat: Fuzzy modiller kategorisinde homoloji  dizinin  tam olmamas:

Mg i HyOce) ® H 1 (0c,) homomorfizmasinin fuzzy moduller kategorisinin fuzzy

morfizmasi olmamasindan kaynaklamyor. Teoremin kosulunda bir dnceki teoreme

dayanarek ., =d., yazilabilir.d ={d,}  zincir komplekslerin morfizmas: ve

homoloji funktor fuzzy modiller kategorisinden fuzzy moduller kategorisine giden

kovaryant funktor oldugundan ., =d.,:H,(0ce) ® Hy.10c) fuzzy modullerin

homomorfizmasidir.

Teorem 5.13. Fuzzy moddllerin pargalanan
0®q,%®n,®h,® 0 (5.26)
fuzzy kisatam dizisi igin ve her bir i, fuzzy modili igin

0®q,Am %¥en,Am,®h,,Am ® 0 (5.27)



dizisi fuzzy parcalanan kisatam dizidir.

ispat: Onermeyi ispatlamak icin @ A 1 fuzzy homomorfizmasinin sol tersinin

oldugunu gostermek yeterlidir. a fuzzy homomorfizmasinin a’ ¢ sol tersi vardhr.

Bdylece a¢A 1 fuzzy homomorfizmas: & A 1 fuzzy homomorfizmasinin bir sol

tersdir.

Her bir g. :{qgn,ﬁn} fuzzy zincir kompleksi ve m; fuzzy moduli igin tensor

carpimi funktor oldugundan

acAm ={a2 Am,9,A T} (5.28)
ailesi fuzzy modullerin bir fuzzy zincir kompleksidir.

Tanm5.14. H, (g. A i) fuzzy homoloji modiilii ve g fuzzy zincir kompleksine

. katsayili homoloji modiilii denir ve H (g.; ) ile gosterilir.

Onerme 4.10 dan fuzzy zincir komplekslerin

0® ql, #®q. #®q’,® 0 (5.29)
parcalanan kisatam dizisi igin ve her g fuzzy modili icin

0®q4Am ®q.Am ®q4Am ® 0 (5.30)

dizisi parcalan fuzzy kisa tam dizisidir. Bu durumda Teorem 4.9  kullamlarak

asagidaki teorem ispatlanr.
Teorem 5.15. Fuzzy zincir komplekslerin parcalanan fuzzy kisatamdizisi icin

0® ql, #®q. #®q’,® 0 (5.31)
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ve her mg modilt igin fuzzy homoloji modullerin

L- H,,@%m)%%H @%m)- H(@:m)- H@&m)- L (532

dizisi tamdir ve funktoriyeldir.
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