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SEMBOLLER 
 
 

λA                             : A  fuzzy kümesinin λ  kesimi 

αa                                 : L- fuzzy nokta 
( )[ ]ZXBn ,,τ                 : ( )τ,X uzayının singüler n- sınırı 

CC                                      : zincir kompleksler kategorisi 
( )[ ]ZXCn ,,τ                       : ( )τ,X uzayının singüler n- zincir grubu 

( )XCq                                 : q- boyutlu zincir grup 
( )XCov                                : X  uzayının açık örtümlerinin kümesi 
( )TopDir                              : topolojik uzayların düz spektirler kategorisi 

q∆                                         : q- boyutlu simpleks 
E                                          : fuzzy ekspiyonensal dönüşüm 
f                                          : ters spektirin morfizması 
f ′                                         : f  kümesinin tümleyeni 
o

f                                          : f  kümesinin içi 
f                                          : f  kümesinin kapanışı 

ZfgmΛ                                    : fuzzy derece sol −Λ modüllerin kategorisi 
0G                                        : G  fuzzy kümesinin destek kümesi 

( )[ ]ZXH n ,,τ                       : ( )τ,X uzayının singüler n- homoloji grubu 
( )CH θ                                 : fuzzy derece modülü 

qH                                        : homoloji funktoru 
qH                                        : kohomoloji funktoru 
( )XH q                                 : X   uzayının q- boyutlu homoloji grubu 

( )LI                                      : monoton azalan dönüşümlerin kümesi 
( )LI n                                    : L- fuzzy esas n-küp 
( )TopInv                               : topolojik uzayların ters spektirler kategorisi 

Aχ                                        : A  kümesinin karakteristik fonksiyonu 
nξ                                         : L-fuzzy singüler n- küp  
Iξ                                         : I  üzerinde Öklid alt uzay topolojisi 

X
←

lim                                    : ters spektrin limiti 

X
→

lim                                    : düz spektrin limiti 

( )LM                                    : L  latisinin indirgenemez elemanlarının kümesi 
( )XLM                                  : X  kümesinin L-fuzzy noktalarının kümesi 

( )µ,M                                  : fuzzy modül 
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µ                                          : derece fonksiyonu 
NM ⊗                                 : M  ve N  modüllerinin tensör çarpımı 

νµ ⊗                                   : µ  ve ν  derece fonksiyonlarının tensör çarpımı 
nervf                                   : f  örtümünün simplisial kompleksi 

( )τ,XP                                 : fuzzy yolların ailesi 
( )τ,XSn                               : L-fuzzy singüler n- küpler kümesi 

( )MS                                   : derece fonksiyonların kümesi  
nτ                                          : çarpım topolojisi 

2Top                                      : topolojik uzayların çiftler kategorisi 
Cθ                                          : fuzzy zincir kompleks 

( )τ,X                                    : fuzzy topolojik uzay 
X                                          : X  topolojik uzayının ters spektiri 
X                                          : X  topolojik uzayının düz spektiri 

( )[ ]ZXZ n ,,τ                         : ( )τ,X uzayının singüler n- devri 
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FUZZY   TOPOLOJİK   UZAYLAR   KATEGORİSİNDE 
HOMOLOJİ   TEORİ 

 

Kubilay TOPKAYA 

 

Anahtar Kelimeler: Fuzzy topolojik uzay, Fuzzy homotopi, Fuzzy homoloji grup, 
Fuzzy modüller, Fuzzy zincir kompleks. 
 
Özet: Tezde fuzzy topolojik uzaylarda ve fuzzy kümelerde verilen fuzzy homotopi 
kavramını kullanarak fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde homoloji gruplar 
tanımlanmaktadır ve bu gruplar için homoloji teorinin aksiyomlarının sağlandığı 
gösterilmektedir. Daha sonra  inşa edilen Cech homoloji teorinin süreklilik özelliği 
ispatlanmaktadır. Son olarak fuzzy zincir kompleksler kategorisinde fuzzy homoloji 
modüllerin dizisinin tamlığı ispatlanmaktadır. 
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HOMOLOGY THEORY IN THE CATEGORY OF 
 FUZZY TOPOLOGICAL SPACES  

 
Kubilay TOPKAYA 

 

Keywords: Fuzzy topological space, Fuzzy homotopy, Fuzzy homology group, 
Fuzzy modules, Fuzzy chain complex. 
 
Abstract: In this thesis, homology groups in the category of fuzzy topological spaces 
are defined by using fuzzy homotopy concept given in the fuzzy sets and the fuzzy 
topological spaces. It is shown that axioms of homology theory are provided for 
these groups. Afterwards, the continuity property of Cech homology theory that was 
built is proved. Finally, the exactness of the sequence of fuzzy homology modules 
with the category of fuzzy chain complexes  is shown. 
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BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

Cebirsel topolojinin temel amaçlarından biri ele alınan topolojik problemin cebirsel 

probleme dönüştürülmesi ve bu cebirsel problemin çözümünden yararlanarak 

topolojik problem hakkında bilgi elde etmektir. Cebirsel topolojinin bu tür 

problemlerin çözümünde yıllardan beri gelişen kendine özgü yöntemleri vardır. Bu 

yöntemlerden en önemlileri homoloji ve kohomoloji homotopik teorilerdir. Homoloji 

ve kohomoloji gruplar için ele alınan topolojik nesnenin invaryantları olarak yedi 

aksiyomun sağlanması gerekmektedir. Bu aksiyomlardan en önemlileri homotopi, 

tamlık ve kesme aksiyomlarıdır. 

 

Bilindiği gibi matematikte en önemli problemlerden biri topolojik uzayın alt 

uzayında verilen fonksiyonun tüm topolojik uzaya genişletilmesi problemidir. Bu 

problem hakkında çok fazla sonuç elde edilmemiştir. Bununla ilgili en önemli teorem 

Tietze genişletilme teoremidir. Cebirsel topolojinin yöntemleriyle bu problem daha 

kolay hale getirilebilir. Diğer topoloji problemlerinden kaldırım problemi de cebirsel 

topolojinin yöntemleriyle çözülebilir. 

 

Cebirsel topoloji yöntemlerin sadece topolojide değil matematiğin ve fen bilimlerinin 

çeşitli alanlarında da uygulamaları vardır. Örneğin uygulamalı matematiğin 

varyasyonel hesabında homotopik teori kullanılmaktadır. Ayrıca kuantum fiziğinde 

kohomoloji teorinin sonuçları önemli bir yer tutmaktadır. 

  

Cebirsel topolojik uzaylar kategorisinde üç önemli homoloji ve kohomoloji teori inşa 

edilmiştir. Bunlardan biri poliyedirler kategorisinde tanımlı geometrik yapısı olan 

simplisial homoloji teoridir. Bu teorinin tüm topolojik uzaylar kategorisine 

genişletilme problemi bir çok matematikçi için güncel bir probleme dönüşmüştür. Bu 

tür genişletilme problemi biri Cech diğeri ise shape teorisi olmak üzere iki farklı 
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yöntemle çözülmeye çalışılmıştır. Simplisial homoloji teorinin iyi yönü homoloji ve 

kohomoloji grupların geometrik yapı kullanılarak daha kolay hesaplanmasıdır. Kötü 

yönü ise bu teorinin tüm topolojik uzaylarda tanımlı olmayışı ve bunun sonucu 

olarak genişletilmede tamlık ve homotopi aksiyomlarında problemlerin ortaya 

çıkmasıdır. 

 

İkinci önemli teori olan singüler homoloji teori tüm topolojik uzaylar kategorisinde 

tanımlanmıştır. Fakat singüler homoloji grupların topolojik uzaylar için hesaplanması 

oldukça zor bir problemdir.  

 

Üçüncü önemli teori olan spektral homoloji teori, simplisial ve singüler homoloji 

teorilerin iyi özelliklerini içermektedir. Bu teori hem singüler homoloji teoride 

olduğu gibi tüm topolojik uzaylar kategorisinde tanımlı hem de bu teorinin inşasında 

poliyedirler kullanıldığı için homoloji grupların hesaplanması daha kolaydır. 

 

İlk olarak 1965 yılında Zadeh, L. A.,  fuzzy (bulanık) küme tanımını vermiştir [44]. 

Daha sonra topolojiciler fuzzy kümelerde topoloji tanımlayarak klasik topolojik 

uzaylardaki kavramları ve teoremleri fuzzy topolojik uzaylarda vermeye ve 

ispatlamaya çalışmışlardır. Fuzzy kümelerde topoloji kavramı ilk olarak Chang, C. L. 

tarafından verilmiştir [4].    

 

Yapılan taramalar ve incelemeler fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde cebirsel 

topolojinin yöntemlerinin neredeyse hiç kullanılmadığını gösterdi. Bunun nedeni 

uygun homotopi kavramının verilmemesidir. Aslında fuzzy topolojik uzaylarda 

homotopi kavramının verilmesinde üç farklı yaklaşım izlenmektedir.  

 

Birinci yaklaşım verilen topolojik uzayın topolojisi fuzzy kümelerin bir desteği 

olarak ele alınan fuzzy topolojiden yararlanarak fuzzy birim aralığını tanımlayarak 

homotopi bağıntısının verilmesidir [33,34]. 

 

İkinci yaklaşım monoton azalan fonksiyonları kullanarak fuzzy birim aralığının 

tanımlanması ve bundan yararlanarak fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde fuzzy 
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homotopi kavramının verilmesidir [5,12,30,32,41]. Bu verilen fuzzy homotopinin bir 

denklik bağıntısı olup olmadığı bilinmemektedir. 

 

Üçüncü yaklaşım [18] deki fuzzy kümelerle kümeler arasındaki bağlantıyı kullanarak 

fuzzy kümelerde farklı bir topoloji tanımlayarak fuzzy kümeler arasındaki 

dönüşümlerde fuzzy homotopinin verilmesidir [7,13,15]. Bu homotopi bağıntısının 

bir denklik bağıntısı olduğu ispatlanmamaktadır ve bu bağıntı tüm fuzzy topolojik 

uzaylara genişletilememektedir. Fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde Wang-Jin, L. , 

Chong-You, Z. [38] tarafından verilen fuzzy birim aralığını kullanarak singüler 

homoloji grup tanımlanmış ve bu grubun fuzzy homomorfizma altında invaryant 

olduğu ispatlanmıştır. Daha sonra Salleh A.R. tarafından bu singüler homoloji 

grubun fuzzy homotopi bağıntısına göre invaryant olduğu ispatlanmıştır [32]. Daha 

sonra Salleh, A., R. tarafından bu singüler homoloji grubun fuzzy homotopi 

bağıntısına göre invaryant olduğu ispatlanmıştır [32].  

 

Görüldüğü gibi cebirsel topolojinin yöntemleri fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde 

pek fazla yer almamıştır. Burada fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde ele alınan 

fuzzy homotopilerden yararlanarak homoloji teorinin tüm aksiyomlarını sağlayan bir 

teori inşa etmek amaçlanmaktadır. 

Ayrıca Salleh, A. , R. [33,34] tarafından verilen homotopiden yararlanarak tüm 

topolojik uzaylar kategorisinde Cech homoloji teori inşa edilmektedir  

 

Çuvalcıoğlu-Citil [7] tarafından verilen homotopiden yararlanarak fuzzy kümelerde 

başka bir homotopi inşa edilmektedir. 

 

Bu çalışmalar için fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde gerekli olan fuzzy 

normallik, fuzzy dönüşümler uzayı, fuzzy uzayların ters düz spektirleri hakkında 

incelemeler yapmak gerekmektedir. Fuzzy normallikle ilgili  [20,40] çalışmaları 

yapılmıştır. Fuzzy dönüşümler uzayı ile ilgili [1,22] çalışmaları yapılmıştır. Fuzzy 

uzayların ters düz spektirleri ile ilgili [10,11]  çalışmaları yapılmıştır.  

 

Homoloji teorilerin inşasında en fazla kullanılan yöntem topolojik uzaylar 

kategorisinden zincir kompleksler kategorisine ulaşma yöntemidir. Bundan ötürü 
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fuzzy gruplar ve fuzzy modüller konusunda da incelemeler yapılmıştır. Fuzzy gruplar 

ve modüllerle ilgili [21,23,24,29,31,46,47] çalışmaları yapılmıştır. [2] de Ameri ve 

Zahedi tarafından fuzzy zincir kompleks, fuzzy zincir homotopi ve fuzzy homoloji 

gruplar tanımlanmıştır. Fakat fuzzy homoloji grupların tam dizisi oluşturulmamıştır. 

Bundan dolayı tezin son bölümünde fuzzy modüllerin fuzzy zincir komplekslerinin 

fuzzy homoloji tam dizisi ile ilgili araştırma yapılmıştır.  

 

Tez, birinci bölüm  giriş olmak üzere beş bölümden oluşmaktadır. İkinci bölümde tez 

çalışmasıyla ilgili ön bilgiler verilmektedir. Üçüncü bölümde fuzzy kümelerde [7] de 

verilen topolojiden yararlanarak fuzzy kümeler kategorisinde homoloji teori inşa 

edilmektedir. Tez çalışmasının temel bölümü olan dördüncü bölümde fuzzy topolojik 

uzayların fuzzy açık örtümlerinden yararlanarak Cech homoloji (kohomoloji) gruplar 

tanımlanır ve bu gruplar için kesme, homotopi ve tamlık aksiyomlarının geçerli 

olduğu ispatlanır. Bölümün sonunda ise tanımlanan homoloji grubun süreklilik 

özelliği araştırılmaktadır. Beşinci bölümde ise fuzzy zincir komplekslerin fuzzy 

homoloji gruplarının tam dizileri oluşturulmaktadır.  
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BÖLÜM 2. ÖN BİLGİLER 

 

2.1. Ters Düz Spektirler 

 

Eğer ( )≤,A  yarı sıralı kümesinde her Ayx ∈,  için zyzx ≤≤ ,  sağlanacak şekilde 

Az ∈  varsa ( )≤,A  kümesine yönlendirilmiş küme denir. A  yönlendirilmiş bir küme, 

her A∈α  için αX  bir topolojik uzay ve her A∈′< αα  için αα
α
α XXp →′

′ :  sürekli 

bir fonksiyon olsun.  

 

Tanım 2.1.1. Eğer 

 

1) Her A∈α  için αα
α
α α

XXp X →= :1   

2) Her ααα ′′<′<  için α
α

α
α

α
α

′′
′

′′′ = ppp o  

 

koşulları sağlanıyorsa { } { }( )AA XXpXX ∈′<′
′

∈ →= αααα
α
ααα :,  ailesine topolojik 

uzayların ters spektri denir [9]. 

 

A  yönlendirilmiş bir küme, her A∈α  için αX  bir topolojik uzay ve her A∈′< αα  

için ααα
α

′′ → XXq :  sürekli bir fonksiyon olsun. 

 

 Tanım 2.1.2. Eğer  

1) Her A∈α  için ααα
α α XXq

X
→= :1   

2) Her ααα ′′<′<  için α
α

α
α

α
α

′′′
′

′′ = ppq o  
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koşulları sağlanıyorsa { } { }( )AA XXqXX ∈′<
′′

∈ →= αα
ααα

αα
α :,  ailesine topolojik 

uzayların düz spektri denir [9]. 

 

( )≤,X , ( )≤′,Y  iki yarı sıralı küme ve YXf →:  bir fonksiyon olsun. Eğer her 

Xyx ∈≤  için ( ) ( )yfxf ≤′  sağlanıyorsa f  fonksiyonuna izoton fonksiyon denir. 

{ } { }( ) { } { }( )
BBAA rYYpXX

∈′<

′

∈∈′<
′

∈ ==
ββ

β
βββαα

α
ααα ,,,  topolojik uzayların ters spektrleri, 

AB →:ϕ  izoton örten dönüşüm ve her B∈β  için ( ) ββϕβ YXf →:  sürekli bir 

fonksiyon olsun.  

 

Tanım 2.1.3. Eğer her B∈′< ββ  için 

 

( )
( )
( )

( )

ββ

ββ

βϕβϕ

β
β

βϕ
βϕ

YY
ff

XX

r

p

→
↓↓

 →

′

′

′

′

′

                                                                                      (2.1) 

 

diyagramı komütatif ise ( ){ }( )
B

YXfABf
∈

→→=
βββϕβϕ :,:  ailesine X  ters 

spektrinden Y  ters spektrine giden dönüşüm denir [9].  

 

Tanım 2.1.4. { } { }( ) { } { }( )
BBAA rYYqXX

∈′<

′
∈∈′<

′
∈ ==

ββ
β

ββ
β

αα
α
αα

α ,,,  topolojik uzayların 

düz spektrleri, BA →:φ  izoton örten dönüşüm ve her A∈α  için ( )αφαα YXf →:  

sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer her A∈′< αα  için 

 

( )
( )
( )

( )αφαφ

αα

αα

αφ
αφ

α
α

′

′

′

 →
↓↓

→

′

′

YY
ff

XX

r

q

                                                                                       (2.2) 

 

diyagramı komütatif ise ( ){ }( )AYXfBAf ∈→→= α
αφααφ :,:  ailesine X  düz 

spektrinden Y  düz spektrine giden dönüşüm denir [9]. 
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Tanım 2.1.5. { } { }( )AA XXpXX ∈′<′
′

∈ →= αααα
α
ααα :,  topolojik uzayların ters spektri 

olsun. ∏
∈A

X
α

α  topolojik çarpım uzayının 

 

{ } ( )








=∈′<∀∈ ′
′

∈
∏ αα

α
α

α
αα αα xxpiçinAXx

A
:   

 

alt uzayına X  ters spektrinin limiti denir ve X
←

lim  ile gösterilir [9]. 

 

Tanım 2.1.6. { } { }( )AA XXqXX ∈′<
′′

∈ →= αα
ααα

αα
α :,  topolojik uzayların düz spektri, 

α

α
XX

A∈
⊕=  topolojik toplam ve { }α

α

α
α XXi

A∈
⊕→:  gömme fonksiyonların ailesi 

olsun. Ayrıca X  uzayında denklik bağıntısı aşağıdaki biçimde verilsin, 

 

 αααα ′′ ∈∈ XxXx ,  için ( ) ( )αα
α

αα
α

αα ′′′
′

′′′ =⇔ xqxqxx ~  koşulunu sağlayan 

αααα ′>′′>′′ ,  olacak biçimde A∈′′α  vardır. 

 

X  uzayının bu denklik bağıntısına göre bölüm uzayına X  düz spektrinin limiti 

denir ve X
→

lim ile gösterilir [9]. 

 

Tanım 2.1.7. X  bir topolojik uzay , XA ⊂  olmak üzere nesneleri ( )AX ,  şeklindeki 

çiftler, morfizmaları ise 

 

( ) ( ),,,: BYAXf →  ,: YXf →  ( ) BAf ⊂                                                   (2.3) 

 

şeklindeki dönüşümler olan kategoriye çiftler kategorisi denir ve 2Top  ile gösterilir 

[35] . 

 

Tanım 2.1.8. YXgf →:,  topolojik uzayların sürekli dönüşümleri olsun. Eğer 

aşağıdaki koşulları sağlayan YIXF →×:  dönüşümü varsa  
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{ } ,0 fF X =×  { } gF X =× 1                                                                                          (2.4) 

 

F  dönüşümüne f  ile  g  arasında  homotopi, f  ve g  dönüşümlerine homotop 

dönüşümler denir [35]. 

 

( ){ }( )
B

YXfABf
∈

→→=
βββπβπ :,: ,  

( ){ }( )
B

YXgABg
∈

→→=
βββρβρ :,:                                                                    (2.5) 

 

ters spektrlerin morfizması için  aşağıdaki tanım verilir. 

 

Tanım 2.1.9. Eğer her B∈β  için ( ) ( )βραβπα >> ,  koşulunu sağlayan A∈α  

varsa ve ( )
α

βπβ pf o  ile ( )
α

ββ ppg o  homotopik ise YXgf →:,  morfizmalarına 

spektral homotopik morfizmalar denir. Eğer ( )
α

βπβ pf o = ( )
α

ββ ppg o  ise bu durumda 

f  ve g  morfizmalarına kanonik spektral homotop morfizmalar denir gf
s
~  ile 

gösterilir [14]. 

 

Benzer olarak topolojik uzayların düz spektirler kategorisinde homotopi bağıntısı 

tanımlanır. 

 

Teorem 2.1.10. ( ) ( )[ ]TopDirTopInv  topolojik uzayların ters (düz) spektrler 

kategorisinde spektral homotopi bağıntısı denklik bağıntısıdır [14]. 

 

Teorem 2.1.11. ( )TopInv  ve ( )TopDir  kategorilerinde bileşke işlemi spektral 

homotopi bağıntısına göre invaryanttır [14]. 

 

2.2. Spektral Homoloji Teori 

 

Top  topolojik uzaylar kategorisi olsun. Her TopX ∈ topolojik uzayı için ( )XCov  

olarak X  uzayının tüm açık örtümlerinin ailesi gösterilir. ( )XCov∈∀α  için 

( ){ } ,Iii ∈= αα Ii ∈∀  için ( )iα  açık kümedir ve ( )U
Ii

Xi
∈

=α  sağlanır [9]. 
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Tanım 2.2.1. ( ){ } ,Iii ∈= αα ( ){ } Jjj ∈= ββ , X  uzayının iki örtümü olsun. Eğer her 

( ) ββ ∈j  için ( ) ( )ij αβ ⊂  sağlanacak biçimde en az bir ( ) αα ∈i  varsa bu durumda 

β  örtümüne α  örtümünün bir inceltilmesi denir [9]. 

 

Başka bir ifadeyle her Jj ∈  için ( ) ( )( )jpj αβ ⊂  koşulunu sağlayan IJp →:  

dönüşümü varsa β  örtümüne α  örtümünün bir inceltilmesi denir ve αβ >  

biçiminde gösterilir. 

 

X  uzayının tüm ( )XCov  açık örtümler kümesi “ > ” bağıntısına göre yönlendirilmiş 

bir kümedir.  

 

( ){ } ( )XCovi Ii ∈= ∈αα  keyfi açık örtüm olsun. Her ( ) αα ∈i  kümesine karşı bir 

nokta alınsın ve tepe olarak düşünülen bu nokta i  ile gösterilsin, yani I  indisler 

kümesi tepeler kümesidir. ( )kiii ,,, 21 K  için ( ) ( ) ( ) 021 ≠∩∩ kiii ααα K  koşulu 

sağlanıyorsa ( )kiii ,,, 21 K   bir simpleks olur. Bu şekildeki simpleksler ailesi bir 

simplisial kompleks oluşturur ve bu simplisial kompleks αnerv  ile gösterilir.  

 

( ){ } Jjj ∈= ββ > ( ){ } ,Iii ∈= αα  olsun, yani ( ) ( )( )jpj αβ ⊂  olacak biçimde IJp →:  

dönüşümü vardır. p  dönüşümü βnerv  simplisial kompleksinin tepelerini αnerv  

simplisial kompleksinin tepelerine taşır [9]. 

 

Teorem 2.2.2. Eğer αβ >  ise keyfi 

 

αβ nervnervpp →′ :,                                                                                             (2.6) 

 

dönüşümleri simplisial denktirler, yani her βnervs ∈  simpleksi için ( )sp  ve ( )sp ′  

simpleksleri αnerv  simplisial kompleksinde  aynı simpleksin sınırlarıdır [9].  

 

Teorem 2.2.3. Her X  topolojik uzayı için  
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{ } ( ) [ ]{ }( )βα
β
αα αβα <∈ → nervnervpnerv XCov :,                                                          (2.7) 

 

simplisial kompleksler ve simplisial dönüşümlerin denklik sınıfları bir ters spektir 

oluşturur. Bu ters spektre qH  homoloji funktoru uygulanırsa grupların ters spektri 

elde edilir. Bu spektrin limitine X  topolojik uzayının −q boyutlu homoloji grubu 

denir. Ters spektrlerin homoloji grupları için homoloji teorinin aksiyomları sağlanır 

[9]. 

 

 

 

 

2.3. Singüler Homoloji Teori 

 

Tanım 2.3.1. 1+qR  öklid uzayında ( )qq ddd ,,, 10 K=∆  q  boyutlu birim simpleks ele 

alınsın. Bu simpleksin tepeleri koordinat eksenlerinin birim noktalarıdır. Eğer qR  

uzayı 1+qR  uzayının 0=qx  koşulu altında bir alt uzayı olarak ele alınırsa 1−∆ q  

simpleksi q∆  simpleksinin sınırıdır ve onun tepeleri 110 ,, −qddd K    biçimindedir. 

 

( )qil qq
i
q K,1,0,: 1 =∆→∆ −                                                                                     (2.8) 

 

simplisial dönüşümü tepelerde  

 

( )




≥
<

= + ijd
ijd

dl j

j
ji

q ,
,
1                                                                                         (2.9) 

 

şeklinde tanımlanır. Böylece i
ql  dönüşümleri tepelerin yönünü koruyarak 1−∆ q  

simpleksini q∆  simpleksinin ( )1−q  boyutlu sınırına götürür ve bu sınıra jd  tepesi 

ait değildir [9]. 

 

Önerme 2.3.2.  Eğer qij ≤≤≤0  ise 1
11

−
−− = i

q
i
q

i
q

i
q llll  [9]. 
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Tanım 2.3.3. Her XT q →∆:  sürekli dönüşümüne X  uzayının q -boyutlu singüler 

simpleksi denir. ( ) XTlT q
i
q

i →∆= −1:   dönüşümüne T  simpleksinin .i  sınırı denir 

[9]. 

 

Önerme 2.3.4. Eğer qij ≤≤≤0  ise ( )( )( ) ( )( )( )1−= ijji TT  [9]. 

 

Tanım 2.3.5. X   uzayının tüm q -boyutlu singüler simplekslerinden üretilen serbest 

gruba  X uzayının q -boyutlu singüler zincir grubu denir ve ( )XCq  ile gösterilir. 

0<q  için ( ) 0=XCq  sağlanır ve ( ) ( )XCXC qqq 1: −→∂  sınır operatörü, 

 

( ) ( ) ( )∑
=

−=∂
q

i

ii
q TT

0
1                                                                                              (2.10) 

 

şeklinde tanımlanır. Burada  01 =∂∂ − qq  sağlanır. 

 

YXf →:  sürekli dönüşüm olsun. Her 0≥q  tam sayısı için ( ) ( )YCXCf qqq →:  

dönüşümü ( ) fTTf q =  olarak tanımlanır ve { } SYSXf q →:  zincir komplekslerin 

morfizmasıdır [9]. 

 

Teorem 2.3.6.        

( ){ }qq XCSXX ∂= ,a  

aYXf →: { } SYSXf q →:                                                                              (2.11) 

 

karşı gelmesi topolojik uzaylar kategorisinden zincir kompleksler kategorisine giden 

bir kovaryant funktordur [9]. 

 

Tanım 2.3.7. ( )AX ,  çiftinin singüler kompleksine ( ) ( ) ( ){ }ACXCAXS qq=,  faktör 

kompleksi denir [9].  
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( ) ( )AXSAX ,, a   karşı gelmesi  2Top  topolojik uzayların çiftler kategorisinden 

CC  zincir kompleksler kategorisine giden bir kovaryant funktordur [9]. 

 

Tanım 2.3.8. Her ( )AX , ∈ 2Top  çifti için ( ) ( )( )AXSHAXH qq ,, =  grubuna ( )AX ,  

çiftinin −q boyutlu singüler homoloji grubu denir [9]. 

 

Singüler homoloji gruplar için homoloji teorinin aksiyomları sağlanır [9]. 

 

2.4. Fuzzy Topolojik Uzaylar 

 

Tanım 2.4.1. ( )≤,L  kısmi sıralı bir küme olsun. Her Lyx ∈,  için 

{ }yxyx ,sup=∨ ve { }yxyx ,inf=∧  varsa L  kümesine latis denir ve ( )∨∧≤= ,,,LL  

ile gösterilir. Eğer L latisinin her alt kümesinin supremum ve infimumu varsa L 

latisine tam latis denir [40]. 

 

Tanım 2.4.2. ( )∨∧≤ ,,,L  latisinin en büyük elemanı 1=∨ L  en küçük elemanı 

0=∧ L  olmak üzere her Lx ∈   için 0=′∧ xx  ve 1=′∨ xx  olacak şekilde bir x′  

elemanı varsa x′  elemanına x  elemanının tümleyeni denir. Aşağıdaki özellikleri 

sağlayan  

 

,:/ LL →  xx ′a                                                                                            (2.12) 

 

dönüşümüne sırayı tersine koruyan dönüşüm denir [40]. 

 

i) abba ′≤′⇒≤  

ii) ( ) aa =′′ . 

 

Tanım 2.4.3. ( )∨∧≤ ,,,L  bir latis olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa L 

latisine  dağılımlı latis denir [40]. 

 

i) Lzyx ∈∀ ,,  için ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∨∧∨=∧∨  
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ii) Lzyx ∈∀ ,,  için  ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∧∨∧=∨∧  

 

Tanım 2.4.5. ( )∨∧≤ ,,,L  bir tam latis olsun. Eğer 

 

 { }{ } ( ) { }φ−℘⊂∈∈ LFiJja iji ::, { }( )φ≠F  

 

 ailesi için aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa L  latisine tam dağılımlı latis denir [40]. 

 

i)  ( )( )iiFiJjiJjFi
aa

Fi
ii

ϕ
ϕ

,, ∈∈∈∈
∧

∏
∨=





 ∨∧

∈

 

ii) ( )( )iiFiJjiJjFi
aa

Fi
ii

ϕ
ϕ

,, ∈∈∈∈
∨

∏
∧=





 ∧∨

∈

 

 

Tanım 2.4.6. Sırayı tersine koruyan dönüşüm ile birlikte tam dağılımlı bir latise 

fuzzy latis denir ve ( ),,,, ′∨∧≤= LL  biçiminde gösterilir [40]. 

 

Tanım 2.4.7. L  bir latis ve L∈α  olsun. Eğer  

 

∀ Lba ∈,  için ba ∨≤α  ⇒  a≤α  veya b≤α   

 

ise α  elemanına L  latisinin indirgenemez elemanı denir. L  latisinin sıfırdan farklı  

indirgenemez elemanlarının kümesi ( )LM  ile gösterilir [40]. 

 

Tanım 2.4.8. X  bir küme ve ( )XA∈℘  olmak üzere  

 

{ },1,0: →XAχ   ( )




∉
∈

=
Ax
Ax

xx A ,0
,1

χa                                                            (2.13) 

 

biçiminde tanımlı Aχ   foksiyonuna A  kümesinin karakteristik fonksiyonu denir 

[40]. 
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Tanım 2.4.9. XA ⊂  olmak üzere A  kümesinin tümleyeni  A′  kümesinin 

karakteristik fonksiyonu 

 

{ },1,0: →′ XAχ  ( )




∈
∉

=′ Ax
Ax

xx A ,0
,1

χa                                                            (2.14) 

 

biçiminde tanımlıdır [40]. 

 

Tanım 2.4.10. f LX →:  fonksiyonuna X  üzerinde L-fuzzy küme denir. X  

üzerindeki  L-fuzzy kümelerin ailesi XL  ile gösterilir. XLf ∈  L-fuzzy kümesinin 

tümleyeni 

 

ff −=′ 1                                                                                                              (2.15) 

 

biçiminde tanımlanır [40]. 

 

Tanım 2.4.11. ( )LM  L  latisinin sıfırdan farklı indirgenemez elemanlarının kümesi 

olsun. Bu durumda  

 

( ) ( ){ }LMXxxLM X ∈∈= αα ,:                                                                          (2.16) 

 

kümesinin elemanlarına X  kümesinin L -fuzzy noktaları denir. Burada, 

 

,: LXx →α  ( )




≠
=

=
xy
xy

yxy
,0
,α

αa                                                                 (2.17) 

 

şeklinde tanımlıdır. x  elemanına αx  fuzzy noktasının desteği denir ve αpxsup  ile 

gösterilir [40]. 

 

Tanım 2.4.12. YX ,  iki küme YX →:ϕ  bir fonksiyon olsun. XLf ∈   L -fuzzy 

kümesinin ϕ  fonksiyonu altındaki görüntüsü, 
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( ) ,: LYf →ϕ  ( )( ) ( ) ( ){ } ( )YyyxXxxfyfy ∈∀=∈= ϕϕ ,:supa                   (2.18) 

 

biçiminde ve YLg ∈ L -fuzzy kümesininϕ  fonksiyonu altındaki ters görüntüsü, 

 

( ) ,:1 LXg →−ϕ   ( )( ) ( )( )( ) ( )Xxxgxgx ∈∀=− ϕϕ 1a  

 

biçiminde tanımlıdır [40].  

 

Tanım 2.4.13. X boştan farklı bir küme ve L  bir fuzzy latis olsun. Eğer XL⊂τ  

ailesi aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa τ  ailesine X  üzerinde bir  L -fuzzy topoloji  

denir, 

 

i) τ∈1,0  

ii) ττ ∈∧⇒∈ gfgf ,  

iii) { } ττ ∈∨⇒⊂∈
∈ iJii fJif : . 

 

( )τ,X  ikilisine L -fuzzy topolojik uzay (Chang)  denir[4]. 

 

Tanım 2.4.14. ( )τ,X  ve ( )∗τ,Y  iki L -fuzzy topolojik uzay ve ( ) ( )∗→ ττϕ ,,: YX  

fuzzy dönüşüm  olsun. Her ∗∈τg  için ( ) τϕ ∈− g1  sağlanıyorsa ( ) ( )∗→ ττϕ ,,: YX  

dönüşümüne fuzzy süreklidir denir [40]. 

 

Tanım 2.4.15. X  boştan farklı bir küme ve L  bir fuzzy latis olsun. Eğer XL⊂τ  

ailesi aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa τ  ailesine X  üzerinde bir  L -fuzzy topoloji  

denir, 

 

i) Her LX →:α  sabit fonksiyonu için τα ∈  

ii) ττ ∈∧⇒∈ gfgf ,  

iii) Her Mm ∈  için ττ ∈∨⇒∈
∈ mMmm ff  
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( )τ,X  ikilisine L -fuzzy topolojik uzay  (Lowen)  denir[4]. 

 

Tanım 2.4.16. ( )τ,X  bir L -fuzzy topolojik uzay ve XLf ∈  olsun. f  fuzzy 

kümesinin içi, 

 

{ }τ∈⊂∨= gfggf ,:
o

                                                                                        (2.19) 

 

şeklinde ve f  fuzzy kümesinin kapanışı, 

 

{ }τ ′∈⊃∧= hfhhf ,:                                                                                          (2.20) 

 

şeklinde tanımlanır [40]. 

 

Tanım 2.4.17. ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayının her P  kapalı fuzzyL −  alt kümesi  ve 

UP ≤ koşulunu sağlayan açık U  alt kümesi için  

 

UVVP ≤≤≤ −                                                                                                    (2.21) 

 

koşulunu sağlayan V fuzzyL −  açık alt kümesi varsa, ( )τ,X  fuzzy topolojik 

uzayına normal fuzzy topolojik uzay denir [40]. 

 

Tanım 2.4.18.   ( )τ,X    fuzzy topolojik uzay XLBA ∈,  olsun. Eğer ≥℘∨ A ise ℘ 

ailesine A kümesinin bir örtümü denir. Eğer ℘, 
−
1 in bir örtümü ise ℘ ailesine 

( )δ,XL  uzayının örtümü denir. Eğer τ⊂A  için ℘, A kümesinin bir örtümü ise ℘ 

örtümüne A kümesinin bir açık örtümü denir. A kümesinin ℘  örtümü için eğer 

℘⊂l  ise ve l , A nın örtümü ise l  ailesine A kümesinin alt örtümü denir [40]. 

 

Tanım 2.4.19. ( )τ,X  fuzzy topolojik uzay olsun. Her [ )1,0∈α  için ve her Xx ∈  

için ( )xA >α  olacak şekilde A∈℘ varsa XI⊂℘  ailesine α -örtüm denir. Eğer 

℘⊂℘0  ve 0℘  α -örtüm ise XI⊂℘0  örtümüne ℘ örtümünün α - alt örtümü denir. 
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Her Xx ∈ için ( ) α≥xA  olacak biçimde A∈℘ varsa ℘ örtümüne ∗α -örtüm denir. 

Eğer τ⊂℘  ve ℘, ∗α -örtüm ise ℘ örtümüne açık ∗α -örtüm denir. Eğer ℘⊂℘0  

ve 0℘  ∗α -örtüm ise XI⊂℘0  örtümüne ℘ örtümünün alt ∗α -örtümü denir [40]. 

 

Tanım 2.4.20. ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayının her açık örtümünün sonlu alt örtümü 

varsa ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayına kompaktC −  denir [40].  

 

Tanım 2.4.21.  [ )1,0∈α  olsun. Eğer her açık α -örtümün sonlu alt α -örtümü varsa 

( )τ,X  uzayına −α kompakt uzay denir [40]. 

 

Tanım 2.4.22. [ )1,0∈α  olsun. Eğer her açık ∗α -örtümün sonlu alt ∗α -örtümü varsa 

( )τ,X  uzayına −∗α kompakt uzay denir [40]. 

 

Tanım 2.4.23. ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayı her [ )1,0∈α  için −α kompakt uzay ise 

( )τ,X  uzayına güçlü kompakt uzay denir [40]. 

 

( ) ( ){ }axAXxA a >∈= :  olmak üzere her ( )τ,X  L-fuzzy topolojik uzayı, her 

XL⊂℘  ve her La ∈  için ( ) ( ){ }∈℘=℘ AA aa :ι  biçimindedir. ( )U
La

a
∈

τι  alt 

tabanından üretilen X  üzerindeki klasik topoloji ( )τιL  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.4.24.  Eğer ( )( )τι IX ,  kompakt uzay ise ( )τ,X  uzayına ultra kompakt uzay 

denir [40]. 

 

Tanım 2.4.25.  Eğer 1=℘∨  koşulunu sağlayan her δ⊂℘  için ve her 0>ε  için 

ε−≥℘∨ 10  koşulunu sağlayan ℘⊂℘0  sonlu alt ailesi varsa ( )τ,X  uzayına zayıf 

kompakt uzay denir [40]. 
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Tanım 2.4.26. Eğer 
−

≥℘∨ α0  koşulunu sağlayan her [ ]1,0∈α  için ve her ( )αε ,0∈  

için εα −≥℘∨ 0   koşulunu sağlayan sonlu ℘⊂℘0  alt ailesi varsa  ( )τ,X  uzayına 

fuzzy kompakt uzay denir [40]. 

 

Tanım 2.4.27. ( )τ,X  L-fuzzy topolojik uzay, XLA ∈ , XL⊂Φ  olsun. Eğer her 

( )Apx sup∈  için ( ) Ux xA <  koşulunu sağlayan Φ∈U  varsa Φ  ailesine A  

kümesinin Q -örtümü denir. Eğer τ⊂Φ  ise ve Φ , A  kümesinin Q -örtümü ise Φ  

ailesine A  kümesinin açık Q -örtümü denir. Eğer Φ⊂Φ 0  ise ve 0Φ , A  kümesinin 

Q -örtümü ise XL⊂Φ 0  örtümüne alt Q -örtüm denir. Eğer Φ , 
−
1 kümesinin Q -

örtümü ise Φ  ailesine ( )τ,X  uzayının Q -örtümü denir [40]. 

 

Tanım 2.4.28. ( )τ,X  fuzzy topolojik uzay ve XIA ∈  olsun. Eğer A  kümesinin her 

açık Q -örtümünün sonlu alt Q -örtümü varsa A  kümesine Q -kompakt denir [40]. 

 

Tanım 2.4.29. ( )τ,X  L-fuzzy topolojik uzay, XLA ∈ , δ∈C , XL⊂Φ , ( )LM∈α  

olsun. Eğer her Ax <α  için ( )αxQC ∈  ise C  elemanına A  kümesinin Q−α  

komşuluğu denir. Eğer her Ax <α  için Ux <α  koşulunu sağlayan Φ∈U  varsa Φ  

ailesine A  kümesinin Q−α  örtümü denir ve ( )αAq̂Φ∨  ile gösterilir. Eğer τ⊂Φ  

ve Φ   A  kümesinin Q−α  örtümü ise Φ  ailesine A  kümesinin açık Q−α  örtümü 

denir. Eğer Φ⊂Φ 0  ise ve 0Φ , A  kümesinin Q−α  örtümü ise XL⊂Φ 0   ailesine 

Φ  ailesinin alt Q−α  örtümü denir. Eğer Φ , A  kümesinin Q−γ  örtümü olacak 

şekilde ( )αβγ ∗∈  varsa Φ  ailesinin  A  kümesinin Q−−α  örtümü denir ve 

( )αAq̂̂Φ∨  ile gösterilir [40]. 

 

Tanım 2.4.30. ( )τ,X  L-fuzzy topolojik uzay, XLA ∈  olsun. Eğer her ( )LM∈α  ve 

A  kümesinin her açık  Q−α  örtümünün A  kümesinin Q−−α  örtümü olacak 

şekilde sonlu alt ailesi varsa A  kümesine N -kompakt denir. Eğer  
−
1,  N -kompakt 

ise ( )τ,X  uzayına N -kompakt denir [40]. 



 19 

 

Tanım 2.4.31. YX ,  fuzzy topolojik uzay ve { fYXfY X :: →= fuzzy süreklidir. } 

olsun.  

 

{ XKIKK X ,:∈=  üzerinde fuzzy kompakttır. },  

{ ,:VIVV Y∈= Y üzerinde fuzzy açıktır. } 

 

 alınsın. Her ℜ∈Κ  ve ℵ∈V  için ( ){ }VKfYfN X
VK ≤∈= :,  olsun. 

{ }ℵ∈ℜ∈Κ VN VK ,:,  ailesi fuzzy alt taban  alınarak   XY  üzerinde   üretilen fuzzy 

topolojiye bir fuzzy kompakt –açık topoloji denir. Bu topoloji ile birlikte   XY  

uzayına  fuzzy kompakt açık topolojik uzay denir [40].  

 

2.5. Fuzzy Homotopiler 

 

Tanım 2.5.1. I~ aşağıdaki koşulları sağlayan tüm LR →:λ  monoton azalan 

dönüşümlerin kümesi olsun, 

 

1) ( ) ,1=tλ    0<t  için 

2) ( ) ,0=tλ   1>t   için. 

 

I~, ∈µλ  için  

 

( ) ( )−− =∈∀⇔≅ ttRt µλµλ ,  ve ( ) ( )++ = tt µλ                                                  (2.22) 

 

 tanımlansın,     burada ( ) ( ),inf st
ts

λλ
<

− = ( ) ( )st
ts

λλ
>

+ = sup  dir [20]. 

 

I~  üzerinde  “ ≅ ” bağıntısı  bir denklik bağıntısıdır. ≅I~  bölüm kümesine L -

fuzzy birim aralık denir ve ( )LI  ile gösterilir . Ayrıca I~∈λ  dönüşümünün  denklik 

sınıfı [ ]λ  ile gösterilmektedir. { }RtRL tt ∈:,   alt taban gibi alınarak ( )LI  üzerinde 
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bir τ , L -fuzzy topoloji tanımlanır. [ ]( ) ( )( ) LtLt ∈′= −λλ ,    [ ]( ) ( ) LtRt ∈= +λλ .  τ  

ya  ( )LI   üzerinde standart topoloji denir [20]. 

 

Tanım 2.5.2.  1≥n için   ( )LI1 , ( )LI 2 , . . ., ( )LI n  L -fuzzy birim aralıkların 

çarpımına L  fuzzy esas n -küp denir ve ( )LI n  ile gösterilir. 1τ , 2τ ,. . ., nτ  sırasıyla 

standart topolojiler olmak üzere çarpım topolojisi nτ  ile gösterilir. 

 

:iP ( )LI n → ( )LI i  ( )ni ,...,2,1=  doğal izdüşüm olsun bu durumda 

( )( ) ( )( ){ }niRtRPLP i
ti

i
ti ,...,2,1,:, 11 =∈−−  , nτ  topolojisinin bir alt tabanıdır.Ayrıca 

burada ( ) ( ){ }RtRL i
t

i
t ∈:, , ( )LI i  üzerinde iτ  standart topolojilerin bir alt tabanıdır 

[20]. 

 

Tanım 2.5.3. ( )τ,X  L -fuzzy topolojik uzay olsun bu durumda ( )τ,X  uzayında bir 

L -fuzzy singüler n -küp bir 

 
( ) :nξ ( ( )LI n , nτ ) → ( )τ,X , 0≥n                                                                         (2.23) 

 

L -fuzzy sürekli dönüşümdür. ( )τ,X  uzayında tüm L -fuzzy n -küpler kümesi 

( )τ,XSn  ile gösterilir [5]. 

 

Tanım 2.5.4.  Her ni ≤≤1 , [ ] [ ]∈ii µλ , ( )LI i  için ( )nξ (...,[ ]iλ ,...)= ( )nξ (..., [ ]iµ  ,...) 

koşulunu sağlayan en az bir i  varsa  yani ( )nξ ( [ ]1λ ..., [ ]iλ ,... [ ]nλ ), [ ]iλ  sınıfına  bağlı 

değilse 1≥n için  ( )nξ ∈ ( )τ,XSn  L -fuzzy singüler n -küpüne dejenere denir[5]. 

 

Tanım2.5.5. ( )τ,X  L -fuzzy topolojik uzay ve Z tamsayıların toplamsal grubu 

olsun. 0≥n  için ( )[ ]ZXQn ,,τ  ile ( )τ,X  uzayıdaki tüm L -fuzzy singüler n -

küplerin ( )τ,XSn  kümesinden üretilen serbest abelian grubu gösterilir, yani her 

( )[ ]ZXcn ,,ˆ τ∈  elemanının L -fuzzy singüler n -küplerinin sonlu lineer 

kombinasyonu olarak bir tek gösterimi vardır, 
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( )∑=

α
ααξ ,ˆ n

n ac   ,Za ∈α   ( ) ( ).,τξα XSn
n ∈                                                            (2.24) 

 

Bir ( )nξ  L -fuzzy singüler n -küp  ve 1 ( )nξ ∈ ( )[ ]ZXQn ,,τ  arasında bir ayrışım 

yapılamaz ve  0  ile ∑
α

0 ( )n
αξ ∈ ( )[ ]ZXQn ,,τ  gösterilir. 

 

1≥n  için ( )[ ]ZXDn ,,τ  ile tüm dejenere L -fuzzy singüler n -küplerden üretilen  

( )[ ]ZXQn ,,τ  grubunun  alt grubu gösterilsin ve ( )[ ] { }0,,0 =ZXD τ alınsın 0≥n  

için  

 

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ]ZXD

ZXQZXC
n

n
n ,,

,,
,,

τ
τ

τ =                                                                                 (2.25) 

 

grubu  tanımlanır ve  buna ( )τ,X uzayında singüler n -zincir grup denir [5]. 

 

Tanım 2.5.6 ( )τ,X  bir fuzzy topolojik uzay olsun. 

 

( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } 1,0:,,,, ≥=∂∈=∂= ∗∗ ncZXCcKerZXZ nnnnnn ττ  

( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } 0,,,Im,, 111 ≥∂=∂= +
∗

+
∗

+ nZXCZXB nnnn ττ  

 

ifadelerine ( )τ,X  uzayının singüler n-çemberi ve singüler n-sınırı denir. Ayrıca 

 

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ]

0,
,,
,,

,, ≥= n
ZXB
ZXZZXH

n

n
n τ

τ
τ                                                                       (2.26) 

 

grubuna ( )τ,X  uzayının singüler n-homoloji grubu denir [5]. 

 

ni ,...,2,1=    için  ( )( ) ( )( )nnnn
i LILId ττ ,,: 110 →−−   fuzzy dönüşümü  

 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )1
0

11110 ,,,,,,,, −−− = niin
id λλνλλλλ KKK  
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biçimindedir. Burada [ ] ( )LI∈0ν  dir ve 0
id  fuzzy süreklidir. 

 

Benzer olarak ni ,...,2,1=    için  ( )( ) ( )( )nnnn
i LILId ττ ,,: 111 →−−   fuzzy dönüşümü 

 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )1
1

11111 ,,,,,,,, −−− = niin
id λλνλλλλ KKK  

 

biçimindedir. Burada [ ] ( )LI∈1ν  olmak üzere 1<t  için ( ) 11 =tν  ve 1>t  için 

( ) 01 =tν  sağlanır. Bu durumda  1
id  fuzzy süreklidir [5]. 

 

Tanım 2.5.7.   1≥n  için ( )τ,X L -fuzzy topolojik uzay olsun. 

( )[ ] ( )[ ]ZXQXQ nnn ,,,: 1 ττ −→∂  homomorfizması  ( ) ( )τξ ,XSn
n ∈   için 

 

( ) ( ) [ ]∑
=

−−=∂
n

i
ii

in
n dd

1

011ξ                                                                                     (2.27) 

 

olarak tanımlanır [5]. 

 

Teorem 2.5.8. 1>n  için  01 =∂∂ − nn    sağlanır [5]. 

 

Tanım2.5.9.  ( ) ( )στ ,,:, YXgf → L -fuzzy sürekli dönüşümler olsun. 

( )τ,X uzayında her αa  L -fuzzy noktası için [ ]( ) ( )αα λ afaF =0,    

ve [ ]( ) ( )αα λ agaF =1,  olacak biçimde sürekli L -fuzzy ( ) ( )( ) ( )σττ ,,,: YLIXF →×   

dönüşümü varsa  gf ,  dönüşümleri fuzzy homotopiktir denir. Burada 1,0=i  için  

 

( )




>
<

=
it
it

ti 0
1

λ                                                                                                     (2.28) 

 

olacak biçimdedir. F  dönüşümüne f  ve g  arasında L -fuzzy homotopi denir [5]. 
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Teorem2.5.10. ( ) ( )στ ,,:, YXgf → L -fuzzy sürekli dönüşümler olsun. Eğer f  ve 

g  fuzzy homotop ise bu dönüşümlerden üretilen  

 

( )[ ] ( )[ ]ZYHZXHgf nn ,,,,:, στ →∗∗ , 0≥n                                                        (2.29) 

 

homomorfizmaları eşittir [5]. 

 

Bir  ( )XFA∈  fuzzy kümesi ve I∈λ  için A  kümesinin λ  kesimi ve güçlü λ  

kesimi sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır, 

 

( ){ }λλ ≥∈= xAXxA :  ,  ( ){ }λλ >∈=>< xAXxA :                                           (2.30) 

 

λ  kesimi ve güçlü λ  kesimi için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

 

( ) λλλ BABA ∪=∪.1  

( ) λλλ BABA ∩=∩.2 . 

 

Xx ∈  ve [ ]1,0∈λ  için  Aλ  fuzzy kümesi  

 

( )( ) ( )xAxA ∧= λλ                                                                                           (2.31) 

 

biçiminde tanımlanır. Böylece   

 

[ ] [ ]
UU

1,01,0 ∈
><

∈

==
λ

λ
λ

λ λλ AAA .                                                                                      (2.32) 

 

Her Xx ∈ , [ ]1,0∈λ  ve λx  fuzzy noktası için eğer ( )XFA∈  bir fuzzy küme ise  

 

( ){ }U XxxA xA ∈= :                                                                                              (2.33) 

 

yazılabilir [18]. 
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Tanım 2.5.11. ( )XFA∈  , ( )YFB ∈  ve BAf ×⊆   fuzzy bağıntısını ele alalım. 

Eğer her [ ]1,0∈λ  için λf  , λA  kümesinden λB  kümesine bir dönüşüm ise f  

dönüşümüne A  fuzzy kümesinden B  fuzzy kümesine giden  bir fuzzy dönüşüm 

denir ve BAf →:   biçiminde gösterilir [18]. 

 

Eğer her  [ ]1,0∈λ  için λf  , λA  kümesinden λB  kümesine bire bir dönüşüm ise 

BAf →: dönüşümüne fuzzy bire bir  dönüşüm denir. Eğer her  [ ]1,0∈λ  için 

( ) λλλλ BAfB ⊆⊆><   sağlanıyorsa f  dönüşümüne fuzzy örten dönüşüm   denir [18]. 

 

Tanım 2.5.12. ( )τ,X  bir topolojik uzay ( )XFA∈  ve ( )XF⊂∗τ  olsun. 

{ } { }[ ]IGGIG ∈∈=∈→= ∗∗∗ λτττνντ λλ ,,:   alınsın. Eğer her  [ ]1,0∈λ  için 

( )∗
λλ τ,A  bir topolojik uzay ise ( )∗τ,A  ikilisine fuzzy topolojik uzay denir [7]. 

 

( ) ( )YFBXFA ∈∈ ,  için BA× = ( )
[ ]
U

1,0∈

×
λ

λλλ BA  biçimindedir ve buna A  ve B  

fuzzy kümelerinin kartezyen çarpımı denir [18]. 

 

Tanım 2.5.13. ( )XFA∈  , ( )YFB ∈  , ( )1,τA , ( )2,τB  iki topolojik uzay ve  

BAf →:  bir fuzzy dönüşüm  olsun.  Eğer her [ ]1,0∈λ  için λλλ BAf →:  sürekli 

ise f  dönüşümüne  fuzzy sürekli dönüşüm  denir [7].  

 

Tanım 2.5.14. ( )1,τA  ve ( )2,τB  fuzzy topolojik uzaylar ve BAgf →:,  fuzzy 

sürekli fonksiyonlar olsun. Eğer I∈∀λ  için aşağıdaki koşulları sağlayan  

BIAF →×:  fuzzy sürekli dönüşüm varsa f  , g  ile fuzzy homotoptur denir. 

 

( ) ( )xfxF λλ =0,  

( ) ( )xgxF λλ =1,                                                                                                       

( ) ( )xftxF t
λλ =, .                                                                                                    (2.34)                      

 

Eğer f  ve g  fuzzy homotop  dönüşümler ise  bu gf ~  biçiminde yazılır. 
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BAgf →:,   fuzzy homotop dönüşümler  olsun bu durumda her    I∈λ   için  

λλλλ BAgf →:,   dönüşümleri homotoptur [7]. 

 

Tanım 2.5.15. ( )1,τA  ve ( )2,τB  fuzzy topolojik uzaylar olsun. Xx ⊂0  ve her 

Xx ∈0  için ( ) ( )00 xgxf =  olacak şekilde YXgf →:,   fonksiyonları var olsun. 

Eğer aşağıdaki koşulları sağlayan BIAF →×:   fonksiyonu varsa f  ve g , 0x  

elemanına göre göreceli homotoptur denir [7]. 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) XxxgxftxF

XxxgxFxfxF
∈∀==
∈∀==

0000 ,
1,,0,

λ

λλ                                                        (2.35) 

 

Teorem 2.5.16. Fuzzy homotopi bağıntısı bir denklik bağıntısıdır [7]. 

 

Teorem 2.5.17. ( ) ( ) ( )ZFCYFBXFA ∈∈∈ ,,  fuzzy topolojik uzaylar ve 

,BAf ×⊂ CBg ×⊂  fuzzy sürekli dönüşümler olsun. Eğer hg ~  ise fg o   ve  

fh o  fuzzy süreklidir ve ~fg o fh o  [7]. 

 

Tanım 2.5.18. A  ve B , ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayında fuzzy kümeler olsun. Eğer, 

 

{ } { }φφ =∩=∩⊂⊂ FBGAGBFA ,,,                                                               (2.36) 

 

olacak biçimde F  ve G  kapalı kümeleri varsa A  ve B  ye −Q ayrılabilir denir [33]. 

 

X  üzerinde bir fuzzy küme bir IXF →:  fonksiyonudur. Eğer F  sadece  0  ve  1 

değerlerini alıyorsa F  fonksiyonuna X  üzerinde crisp küme denir. 

( ){ }0:0 >∈= xFXxF  crisp kümesine F  kümesinin desteği denir [33]. 

 

Tanım 2.5.19 F  , ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayında fuzzy küme ve ,0F F  kümesinin 

destek kümesi olsun. ( )
0

,0 FF τ  alt uzayında boştan farklı −Q ayrılabilir A  ve B  

kümeleri için FBA =∪  sağlanıyorsa ( )τ,X  uzayına bağlantısız uzay denir. Eğer 

( )τ,X  bağlantısız değilse bağlantılıdır denir [33]. 
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Tanım 2.5.20. ( )TX ,  klasik topolojik uzay olsun. { XGGT ,:~ =  üzerinde fuzzy 

küme ve }TG ∈0  ailesi X  üzerinde bir fuzzy topolojidir ve buna T  den üretilen 

fuzzy topoloji denir. ( )TX ~,  ikilisine ( )TX ,  den üretilen fuzzy topolojik uzay denir. 

 

Böylece eğer Iξ , I  üzerinde Öklid altuzay topoloji ise bu durumda ( )II ξ
~,  ile 

( )II ξ, klasik topolojik uzayından üretilen fuzzy topolojik uzay gösterilir [33]. 

 

Lemma 2.5.21 ( )τ,X  ve ( )σ,Y  fuzzy topolojik uzaylar olsun. A  ve B , X  üzerinde 

sadece 0 ve 1 değerini alan fuzzy kümeler olsun ve XBA =∪  sağlansın. 

( ) ( )στ ,,: YAf A →  ve ( ) ( )στ ,,: YBg B →  fuzzy sürekli fonksiyonlar olsun. Eğer 

BABA gf ∩∩ =  ise bu durumda  

 

( )
( )
( )




∈
∈

=
Bxxg
Axxf

xh                                                                                              (2.37) 

 

biçiminde tanımlanan ( ) ( )στ ,,: YXh →  fuzzy sürekli fonksiyondur [33]. 

 

Tanım 2.5.22. λa  ve ηb , ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayında iki fuzzy nokta olsun. 

:α ( )II ξ
~, → ( )τ,X  fuzzy sürekli fonksiyon olsun. A , ( )II ξ

~,  uzayında bağlantılı ve 

( ) ( ) 01,00 >> AA  olsun. Bu durumda ( )τ,X  uzayında eğer 

( )( ) ( ) ( )( ) λαα aAA == 00 00  ve ( )( ) ( ) ( )( ) ηαα bAA == 11 11  ise  ( )Aα  fuzzy kümesine  λa  

fuzzy noktasından ηb   fuzzy noktasına giden fuzzy yol denir. 

 

( )τ,X  fuzzy topolojik uzayında λa  fuzzy noktasından ηb  fuzzy noktasına giden tüm 

fuzzy yolların ailesi ( )( )ηλτ baXP ,,  ile gösterilir. ( )τ,X  uzayında tüm fuzzy yolların 

ailesi ( )τ,XP  ile gösterilir [33].  

 

Aşağıda fuzzy yollar için fuzzy homotopi tanımlanmaktadır. 
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Tanım 2.5.23. Aşağıdaki koşulları sağlayan :H ( )II ξ
~, × ( )II ξ

~, → ( )τ,X  fuzzy 

sürekli fonksiyonu varsa ( )( )ηλτ baXP ,,  da ( ) ( )BA βα ,  fuzzy yollarına uç 

noktalarına göre göreceli fuzzy homotopik denir. 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) .,,1,1,,0,0

,1,,0,

1100 IssHbsHsHasH
ItttHttH

BABA

tBtBtAtA

∈====
∈==

ηλ

βα
            (2.5.17) 

 

H  fonksiyonuna uç noktalarına göre göreceli fuzzy homotopi denir ve 

( ) ( )BAH βα ≅:  biçiminde yazılır [33]. 

 

Lemma 2.5.24. ( )( )ηλτ baXP ,,  üzerinde ≅  bağıntısı bir denklik bağıntısıdır [33]. 

 

2.6. Fuzzy Modüller 

 

Tanım 2.6.1.  R  bir halka (birimsiz olabilir), M  bir sol(sağ) R  modül ve 

[ ]1,0: →Mµ  aşağıdaki özellikleri sağlayan dönüşüm olsun,  

 

i) ( ) ( ) ( ){ },,min yxyx µµµ ≥+   Myx ∈,  

ii) ( ) ( )xx µµ =−  

iii) ( ) 10 =µ  

iv) ( ) ( )xrx µµ ≥  ( ) ( )[ ],xxr µµ ≥  Rr ∈  

 

bu durumda ( )µ,M  ikilisine bir sol(sağ) fuzzy R  modül denir [29]. 

 

Fuzzy kümelerde µ , ( )µ,M  fuzzy R  modülünün derece fonksiyonu olarak ele 

alınmaktadır. 

 

Tanım 2.6.2. ( )µ,M  ve ( )η,N  fuzzy R  modüller , NMf →:  olmak üzere  

 

( )( ) ( )xxfiçinMx µη ≥∈∀                                                                                 (2.38) 
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koşulu sağlanıyorsa f   homomorfizmasına ( )µ,M  fuzzy R  modülünden ( )η,N  

fuzzy R  modülüne giden bir fuzzy R  homomorfizma denir ve ( ) ( )ηµ ,,: NMf →  

şeklinde gösterilir. ( ) ( )ηµ ,,: NMf →  R  homomorfizması için NMf →:  

homomorfizmasına f  nin esas R  homomorfizması , M  modülüne ( )µ,M  fuzzy R  

modülünün esas modülü denir [24]. 

 

Lemma2.6.3. Her M modülü için grade fonksiyonların  

 

( ) [ ] ( ){ }.mod,:1,0: üldürfuzzyMMMS µµ →=                                              (2.39) 

 

kümesi  

 

( ) ( ) ηµηµ ≤⇒≤∈∀ xxMx ,                                                                               (2.40) 

 

sıralama bağıntısı altında bir tam latistir [24]. 

 

Lemma2.6.4. M  ve N , R -modüller ve NMf →:  bir R -homomorfizma olsun. 

(i) Eğer ( )µ,M   fuzzy R -modül ise N  üzerinde η  modüler grade fonksiyonu için  

 

( ) ( ) fNMf µηηµ ≥⇔→ ,,:                                                                              (2.41) 

 

N  üzerinde fµ  modüler grade fonksiyonu vardır. 

 

(ii) Eğer ( )η,N  fuzzy R-modül ise  her ( )µ,M  fuzzy R-modülü için  

 

( ) ( ) fNMf ηµηµ ≤⇔→ ,,:                                                                              (2.42) 

 

M  üzerinde fη  modüler grade fonksiyonu vardır [24]. 

 

  2.7. Fuzzy Zincir Kompleksler 
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Λ birimli bir halka her bir modül birimli bir Λ  modül olsun. Mµ  modülünden Nρ  

modülüne giden tüm fuzzy Λ  modül homomorfizmaların ( )NMHom ρµ ,Λ  kümesi 

değişmeli bir gruptur [2].  

 

Tanım 2.7.1. BAf ρµ →:
~

 fuzzy Λ  modül homomorfizma olsun. f  izomorfizma 

ise 
~
f  homomorfizmasına fuzzy quazi izomorfizma denir ve BQA ρµ ≈   ile gösterilir 

[2].  

 

Tanım 2.7.2. MN ,  modülünün bir alt modülü olsun. Bu durumda eğer her Nx ∈  

için ( ) ( )xx ηµ ≤  ise Nµ  modülüne Nη  modülünün bir fuzzy alt modülü denir [2].  

 

Tanım 2.7.3. 

LL →→ →→
+

−

− +− 1

~
1

~

1 11 n

n

n

n

n An
f

nA
f

An µµµ                                                     (2.43) 

 

fuzzy Λ  modül homomorfizmalarının dizisinde her n   için  nn ff
~

1

~
kerIm =−  

sağlanıyorsa bu diziye fuzzy tam dizi denir. Burada 11

~
ImIm −− = nnn ff µ  ve 

nnn ff kerker
~

µ=  biçimindedir. 

 

00
~~

→→→→ C
g

B
f

A ηρµ                                                                            (2.44) 

 

fuzzy tam dizisine fuzzy kısa tam dizi denir [2].  

 

Tanım 2.7.4. Pη  fuzzy izdüşüm olmak üzere, 

 

00
~~

→→→→ APC µηρ βα                                                                            (2.45) 

 

fuzzy Λ  modüllerin kısa tam dizisine Aµ  modülünün fuzzy izdüşüm gösterimi denir 

[2].  
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Tanım 2.7.5. Aµ  ve Bη  fuzzy Λ  modülleri için  

 

( ) ( ) ( )( )BBBA CP
HomHomcoExtF ηµηµαηµβ ,,:~ker, 00

~

ΛΛ
∗

Λ →=−                      (2.46) 

 

olarak tanımlanır ve BC
ηµϕ →0:~  elemanı [ ] ( )BAExtF ηµϕ β ,~ ~

Λ−∈  ile gösterilir [2]. 

 

Teorem 2.7.6.   Aµ  fuzzy Λ -modülü için, ( )−− Λ ,
~

AExtF µβ , 

modfz−Λ kategorisinden değişmeli gruplar kategorisine giden kovaryant 

funktordur [2].  

 

Tanım 2.7.7. 1ρ  fuzzy birebir dönüşümü ile birlikte fuzzy Λ  modüllerin  

 

00
~~

1 →→→→ SB νρµ σδ                                                                             (2.47) 

 

fuzzy Λ  modüllerin kısa tam dizisine Bη  modülünün fuzzy injektif gösterimi 

denir[2].  

 

Tanım 2.7.8. Bη  modülünün fuzzy injektif gösterimi  Aµ  fuzzy Λ  modülü için 

 

( ) ( ) ( )( )s
AIABA HomHomcoExtF χµχµηηµ

δ ,,:~ker,
~

ΛΛ∗Λ →=−                        (2.48) 

 

olarak tanımlanır. 

 
ZfgmΛ  fuzzy derece sol Λ  modüllerin kategorisi olsun. ZfgmΛ  kategorisinde bir 

Mθ nesnesi modfz−Λ  kategorisinin nesneleri olan { } Zii
M i

∈,θ  ailesi, p dereceli 

MM θθφ →:~  morfizması fuzzy modül homomorfizmaların { }
Zi

i
pM

i
Mn ii ∈+→ θθφ :~  

ailesidir [2].  
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Tanım 2.7.9.  Λ  üzerinde bir { }n
n
CC n

∂=
~,θθ  fuzzy zincir kompleksi ZfgmΛ  

kategorisinin bir nesnesidir.Burada CC θθ →∂ :~ , -1 dereceli fuzzy endomorfizmadır 

ve 0~~
=∂∂  eşitliği sağlanır [2].  

 

Aslında burada { }
Zi

i
M i ∈

θ   modfz−Λ kategorisinin bir nesnesi, { }
Zn

n
M

n
Mn nn ∈

−
−

→∂ 1
1

:~
θθ  

modfz−Λ kategorisinin morfizmalar ailesidir ve 0~~~
1 =∂∂ +n  sağlanır. Eğer 

{ }n
n
CC n

∂=
~,θθ  fuzzy kompleks ise aşağıdaki gösterim kullanılır, 

 

LL →→→→ −+
−+

11
11

: n
M

n
M

n
MC nnn

θθθθ                                                                    (2.49) 

 

∂
~  morfizmasına fuzzy sınır operatörü denir [2].  

 

Tanım 2.5.25.   İki fuzzy DC νθψϕ →:~,~  fuzzy zincir dönüşüm arasında bir 

ψϕ ~~:~ →Σ  fuzzy homotopi DC νθ →Σ :~  fuzzy graded modüllerin ∂Σ+Σ∂=−
~~~~~~ ϕψ   

koşulunu sağlayan 1+  dereceli morfizmasıdır. Yani her Zn ∈  için 

 

nnnn ∂Σ+Σ∂=− −+
~~~~~~

11ϕψ .                                                                                       (2.50) 

 

ψϕ ~~:~ →Σ  fuzzy homotopi  varsa ψϕ ~,~  dönüşümlerine fuzzy homotopik denir ve 

ψϕ ~~ ≅  biçiminde yazılır. ""≅  fuzzy homotopi bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. 

Ayrıca DC νθψϕ →≅ :~~  ve ED ηνψϕ →′≅′ :~~  ise bu durumda 

EC ηθψψϕϕ →′≅′ :~~~~  sağlanır [2].  

 

2.8. Tensör Çarpımları 

 

Tanım.2.8.1. RM  ve NR  sırasıyla sağ ve sol R -modüller ve A  abelian grup olsun. 

Aşağıdaki koşulları sağlayan ANM →×:σ  dönüşümüne ikili toplamsal ve 

dengede denir [24].  
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i) Mmm ∈∀ 21,  ve Nnn ∈21 ,  için ( ) ( ) ( )2211121 ,,, nmnmnmm σσσ +=+ , 

( ) =+ 211, nnmσ ( ) ( )2211 ,, nmnm σσ + . 

ii) RrNnMm ∈∈∈∀ ,,  için ( ) ( )rnmnmr ,, =σ . 

 

RM  ve NR  modülleri için NMII ,=  kategorisinin nesneleri ANM →×:σ  ikili 

toplamsal  dengede dönüşümlerdir. I  kategorisinde iki 11 : ANM →×σ , 

22 : ANM →×σ  nesnesi için 21: σσθ →  morfizması 21 σθσ =  koşulunu sağlayan 

21: AA →θ  grup homomorfizmasıdır. M  ve N  modüllerinin tensör çarpımı I  

kategorisinin başlangıç nesnesi olarak tanımlanır. Tensör çarpımı vardır ve 

izomorfizma altında tektir [24].  

 

( )RRM µ,  fuzzy sağ R - modülü ile ( )νRR N ,  fuzzy sol R-modülünün tensör çarpımı 

aşağıdaki biçimde tanımlanır. 

 

Ifz −  nesneleri tüm ( ) ( )ανµ ,,: ANMf →××  bi-additive dengede fuzzy 

dönüşümlerdir. Burada ( ) AbfzA −∈α,  ve νµνµ ZZ ×=× , Abfz −  kategorisinde 

çarpım derece fonksiyondur.  Yani  her ( ) NMnm ×∈,  için 

( )νµ × ( )nm, =Min ( ) ( ){ }nm νµ ,  sağlanır [24].  

 

( ) ( )111 ,,: ανµσ ANM →××  ve ( ) ( )2221 ,,: ανµσ ANM →××  nesneleri için 

21: σσθ →  morfizması 21 σθσ =  olacak şekilde ( ) →11,: αθ A ( )22 ,αA  fuzzy grup 

homomorfizmasıdır. ( )µ,M  ve ( )ν,N  fuzzy modüllerinin tensör  çarpımı Ifz −  

kategorisinin başlangıç nesnesidir. Ifz − , I  üzerinde bir Top kategori olduğundan 

Ifz −  gösterimi doğru bir gösterimdir. LatCIs −→:  funktoru  

 

( ) ( ){ AsANMs Z∈=→× ασ : ( ) ( )ανµσ ,,: ANM →××  fz-Set kategorisinde 

morfizmadır. }                                                                                                      (2.51) 

 

üzerinde alınsın. ( )σs   bir tam latistir ve  eğer 11 : ANM →×σ , 22 : ANM →×σ , 

I  kategorisinde nesneler ise  ( )21,σσθ Hom∈  olmak üzere ( ) ( ) ( )12: σσθ sss → , 
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( ) ( ) ( )12: AsAss ZZ →θ  in ( )2σs  ye kısıtlanmasıdır. ( ),22 σα s∈ ( )( ) ( )12 σαθ ss ∈  

olup olmadığını görmek için ( ) ( )( )( ) νµαθσ ×>21 ss  olduğunu göstermek yeterlidir. 

Çünkü LatCSetss −→:  kontravaryant funktordur ve bundan ötürü 

( ) ( ) ( ) ( )211 σθσθσ ssss ==  sağlanır.  IfzI s −≅   olduğu kolayca gösterilebilir [24].  

 

NM ×  üzerinde νµ ⊗  derece  fonksiyonu için 

 

 ( ) =×× νµ,NM ( )⊗µ,M ( )ν,N                                                                        (2.52) 

 

formülünün sağlandığını   göstermek yerine ( )⊗µ,M ( )ν,N  çarpımının varlığını 

gösterilmektedir. NMNMp ⊗→×: , M  ve N  modüllerinin tensör çarpımı 

olsun. p  bi-additive −R dengede dönüşümdür ve özel olarak p Set  kategorisinin 

bir nesnesidir. Açıktır ki  

 

( ) ( )νµνµ ⊗⊗→×× ,,: NMNMp                                                                    (2.53) 

 

Ifz −  kategorisinde bir nesnedir. Eğer ( ) ( )ανµσ ,, ANM →××  Ifz −  

kategorisinin keyfi bir nesnesi ise I  kategorisinde ANM →⊗:ψ  vardır ve 

σψ =p  sağlanır. ( )( )αψs , NM ⊗  üzerinde bir grup derece fonksiyon olduğundan 

( )( ) νµασ ×≥s  ve ( ) ( ) ( ) ( )ψψσ spspss ==  sağlanır. Buradan ( ) ( )( ) νµαψ ×≥sps  

sağlanır. Bundan ötürü ( )( ) ( )( )νµαψ ×≥ pts  ve böylece ( )( ) νµαψ ⊗≥s  sağlanır.  

NMNMp ⊗→×:  I  kategorisinde başlangıç nesnesi olduğundan teklik sağlanır. 

( )RRM µ,  ve  ( )νRR N ,  fuzzy modüllerin tensör çarpımı için ( )νµ ⊗⊗ ,NM  

gösterimini kullanılmaktadır.  

 

( )µ,RM , ( )µ ′′ ,RM , ( )ν,NR ( )ν ′′,NR  fuzzy  modüller  ve        

 

:f ( )µ,RM →  ( )µ ′′ ,RM  , :g ( )ν,NR → ( )ν ′′,NR  
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 fuzzy R-homomorfizmalar olsun. f  ve g  nin gf ⊗  tensör çarpımı 

gf ⊗ ( ) ( )νµνµ ′⊗′′⊗′→⊗⊗ ,,: NMNM  dönüşümüdür. Bunun varlığı  

 

( ) ( ) ( ) →′×′′×′ →×× pgf NMNM νµνµ ,, , ( )νµ ′⊗′′⊗′ ,NM                      (2.54) 

 

bileşkesi ikili toplamsal ve dengede olmasından elde edilir. Burada 

( )( ) ( ) ( )( )ngmfnmgf ,,, = sağlanır ve bundan ötürü ( )gf ,   fuzzy dönüşümdür.   

 

RS M   −− RS bimodül olsun. ( ) ( )RS MsMs ∩∈µ  için ( )µ,M  fuzzy bi-modül 

tanımlanabilir. Yani [ ]1,0: →Mµ , ( ) ( ) ( ){ }yxyx µµµ ,min≥+  ve 

( ) ( ) ( ){ }xxx βµαµµ ,min≤  SRMyx ∈∈∈∀ βα ,,,    sağlanır [24].  

 

Lemma 2.8.2. Eğer ( )µ,RS M  fuzzy −− RS bi-modül  ve ( )ν,NR  fuzzy sol 

−R modül ise bu durumda ( )νµ ⊗⊗ ,NM R  fuzzy sol −S modüldür [24]. 

 

Lemma 2.8.3. Her fuzzy sağ −R modül için  

 

( ) ( ) ( ) ( )µµµ ,,1,,, MMRM R ≅⊗                                                                           (2.55) 

 

sağlanır [24]. 

 

Lemma 2.8.4. [24] SR,  halkalar SRR NM ,  ve PS  modüller olsun. Eğer ν  fuzzy 

SR −  bi-modül derece fonksiyon ve π ,  P üzerinde fuzzy −S modül derece  

 

fonksiyon ise    

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )πνπν ,,1,,,1, PNMPNM SRSR ⊗⊗≅⊗⊗                                   (2.56) 

 

sağlanır. 

 

2.9. Ters Limitler 
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Tanım 2.9.1. I  kategori olarak ele alınan yönlendirilmiş küme olmak üzere opI  

kategorisinden A  kategorisine giden her D  funktoruna A  kategorisinde ters sistem 

denir. Her AID op →:   ters sisteminin limiti varsa A   kategorisinin ters limiti 

vardır denir. Dual olarak A  kategorisinde düz sistem, direk limit kavramları 

tanımlanabilir [10].  

 

( )( ) XLS X =δ,   ve ( ) fFS =  biçiminde tanımlı SetLTopS →:  funktoruna destek 

funktoru denir [10]. 

 

Teorem 2.9.2. SetLTopS →:  support funktoru topolojik funktordur [10]. 

 

Sonuç 2.9.3. LTop kategorisi tamdır ve kotamdır. LTop  kategorisinde ters limitler 

ve düz limitler vardır [10]. 

 

Teorem 2.9.4. ( ) ( )i
X iLiD δ,=  ve ji ≤  koşulunu sağlayan her Iji ∈,  için 

( ) ( ) ( )iDjDFjiD ji →=≤ :  olmak üzere LTopID op →: , LTop  kategorisinde bir 

ters sistem olsun. ( )ii PA , , ( ){ } IiiD ∈  ailesinin çarpımı olsun, yani ( )δ,XLA = , 

( ){ } IiiD ∈  ailesinin çarpım fuzzyL −  topolojik uzay olsun. ( )iDAPi →:  −L değerli 

projektif Zadeh fonksiyonları olsun, 

 

( ) ( ) ( ){ }jiIjiLMyPyPFXyY ijji ≤∈∈=∈= ;,;,: αααo .                                (2.57) 

 

Bu durumda ( )( )
YiY

Y PL ,,δ , D  ters sisteminin bir ters limitidir [10]. 

 

Sonuç 2.9.5. LTopID op →:  bir ters sistem ve SetLTopS →:  support fonksiyon 

olsun. Bu durumda ( )( )i
Y QL ,,ε  limitinin D  ters sisteminin ters limiti olması için 

gerek ve yeter koşul ( )iqY ,  limitinin DS o  ters sisteminin ters limiti olmasıdır [10]. 
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BÖLÜM 3. FUZZY KÜMELERDE HOMOLOJİ TEORİ 

 

( )τ,X   bir topolojik uzay ve ( )XFA∈  bir fuzzy küme olsun. Buradan ( )*,τA  fuzzy 

topolojik uzayı elde edilir [7]. 

 

Tanım 3.1.  ( )*,τA  fuzzy topolojik uzayının her fuzzy açık örtümünün sonlu alt 

örtümü varsa  ( )*,τA   topolojik uzayına fuzzy kompakt topolojik uzay denir [8]. 

 

Önerme 3.2.  ( )*,τA  fuzzy topolojik uzayının kompakt olması için gerek ve yeter 

koşul her [ ]1,0∈λ  için ( )*, λλ τA  topolojik uzayının kompakt olmasıdır[13]. 

 

İspat.⇒ . Her [ ]1,0∈λ  için  ( ){ }iGλ  ailesi  ( )*, λλ τA  uzayının bir açık örtümü olsun. 

( ) ( )UU UU
i

i

i

i GGAAA
,

,
λ

λ
λ

λ
λ

λ λλλ =







==  olduğundan  ( ){ }iG  ailesi  ( )*,τA  fuzzy 

topolojik uzayının bir açık örtümüdür.  ( )*,τA  fuzzy kompakt uzay olduğundan, bu 
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örtümün  ki
n

k
GA

1=
∨=  olacak biçimde sonlu alt örtümü vardır. Her [ ]1,0∈λ  için  

U
n

i

ii
n

k
kk GGA

1
1

=
=

=





 ∨= λ

λ
λ olduğundan  { }kiGλ  ailesi  ( ){ }iGλ  örtümünün bir alt 

örtümüdür. Böylece  ( )*, λλ τA   kompakttır. 

 

⇐ . Her [ ]1,0∈λ  için  ( )*, λλ τA  kompakt uzay ve  ( ){ }iG  ailesi  ( )*,τA  fuzzy 

topolojik uzayının keyfi fuzzy açık örtümü olsun. Bu durumda her [ ]1,0∈λ  için  

( ){ }iGλ  ailesi  ( )*, λλ τA  topolojik uzayının bir açık örtümüdür.  ( )*, λλ τA  kompakt 

uzay olduğundan bu örtümün { }
λλ

λ
λ nk
ikG ,1=  gibi sonlu alt örtümü vardır. 0=λ  iken   

XA =0  uzayının  { }0
0

kiG  örtümü için  λλ AGG kk ii ∩= 00
0  elde edilir. { }

00

0
,1 nk

ikG =λ   ailesi 

( )*, λλ τA  topolojik uzayının sonlu alt örtümüdür. Böylece her ( )*, λλ τA  uzayının 

sonlu örtümünü aşağıdaki gibi oluşturulabilir.     

       

 Her [ ]1,0∈λ  için { }
0,1 nk

ikG =λ

λ
λ   ailesi ( )*, λλ τA  uzayının sonlu bir örtümüdür. 21 λλ <  

için 1

12

2

2

λλ

λλλ
kk ii

GAG ∩=  elde edilir. 

 

Böylece { }
0,1 nk

ikG =   ailesi ( )*,τA  fuzzy topolojik uzayının sonlu fuzzy açık 

örtümüdür, yani  ( )*,τA  uzayı fuzzy kompakttır. 

 

Tanım 3.3. ( )*,τA  fuzzy topolojik uzayında her farklı iki rx  ve  sy  ( )yx ≠   fuzzy 

noktası için bu noktaların ayrık fuzzy açık komşulukları varsa ( )*,τA  fuzzy topolojik 

uzayına fuzzy Hausdorff uzay denir [36]. 

 

Önerme 3.4. ( )*,τA   fuzzy topolojik uzayının Hausdorff uzayı olması için gerek ve 

yeter koşul her [ ]1,0∈λ  için ( )*, λλ τA   uzayının Hausdorff  uzayı olmasıdır [13].  
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İspat.⇒ . Azz ∈≠ 21   farklı iki  nokta olsun. Bu durumda ( ) 11 zxA =  ve ( ) 22 zxA =  

eşitliklerini sağlayan Xxx ∈≠ 21 vardır. ( ) ( ) ( ) ( )21 21 , xAxA xx  fuzzy noktaları  ( )*,τA  

fuzzy topolojik uzayı üzerinde ayrık noktalardır. ( )*,τA  fuzzy topolojik uzayı  

Hausdorff uzayı olduğundan  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,, 212211 21
=∧<< GGGxGx xAxA                                            (3.1) 

 

olacak biçimde *
21 , τ∈GG  kümeleri vardır. 

 

 Bu durumda ( ) ( )λλ 21 , GG  kümeleri  ( )*, λλ τA   uzayı üzerinde açık kümelerdir ve 

( ) ( ) ( ) Ø2121 =∩=∩ λλλ GGGG  elde edilir. ( ) ( )λ111 GzxA ∈=  ve  

( ) ( )λ222 GzxA ∈=  olduğundan  ( )*, λλ τA  uzayı Hausdorff  uzayıdır. 

 

⇐ . Her I∈λ  için ( )*, λλ τA   uzayı Hausdorff uzayı ve ( )yxyx sr ≠,  keyfi iki ayrık 

fuzzy nokta olsun.   Xyx ∈≠  ve XA =0  olduğundan λAyx ∈,  olacak biçimde en 

az bir  I∈λ  vardır. *λ bu koşulu sağlayan en büyük sayı olsun. Bu durumda 

her *λλ >  için  x  veya y  noktalarından biri λA  uzayına ait değildir. *λ
Ayx ∈≠  ve 

( )*
** ,

λλ
τA   Hausdorff uzayı olduğundan   

 

=∩∈∈ **** ,,
λλλλ

VUVyUx Ø                                                                            (3.2) 

 

koşulunu sağlayan *** ,
λλλ

τ∈VU açık kümeleri vardır. 

Benzer biçimde  her *λλ <  λAyx ∈,  olduğundan   

 

Ø,, =∩∈∈ λλλλ VUVyUx                                                                               (3.3) 

 

koşulunu sağlayan λλλ τ∈VU ,  vardır. 
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*λλ >  için ( )λλ τ,A  uzayı üzerinde  λλλλλλ AVVAUU ∩=∩= ** ,  

alınsın. Ø=∩ λλ VU  olduğu açıktır. Bu durumda ,U
λ

λλUU =  U
λ

λλVV =  

kümeleri  uygun sr yx ,  fuzzy noktalarını kapsayan  ( )*,τA   uzayı üzerinde ayrık 

fuzzy açık kümelerdir, yani ( )*,τA  fuzzy uzayı  Hausdorff uzayıdır. 

 

Açıktır ki  her fuzzy Hausdorff  uzayın kompakt alt kümesi kapalıdır.  

 

Tanım 3.5. ( )*,τA  uzayında U  fuzzy kompakt olmak üzere her tx  fuzzy noktası için 

Uxt ∈  koşulunu sağlayan bir  *τ∈U   fuzzy açık küme varsa ( )*,τA  fuzzy topolojik 

uzayına fuzzy yerel kompakt denir [39]. 

 

Önerme 3.6. ( )*,τA   fuzzy topolojik uzayının fuzzy lokal kompakt olması için gerek 

ve yeter koşul her [ ]1,0∈λ  için ( )*, λλ τA   uzayının yerel kompakt olmasıdır [13]. 

 

İspat.⇒ . Eğer λAz ∈   keyfi bir nokta ise bu durumda ( ) zxA =  olacak biçimde 

Xx ∈  vardır. ( )xAx  noktası  ( )*,τA  uzayı üzerinde bir fuzzy noktadır.  ( )*,τA   fuzzy 

yerel kompakt olduğundan  *τ∈G  açık kompakt komşuluk vardır ve  ( ) Gx xA ∈   

elde edilir. Bu durumda  ( ) zxA =  noktasını içeren λG  kümesi , ( )*, λλ τA   uzayı 

üzerinde açık kompakt kümedir, yani ( )*, λλ τA   uzayı yerel kompakttır. 

 

⇐ . I∈λ  için  ( )*, λλ τA  yerel kompakt uzay ve  Axr ∈  keyfi fuzzy nokta olsun . 

XA =0  olduğundan λAx ∈  olacak biçimde en az bir  I∈λ  vardır. *λ  bu koşulu 

sağlayan en küçük sayı olsun. Bu durumda her  *λλ <  için x   noktası λA  uzayına 

aittir. Her  *λλ ≥  için  λAx ∈  sağlanır. ( )*, λλ τA  uzayı yerel kompakt olduğundan  

*, τλλ ∈∈ UUx  olacak biçimde açık kompakt komşuluk vardır. Böylece  

U
λ

λλUU =  kümesi rx  fuzzy noktasının fuzzy açık kompakt komşuluğudur. 
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Açıktır ki eğer ( )*,τA  uzayı fuzzy Hausdorff  uzay ise bu durumda ( )*,τA  uzayının 

lokal kompakt olması için gerek ve yeter koşul her Axr ∈  noktasının her Gxr ∈  

açık komşuluğu için   

 

−≤∈ VUVVxt ,, kompakt                                                                               (3.4) 

 

olacak biçimde  V  açık kümesinin var olmasıdır. 

 

( ) ( )*
2

*
1 ,,, ττ BA   iki topolojik uzay ,  { }.süreklidirfuzzy: fBAfB A →= , 

 

( ){ ∗≤=ℜ 1,,: τAKAK  fuzzy kompakttır. } 

( ){ ∗≤=ℵ 2,,: τBVAV   açıktır. }                                                                            (3.5) 

 

 olsun. Her ℜ∈K  and ℵ∈V  için  

 

( ){ }VKfBfN A
VK ≤∈= :,                                                                                     (3.6) 

 

alınsın. { }ℵ∈ℜ∈ VKN VK ,:,  alt taban gibi ele alınarak AB  üzerinde üretilen fuzzy 

topolojiye fuzzy kompakt-açık topoloji denir. AB  fuzzy kümesine bu topoloji ile 

birlikte bir fuzzy kompakt-açık topolojik uzay denir  [8]. 

 

( ]
( )λ

λ
λ

λ AA BB U
1,0∈

=  olduğundan  λ
λ
AB  uzayı üzerinde her [ ]1,0∈λ  için 

( ) ( )*
2

*
1 ,,,

λλ
ττ λλ BA   uzaylarından üretilen kompakt açık topoloji verilir. 

 

BABe A →×:  dönüşümü her bir Axr ∈  fuzzy noktası için  ( ) ( )rr xfxfe =,   

olarak tanımlanır ve ABf ∈  dönüşümüne fuzzy evaluation(değerlendirme) 

dönüşümü denir [8]. Bu dönüşüm  

 

λλλλ
λ BABe A →×:  , [ ]1,0∈λ                                                                                (3.7) 
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 biçiminde belirlenir. Her [ ]1,0∈λ  için  λe  dönüşümü sürekli olduğundan e  fuzzy 

dönüşümü de süreklidir. 

 

CBA ,,  fuzzy topolojik uzaylar ve  BACf →×:   fuzzy sürekli dönüşüm olsun. Bu 

dönüşümü kullanarak ( )( ) ( )rssr xyfyxf ,=
∧

 ile  CBAf →
∧

:  fuzzy dönüşümü 

tanımlanabilir. Her [ ]1,0∈λ  için BACf →×:  fuzzy dönüşümü  

λλλλ BACf →×:  dönüşümünü üretir [15]. Aynı zamanda λf  dönüşümü  

λ
λλλ

CBAf →
∧

:  dönüşümünü üretir. 

 

Teorem 3.7. C  fuzzy yerel kompakt Hausdorff  uzayı ve BA,  keyfi fuzzy topolojik 

uzaylar olsun.   Bu durumda BACf →×:  dönüşümünün fuzzy sürekli olması için 

gerek ve yeter koşul  CBAf →
∧

:  dönüşümünün fuzzy sürekli olmasıdır [13]. 

 

İspat. Eğer BACf →×:  sürekli ise her  [ ]1,0∈λ  için λλλλ BACf →×:  

dönüşümü süreklidir. Bu durumda her [ ]1,0∈λ  için λ
λλλ

CBAf →
∧

:  süreklidir [7]. 

Her [ ]1,0∈λ  için eğer  λ

∧

f  sürekli ise  CBAf →
∧

:  fuzzy sürekli dönüşümdür. 

 

Benzer biçimde teoremin diğer kısmı ispatlanır. 
∧

f  sürekli dönüşüm olduğundan 

her [ ]1,0∈λ  için λ

∧

f  sürekli dönüşümü elde edilir. Aynı zamanda λ

∧

f  sürekli 

olduğundan  λλλλ BACf →×:  sürekli dönüşümdür. Böylece BACf →×:  fuzzy 

dönüşümü süreklidir. 

 

Benzer olarak topolojik uzaylarda olduğu gibi fuzzy topolojik uzaylar üzerinde 

( )ACAC BBE →×:   fuzzy ekspiyonensal dönüşüm 

 

( ) ,
∧

= ffE  ( )( )( ) ( ) ( ) ( )srrssr zxfxzfzxfE 





==

∧

,                                                 (3.8) 
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biçiminde tanımlanır [37,8]. 

 

Her  [ ]1,0∈λ   için E  dönüşümünden  ( ) λλλλ
λλλ

ACAC BBE →×:  dönüşümü üretilir. E  

dönüşümünün birebir, örten, fuzzy sürekli ve açık olması için gerek ve yeter koşul 

her [ ]1,0∈λ  için λE  dönüşümünün birebir, örten, sürekli ve açık olmasıdır [15,18]. 

 

Teorem 3.8. A  ve C  fuzzy lokal kompakt Hausdorff uzaylar olsun. Bu durumda her  

B  fuzzy topolojik uzayı için    

 

( )ACAC BBE →×:                                                                                                    (3.9) 

 

fuzzy  ekspiyonensal dönüşüm bir fuzzy homeomorfizmadır [13]. 

 

X  bir topolojik uzay ve ( )XFA∈  bir fuzzy küme olsun. ( )∗τ,A  fuzzy topolojik 

uzay, her I∈λ  için ( )∗
λλ τ,A  bir topolojik uzay olsun. Eğer 21 λλ <  ise  ( )∗

22
, λλ τA   

uzayı    ( )∗
11

, λλ τA  topolojik uzayının alt uzayıdır. 
12

2

1
: λλ

λ
λ AAi →  gömme dönüşümü 

olmak üzere, 

 

{ } { }( )
12

2

1
:, λλ

λ
λλλ AAiA I →∈                                                                                      (3.10) 

 

ailesi topolojik uzayların ters spektridir. 

 

Topolojik uzayların ters spektrine  qH ( )qH  homoloji (kohomoloji)  funktoru 

uygulanırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2112

2

1
}:{},{ λλλλ

λ
λλ <∗

→ AHAHiAH qqq                                                        (3.11) 

[ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ]
2112

2

1
}:{},{ λλλλ

λ
λλ <∗

→ AHAHiAH qqq  

 

grupların ters (düz)  spektri elde edilir. 
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Tanım 3.9.   ( ) ( )λ
λ

τ AHAH qq
I

 ←

∗

∈

= lim:,        [ ( ) ( )λ
λ

τ AHAH qq

I
 →

∗

∈

= lim:, ]      grubuna  

( )∗τ,A  fuzzy topolojik uzayının  q  boyutlu homoloji (kohomoloji) grubu denir. 

 

AA ≤′  olmak üzere ( )AA ′,  ikilisi ele alınsın. Her I∈λ  için λλ AA ⊂′  olduğundan  

 

( ) ( ) ( ){ }{ }( )
211122

2

1
,,:,,

λλλλλλ
λ
λλλλ <∈

′→′′ AAAAiAA I                                                      (3.12) 

 

topolojik uzaylar çiftinin ters spektridir. Bu ters spektre homoloji (kohomoloji) 

funktoru uygulanırsa 

 

( ) ( ) ( ){ }{ }( )
211122

2

1
,,:)(,,

λλλλλλ
λ
λλλ <∗ ′→′′ AAHAAHiAAH qqq                                      (3.13) 

[ ( ) ( ) ( ){ }{ }( ) ]
211122

2

1
,,:)(,,

λλλλλλ
λ
λλλ <

∗ ′→′′ AAHAAHiAAH qqq  

 

grupların ters (düz) spektri elde edilir. 

 

Tanım 3.10.  ( ) ( )λλ AAHAAH qq ′=′
←

,lim:,   grubuna ( )AA ′,  fuzzy topolojik uzaylar 

çiftinin q  boyutlu göreceli homoloji grubu denir. 

 

BA,  fuzzy kümeler ve BAf →:  olmak üzere, 

 

{ }( ) { } { }( ) { } { }( )
12

2

112

2

1
:,:,::,:1 λλ

λ
λλλλ

λ
λλλλλ BBjBAAiABAfIIf I →→→→→=

−

 (3.14) 

 

topolojik uzayların ters spektrlerinin morfizması olmaktadır. Bu morfizmaya 

qH ( )qH  homoloji funktoru uygulanırsa, 

 

( ) ( ) ( ){ }{ } ( ){ } ( ){ }λλλλλλ BHAHBHAHffHIIfH qqqqqIq →→=→=







∗
−

::,:1  

(3.15) 
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grupların ters (düz) spektrlerin morfizması elde edilir. O halde , 

 

( ) ( )BHAHfH qqq →







−←
:lim  [ ( ) ( ) ]BHAHfH qqq →








−→
:lim                      (3.16) 

 

homoloji (kohomoloji) grupların homomorfizmasıdır. 

 

Teorem 3.11.        

A a ( )AH q   ( )[ ]AH q  

BAf →:  a 







−←
fH qlim  [ ]








−→
fH qlim                                                           (3.17) 

 

karşı gelmesi fuzzy topolojik uzaylar kategosinden gruplar kategorisine giden bir 

kovaryant (kontravaryant)  funktordur. 

 

Tanım 3.12. ( )1,τA  ve ( )2,τB  fuzzy topolojik uzaylar ve BAgf →:,  fuzzy sürekli 

dönüşümler olsun. Eğer her I∈λ  için aşağıdaki koşulları sağlayan  BIAF →×:  

fuzzy sürekli fonksiyonu varsa f  , g  ile fuzzy homotoptur denir ve gf ~  

biçiminde yazılır. 

 

( ) ( )xfxF λλ =0,  

( ) ( )xgxF λλ =1,  

( ) ( )xftxF t
λλ =, .                                                                                                    (3.18) 

 

Teorem 3.13. Eğer  BAgf →:,  fuzzy homotop ise 

 







=








−←−←
gHfH qq limlim        [ ]






=








−→−→
gHfH qq limlim                                 (3.19) 

 

sağlanır. Yani homoloji gruplar homotopik invaryanttır. 

 



 45 

İspat: BAgf →:,   fuzzy homotop dönüşümler olsun. Bu durumda her  I∈λ   için  

λλλλ BAgf →:,  dönüşümleri homotoptur. f  ve g  aşağıdaki ters spektrlerin 

morfizmasını belirler. 

 

{ }( )λλλ BAfIIf I →→=
−

:,:1  

{ }( )λλλ BAgIIg I →→=
−

:,:1                                                                            (3.20) 

 

Her I∈λ   için  λλ gf ~   olduğundan 
−−
gf ,   spektral homotoptur. 

 

( ){ } ( ){ }βα nervHnervHgHfH qqqq →
































−−
:,  

 

 grupların ters spektrinin kanonik homotop morfizmalarıdır. O halde [14] den 







=








−←−←
gHfH qq limlim  elde edilir. 

 

( )AA ′,  çifti  alınsın her I∈λ   için ( )λλ AA ′,   çiftinin homoloji (kohomoloji) 

gruplarının tam dizisi aşağıdaki şekildedir. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL →′→′→→′→ −
∂∗

λλλλ
α

λ
λλ AHAAHAHAH qq

p
qq 1,  

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]LL →′←′←←′→ −∂∗
λλλλ

α
λ

λλ AHAAHAHAH qqpqq 1,        (3.21) 

 

Burada λλλα AA →′: , ( )λλλλ AAAp ′→ ,:  gömme dönüşümleridir. Bu dizi 

( )λλ AAH ′,  ile gösterilsin. Her 21 λλ <  için  ( ) ( )
1122

2

1
,,: λλλλ

λ
λ AAAAi ′→′   gömme 

dönüşümü ise 

 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }( )
2122

2

1
,:,,

λλλλλλ
λ
λλλλ <∗∈

′→′′ AAHAAHiAAH I

[ ( ) ( ) ( ){ }{ }( ) ]
211122

2

1
,,:)(,,

λλλλλλ
λ
λλλ <

∗ ′→′′ AAHAAHiAAH qqq                               (3.22) 

 

homoloji tam dizilerin ters (düz) spektri olmaktadır. Bu ters (düz) spektrin limitine  
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( ) ( ) ( ) ( ) LL →′→′→→′→ − AHAAHAHAH qqqq 1,                          (3.23) 

 

( )AA ′,  çiftinin homoloji (kohomoloji) dizisi denir. Tam dizilerin ters spektrinin 

limiti genellikle tam değildir. 

 

Teorem 3.16.  ( )AA ′,    fuzzy kompakt uzaylar çifti olsun. Bu durumda 

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL →′→′→→′→ −
∂∗ AHAAHAHAH qq

p
qq 1,α                    (3.24)  

 

dizisi tamdır . 

 

İspat: ( )AA ′,  çifti fuzzy kompakt fuzzy topolojik uzay ise her I∈λ   için ( )λλ AA ′,   

çifti de kompakt topolojik uzaylar çiftidir. [9] dan ( )′
λAH q , ( )λAH q , ( )′

λλ AAH q ,   

kompakt gruplardır. Böylece her I∈λ  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL →′→′→→′→ −
∂ ∗

λλλλ
α

λ
λλλ AHAAHAHAH qq

p
qq 1,             (3.25)  

 

dizisi kompakt grupların tam dizisidir. Bu dizi ( )[ ]
λ

AAH q ′,  ile gösterilsin. Bu 

durumda 

 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }( )
2122

2

1
,:,,

λλλλλλ
λ
λλλλ <∗∈

′→′′ AAHAAHiAAH I                                         (3.26)  

 

Kompakt grupların tam dizisinin ters spektridir. [9] dan bu şekildeki dizinin ters 

limiti tamdır. Böylece ( )AA ′,  kompakt fuzzy topolojik uzaylar çifti için  homoloji 

grupların aşağıdaki dizisi tamdır, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL →′→′→→′→ −
∂∗ AHAAHAHAH qq

p
qq 1,α                    (3.27)  
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Teorem 3.17. Her ( )AA ′,  fuzzy topolojik uzaylar çifti için kohomoloji grupların 

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL ←′←′←←′← −∂∗ AHAAHAHAH qqpqq 1,α                     (3.28) 

 

dizisi tamdır. 

 

İspat: Her I∈λ   için ( )λλ AA ′,  topolojik uzaylar çiftinin  

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL →′←′←←′→ −∂∗
λλλλ

α
λ

λλ AHAAHAHAH qqpqq 1, = ( )[ ]AAH q ′,          

                                                                                                    

dizisi tamdır. O halde 

 

[ ( ) ( ) ( ){ }{ }( ) ]
211122

2

1
,,:)(,,

λλλλλλ
λ
λλλ <

∗ ′→′′ AAHAAHiAAH                                      (3.29) 

 

tam dizilerin düz spektri olmaktadır. Tam dizilerin düz spektrinin limiti ise tamdır 

[35].Böylece teoremdeki  

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL ←′←′←←′← −∂∗ AHAAHAHAH qqpqq 1,α                     (3.30) 

 

kohomoloji grupların tam dizisi elde edilir. 

 

Teorem 3.18. (Kesme aksiyomu) ( )τ,X bir topolojik uzayında ( )XFAA ∈1,  fuzzy 

kümeler , AA ≤1   ( )∗τ,A  fuzzy topolojik uzayında  U  açık kümesi için 

( )1AIntU c ⊂   olsun. 

 

( ) ( )11 ,,: AAUAUAf →′∧′∧                                                                        

 

fuzzy gömme dönüşümü için   

 

( ) ( )11 ,,: AAHUAUAHf qqq →′∧′∧∗                                                           
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homomorfizması  bir izomorfizmadır. 

 

İspat: ( ) ( )11 ,,: AAUAUAf →′∧′∧  fuzzy gömme dönüşümü ele alınsın. Her 

I∈λ  için λλ AA ⊂1  alt uzay ve ,λU λ1A  uzayında açık olduğundan λλ 1IntAAc ⊂  

sağlanır. 

 

( ) λλλλλ UAUAUA −=∩=∧  

 

olduğundan ( )λλ 1, AA  için 

 

( ) ( )λλλλλλλ 11 ,,: AAUAUAf →−−  

 

gömme dönüşümü için  

 

( ) ( )λλλλλλλ 11 ,,: AAHUAUAHf qqq →−−∗  
 
 
izomorfizmasıdır.  O halde { }qf λ∗  ailesi ( ){ }λλλλ UAUAH q −1,,  ters spektrinden 

( ){ } IAAH q ∈λλλ ,, 1  ters spektrine giden izomorfizmalar ailesidir. Böylece 

qq ff
I

λ
λ
 ←∗
∈

= lim   homomorfizması  

 
( ) ( )11 ,,: AAHUAUAHf qqq →′∧′∧∗  

 
bir izomorfizmadır. 
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BÖLÜM 4. SPEKTRAL HOMOLOJİ  TEORİ 

 

4.1. Spektral Homoloji Gruplar 

 

Tanım 4.1.1. X   fuzzy topolojik uzay ve { } Iiiff ∈= , X   fuzzy topolojik uzayının 

bir örtümü olsun. Yani 1=∨ ii
f   sağlanır. X  uzayının tüm açık örtümlerinin kümesi 

( )XCov  ile gösterilir. 

 

X  fuzzy topolojik uzay ve A , X  uzayında kapalı fuzzy küme olsun. { } IIiAif
⊂′∈

, A  

uzayının bir örtümü ve ( ){ }Aii ff ,  çifti ( )AX ,  uzayının bir örtümüdür. ( )AX ,  

uzayının tüm açık örtümlerinin kümesi ( )AXCov ,  ile gösterilir. 
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{ } Iiiff ∈= , { }
Jjjg

∈
 X  uzayının örtümleri olsun. Her Ii ∈  için    ji gf ≤  koşulunu 

sağlayan en az bir Jj ∈  varsa f  örtümüne g  örtümünün inceltilmesi denir ve 

gf >  biçiminde gösterilir. ( )XCov  ve ( )AXCov ,  örtümleri inceltilme bağıntılarına 

göre yönlendirilmiş kümelerdir. 

 

Eğer  gf >  ise ve JIp →:  dönüşümü her Ii ∈  için ( )ipi gf ≤  biçiminde 

tanımlanırsa  

 

nervgnervfp f
g →:                                                                                                 (4.1) 

 

tepeyi tepeye taşıyan simplisial komplekslerin morfizmasıdır.  

 

Lemma 4.1.2. { } Iiiff ∈= , { }
Jjjg

∈
 iki örtüm olsun. Eğer JIp →: , JIq →:  için 

( )ipi gf ≤  ve ( )iqi gf ≤   koşulu sağlanıyorsa  

 

nervgnervfqp f
g

f
g →:,                                                                                           (4.2) 

 

morfizmaları simplisial denktir. 

 

İspat: { } Iiiff ∈= , { }
Jjjg

∈
 ve JIpp →′ :,  için  ( )ipi gf ≤  ve ( )ipi gf ′≤  sağlanır. 

Eğer  ( )kiii ,,, 21 K , nervf  simplisial kompleksinin bir simpleksi ise 0
1

≠∧
= ni

k

n
f  elde 

edilir. Buradan 

 

( ) 0
11

≠∧>∧
== kn i

k

nip

k

n
fg ,  ( ) 0

11
≠∧>∧

=′= nn i

k

nip

k

n
fg                                                             (4.3) 

 

sağlanır.  

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 0
,

≠∧=∧∧∧>′∧∧∧=′∧∧
nmn iiimmnnmnmn

fffipipipip  .                 (4.4) 
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Yani ( ) ( ) ( ) ( )( )kk ipipipip ′′ ,,,,, 11 KK  bir simplekstir ve f
g

f
g qp ,  dönüşümleri 

simpleksi bir simpleksin sınırına taşır. Bu durumda bu dönüşümler simplisial denktir. 

 

YX →:ϕ  fuzzy topolojik uzayların dönüşümü ve { } Iiiff ∈= , Y   uzayının bir 

örtümü olsun. ( ) ( ) ( ){ } Iiii fff ′∈
−−− ≠= 0: 111 ϕϕϕ  için 

 

( ) ( ) ( ) 11111 ==∨=∨ −−− ϕϕϕ ii ff                                                                            (4.5) 

 

sağlanır. Eğer ( )kiiis ,,, 21 K= , ( )fnerv 1−ϕ  simplisial kompleksinin herhangi bir 

simpleksi ise ( ) 01

1
≠∧ −

= ij

k

j
fϕ   bu durumda 0

1
≠∧

= ij

k

j
f  elde edilir. Yani ( )kiiis ,,, 21 K=  

simpleksi nervf  simplisial kompleksinin simpleksidir. Bundan dolayı ( )fnerv 1−ϕ  

kompleksi nervf  simplisial kompleksinin alt kompleksidir. 

 

( ) nervffnervf →−1: ϕϕ                                                                                        (4.6) 

 

ile gömme morfizması gösterilsin. Eğer gf >  ise simplisial denklik sınıfında 

aşağıdaki diyagram komütatiftir.  

 

( )
( )
( ) ( )gnervfnerv

nervgnervf

f
g

f
g

p

gf

p

11
1
1

−−  →
↑↑

→

−
−

ϕϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ

                                                                    (4.7)            

 

Teorem 4.1.3. Her X  fuzzy topolojik uzayı için 

 

{ } ( ) { }( ) ( )XnervnervgnervfpnervfX
gf

f
gLCovf X =→

<∈ :,a                                   (4.8) 

 

ve her YX →:ϕ  fuzzy topolojik uzayların dönüşümü için  

 

( ){ }
( )XCovff nervffnervYX

∈
−

∗ →=→ 1:: ϕϕϕϕ a                                            (4.9) 
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karşı gelmesi fuzzy topolojik uzaylar kategorisinden simplisial komplekslerin ters 

spektrler kategorisine giden kovaryant funktordur. 

 

(4.8)  ters spektrine )( q
q HH  homoloji funktoru uygulanırsa, 

 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }
gfqq

f
gqLCovfq nervgHnervfHpHnervfH X >∈

→:,                               (4.10) 

[ ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }
gf

qqf
g

q
LCovf

q nervgHnervfHpHnervfH X
>∈ →:,                

 

grupların ters (düz) spektri elde edilir. 

 

Tanım 4.1.4. ( ) ( )nervfHXH qq ←
= lim  ( ) ( )[ ]nervfHXH qq

→
= lim                        (4.11) 

 

grubuna  X  fuzzy topolojik uzayının q boyutlu homoloji (kohomoloji) grubu denir. 

 

Homoloji (kohomoloji) funktorun kovaryant (kontravaryant) olması ve Teorem 4.1.3  

ele  alınırsa aşağıdaki teorem kolayca ispatlanır. 

 

Teorem 4.1.5.  

( )XHX qa  ,  ( ) ( ) ( )YHXHHYX qqq →→ :: ϕϕ a                                     (4.12) 

[ ( )XHX qa  ,  ( ) ( ) ( )XHYHHYX qqq →→ :: ϕϕ a ] 

 

karşı gelmesi fuzzy topolojik uzaylar kategorisinden gruplar kategorisine giden bir 

kovaryant funktordur. 

 

Aşağıda topolojik uzayların homoloji grupları ile  uygun fuzzy topolojik uzayın 

homoloji grupları arasında bağıntı kurulmaktadır. 

 

( )TX ,  bir topolojik uzay olsun. ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayının τ  topolojisi  

( ) τδ ∈UU  ailesinden oluşsun. Eğer ( ) IiiU ∈=α  , ( )TX ,  uzayının açık bir örtümü ise  
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( )








≠=
=
IK

k

j
ijk Uiinerv

1
1 0:,,α                                                                            (4.13) 

 

şeklinde belirlenir. Açıktır ki { }
IiU i ∈

= δδα   ailesi de X  fuzzy topolojik uzayının açık 

bir örtümüdür. 

 

Eğer ( )kiiis ,,, 21 K= αnerv∈  bir simpleks ise bu durumda 0
1

≠∧
= ijU

k

j
δ   olduğundan  

s  simpleksi  αδnerv   simplisial kompleksine aittir. Tersine s ∈ αδnerv  ise  

( 0
1

≠∧
= ijU

k

j
δ )   0

1

≠
=
I

k

j
ijU  olacağı açıktır  ve bu durumda  s ∈ αnerv  elde edilir. 

 

Böylece αnerv = αδnerv  olduğu söylenebilir. Buradan aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

Teorem 4.1.6. Eğer ( )τ,X  fuzzy topolojik uzayı ( )TX ,  topolojik uzayından 

üretilirse ( )TX ,  uzayının homoloji (kohomoloji) grubu ( )τ,X  fuzzy topolojik 

uzayının homoloji (kohomoloji) grubuna eşittir. 

 

L  bir F  latis olsun. Her ( )TX ,  klasik topolojik uzayı için ( )TLω  ile X  uzayından 

L  latisine giden tüm alttan yarı sürekli dönüşümlerin ailesi gösterilsin. 

 

( )τ,X  fuzzy topolojik uzayı, X⊂Α  ve her La ∈  için  

 

( ) ( ){ }Α∈= AAA aa :ι                                                                                             (4.14) 

 

biçimindedir . Burada  

 

( ) ( ){ }axAxA a >= :                                                                                               (4.15) 

 

şeklinde tanımlanır. ( )τιL  ile ( )τιa
La

U
∈

 alt tabanı ile üretilen X  üzerindeki topoloji 

gösterilir.  
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L  tam latis olmak üzere L  üzerinde { }Laa ∈↓ : { }( )abLba <<∈=↓ :  alt 

tabanından üretilen topolojiye alt topoloji denir. ( )TX ,  topolojik uzay, L  tam latis 

olsun. Eğer LXf →:  dönüşümü alt topoloji için sürekli ise f  dönüşümüne alttan 

yarı süreklidir denir. 

 

( )TX ,  topolojik uzayı için ( )TLω  ile ( )TX ,  uzayından L  latisine giden tüm alttan 

yarı sürekli dönüşümlerin ailesidir. 

 

Her ( )TX , , ( )SY ,  topolojik uzayı için ve her YXf →:  topolojik uzayların 

morfizması için 

 

( ) :→= ffLω ( )( ) →TX Lω, ( )( )SY Lω,                                                                (4.16) 

 

biçimindedir .Her ( )TX , , ( )SY ,  topolojik uzayı için ve ( ) ( )µτ ,,: YXf →→  fuzzy 

dönüşümü için 

 

( ) :ffL =→ι ( )( ) →τιLX , ( )( )µιLY ,                                                                    (4.17) 

 

biçimindedir. ( ) ITXf →,:  olmak üzere  II X
T →:ω  

 

( ) ∨=fTω { −f:α alttan yarı süreklidir. }                                                         (4.18) 

 

şeklinde olur ve ( )TX ,  için  

 

( ) ( ){ }1: =⊂= AXAi χττ .                                                                                    (4.19) 

 

{ } δ⊂= iff   örtümü ele alınsın. Ia ∈∀  için 

 

( )( ) ( ){ }axfXxf iai >∈= :                                                                                    (4.20) 
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sağlanır. Ifff
kiii ∈≠∧∧∧ 0

21
L   alınırsa 

 

( )( ) ( ){ }1111
: axfXxf iai >∈=  

( )( ) ( ){ }2222
: axfXxf iai >∈=  

M             M  

( )( ) ( ){ }kiai axfXxf
kkk

>∈= :                                                                               (4.21) 

 

olduğundan ve 

 

0
21

>∧∧∧
kiii fff L                                                                                            (4.22) 

 

sağlandığından  0>∃a  öyleki  

 

( )( ) axf i >
1

, ( )( ) axf i >
2

, ... , ( )( ) axf
ki

>                                                               (4.23) 

 

elde edilir. 

 

( )
( )

,
1 aifx ∈ ( )

( )
,

2 aifx ∈  ... , ( ) ,
aik

fx ∈                                                                    (4.24) 

 

olduğundan   ( )( )I 0≠
ijaijf    sağlanır. 

 

YX →:ϕ  dönüşümünden elde edilen YX II →→ :ϕ   için { } { }ii fg >   inceltilmesi 

ele alınsın. Yani  ( )jij fg ≤   ise bu durumda  

 

( )
( )

( ){ }axgXxg jaj >∈= :                                                                                  (4.25) 

 

ve 

 

( )( )
( )

( )( ) ( ){ }axgxfXxf iijaji >≥∈= :                                                                 (4.26) 
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olduğundan  

 

( )
( )

{ } ( )( )
( )

{ }
ajiaj fg >                                                                                               (4.27) 

 

sağlanır. Böylece  

 

{ } ( ) ( ){ } ( ) ( )XCovfiICovf fnervinervfi X ∈∈ →:                                                               (4.28) 

 

için 

 

( ) ( )( )fnerviHnervfHi qq ←←∗ → limlim:                                                                 (4.29) 

 

homomorfizması tanımlanır. 

 

Teorem 4.1.7.  ∗i  homomorfizması bir monomorfizmadır. 

 

Aşağıda  fuzzy topolojik uzaylarda  tanımlanan homoloji(kohomoloji) funktorlar için 

homoloji (kohomoloji) teorinin aksiyomlarının sağlandığı kontrol edilmektedir. 

 

Fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde bir noktalı fuzzy uzay tanımlanmamaktadır. 

Fuzzy topolojik uzaylar kategorisinde bir noktaya benzer uzay olarak { }∗=P   bir 

noktalı topolojik uzay olmak üzere PL  fuzzy uzayı ele alınsın. 

 

Teorem 4.1.7. PL  bir noktaya benzer uzayların yukarıdaki topoloji ile birlikte 

homoloji ve kohomoloji grupları  trivialdir. 

 

İspat:  Her PLc ∈  fuzzy kümesi sabit dönüşüm olduğundan bunun örtümü olarak 

kendisi ele alınabilir. Böyle örtümden oluşan simplisial kompleks bir noktadan 

oluştuğundan homoloji (kohomoloji) grupları trivialdir. 

 

4.2. Kesme Aksiyomu 
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Teorem 4.2.1.(Kesme aksiyomu) X  fuzzy topolojik uzay A  ise X  uzayında bir 

fuzzy küme olsun. Eğer U  fuzzy kümesi X  fuzzy topolojik uzayında açık  ve 

( )AIntU ⊂  ( )XA ⊂  sağlanıyorsa 

 

( ) ( )AXUAUf ,,: →′∧′→                                                                                (4.30) 

 

gömme dönüşümü için 

 

( ) ( )AXHUAUHf qqq ,,: →′∧′∗                                                                    (4.31) 

 

homomorfizması bir izomorfizmadır. 

 

İspat: D , ( )AVV αα ,  ile indisli   ( )AXCov ,   kümesinin aşağıdaki koşulları sağlayan 

örtümü olsun. 

 

 (1)   Eğer 0≠∧Uυα  ise AVαυ ∈   ve  A∈υα . 

teoremin sonucu aşağıdaki üç önermenin bir sonucudur. 

(2) D , ( )AXCov ,  kümesinin kofinal alt kümesidir. 

(3) ( )Df ← , ( )UAUCov ′∧′,  kümesinin kofinal alt kümesidir. 

(4) Eğer D∈α  ve αβ ←= f   ise 

 

( ) ( )( ) ( ))(),(,: AnervXnervHUAnervUnervHf qq ααββα ≈′∧′∗                          (4.32) 

 

izomorfizmadır. (2) yi ispatlamak için, ( )AVV αα ,   ikilisi ile indisli ( )AX ,  ikilisinin 

herhangi bir α  örtümü ele alınsın. V ′ , αV  ile ayrık bir küme olsun ve AVα  ile bire-bir 

uygunluk sağlansın. Bir AVαυ ∈   için V ′  nün uygun elemanı υ ′   ile gösterilecektir. 

( )AX ,    fuzzy uzayının indis kümesi  ( )VVVV A ′∪′∪ αα ,   olan aşağıdaki gibi 

tanımlanan γ  örtümünü ele alalım. 
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( )′−= Uυυ αγ ,    αυ V∈  

( )AInt∩=′ υυ αγ  ,    V ′∈′υ                                                                                (4.33) 

 

( ) ( )AIntU c ⊂   olduğundan γ , ( )AX ,   ikilisinin bir örtümüdür. Ayrıca γα <  ve 

D∈γ   sağlanır. 

 

( )AVV ′
ββ ,   ile indisli  ( )UAU ′∧′,   ikilisinin herhangi  β   örtümü ele alınsın. Aynı  

( )AVV ′
ββ ,   ikilisi ile indisli  ( )UAUCov ′∧′∈ ,α   aşağıdaki gibi alınsın, 

 

( )U∨= υυ βα                                                                                                        (4.34) 

 

bu durumda  αβ ←= f   dır. D∈γ , γα <   olarak seçilirse  γαβ ←← <= ff   elde 

edilir. Bundan dolayı ( )Df ←   örtümü ( )UAUCov ′∧′,   kümesinin kofinal alt 

kümesidir. 

 

(3) ü ispatlamak için  

 

( ) ( ) ( )AnervUnervXnerv αβα ∪′=  

( ) ( ) ( )AnervUnervXnerv αββ ∪′=                                                                        (4.35) 

 

olduğunu ispatlamak yeterlidir. 

 

( ) ( )( ) ( )AnervXnervUAnervUnerv ααββ ,,, ′∧′   kompleksinin alt kompleksi 

olduğundan aşağıdaki gömmeler elde edilir.  

 

( ) ( ) ( )AnervUnervXnerv αβα ∪′⊃  

( ) ( ) ( )AnervUnervUAnerv αββ ∩′⊂′∧                                                                (4.36) 

 

Böylece geriye,  
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( ) ( ) ( )AnervUnervXnerv αβα ∪′⊂                   

( ) ( ) ( )AnervUnervUAnerv αββ ∩′⊃′∧                                                                (4.37) 

 

olduğunu ispatlamak kalmaktadır.  

 

s ,  ( )Xnervα  simplisial kompleksinin bir simpleksi olsun  ve ( )Unerv ′β   

kompleksine ait olmasın. Bu durumda  ( ) 0≠scarα  sağlanır ve 

( ) ( ) 0==′∩ scarUscar βα   elde edilir. Sonuç olarak ( ) Uscar ⊂≠0   bulunur. Bu 

sonuç şunu gerektirir, s simpleksinin her υ   tepesi için 0≠∩Uυα   elde edilir. 

Bundan dolayı D∈α  olduğundan  AVαυ ∈   elde edilir. AU <   olduğundan, 

( ) ( ) 0≠∩ Ascarα  elde edilir ve bundan dolayı  s, ( )Anervα   kompleksinin bir 

simpleksidir. Bu (4.2.8) ifadesinin birinci kısmını ispatlıyor. 

 

,s ( ) ( )AnervUnerv αβ ∩′   kompleksinin bir simpleksi olsun. Buradan s   

simpleksinin tepeleri  AVα   kümesine aittir ve  

 

( ) ( ) ( ) 0≠=′∧ scarUscar βα                                                                                  (4.38) 

 

elde edilir. Eğer ( ) ( )Uscar ′<α  ise bu durumda  

 

( ) ( ) =′∧∧ UAscarβ ( ) ( ) ( ) =∧′∧ AUscarα ( ) ( ) 0≠∧ Ascarα                              (4.39) 

 

elde edilir ve s  ( )UAnerv ′∧β  kompleksine aittir. Eğer ( ) ( ) 0≠∧ Uscarα  ise  ,α  D  

örtümüne ait olduğundan s  simpleksinin her ν  tepesi için  A⊂να   sağlanır.  

 

Böylece ( ) ( )Ascar <α   elde edilir ve 

 

( ) ( ) =′∧∧ UAscarβ ( ) ( ) ( ) =∧′∧ AUscarα ( ) ( ) 0≠′∧ Uscarα                             (4.40) 
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sağlanır. Bundan dolayı s , ( )UAnerv ′∧β   kompleksine aittir.  

 

4.3. Homotopi Aksiyomu 

 

Aşağıdaki teoremde A. R. Salleh [32] tarafından verilen homotopi ele alınmaktadır. 

 

Teorem 4.3.1. (Homotopi aksiyomu): Eğer ( ) ( )ττ ′→ ,,:, YXgf  fuzzy dönüşümleri 

fuzzy homotop ise  

 

( ) ( )GYHGXHgf qqqq ;;: →= ∗∗                                                                         (4.41) 

 

sağlanır. 

 

Bu teoremin ispatı için önce aşağıdaki lemmaların ispatlanması gerekmektedir. 

 

Lemma 4.3.2. ( )eI τ~,  fuzzy birim aralığında her açık bağlantılı fuzzy küme 

desteği ( )ba,  açık aralığı olan fuzzy kümedir. 

 

İspat: Her G  bağlantılı açık fuzzy küme için bu kümenin desteği IG ⊂0  kümesi 

bağlantılı açık küme olduğundan ( )baG ,0 =   dır. 

 

Lemma 4.3.3. ( )eI τ~,  fuzzy birim aralığında destekleri açık aralıklar olan fuzzy 

kümeler eτ~  topolojisinin bir tabanıdır.  

 

İspat: Eğer eG τ~∈  ise eG τ∈0  sağlanır. Bu durumda ( )U
Ii

ii baG
∈

= ,0  yazılabilir.  Her 

Ii ∈  için iG  fuzzy kümesi 

 

( )
( ) ( )

( )



∉
∈

=
ii

iii

bat
battG

tG
,0
,,

                                                                                    (4.42) 
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biçiminde tanımlansın. iG  kümeleri açık fuzzy kümelerdir ve i

Ii
GG

∈
∨=  sağlanır. 

 

Lemma 4.3.4. ( )eI τ~,  fuzzy birim aralığının her sonlu açık bağlantılı örtümü için 

αnerv  simplisial kompleksi asikliktir.  

 

İspat: ( )eI τ~,  fuzzy birim aralığının herhangi sonlu açık bağlantılı fuzzy kümelerden 

oluşan { }nGGG ,...,, 21=α  örtümü genelliği bozmadan karşılaştırılamaz   fuzzy 

kümeler olarak ele alınabilir. iG  fuzzy kümeleri ( ) ( )ii
i baG ,0 =  aralıklarının uç 

noktalarının artmasına göre düzenlensin. Bu durumda 

 

01 ≠∧ +ii GG , 0=∧ ji GG   1,1 +−≠ iij  ;    ( )0
10 G∈ , ( )01 nG∈                   (4.3.3) 

 

sağlanır. Eğer αα nervnervpi →: , ni ,1=  simplisial dönüşümleri  

 

( )




>
≤

=
ijU
ijU

Up
i

j
ji                                                                                              (4.43) 

 

şeklinde tanımlanırsa 1, +ii pp  simplisial dönüşümlerinin simplisial denk olduğu 

görülür. O halde 1p  ile np  simplisial denk dönüşümlerdir. 1p  sabit  np  ise birim  

 

dönüşüm olduğundan ( ) ( ) 0=∗= qq HnervH α  olmaktadır. 

 

Lemma 4.3.4.  ün ispatında ele alınan bağlantılı açık örtümler ( )eI τ~,  birim aralığının  

kofinal alt kümesidir. Bu şekildeki örtümlere regüler örtüm denir.  

 

Herhangi { } ( )XCovU Iii ∈= ∈α  fuzzy açık örtümü ele alınsın. Her Ii ∈  indisine 

karşı ( )eI τ~,  fuzzy birim aralığının indisi ( )ii nN ,...,1,0=  olan regüler β  örtümü 

karşı gelsin. W  kümesi  

 

( ){ }iNjIijiW ∈∈= ,:,                                                                                        (4.44) 
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ise bu durumda  

 

{ }
( ) Wji

i
jiji VU

∈
×==

,,γγ                                                                                         (4.45) 

 

ailesi IX ×  fuzzy uzayının fuzzy açık örtümüdür. Böyle örtümlere tuğla örtüm 

denir. 

 

Lemma 4.3.5. Tuğla örtümler ( )IXCov ×  kümesinin kofinal alt kümesidir. 

 

İspat: { } ∈= ∈KkkAδ ( )IXCov ×  herhangi bir örtüm olsun. Her ( )µλ τ,x  fuzzy 

noktası için ( ) XxU ⊂µλ τ, , ( ) IxV ⊂µλ τ,  fuzzy açık kümeleri 

( )×µλ τ,xU ( ) kAxV <µλ τ,  olacak biçimde seçilsin. λx  fuzzy noktası sabit 

tutulduğunda ( ){ }µλ τ,xV  ailesi ( )eI τ~,  fuzzy birim aralığının açık bir örtümü 

olmaktadır.Yukarıdaki lemmadan bu örtümün sonlu regüler λβ x inceltilmesi vardır. 

O halde λβ x
i  fuzzy açık kümesi için ( )×ixU ,λ

λβ x
i kA<  sağlanacak şekilde 

( ) XixU ⊂,λ  fuzzy açık kümesi bulunabilir. Buradan ( )
i

xU ∧=λ ( )ixU ,λ  ise 

( ){ }λβλ
x

ixU ×  ailesi IX ×  fuzzy topolojik uzayının tuğla örtümüdür ve δ  

örtümünün bir inceltilmesidir. 

 

Lemma 4.3.6.  Eğer γ  ailesi IX ×  fuzzy topolojik uzayının tabanı α  olan tuğla 

örtümü ve αnerv  simpleks ise γnerv  simplisial kompleksi asikliktir (homoloji 

grubu sıfırdır).  

 

İspat: { } IiiU ∈=α , { }
( ) Wji

i
ji VU

∈
×=

,
γ  olsun. ( )eI τ~,  uzayının δ  örtümü 

 

{ }
( ) Wji

i
jji V

∈
==

,,δδ                                                                                                (4.46) 

 

biçiminde tanımlansın. Eğer s  tepeleri  ( ) ( ) Wjiji nn ∈,,,, 00 K  olan bir simpleks ise  
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( ) 




 ∧∧





 ∧=





 ∧∧





 ∧=×∧

===== kkk

k

kk

k

kk ji

n

ki

n

k

i
j

n

ki

n

k

i
ji

n

k
UVUVU ,00000

δ                                  (4.47) 

 

sağlanır.  αnerv  simpleks olduğunda 0
0

≠∧
= ki

n

k
U  elde edilir. Buradan  

 

( ) 00 ,00
=∧⇔=×∧

== kk

k

kk ji

n

k

i
ji

n

k
VU δ                                                                            (4.48) 

 

sağlanır. O halde δγ nervnerv =  eşitliği vardır ve  Lemma 4.3.4. den  δnerv  

asikliktir. 

 

Eğer γ  ailesi IX ×  fuzzy topolojik uzayının tabanı α  olan tuğla örtümü ise  

 

( ) ( )0,iil = , ( ) ( )iniiu ,=                                                                                         (4.49) 

 

formülü ile tanımlanan  γα nervnervul →:,  simplisial dönüşümleri için  

 

( ) ( )γα nervHnervHul qqqq →= ∗∗ :                                                                     (4.50) 

 

sağlanır [9]. 

 

Teorem 4.3.1 in ispatı: IXXgf ×→:, 00 fuzzy dönüşümleri her Xp ∈  fuzzy 

noktası için ( ) ( )0,0 ppf = , ( ) ( )1,0 ppg =  şeklinde tanımlansın. O halde eğer 

YIXH →×: , f  ve g  dönüşümleri arasında fuzzy homotopi ise 

0fHf o= , 0gHg o=  sağlanır. Bundan dolayı teoremi ispatlamak için 

qq gf ∗∗ = 00  olduğunu göstermek yeterlidir. 

 

Tuğla örtümleri ( )IXCov ×  kümesinin kofinal alt küme olduğundan IX ×  fuzzy 

uzayının homoloji gruplarının tanımında tuğla örtümleri ele alınabilir. γ  ailesi IX ×  
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fuzzy uzayının tabanı α  olan herhangi tuğla örtümü olsun. ( )γγ 1
00
−= f , ( )γγ 1

01
−= g  

örtümleri için 

 

( ) γγγ nervnervfi f →−1
0, :

0
 

( ) γγγ nervnervgig →−1
0, :

0
                                                                                    (4.51) 

 

simplisial dönüşümleri ele alınsın. Eğer γα nervnervu →′ : , 

( )γγπ 1
0: −→ nervfnerv  dönüşümleri 

 

( ) ( )iniiu ,=′ , ( ) ( )0,, iji =π                                                                                    (4.52) 

 

formülleri ile tanımlanırsa (4. 49)  ifadesindeki dönüşümler için  

 

uiu g ′= oγ,0
, uil f ′= πγ,0

                                                                                       (4.53) 

 

eşitlikleri elde edilir. Buradan ise ( ) ( )
qfqg ii

∗∗
= γγ ,, 00

 ve dolayısıyla qq gf ∗∗ = 00  elde 

edilir. 

 

4.4.Sınır Operatörü ve Tamlık Aksiyomu 

 
Tanım 4.4.1. ( )AXCov ,∈α olmak üzere ( )AnervXnerv αα ,  ikilisinin homoloji 

(kohomoloji)  dizisi   

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL ←←←←← + nervAnervXHnervAHnervXHnervAnervXH qqqq ,, 1

( ) ( ) ( ) ( )[ ]LL →→→→→ + nervAnervXHnervAHnervXHnervAnervXH qqqq ,, 1  

 

[ ]α
α SS  ile gösterilsin. ( )AXCov ,  kümesinde βα <  ise  

 

αβ
β
απ SS →:   [ ]βαβ

απ SS →:   ,                                                                        (4.54) 
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( ) →AnervXnerv ββ , ( )AnervXnerv αα ,  izdüşümü ile üretilen  dönüşüm olsun. 

Burada limite geçilirse ( )AX ,  ikilisinin homoloji (kohomoloji) dizisi elde edilir, 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) LL ←←←←← +
∂′′′ ∗∗ AXHAHXHAXH qAXq

i
AXq

j
q ,, 1,,     (4.55) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )[ ]LL →→→→→ +′′′ ∗∗

AXHAHXHAXH q
AX

qi
AX

qjq ,, 1
,,

δ  

 

( ) ( )0,,: ACovAXCov →φ , ( ) ( )0,,: XCovAXCov →ψ  olarak ele alınsın. 

( )AXCov ,∈α , ( )AVV αα ,  ile indisli olsun. φα , ( )0,AVα   ile indislidir ve AVαν ∈  için 

( ) νν αφα ∧= A  sağlanır. αψ  örtümü ( )0,αV  ile indislidir ve ( ) νν αψα =  sağlanır. 

Buradan 

 

AnervAnerv φαα =  ,        XnervXnerv ψαα =                                                        (4.56) 

 

elde edilir. φ   ve Ψ   dönüşümleri ve homoloji grupların uygun idantik dönüşümü 

için ters sistemlerin aşağıdaki dönüşümü elde edilir, 

 

( ){ }
( )

( ){ }
( )AXqAq AnervHAnervH

,0,
,,: α

βα
α
βα ππ →Φ  

( ){ }
( )

( ){ }
( )AXqXq XnervHXnervH

,0,
,,: α

βα
α
βα ππ →Ψ                                            (4.57) 

 

Φ  ve Ψ  dönüşümlerinin ters limitleri homomorfizmalardır, 

 

( ) ( )( )AXqq AHAH ,: →Φ∞  ,   ( ) ( )( )AXqq XHXH ,: →Ψ∞ .                                 (4.58) 

 

kohomoloji için düz sistemlerin Φ  ve ψ  dönüşümleri ve bunların limitleri 

 

( )( ) ( )AHAH q
AX

q →Φ∞
,:  ,   ( )( ) ( )XHXH q

AX
q →Ψ ∞

,:                                 (4.59) 

 

biçimindedir. 
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Lemma 4.4.2.  ∞
∞∞ ΦΨΦ ,,  ve ∞Ψ  izomorfizmalardır. 

 

İspat: Φ  dönüşümünün görüntü kümesinin ( )0,ACov  kümesinde ve Ψ  

dönüşümünün görüntü kümesinin ( )0,XCov  kümesinde kofinal olduğunu göstermek 

yeterlidir. ∈α ( )0,ACov , ( )WV ,  ikilisi ile indisli olsun. +V  ile V  ve V  kümesine 

ait olmayan bir 0ν  elemanı gösterilsin. Her bir V∈ν  için X  uzayında  νν βα ∧= A  

olacak biçimde νβ  seçilsin. X=
0νβ  olarak tanımlansın. Bu durumda 

( )AXCov ,∈β  örtümünün ( )VV ,+   indis kümesi vardır, böylece φβα <  sağlanır ve 

Φ  dönüşümünün görüntü kümesi kofinaldir. 

 

∈α ( )0,XCov , ( )WV ,  ile indisli olsun. Bu durumda α  ile ( )VV ,  ile indisli bir 

( )AXCov ,∈β  örtümü tanımlanır. ψβ  örtümü α  örtümü ile aynıdır fakat  ( )0,V  ile 

indislidir. Böylece  ψβα <  sağlanır ve ψ  dönüşümünün görüntü kümesi kofinaldir. 

 

Tanım 4.4.3.   ( ) ( )AHAXH qq 1,: −→∂ ,  ( ) ( )AXHAH qq ,: 1+→δ  

homomorfizmaları  

 

( ) ( )( ) ( )AHAHAXH qAXqq 1,1, −
Φ

−
∂′ ←→ ∞ ,  ∂′Φ=∂ −

∞
1                                   (4.60) 

 

ve 

 

( ) ( )( ) ( )AXHAHAH q
AX

qq ,1
,

+′Φ →← ∞ δ , ( ) 1−∞Φ= δδ                                 (4.61) 

 

biçimindedir. 

 

Teorem 4.4.4. ( ) ( )BYAXf ,,: →  olsun bu durumda ( ) ∗∗
∂=∂ ff A   ve  

( ) δδ ∗∗ = ff A sağlanır. 

 

İspat: Bu teorem homoloji için aşağıdaki diyagramın kamütatifliğinin açık bir 

sonucudur, 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )BHBHBYH

fff

AHAHAXH

qqq

AA

qqq

11

11

,

,

−
Φ

−
∂′

∗∗∗

−
Φ

−
∂′

←→
↓′↓↓

←→

∞

∞

                                              (4.62) 

 

Burada ( ) ∗
′

Af  uygun limit dönüşümü olarak tanımlanır. Her bir karede komütatiflik 

bağıntısı tanımların bir sonucudur. Kohomoloji için ispat benzer biçimdedir. 

 

Teorem 4.4.5. ( )AX ,  ikilisinin homoloji (kohomoloji) dizi ile düzenlenen (adjusted) 

homoloji (kohomoloji) dizi  izomorfiktir. İzomorfizma [ ]∞∞
∞∞ ΨΦΨΦ ,,   

dönüşümleriyle ve ( ) ( )[ ]AXHAXH q
q ,,  üzerinde örten idantik dönüşümle verilir. 

 

İspat: İspat homoloji için verilmektedir. Kohomoloji için ispat benzer biçimdedir. 

Bunun için aşağıdaki diyagramın komütatif olduğunu göstermek yeterli olmaktadır. 

 

( )AXH q ,1+     

∂′

∂

   
( ) ( )

( )( ) ( )( )AXq
i

AXq

q
i

q

XHAH

XHAH

,, →
Ψ↓Φ↓

→

∗

∗

′
∞∞      

∗

∗

′j

j

     ( )AXH q ,            (4.63) 

      

Soldaki üçgenin komütatifliği ∂  dönüşümünün tanımının direk bir sonucudur. 

Ortadaki karede kamütatifliği ispatlamak için ∗∞ ′Φ i   ve  ∞∗Ψi   dönüşümlerini ele 

alalım. Bu dönüşümler 

 

( ){ }
( )

( ){ }
( )AXqAq XnervHAnervH

,0,
,,:, α

βα
α
βα ππητ →                                           (4.64) 

 

dönüşümlerinin limitleridir. τ  dönüşümü her bir ( )AVV αα ,  ile indisli ( )AXCov ,∈α  

örtümünü ( )0,AVα  ile indisli ( )0,ACov∈Φ= ατα  örtümüne götürür. Burada 

( ) νν ατα ∧= A  eşitliğini sağlanır. Üstelik ,τα  XnervAnerv ατα ⊂  gömmesinden  

üretilen ( ) ( )XnervHAnervH qq ατα →  bir dönüşümdür. η  dönüşümü ( )AVV αα ,  ile 
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indisli ( )AXCov ,∈α  örtümünü ( )0,V  ile indisli ( )0,1 ACovi ∈Ψ= − αηα  örtümüne 

taşır. Burada ( ) νν αηα ∧= A  eşitliği sağlanır. ,ηα XnervAnerv αηα ⊂  gömmesinden 

elde edilen  ( ) ( )XnervHAnervH qq αηα →  bir dönüşümdür. ταηα <  sağlanır ve 

AnervAnerv ηατα ⊂  gömme dönüşümü izdüşümdür. Dolayısıyla τα
ηαπ  gömmeden 

üretilen ( ) ( )AnervHAnervH qq ηατα →   dönüşümdür ve böylece 

 

ταηα < , τα
ηαπητ ∞∞ =                                                                                            (4.65) 

 

elde edilir. Böylece ∞∞ = ητ  sağlanır. Yani 

 

∞
∗

∗∞ Ψ=′Φ ii                                                                                                           (4.66) 

 

elde edilir. 

 

Sağdaki üçgen için durum benzer biçimdedir. ∞∗Ψ′j  ve ∗j  dönüşümleri, 

 

( ){ }
( )

( ){ }
( )AXqXq AnervXnervHXnervH

,0,
,,,:, α

βαα
α
βα ππητ →                             (4.67) 

              

dönüşümlerinin limitleridir. 

 

( )AVV αα ,  ile indisli her ( )AXCov ,∈α  için ( )0,, XCov∈ηατα  örtümleri α  ile 

örtüşür fakat bu örtümler sırasıyla  ( )0,αV  ve ( )AVV αα ,  ile indislidir. Buradan 

XnervXnervXnerv αηατα ==  elde edilir. τα  ve ηα  gömmeden elde edilen 

( ) ( )AnervXnervHXnervH qq ααα ,→   dönüşümlerdir. Buradan 

 

ταηα < , τα
ηαπητ ∞∞ =                                                                                            (4.68) 

 

 sağlanır ve bundan ötürü ∞∞ = ητ  elde edilir. 
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Teorem 4.4.6. (Tamlık aksiyomu) Her  ( )AX ,  ikilisi için kohomoloji dizi tamdır. 

Eğer ( )AX ,  kompakt FG , F cismi üzerinde vektör uzayların kategorisinde ise 

homoloji dizi tamdır. 

 

İspat: Eğer ( )AX ,  kompakt ise homoloji dizide ortaya çıkan grup tanımında sonlu 

örtüm için limite geçilebilir. G  kompakt ise her bir sonlu α  örtüm için G  

üzerinde ( )AnervXnerv αα ,   ikilisinin homoloji dizisi kompakt gruplarla oluşturulur. 

Bundan ötürü limit dizisi tamdır. Eğer G , FG  de ise ve F  üzerinde sonlu boyutlu 

ise bu durumda F  üzerinde ( )AnervXnerv αα ,  ikilisinin homoloji dizisinin grupları 

sonlu boyutludur ve limit tamdır. 

 

Eğer FGG ∈  sonlu boyutlu değilse bu durumda G , ∑ βG  direk toplam gibi 

gösterilebilir ve burada βG  sonlu boyutludur. Bu ayrıştırma G  üzerinde ( )AX ,  

ikilisinin homoloji dizisinin βG  üzerindeki homoloji dizilerin bir direk toplamına 

ayrıştırılmasıdır. Bunların her biri tam olduğundan, G  üzerinde homoloji dizisi 

tamdır. 

 

 

4.5.Süreklilik 

 

Bu bölümde    fuzzy topolojik uzayın ters spektrinin limitinin homoloji grubu ile bu 

ters spektrin homoloji gruplarının ters spektrinin limiti arasında bağıntı 

kurulmaktadır. 

 

Tanım 4.5.1. α   ve  β , X  fuzzy topolojik uzayında,  aynı  βα VV =   indis kümesine 

sahip aileler olsun. Eğer her αυ V∈   için υυ βα ⊃   ise α  ailesine β  ailesinin 

genişletilmesi veya β  ailesine α  ailesinin indirgenmesi denir.  α , X  fuzzy topolojik 

uzayında bir aile olmak üzere α  ile α  ailesinin kümelerinin kapanışlarının ailesi 

gösterilir. 
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Lemma 4.5.2. Eğer X  bir fuzzy normal uzay ve α , X  uzayının sonlu fuzzy açık 

örtümü ise bu durumda  α  örtümünün indirgenmesi olan  X  uzayının, bir kapalı 

fuzzy β  örtümü vardır. 

 

İspat: Eğer αV  indis kümesi ν  elemanlı ise bu durumda X=να  elde edilir. X=νβ  

alınsın bu durumda β  aranan örtümdür. Tümevarım yönteminin uygulanması için, 

lemmanın αV  kümesinin k  elemanlı olması durumunda bir normal uzayda 

sağlandığı varsayılsın. αV  kümesinin  1+k  elemanlı olduğu durumda ,α  X   

uzayının bir örtümü olsun. Sabit bir αν V∈0  seçilsin ve 0νν ≠  için ( )′∨= ναA  

alınsın. X  fuzzy normal uzay ve A  kapalı küme olduğundan UA <  ve 
0να<U  

olacak biçimde açık bir U  kümesi vardır. UX ′=′  , 0νν ≠  için X ′∧=′ νν αα  

alınsın. Bu durumda α ′ , k  elemanlı küme üzerinde tanımlı X ′  fuzzy normal 

uzayının bir açık örtümüdür. ,β ′  α ′  örtümünün kapalı bir alt örtümü olsun  ve 

U=
0νβ  ve 0νν ≠  için νν ββ ′=

0
 tanımlansın. Bu durumda β  örtümü α  örtümünün 

kapalı bir indirgenmesidir. 

 

Lemma 4.5.3. X  bir fuzzy normal uzay, ( )XCov∈α  ve β , βα <  olacak biçimde 

X  üzerinde fuzzy kapalı kümelerin sonlu indisli ailesi olsun. Bu durumda 

βγγα <<<   olacak biçimde β  nın  γ  genişletilmesi vardır ve  

 

( ) ( ) ( )βγγ nervnervnerv == .                                                                                (4.69) 

 

İspat: Uygunluk açısından  βV  indis kümesi k,...,2,1  tamsayıları olarak kabul 

edilebilir. αν V∈  indisi ναβ <1  olarak seçilsin. B   tüm kββ ,,2 K  kümelerinin 

infimumlarının supremumu olsun ve 1β  ile infimumu sıfır olmasın. X   fuzzy normal 

uzay olduğundan ,11 γβ <  ναγ <1  ve 01 =∧ Bγ  olacak biçimde 1γ   fuzzy açık 

kümesi vardır. Eğer 01 =β  ise 01 =γ  seçilmelidir. Böylece  1γ , kββ ,,2 K α>  

sağlanır ve bunların nerv leri βnerv  ile aynıdır. Bu işleme 2β  elemanı üzerinde 
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devam edilirse 2γ  ve yeni 1γ , ,2γ kββ ,,3 K  elde edilir. Tümevarım yöntemiyle ispat 

tamamlanır. 

 

Tanım 4.5.4. α ,  X  fuzzy topolojik uzayı üzerindeki kümelerin indisli bir ailesi ve 

XA <  fuzzy küme olsun. Aşağıdaki iki koşul sağlanıyorsa α  örtümüne  A  

kümesine göre göreceli regülerdir denir: 

 

1) 0≠∧ Aυα , αυ V∈  ise 0≠∧ Aυα  

2) 0≠∧ A
iυα  ( )ki ,...,2,1=  ve 0

21
≠∧∧∧=

k
D υυυ ααα L  ise 0≠∧ AD . 

 

Lemma 4.5.5. Eğer X  fuzzy normal uzay ve XA ′′,  ( )XA ′<′  X  uzayında kapalı 

fuzzy kümeler ise X  uzayının A′  ve X ′  ile göreceli regüler sonlu açık örtümleri 

( )XCov  kümesinde kofinal bir ailedir. 

 

İspat: ∈α ( )XCov  olsun, Lemma 4.5.2 den A′  kümesinin βα <  olacak biçimde 

kapalı bir β  örtümü vardır. Lemma 4.5.3 den β  örtümünün X ′  uzayının açık 

kümelerinden oluşan γα <  olacak biçimde bir γ  genişletilmesi vardır ve 

( ) ( ) ( )βγγ nervnervnerv ==  sağlanır. U , γ  örtümünün kümelerinin birleşimi olsun. 

Bu durumda UX ′∧′  bir kapalı kümedir. Lemma 4.5.2 den B  fuzzy kümesinin 

δα <  olacak biçimde bir δ  örtümü vardır. X ′  uzayının { }δγε ,=  örtümü X ′  

uzayının kapalı fuzzy kümeleriyle oluşturulsun. Lemma 4.5.3. den ε  örtümünün 

ηα <  ve εη nervnerv =  olacak biçimde X  uzayının açık fuzzy kümelerinden 

oluşan bir η  genişletilmesi vardır. Ayrıca her bir νη  için  0=′∧ Aνη  elde edilir ve 

bu δ  örtümünün bir kümesinin genişletilmesidir. 0=′∧ AW   olacak biçimde  

BW >  açık küme seçilsin ve νη  ile νη W∧  yer değiştirsin. Bu durumda da ηα <  

ve εη nervnerv =  sağlanır. η  örtümünün A′  kümeleri için göreceli regülerliğin   ilk 

koşulu sağlanır. 

 

,s  ηnerv  simplisial kompleksinin tepeleri ηA′  olan simpleksi olsun. Bu durumda s  

simpleksinin her bir ν  tepesi için 0≠′∧ Aνη  elde edilir. Böylece νη , γ  kümesinin 
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genişletilmesidir. εη nervnerv =  olduğu için   ,s  γnerv  simplisial kompleksine 

aittir. βγ nervnerv =  olduğundan ,s  βnerv  simplisial kompleksine aittir. Bundan 

dolayı ( ) 0≠scarβ  sağlanır fakat ( ) ( )scarAscar ηβ ∧′<  olacak biçimdedir. Buradan 

( ),scarη A′  ile kesişir ve böylece ,s ηA′  üzerindedir. 

 

,s  ηnerv  simplisial kompleksinin tepeleri ηX ′  olan simpleksi olsun. εη nervnerv =  

olduğundan ,s  εnerv  simplisial kompleksine aittir. Buradan ( ) 0≠scarε  sağlanır 

fakat ( ) ( )scarXscar ηε ∧′<  olacak biçimdedir. Buradan ( ),scarη X ′  ile kesişir ve 

böylece ,s ηX ′  üzerindedir. Böylece ,η A′  ye göre göreceli regülerdir ve X ′  ye göre 

göreceli regülerlik için ikinci koşulu sağlar.  

 

,U ′ η  örtümünün açık kümelerinin birleşimi olsun. ,W ′  ( )′′∧>′ UXW  ve 

0=′∧′ XW  olacak biçimde bir açık küme olsun. ,α ′  α  örtümünün W ′  ye 

kısıtlanmış örtümü olsun. Eğer ,α ′ η  ile bitişik ise bu durumda α>  biçiminde A′  

ve X ′  ile göreceli olan  bir bileşik örtüm elde edilir.  

 

Lemma 4.5.6. { }1

2
, m

m
X mL π  güçlü fuzzy kompakt uzayların bir ters sistemi ve 

←
= limX { }1

2
, m

m
X mL π  olsun. Bu durumda ( )mXCovMm ∈∈ β,  için ( )XCov  

kümesinin ( )Um
1−π   biçimindeki elemanları kofinal bir ailedir.  

 

İspat: ( )XCov∈α  olsun bu durumda ,U mX  de açık olmak üzere ( )Um
1−π , X  in 

açık kümeleri için tabandır. X  kompakt olduğundan αα ′<  olacak biçimde 

( ) ( )kiU imi
,...,1,1 =−π  kümelerinden oluşan α ′  örtümü vardır. M  yönlendirilmiş 

olduğundan ki ,...,1=  için imm >  vardır. ki ,...,1=  için ( ) ( )i
m
mi U

i

1−
= πβ  lerden 

oluşan mX  nin β  örtümü tanımlansın ve ( )( )′∧=+ XX mmk πβ 1  olsun. Bu durumda 

( ) ( ) ( )kiU imim i
,...,1,11 == −− πβπ  biçimindedir ve ( ) 01

1 =+
−

km βπ  elde edilir. Böylece 

( ) αβπ >−1
m  sağlanır. 
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Lemma 4.5.7.  { }1

2
, m

mmX π  fuzzy kompakt uzayların bir ters sistemi ve 

←
= limX { }1

2
, m

mmX π  olsun. Bu durumda ( )XCov  in ( )βπα 1−= m   biçimindeki 

( ) ( )βα mnervnerv =    koşulunu  sağlayan  elemanları   kofinal alt kümedir 

( )( )mXCovMm ∈∈ β, . 

 

İspat: ( )XCov∈γ  olsun bir önceki lemmadan ( ) γδπ >−1
0m  koşulunu sağlayan bir 0m  

ve bir ( )
0mXCov∈δ  vardır. ( )XX m0

π=′  ve ( )AA m0
π=′  alınsın Lemma 4.5.5 den  

εδ <   koşulunu sağlayan , X ′  ve A′  ye göre göreceli regüler olan ( )
0mXCov∈ε  

vardır. ( ),WU  ε  kümelerinin X ′  ile infimumları sıfır olan supremumu olsun. 

( )WU ′′  ile 
0mX  da bunların kapanışları olsun. Bu durumda WU ′′,  açıktır ve 

,UX ′<′  WA ′<′  sağlanır. Eğer α  kümesinin ( )WU ′′  ile infimumu sıfır değilse bu 

durumda ( )AX ′′  ile infimumu da sıfır değildir. 

 

Böylece ( ) UX m
m
m ′<

0
π  ve ( ) WAm

m
m ′<

0
π  koşulunu sağlayan 0mm >  

vardır. ( ) ( )επβ
1

0

−
= m

m  biçiminde tanımlansın bu durumda, 

 

( ) ( ) ( ) γδπεπβπα >>== −−− 111
00 mmm                                                                        (4.70) 

 

sağlanır. ( )βπα 1−= m  olduğundan βα mXX ⊂  elde edilir. ,s βmX  simplisial 

kompleksinin simpleksi olsun. Bu durumda ( ) 0≠scarβ  dır ve ( ) m
mscar

0
πε > , 

( )( ) Uscar ′<β  olduğundan ( ) 0≠′∧Ucar εε  elde edilir. 

 

Böylece s  simpleksinin her tepesi için 0≠′∧ Xνε  elde edilir. ε , X ′  ile göreceli 

regüler olduğundan ( ) 0≠′∧ Xscarε  elde edilir. Fakat ( ) ( )( )scarscar m εα π 1
0

−=  

olduğundan ( ) 0≠scarα  dır ve bundan dolayı s , αX  ya aittir. Böylelikle βα mXX =  

elde edilir. 
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Teorem 4.5.8. Güçlü fuzzy kompakt uzaylar kategorisinde spektral homoloji teorinin 

süreklilik özelliği vardır. Yani  ( )Xql ,  ( )mqmq XHXH
mm ←←

→





 limlim:  

homomorfizması bir izomorfizmadır. 

 

İspat: mmm XX →
←
lim:π  fuzzy izdüşüm fonksiyonu olsun. Her 21 mm >   için  

 

                  
1mπ

   
1mX  

mX
←
lim                    

1
2

m
mπ

                                                                                          (4.71) 

                   
2mπ

   
2mX  

 

diyagramı komütatif olduğundan { }mπ  ailesi mX
←
lim  fuzzy uzayından { }1

2
, m

mmX π  ters 

spektrine giden bir morfizmadır. O halde  

 

( ) ( )mqmqqm XHXHXql
←←∗←

→







= limlim:lim, π                                             (4.72) 

 

homomorfizması elde edilir. 

 

=X { }1

2
, m

mmX π  kompakt uzayların bir ters sistemi olsun ve =X mX
←
lim  olsun. 

Aşağıda ( )Xql ,  in örten ve çekirdeğinin sıfır olduğu gösterilmektedir. 

 

( )XHu q∈ , l  nin çekirdeğine ait olsun. ( ),um∗π ( )mq XH  de ( )ul  nun koordinatı 

olduğundan ( ) 0=∗ umπ ( )Mm ∈∀ . Eğer ( )mXCov∈β  ise ( )βmq XH  da ( )um∗π  

koordinatı sıfırdır. Eğer ( )βπα 1−= m  ve βα mXX =  ise ( )um∗π  nun tanımından 

( )αXH q  da u  nun koordinatı sıfırdır ve α , ( )XCov  de kofinal bir ailedir. Burada 

0=u  sağlanır. 
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( )XH q←
∈ limν  olduğu kabul edilsin. mν , V  nin ( )mq XH  de bir koordinatı olsun. 

∈β ( )mXCov  için βν m , mν  nin ( )βmq XH  da koordinatı olsun. ( ) vul =  olacak 

biçimde ( )XHu q∈  bulunmalıdır. ( )XCov  de bir D  kofinal ailesinde bir α  için u  

nun αu koordinatlarını yapılandırmak yeterlidir. Her bir α  için Mm ∈  seçilsin ve 

∈β ( )mXCov , ( )βπα 1−= m  ve ( ) ( )ββαα mm AXAX ,, =  olacak biçimde olsun. 

βα ν mu =  tanımlansın. 

 

D  de 21 αα <  olsun ve 21,αα  için 2211 , ββ mm  ve imm >3  seçilsin ve 

( ) ( )( )2,11
3 ==′ − ii

m
mi i

βπβ  tanımlansın. Bu durumda  1β ′  ve 2β ′  nün inceltilmesi olan 

ve ( )Xm3
π , ( )Am3

π  ile göreceli regüler  ∈ε ( )
3mXCov  vardır. O halde 

( ) ( )επβ 1
3
4

−= m
m  ve ( )βπα 1

4

−= m  ise ( ) ( )ββαα 44
,, mm AXAX =  sağlanacak biçimde 

34 mm >  vardır. 2,1=i  için ( ) ( )i
m
mi i

βπγ
1

4
−

=  alınsın. Bu durumda, 

 

( ) ( )
iiii mm AXAX γγαα 44

,, = ( )
iiii mm AX ββ ,=                                                                (4.73) 

 

sağlanır. Bundan dolayı 
ii mu γα ν

4
=  sağlanır ve 21, ββε ′′>  olduğundan 21,γγβ >  ve 

21,ααα >  elde edilir. βα ν
4mu =′  ele alınsın, aşağıdaki diyagram komütatif 

olduğundan 

 

( ) ( )

( ) ( )
iiii mmqq

mmqq

AXHAXH

AXHAXH

γγαα

ββαα

44

44

,,

,,

=
↓↓

=
                                                                      (4.74) 

 

αu′ , ( )2,1=iu
iα  üzerinde izdüşümdür. Bundan dolayı  

2αu , 
1αu  üzerine izdüşümdür. 

Bu ise D∈α  için αu  elemanlarının ( )AXHu q ,∈ elemanının koordinatları olmasını 

ispatlıyor. Bu aynı zamanda αu  nın m  ve β  nın seçiminden bağımsız olduğunu 

gösteriyor. 
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Geriye her bir Mm ∈  için ( ) 1ν=ul  veya ( ) mm u νπ =
∗

 olduğunu göstermek kalıyor. 

Eğer ( )( )
ε

νπ
ε mm u =

∗
 ise kofinal ailede ε  için bu ( )mXCov  aittir. ε , ( )Xmπ  ve 

( )Amπ  ile göreceli regüler olsun. Böyle örtümler kofinal ailedir. . O halde 

( ) ( )επβ 1
1

−= m
m  ve ( )βπα 1

1

−= m  ise ( ) ( )ββαα 11
,, mm AXAX =  sağlanacak biçimde 

mm >1  vardır. αu , β1m  nın seçiminden bağımsızdır ve βα ν mu =  sağlanır. Bundan 

dolayı αu  ve βν
1m , ( ) ( )εεββ mmmm AXAX ,,

11
=  gömme dönüşümü altında aynı 

görüntüye sahiptir. Bu görüntüler ( )( )
ε

π um∗
 ve εν m  dur. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 5. FUZZY MODÜLLERİN ZİNCİR KOMPLEKSLERİ 

 

Tanım 5.1.  Λ  üzerinde bir { }n
n
CC n

∂=
~,θθ  fuzzy zincir kompleks £

Λfgm  kategorisinin 

bir nesnesidir ve CC θθ →∂ :~  derecesi  1−  ve 0~~
=∂∂  olan bir fuzzy 

endomorfizmadır [2]. 
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Uyarı 5.2. { }n
n
CC n

∂=
~,θθ  fuzzy zincir kompleks olsun. 0~~

=∂∂  koşulu 

Znnn ∈∂⊆∂ + ,~ker~Im 1  olmasını gerektirir. Böylece Cθ  ile  

 

( ) ( ){ }CnC HH θθ =                                                                                                    (5.1) 

 

fuzzy derece modülü elde edilir. Burada  

 

( ) ZnH nnC ∈∂∂= + ,Imker 1θθ                                                                              (5.2) 

 

biçimindedir. ,nθ  nθker  modülünün nθ
~Im  ile fuzzy bölümüdür. Bu durumda 

( )CH θ  modülüne Cθ  modülünün fuzzy homoloji modülü denir [2]. 

 

Teorem 5.3.  Her bir n  için ( ) mod: fzFCompH n −Λ→−  bir toplamsal funktordur 

[2]. 

 

Tanım 5.4.  Aµ  bir sağ fuzzy −Λ modül ve Bν  sol fuzzy −Λ modül olsun. Aµ  

modülünün fuzzy izdüşüm gösterimi 

 

00
~

0

~

0 →→→→ A
g

P
f

R µµµ                                                                           (5.3) 

 

biçimindedir ve  

 

( ) ( ) ( )( )BPBRBAg ffTorF
ΛΛ ⊗⊗∗

Λ ⊗→⊗⊗==− νµνµνµ 00~ :1~
~~

ker,                     (5.4) 

 

tanımlanır. Böylece  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,0 1~~
0

1~~

0

~
~ →⊗ →⊗ →⊗→−→

ΛΛΛ ⊗
⊗

⊗
⊗

⊗
Λ

BA
g

BP
f

BR
i

BAgTorF νµνµνµνµ

 (5.5) 

 

dizisi tamdır[2]. 
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Tanım 5.5. [2] İki DC νθϕψ →:~,~  fuzzy zincir dönüşüm arasında ϕψ ~~:
~

→∑  fuzzy 

homotopi DC νθ →∑ :
~

 fuzzy grade modüllerin 1+  dereceli morfizmasıdır ve 

∂∑+∑∂=−
~~~~~~ ϕψ  sağlanır, yani Zn ∈  için  

 

nnnnnn ∂∑+∑∂=− −+
~~~~~~

11ϕψ .                                                                                (5.6) 

 

Önerme 5.6. DC νθϕψ →:~,~  fuzzy zincir dönüşümlerin fuzzy homotopik ise bu 

durumda  

 

( ) ( ) ( ) ( )DC HHHH νθϕψ →= :~~                                                                             (5.7) 

 

elde edilir[2]. 

 

Teorem 5.7. R  esas ideal bölgesi olsun. Bu durumda fuzzy serbest −R modülünün 

her fuzzy alt modülü serbesttir [46]. 

 

Lemma 5.8. Fuzzy −R modülünün  

 

00
~~

→→→→ C
g

B
fA ηρµ                                                                              (5.8) 

 

kısa tam dizisi için BC ρησ →:~  fuzzy parçalanan olsun. Bu durumda ηµρ ⊕≅B  

[44]. 

 

{ }n
n
CC n

∂=
~,θθ , { }n

n
DD n

∂′=
~,νν  fuzzy zincir kompleksler ve { }n

D
n
Cn nn

νθϕϕ →= :~~  bu 

komplekslerin bir fuzzy homomorfizmi olsun. Böylece ( ) { }n
n
EE n

∂ ′′=
~,~ ηϕη  zincir 

kompleksi  

 

,1
1

n
D

n
C

n
E nnn

νθη ⊕= −
−

 ( ) ( ) ( ) ( )( )baaba nnnn ∂′+∂−=∂ ′′ −− 11 ,, ϕ                                         (5.9) 
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tanımlanır. Eğer  ( ),~:~ ϕηθ ECi →  ( ) DEp νϕη →~:~  dönüşümleri sırasıyla gömme ve 

izdüşüm dönüşümleridir. Bu durumda, 

 

( ) 0~0~
~

~
~

→→→→ D
p

E
i

C νηθ ϕ                                                                        (5.10) 

 

fuzzy kısa tam dizidir. Eğer  0=Dν  ise bu durumda ( )ϕη ~
E  fuzzy zincir kompleksi 

+
Cθ  ile gösterilir. ( ) ( )CnCn HH θθ 1−

+ =  olduğu açıktır. 

 

{ }1:, −′→′∂′′=′ qqqq CCCC ,  

{ }1:, −→∂= qqqq CCCC , 

{ }1:, −′′→′′∂ ′′′′=′′ qqqq CCCC  

 

 zincir kompleksler olmak üzere, 

 

00 →′′→→′→ CCC pi                                                                       (5.11) 

 

Zincir komplekslerin kısa tam dizisi olsun. Burada { }qqq CCii →′= : , 

{ }qqq CCpp ′′→= :   zincir komplekslerin morfizmasıdır. 

 

              M               M               M  

             ↓              ↓             ↓  

00 11 →′′→→′→ ++ CCC qq pi  

            1+∂′↓ q        1+∂↓ q       1+∂ ′′↓ q  

00 →′′→→′→ CCC qq pi                                                                    (5.12) 

            q∂′↓          q∂↓        q∂ ′′↓  

00 11 →′′→→′→ −− CCC qq pi  

            ↓              ↓             ↓  

             M               M               M                                     
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Lemma 5.9.  Zincir komplekslerin [35] 

 

00 →′′→→′→ CCC pi                                                                       (5.13) 

 

kısa tam dizisi için öyle ( ) ( )CHCH qqq ′→′′∂ −∗ 1:   homomorfizması vardır ki  

  

( ) ( ) ( ) ( ) LL ←′←←′′←′← ∗∗∗∂
− CHCHCHCH q

i
q

p
qq

qqq
1               (5.14) 

 

homoloji grupların dizisi tamdır. ( )321 ,, ϕϕϕ  

 

00 →′′→→′→ CCC pi  

             1ϕ↓       2ϕ↓       3ϕ↓                                                                               (5.15) 

00 111
11 →′′→→′→ CCC pi                    

 

 diyagramını kamütatif yapacak biçiminde verilsin.  q∗∂   aşağıdaki şekilde  zincir 

komplekslerin kısa tam dizilerinin morfizması ise aşağıdaki diyagram komütatiftir. 

  

( ) ( )CHCH qq
q ′→′′ −

∂∗

1  

     q∗↓ 3ϕ              q∗↓ 1ϕ                                                                                         (5.16) 

 ( ) ( )111
1 CHCH qq

q ′→′′ −
∂ ∗                                 

           

[ ] ( )
1Im

ker
+∂ ′′

∂ ′′
=′′∈∀

q

q
q CHz     için     [ ] ( )[ ]zpiz qqqq

11
1

−−
−∗ ∂=∂ oo                     (5.17) 

 

Zincir komplekslerin homoloji dizisi tamdır. Fakat fuzzy zincir komplekslerde 

homoloji modüllerin dizisi genellikle tam değildir. 

 

Örnek 5.10. ( ) ( )0,0,,00,0,,3 nnm =∂ , ( ) ( )0,0,,,,,2 nmlknm =∂  olmak üzere , 

 

( ) ( )000: 3
0 ⊗⊗⊗=→ ZZAA →⊗⊗⊗=→ ∂∂ 23 22 ZZZZA  
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              ( ) ( ) 000 0
1

2 →⊗⊗⊗=→∂ ZZA  

 

tanımlansın. CBA ==  olarak alınsın  ve Aµ , Bν , Cθ  aşağıdaki gibi tanımlansın. 

3,2,1=i  için 

 

( ) ( )






=

≠
+==

01
0

2
1

x
x

ixx ii νµ    ,     ( )






=

≠
+=

01
0

2
2

x
x

ixθ  

 

tanımlansın. BA νµφ →:~  ve SB θνψ →:~  sırasıyla idantik ve sıfır dönüşüm olmak 

üzere,  

 

00 →→→→ CBA θνµ  

 

fuzzy komplekslerin fuzzy kısa tam dizisidir. Böylece  

 

( ) ( ) ( ) ( )0003 ×××= ZAH µµ , ( ) ( ) ( ) ( )0003 ×××= ZBH νν ,  ( ) ( ) ( ) ( )0003 ×××= ZCH θθ  

( ) ( ) ( ) ( ) ZAH 20002 ×××= µµ , ( ) ( ) ( ) ( ) ZBH 20002 ×××=νν ,  ( ) ( ) ( ) ( ) ZCH 20002 ×××= θθ  

 

ve 3,2≠i  için ( ) ( ) ( ) 0=== CiBiAi HHH θνθ  elde edilir. ( )CH θ3  den ( )AH µ2  ya 

sıfırdan farklı w~  fuzzy homomorfizma vardır [2]. 

 

∗∂  morfizmasının tanımında ters görüntüler kullanıldığından ∗∂  fuzzy homoloji 

modüllerin morfizması olmayabilir.  

 

Aşağıda modüller kategorisinden ∗∂  morfizmasının başka bir ifadesi verilmektedir. 

 

{ } { }qqqq CCCCf ∂′′=′→∂= ,,: , { }qqq CCff ′→= :                                 (5.18) 

 

zincir komplekslerin morfizması olsun. 
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{ }1211 :, −−−− ′⊕→′⊕∂′⊕= qqqq
C
qqqf CCCCCCC f                                             (5.19) 

 

zincir kompleksine f morfizmasının konisi denir. Burada  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )xfyxyx qqq
C
q

f
11 ,, −− +∂′∂−=∂                                                                   (5.20) 

 

biçimindedir. 

 

0=′C   ise bu durumda  { }11, −− −∂= qqf CC   elde edilir. Bu kompleks  +C   ile 

gösterilsin. ( ) ( )CHCH qfq 1−=   olduğu açıktır.      

                                     

00 →′′→→′→ CCC pi                                                                       (5.21) 

 

zincir komplekslerin tam dizisinin parçalanan (splitting) olduğu varsayılsın. Bu 

durumda her q  için qqq CCj ′→:   ve  qqq CC →′′:β   morfizmaları vardır ve 

aşağıdaki koşullar sağlanır. 

 

(1)   
qCqq ij ′= 1o  

(2)   
qCqqp ′′= 1βo  

(3)   
qCqqqq pji 1=+ oo β  

 

 111
1: −−

∂
− ′→→→′′∂= −

q
j

qqqqqqq CCCCjd qqqββoo                                   (5.22) 

 

homomorfizması ele alınsın. 

 

Lemma 5.11. ( ){ }+′→′′= qqq CCdd :  zincir komplekslerin morfizmasıdır. 

( ) ( ) ( )CHCHCHd qqqq ′=′→′′ −
+

∗ 1:   için qq d∗∗ =∂   eşitliği sağlanır. 

 

İspat:  ( ) =∂′ −− qqq di o12 ))(( 112 qqqqq ji β∂∂′ −−−  
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                                   = ))(( 111 qqqqq ji β∂∂ −−−  

                                   = ))(( 111 qqqqq ji β∂∂ −−−  

                                   = ))(1( 111 qqqqq p ββ ∂−∂ −−−  

                                   = qqqqqqqq p βββ ∂∂−∂∂ −−−− 1111  

                                   = - qqqqq p ββ ∂∂ −−− 111  

                                   = - qqqqq p ββ )( 111 ∂∂ −−−  

                                   = - qqqqq p ββ )(11 ∂ ′′∂ −−  

                                   = - )(11 qqqqq p ββ ∂ ′′∂ −−  

                                   = - qqq ∂ ′′∂ −− 11β    

                                   = - )( 2222 −−−− + qqq pji oo β qqq ∂ ′′∂ −− 11β  

                                   = - 22 (( −− qq ji qqq ∂ ′′∂ −− )11β 22 ( −−− qq pβ qqq ∂ ′′∂ −− 11 )β  

                                   = 12 −−− qq di q∂ ′′ 112 ( −−− ∂ ′′− qqq pβ qq ∂ ′′−1)β  

                                   = 12 −−− qq di q∂ ′′ 112 ( −−− ∂ ′′− qqq pβ qq ∂ ′′− )1β  

                                   = 12 −−− qq di q∂ ′′ 12 −− ∂ ′′− qqβ q∂ ′′  

                                   = 12 −−− qq di q∂ ′′  

                                   = 12 ( −− − qq di )q∂ ′′  

 

2−qi   monomorfizma olduğundan  

 

qqqq dd ∂ ′′−=∂′ −− oo 11                                                                                              (5.23) 

 

olur ve böylece  { }qdd =   ailesinin zincir komplekslerin morfizması olduğu 

ispatlanır. Aşağıda bunların eşitliği gösterilmektedir. 

 

Keyfi [ ] ( )CHz q ′′∈′′   için tanım gereği 

 

[ ] ( )[ ]zpiz qqqq ′′∂=′′∂ −−
−∗

11
1 oo  

            ( )[ ]zi qqq ′′∂= −
− βoo1

1  
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             ( )[ ]zj qqq ′′∂= − βoo1  

             ( )[ ]zdq ′′=  

             [ ]zd q ′′= ∗  

 

Teorem 5.12.  { }q
q

CC q
q ∂′′=′ ′′

~,θθ ,  { }q
q
CC qq ∂=

~,θθ ,  { }q
q

CC q
q ∂ ′′′′=′′ ′′′′

~,θθ  ve  

{ }q
C

q
Cq qq

ii ′′′ ′′→′= θθ:~~ ,  { }q
C

q
Cq qq

pp ′′′′→= θθ:~~   olmak üzere, 

 

00
~~

→′′→→′→ ′′′ C
p

C
i

C θθθ                                                                   (5.24) 

 

fuzzy modüllerin zincir komplekslerinin parçalanan kısa tam dizisi ise homoloji 

modüllerin aşağıdaki dizisi tamdır [14]. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL →→→→→ ′−′′′ CqCqCqCq HHHH θθθθ 1                                      (5.25) 

 

İspat: Fuzzy modüller kategorisinde homoloji dizinin tam olmaması  

( ) ( )CqCqq HH ′−′′∗ →∂ θθ 1:  homomorfizmasının fuzzy modüller kategorisinin fuzzy 

morfizması olmamasından kaynaklanıyor. Teoremin koşulunda bir önceki teoreme 

dayanarak qq d∗∗ =∂  yazılabilir. { }qdd =   zincir komplekslerin morfizması ve 

homoloji funktor fuzzy modüller kategorisinden fuzzy modüller kategorisine giden 

kovaryant funktor olduğundan  qq d∗∗ =∂ : ( ) ( )CqCq HH ′−′′ → θθ 1   fuzzy modüllerin 

homomorfizmasıdır. 

 

Teorem 5.13.  Fuzzy modüllerin parçalanan  

 

0~0~
~

→→→→ ′′′ AAA ηνθ α                                                                               (5.26) 

 

fuzzy kısa tam dizisi için ve her bir Bµ  fuzzy modülü için  

 

0~0~ 1~~
→⊗→⊗ →⊗→ ′′

⊗
′ BABAA µηµνµθ α

β                                                (5.27) 
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dizisi fuzzy parçalanan kısa tam dizidir. 

 

İspat: Önermeyi ispatlamak için 1~~ ⊗α  fuzzy homomorfizmasının sol tersinin 

olduğunu göstermek yeterlidir. α~  fuzzy homomorfizmasının α ′~  sol tersi vardır. 

Böylece 1~~ ⊗′α  fuzzy homomorfizması 1~~ ⊗α  fuzzy homomorfizmasının bir sol 

tersidir. 

 

Her bir { }n
n
CC n ∂=

~,θθ  fuzzy zincir kompleksi ve Gµ  fuzzy modülü için tensör 

çarpımı funktor olduğundan  

 

{ }
Gn nG

n
CGC µµθµθ 1~~, ⊗∂⊗=⊗                                                                             (5.28) 

 

ailesi fuzzy modüllerin bir fuzzy zincir kompleksidir. 

 

Tanım 5.14.  ( )GCnH µθ ⊗  fuzzy homoloji modülü ve Cθ  fuzzy zincir kompleksine 

Gµ  katsayılı homoloji modülü denir ve ( )GCnH µθ ;  ile gösterilir. 

 

Önerme 4.10 dan fuzzy zincir komplekslerin   

 

0~0~ /// →→→→ ′′′ CCC θθθ                                                                            (5.29) 

 

parçalanan kısa tam dizisi için ve her  Gµ  fuzzy modülü için  

 

0~~0~ →⊗′′→⊗→⊗′→ ′′′ GCGCGC µθµθµθ                                                        (5.30) 

 

dizisi parçalan fuzzy kısa tam dizisidir. Bu durumda Teorem 4.9   kullanılarak 

aşağıdaki teorem ispatlanır. 

 

Teorem 5.15.  Fuzzy zincir komplekslerin parçalanan fuzzy kısa tam dizisi için  

 

0~0~ /// →→→→ ′′′ CCC θθθ                                                                         (5.31)  
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ve her  Gµ  modülü için fuzzy homoloji modüllerin  

 

( ) ( ) ( ) ( ) LL ←′←←′′←′← ′′′′− GCnGCnGCnGCn HHHH µθµθµθµθ ;;;;1         (5.32) 

 

dizisi tamdır ve funktoriyeldir.  
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