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ONSOZ VE TESEKKUR

Parabolik kismi turevli diferansiyel denklemlerdeslangic, sinir ve ek kauillar

kullanilarak bilinmeyen katsayilarin bulunmasi veodallemelerinin yapilmasi
uygulamali bilimlerin gtncel problemlerden biridirBu tip problemlerin
modellenmesi ¢caijmalarda daha ekonomik sonuclar vegtmi
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Dr. Emine Can’a (KO.U., FEN-EDE. FAK.,IEIK BOLUMU) ve Yrd. Dog. Dr.
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yardimlarindan dolayi gekkir ederim.
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PARABOL iK DENKLEMLERDE B iLINMEYEN KATSAYI
PROBLEMLER 1 iCIN SONLU FARK SEMALARI

Sahin ASLAN

Anahtar Kelimeler: Parabolik denklemler, Ters problemler, Kaynak paataesi,
Sonlu farksemalari

Ozet: Bu calsmada, bilinmeyen kaynak parametresinin bulunmasiféde edilen
ters parabolik problemin ¢oézimi icin sonlu fagkmalari ele alinmgtir. Bu
parametre standart sinir veslamgi¢c kaullari ve ¢6zim boélgesinin i¢ noktasinda
¢bzim uGzerinde verilmiek kaul ile birlikte ele alinmg lineer olmayan parabolik
denklemde zaman ggkenine bgl katsayidir.

Yapilan bu cakmada, bilinmeyen kaynak parametresi ile ifade edikers
problemlerin ¢c6zimu icin TTF (Trace-Type—FunctiQriarmilasyonu kullanilarak
ele alinan problemlerdeki bilinmeyen katsayr eksukoyardimi ile ortadan
kaldiriimakta, problem yeniden gangic ve sinir deer problemi olarak ifade
edilmekte ve standart ¢ozim yontemleri uygulanndakta

Ele alinan problem icin acik, kapali ve Crank-Nswol sonlu farksemalarina
uygulanmakta ve kaastirmali analizi yapiimaktadir.



FINITE DIFFERENCE SCHEMES FOR UNKNOWN COEFFICIENT
PROBLEMSIN A PARABOLIC EQUATIONS

Sahin ASLAN

Keywords. Parabolic equations, Inverse problems, Source parameter, Finite
difference schemes

Abstract: In this work, finite difference schemes for the solution of the inverse
problem of determining unknown source parameter in a parabolic differential
equation are considered. This parameter is a coefficient depending on time of the
solution in a linear parabolic equation subject to the specification of the solution at
an interna point, along with the usua initial boundary conditions.

Here, the solution of this problem is obtained by using TTF (Trace- Type-Functional)
formulation. The strategy of method isto use overspecified condition to eliminate the
unknown function from the partial differantial equation and to can reformulate the
consideret problem as ainital-boundary value problem.

This problem can be solved by the finite difference schemes such as Explicit,
Implicit and Crank-Nicolson schemes.

Vi



1. GIRIS

Doga olaylarinin pek gtu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerladé
edilmektedir. Bu tip problemler hiperbolik, paraiol veya eliptik tipte
denklemlerdir.

Fiziksel olaylarin bircgu genellikle kismi diferansiyel denklemlerde terslpgem
olarak kagimiza ¢ikmaktadir. Orrgn uzayda gonderilen elektromanyetik dalgalarin
saclimasina dayanarak sinir 6lcim sonuclarini katkk yeralti kaynaklarinin
bulunmasi, goézenekli bir ortamin hidrolik 0Ozelliklen bulunmasi, radyoaktif
izotoplarin bozunumu ve 1s1 kayhain belirlenmesine yonelik bilinmeyen kaynak
teriminin veya kapasite teriminin belirlenmesi v.sers problemlerle ifade
edilmektedir (Bellassoued ve Yamamoto, 2006). Tersblem, ¢gu zaman
cbzimun kararsizll ile iligkili olarak dgru formile edilmemy (ill-posed)
problemdir. Bu problemlerin ¢6zUmi icin Tikhonov guarizasyon yontemi,

Freidman iterasyon yontemi ve benzeri gibi 6zeltgirler gerekmektedir.

Ters katsayl problemleri 1955 yilinda Lehner ve §Vit957 yilinda Bykhovsky,
1959-1960 yillarinda Lax ve Phillips, 1961 yilin8abolevsky, 1962 yilinda B.F.
Jones, Kato ve Fujita tarafindan ele aligtmi Daha sonra J.R. Cannon ve P.C.
Duchateau da dahil ¢cok sayida bilim adami tarahndegtiriimis ve bu konuda
ylzlerce yayinlanmimakaleler vardir. Parabolik denklemlerin uygulamasanaliz
edilmesi, kaynak kontrol parametresinin giglilmesinde surekli dikkat cekmektedir.
Ters problemlerin pratik uygulamalari icin, dendybalgular son derece buyuk
onem tair. Bazi fiziksel parametreler (onlafadiyelim) dggrudan deneysel olarak
elde edilemez, yalniz onlarin etkisi olan g fonksiy ol¢ulebilen bir dger olabilir. f

ve g arasinda fiziksel kurallara dayanan bigkij genel olarak

Af =g (1.2)



denklemi ile ifade edilmektedir. Bu denklemdeoperatordir;f verildigi zaman
g’'nin hesabi duz problem olarak, g verfidtamanf’in belirlenmesi ise ters problem
olarak isimlendirilir.

Bu problemler deneysel olarak 6lculebilen bir nigieVarsayarak deneysel olarak

Olgulemeyen ve denklemler ile ifade edilegkzabir nicelgin bulunmasini igerir.
En genel halde parabolik denklemler,
u, = F(x,t,u,u,,u,, p) (1.2)

olarak ifade edilir.

Parabolik denklemlerle isi transferi, difizyon d¢ay ve populasyon dinagii gibi
problemleri ifade etmekte ve bu denklem fizikseflkmum kanunlarindan (enerjinin
korunumu kanunu, kitlenin korunumu kanunu ve moomenon korunum kanunu)
elde edilmektedir.

(1.2) denklemindekip giris verileri, denklemin katsayilari veya bu denklemin
¢b6zUmunin var ve tek olmasi icin verilen sinir aldngic kagullari olabilir. Bu
katsayilar 1s1 transferi denkleminde 1sI gecirderkatsayisi, 1si kaynaklari icin
kontrol fonksiyonu v.s. ifade edilmektedp .verildiginde, (1.2) denkleminin diizgin
formule edilmesi icin, yeterli bir teori vardip bilinmiyorsa, bu fonksiyonu elde
edilmek icin ek kegula ihtiyac vardir.

Ters katsayi problemlerinde ekskdlar, i¢ noktalarda ve sadece ¢ozimin ar@andi
bolge sinirlarinda olmak tzere iki turlt verilebilBazi durumlarda ek kallarin i¢
noktalarda elde edilmesi imkansiz gidndan, sadece sinirda verilenskiarda
problem c¢ozulmektedir. Ele alinan fiziksel siurectsitli 6lcme sekilleri olabilir.
Bazi durumlarda ek kal icin yapilan ol¢cimsekli secilebilir. Bu ek keullar ¢asu
zaman lokal 6zelfie sahiptirleriki farkl tip vardir:

i) Dirichlet tipi, u(x,,t) = h(t) 0<t<T

i) Neumann tipi, %(xo,t) = h(t) O<t<T
X



Bazi durumlarda ek kallar, spektrumun dlgcimuyle, sistemin toplam eserjn
Olcimuyle, periyodik verilerle veya zaman Uzerindategrali alinmg verilerle

verilmis ise yerel olmayan 6ze#é sahiptir; bu keullar asagida verilmitir:

au(0t) + pu(d,t) = h(t),
Jl'u(x,t)dx: h(t),

j|u(x,t)| dx = h(t),

jk(t = T)u(x,,7)d7 = h(t).

Ele alinan ters problemlerin katsayilarini bulmgh i
u, =u, +a(t)u, +b(t)u+c(t), x (01, tO(0,T], (1.3)

denkleminden, bgangi¢ kaulu

u(x,0) = #(x), x0 (0D, AL
sinir kgullar

u@©.t) = f,(t), u(Lt) = f,(t), t0©TI,

u, O) = g(t), u, (Lt)=0, t0(©T]

ve ek kaul

Jl'u(x,t)dx: E(t), t0(0,T] (1.7)



kullanaraka(t), b(t )ve c(t) katsayilarinin belirlenmesi problemini ele alalim.

Burada ¢(x), f,(t), f,(t), gt) ve E()z0 bilinen fonksiyonlardir.
u(x,t), a(t), b(t) ve c(t) fonksiyonlarini bulmaya yotnelik problem ise ters
problemdir. Amacimiz dgrudan deneysel 6lcimle bulunamayan bu bilinmeyen
parametreleri bulmaktir. g&r u sicaklikla ilgili bir fonksiyon ise problemimiz
a=a(t), b=Db(t) ve c=c(t) kontrollerini bulmaya yodnelik kontrol problemi fail
almaktadir (Cannon vegj 1990).

Eger u kimyasal tepkimeyle ilgili bilinmeyen fonksiyondasbu durumdaa(t )

ortalama hizi (surtklenme hizip(t Bozunmanin biyUkEind ve c(t ) kaynain
glcunt belirtmektedir.
(1.3)-(1.7) problemine balgimizda ger a(t), b(t), c(t) ve u(xt) ters probleme

ait ¢cozum fonksiyonlari isesagidaki eitlikler yazilir.

£, (1) = Uy oo + M) G(E) +b(E) , (1) +C(t),

f,(t)=u +a(t).0+b(t) f,(t) +c(t),

xx| x=1

E'(t) = —g(t) + a®)(f,(t) - f,(t)) + b(t)E) + c(t)

Bdylece bilinmeyena =a(t), b=Db(t e c=c(t)’nin ¢cozimu

g(t) L) dlat)] |, 0 = Uyl o
0 f,(t) Lp(t)|=|f,(t) = Uy (1.8)
f,@)-f,@0) E®t) 1) | E®)+9()

sistemi elde edilir.

Parabolik denklemlerin uygulamalarina 6rnekler aitar

Ist iletimi: u, —~0.(DOu) = f

Kimyasal Kinetik:u, — D,u,, = f,(u,V)



Vt - D2Vxx = fz(U,V)

Nufus Dinamgi: % =aP veya %—T— DR, = f(P)

verilebilir.
BuradaD difiizyon katsayisi vé kaynak terimdir. Yukaridaki hallerin hepsinde,

standart bgangi¢ ve sinir kaullari verilir.

Fiziksel modeller bdangicta “KARA KUTU” lardir; ¢lnkd temeli okturan sirecin
ayrintilari tam olarak argdmaz. Bu modeller adi ve kismi denklemler bicimend
tek denklem veya sistem olabilir.

fiziksel

(Baslangi¢ + sinir) keullari= = (i¢ bdlge + sinir) bilgisi

sureg

Bu sireci belirten matematik modelgekli hakkinda korunum kanunlarindan yola
cikarak bazi 6n bilgiye sahip olabiliriz. Ogie, siklikla gagidaki bicimdeki enerji
korunumu uygulanir.

Toplam enerjideki dgsme=Sinirda enerji kaybi + i¢ kaynaklardan enerji

Is1 aks modeli icin, E 6zgul enerjiyi,é ISI akisini vey, Q bdélgenin i¢ kisminda

Uretilen 1s1y1 gosterirsguna sahip oluruz:
a _ - 0O _ N
ajQEdv_iQ.no|s+jQyo|v _jQ(D.Q)dv+jdev (1.9)

Integral icindeki fonksiyonlar lizerinde gereken diidgk kasullari icerisinde, bu

bagintidan

JEOu - -
——=0.0+ Q
e Q+y 10)

elde edilir.

Ozgul 1siyic Eg—E ile gosterirselc, y ve Q bilinmeyen u’ ya bgl iseler ve ilave
u



olarak Q, Ou’ ya monoton olarak [@h ise, yari lineer parabolik denkleme

c(x,t,u)u, — ﬁ.é(x,t,u).ﬁu = p(x,t,u) (1.112)

sahip oluruz.

éve Ou arasmdaé =D0u seklinde bir lineer bginti kabul edersek,

c(x,t,u)u, —ﬁ.[D(x,t,u)ﬁu] = p(Xx,t,u) (1.12)

denklemi c¢ikar. Bu model ne kadar iyidir? Bu, dabdilen fizige, dahil edilen
malzemelerin dgasina ve fiziksel kanunlarin gasi tzerinde 6n kabullenmelere
baghdir.

Bu modelle ifade edilen diiz problem,D ve y katsayilarini, uygun olan idangic
ve sinir kaullarini vermek (ana veriler) ve bunlari kullanarakx,t) bilinmeyen

¢6zUmU elde etmektir.

Ters problem ise ek verileri vererek hem bilinmeyatsayilarin birini veya birden
fazlasini hem deryu elde etmektir. Orngin D'nin degiskenlerine balligini elde
etmek istersek, deneyler yapmaya mecburuz. Dereylegirs ve ciki verilerini
bilerek D’yi elde etme problemi ters probleme kkasir 6rnektir.

Genel halde, D’nirx,t,u ve Ou’nun karmaik bir fonksiyonu oldgu beklenebilir.
Ozel durumlardd® daha basit bir ggili ga sahip olabilirSayet malzeme ¢ok diizgiin
iIse, malzeme katsayilarinkruzaysal dgiskene bl olacazini beklemeliyiz.

llave olarak, malzeme Ozellikleri, #la degiskenler sabit tutulduklari taktirde,
zamanla dgismezler, o zaman katsayilarye siki bali olduklarini bekleyebiliriz.
Boyle durumlarda, sadece dmsiz dgiskenlere ve belki gradientlere fonksiyonel
baglilik kabul edilmesi mumkundur. Bu bir anlamda,el@ar olmayan katsayinixie

nazarant'ye daha siki bgli oldugu durumdur. Eer u(x,t) uzaysal olarak yaga
degisiyorsa, o zamarD(u(x,t)) = D(t ’dlir.

D difiizyon katsayisx'in bir fonksiyonu ise, genellikle i¢ bolge olgtimilee ihtiyag
vardir veya birgok (belki sonsuz) sinir dlgcmeleriimgya¢ duyabiliriz.



[ﬁ.(D(x)ﬁu):O} denkleminde D(x ) katsayisini elde etme hali Pilant (1988)

tarafindan ele alinrgtir.

Eger D tek bgina u'nun bir fonksiyonu ise, bazi hallerde bir tek sidigmesinin
yeterli oldyu gosterilebilir. Bu problemlerin her birinde kulidan yontemler
tamamen farklidirlar.

Eger D=D(t),D=D(x) veya D=D(u) baliigini biliyorsak, modeli bu
baglantiya gore olgturabiliriz.

Bir ilk yaklasim icin D’ye ait bir agilimda ilk birka¢ terime kahk gelmek tzere
D(x,t,u) = D,(x) + D, (u) + D4(t) (2.13)
disunulebilir. Eser terimlerden biri dierlerinden Ustiin ise, bir 6n gati elde
edebiliriz ve mumkunrsekilde ana bgiligin bicimini sabit tuttuktan sonra gér
terimleri yeniden elde edebiliriz.

Fiziksel sureci ifade eden matematiksel modeldeggistheyen terimler ihmal
edilirler. Basitlgtirilen modelin d@rulugu ancak deney yapma ile veya veriye uygun
yaparak test edilebilir.

Belirli parametre bdlgesinde, basitielen model uygun olabilir, ama gecerlilik
limitleri genisletildiginde, s6z konusu sirece donulmelidir ve model yamidle

alinmalidir.

Eger blyuk gradientler mevcut is@,ﬁu’ya dasrusal olmayan bir tarzda $la

olabilir. Eger sure¢ denge durumundagise, daha karmak bir balilk meydana
gelebilir. Bunun bir 6rng olarak, aki kanununda zamana goreiglen baglili gi

olmasi halini gz 6nuine alabiliriz; yarti; akisinin ani olmayasekilde Ou

gradientine yanit verdi hali. Boylece, karakteristik bie durulma zamani vardir.

Bir ilk yaklasim icin,
£9,0+Q=D, Ju D, =sabit,  e<<1 @1

oldugunu kabul ederek,



Q =D, Jt-ex;{— (E)(t - r)} 0 u(x,7)dr
2 £

) (1.15)
=k'D,0u, k"= Iex;{— (1)(t—r)}dr
c £
konvolusyonuna sahip oluruz ve
u, -kU0.(D, Du) =y (1.16)

bir 1s1 iletim denklemi elde edilir.

Dogrusal olmayan kziliklarin bircok tipinden hangisinin  mevcut olgunu
belirleme hassagekilde modelleme surecidir.

Genelde, katsayilar fiziksel 6énemi olan oOlcimlemelee parametreleri (Orrgn,
genlikleri, frekanslari) yansitirlar.

Sadece, bir (veya mumkin olabilen birkag) parametredesistigi deneylerin
kurulmasina cajilir ve tekrarlanan go6zlem ile bilinmeyen katsayrdabaslilik
bicimini yeniden elde etmek gerekir. Ne yazik Kiic( olmazsa onlari ¢c6zmeye
mecbur olan bu goérinum) fiziksel kanunlar ifadereg¢@u denklem gercekte lineer
olmayan denklemdir.

Ornezin; nufus dinami ile ilgili klasik problemi goz 6niine alalim:

A sabit bir cgalma hizi ise

Mo (1.17)
cogalma kanununa goturir. Daha akla uygun bir modsitlk¢gzalmaya yol acan
% =A(u-au?) =A(L-au)u = (1 —adu)u

mantiksal denklemdir. Gercekte, nifus



du
—=1f(u
ot (u)

formlu daha karmgak bir ¢ozalma kanununa sahip olabilir.

Eger bir t, <t<t, =zaman arafy Uzerinde bu adi diferansiyel denklemin u

cozUmun kontrollt izleyebilirsekf 'i elde edebiliriz. Orngin t, <t <t, aralginda

u(t) = h(t) ise,

dh _
pri f (h(t))

elde ederiz ve buradan
dh, _
f(&)=—(h™
($) Olt( (£))
ifade edilebilir. Bu gozlem, zaman @ei g1 ek kaulunu verildgi sinir yakininda

uzay bglil gindan ¢ok Gstiin oldw, yani|u,, (X,,t) <<|u, (X,,t)| oldugu, parabolik

halde yakinsama sonugclarininggoa temel tgkil eder (Pivant ve @., 1987a, 1987b,
1987c, 1988).

Parabolik denklemler icin ters problemin klasik éklerisunlardir:

c(u)u, =u,, + y(xt), c=2c,>0 bilinmeyen 6zgul 1sI
u, =9, (k(u)o,u) + y(xt) bilinmeyen iletkénl
u, =u, + f(u)+p(xt) bilinmeyen regks terimi
ou .
I 0,t) =F(u(O,t) bilinmeysmir kagulu
X

Bunlar kanonik tek katsayil ters problemlerdir. t¥&@yilar R''den R'e

fonksiyonlardir.



Fonksiyonel bglili g1 elde etmek icin dgru boyutlulukta ilave veriler kullanmaliyiz.

flave verilerQ x[0,T Tnin bir alt kiimesiniR"’e ifade etmelidir. Bu problemler,

u, = a(t)Au + p(x,t)

u, = 0.(a(x) Du) + p(xt)
u, =Au+ f(xt)

u, =Au+ p(x)u

bilinmeyen katsayinin x veya t'ye #laoldugu ama u’ya bgli olmadgi gibi ters
problemlerin ¢ozim tekniklerine gore farkli problendlir.

Eger problemlerdex 0 Q [0 R" ise, bu problemler bilinmeyen katsayinin birderida
degiskenli bir fonksiyonu oldgu problemlerdir. Bu problemlerin érnekleri Cannon
(1984)'de verir.

Ters problemlerin ¢6zim yontemlerini agiklamak igin

ut _uxx = f(U) (118)
u, (0t) =go(), u, @) =9,(t) (1.19)
u(x,0) = u,(x) (1.20)
ve

u(0,t) = h(t) (1.21)

ek kaguluyla verilen bglangic sinir dger problemini ele alalim. Rer katsayi
problemleri Cannon ve gi, (1978, 1980, 1992a) ve Pilant veg.di (1986,
1987a,1987c, 1988) tarafindan ele algtmi

Bu ters problemin ¢c6zimi verildiginde f icin yazilan

R f]=u(O,t; f)—h(t) =0 (1.22)
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denklemin ¢oztumune denktir. He deyile, diz problemi ifade ederf — h
eslesmesinin tersi olarh— f eslesmesini elde etmemiz gerekir. Bu ters problemin

¢6zUmu icin ¢gu artik algoritmalar
u(x,t) =g (xt) + j j K(x y,t =7)f (u(y,7))dydr 23)

Green fonksiyonlari temsiline dayandirilir. Burada22) denklemini ¢ozmek icin

gereken keul ?%’in tekil olmamasidir. (1.23) denklemink = x, noktasinda
u

yazarsak
u(x,t) =@ (6t + [[ K (%o, y,t =7) f (u(y, 7))dydz

elde ederiz. (1.22)-(1.23) denklemler sistemi lliieer olmayan Volterra integral
sistemidir. Bu sistem tim (1.18)-(1.21) bilgilerigermektedir; ama sistemi bu
sekilde ¢cozmek zordur.

Kismi diferansiyel denklergeklinde yazildg zaman

u, (Ot)-u, Ot; f)=f(u@Ot)) (1.24)
=h' () =@, O1) = [[K O y,t =) f (u(y, 7))dydr

veya u(0,t) = h(t ) oldusuna gore

f(h(t)) =h'(t) —u, Ot; f)

elde edilir. Bu problem Lipschitz kalunu sgliyor ise elde edilenf ele alinan ters

problemin ¢ozumudur (Pilant vegdj 1987c).

(1.22) artik denklemin ¢6zumu igin uygulanan ikp tydntem parametre tipli

yontemlerdir.
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Bu yontemlerdef 'in sonlu (a,,a,,....a, ) parametreler kiimesiyle ifade edfdi
yani f = f(a,,a,,....ay) oldugu kabul edilmektedir.
M
Ornegin (&) = Zaiqq(f) burada ¢ (& ) temel fonksiyonlardir. Bu yontemler
i=1
asagida ele alinngtir.

a) Agirhkli En Kaguk Kareler Yontemi

Olguimlerin sayisi M, parametre uzayirboyutunu garsa bunun sonucundaira

tayin edilmg olur. Yukaridakisekilde f ’ler igin,

min{ M w.R[t.]Z} = min{ > wlut t, (@) -he)f (1.25)
ajli=1 aj li=1

problemi ¢ozulur. Buraday, >  @girliklardir. Fonksiyonel ¢ok sayida lokal

minimuma sahipse bu zor bir optimizasyon problemiBu da kiguk kareler tipli

yontemlerin zorluklarindan biridir.
b) Siralama Yontemi

Bu yontem temel fonksiyonlari gemez yapar ve problemisazidaki lineer

olmayan cebirsel sisteme indirger.

Rt (a)))t,) =u@Ot, f(a,)-h(t)=0, i=1..N

Bu yontem sonlu sayida siralagmioktalarda farki sifirlayarak elde edgaie gére
siralama yontemi olarak isimlendirilir.
Ele alinan problemin ¢ézimi icin kullanilan yonterden dger bir sinif iterasyon

tipli yontemlerdir. Bu yontemleru’nun f’e gbre Gateaux tlrevi ile phdir.
Gateaux tarevi lineer kismi diferansiyel denklenaglar, u fonksiyonunun f

katsayisina nasil Bh oldugunu gormek icinu(x,t; f +s¢ )niceligi olusturulur.

12



u(x,t; f +s¢) fonksiyonu gaagidaki sinir dger problemini sglar.

u, —u, = f(u) +sg(u) (1.26)
u, (0t) = g, (t) (1.27)
u, @) =g, (t) (1.28)
u(x,0) = u,(x) (1.29)

O m]
u Ea%u(x,t; f +s¢)|5:0 = J[f]e ile Gateaux turevi tanimlanirsa, nin gagidaki

denklemi kolayca sgadig1 goralir:

0-u, = T U)u+ g(u) (1.30)
U (0t) =0 (1.31)
U (@Lt) =0 (1.32)
u(x,0) = 0 (1.33)

F(x+h)-F(x)
h

Frechet turevineseleger olsun diye yeterince purtzstz gidukabul edilir. f ve ¢

burada u=u(xt;f ) Gateaux tureviL, = seklinde tanimli

fonksiyonlarinin bilinmesi (1.24) kismi diferansiygkenklemini ve onun ¢ézimdini

m]
belirler. Gercekten bu durumda(x,t ¢pzimu icin
O Lo
u(x,t) = j j K(x,y,t - 1)@u(y, 7))dydr
0

O
elde edilir. BuradaK, 9, -9, — f (u )pperatori igin Green fonksiyonudur.

Yontemlerin (1.18)-(1.21) problemine uygulamasagadaki iterasyon formali ile

yapilmaktadir:
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£ = £ 4 F[R(..., )]
= £ +Eluot; £ ™) - h(t)]

buradaF , sadece orijinde sifir olan bir fonksiyondur. Akeee ancak R =0 ise bir

cbzime ve yakinsalga sahip olunur. Ardik iterasyon dizisi

f =T[f]=[I + FoRoudf

eslemesinin sabit noktasinin bulunmasigdegerdir. Bu iterasyon
fP5u" > R" 5 Fs £

seklinde bilinir. Bu dizinin yakinsak@t F dongUminin Frechet tlrevine galir.

Eger I+6—Fa—:¢J <1 saglanirsa, o zaman yakinsaklik belirlenebiliterasyonun

yakinsaklgini garanti etmek icinF secilebilir olmahdir.F’ in secimi iterasyonun

yakinsaklgini salar ve farkli iterasyogemasini dgurur. Bu iterasyogemalari:
a) Newton-Raphson

Bu yéntemIeR[f] =u(0,t; f) —h(t) =0 lineer olmayan denklemin ¢6zimu

-1
FW) = () _(‘;_fR] (tOyR[f ]

iterasyonu ile yapilirJ E? olarak

f.=f -Jf]"Rf]="1 -If] WOt f,)-h@) (1.34)

yazilabilir. Tekrar diizenleyerek,

14



If.] (frn - f) =ht) —u@t; f,)

olur.

m] O
Bu denklemden f, ., elde edilebilir.u= J[f, ] (f,., - f,) alinarak,u’nun

U= = (U U Ty (U) = ,(U,) (1.35)
u (0,1 =0 (1.36)
qu @t)=0 (1.37)
u(x0) = 0 (1.38)

sistemini vex = 0daki

u(,t) = h(t) ~u,t; f.) (1.39)

ek kasulunu sgladigi gosterilebilir. Buradan,

WO 1) = [[KO.yt=17) [0, (y.7)] dydr

]
oldugu bellidir. Burada K, 0,—-0 - f (u )l operatéri icin Green fonksiyonudur.

Bu I. tip Volterra integral denklemidirx=0 siniri tzerinde (1.35) denklemi ve
(1.40) sinir keulu kullanilarak f,,’i elde etmek igin

, O
h'(t)-u, O,t; f,) —ux (O,t; f ™)

fn (u, @)(h(t) —u, Q1)) + .1 (U, O1) = f,(u, (O1)).
denklemi elde edilir. Buf,,, icin lineer olamayan denklemdir ve iterasyonlaigte

b) Quasi-Newton

Bu yéntemIeJ[fn]_l’in yerine sabit K operatorl alinir ve bunun somotal
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FM) = f () _ K.R[f (n)]

elde edilir. Dgal Quasi-Newton yontemi (1.35) igindef, (u.)’nun f_(h) ile
degistiriimesiyle tanimlanmaktadir. BRa mimkinsema J[fn]’in bazi iterasyonlar

icin sabit tutulmasiyla elde edilmektedir.
(1.18)-(1.21) ters problemine farkh bir yaklan (1.24)'G h cinsinden f igin

cozersek elde edilir.

f(s) =h'(h™(s)) —u, (O,h7(s)) (1.40)
(1.35)u kullanarak (1.18)'derf ’i ortadan kaldirirsak

U (%, 1) = U, (%,1) = h (h 7 (u(X,1))) — U, (O, h ™ (u(x.1))) (1.41)

Trace Type Functional (TTF) denklemine witez. Bu denklemin dizgun tanimli
olmasi icin ek keul 0< h™(u(xt)) <t kisitlamasini sdamak zorundadir. Boylece
(1.41) diz problemi, (1.41)'den elde edilénile u(x,t) icin ¢oztlmektedir.

Bu yontemin zorlgu elde edilen denklemin lineer olmayan denklem chmaan
kaynaklanir. Bu yontemle ilgili bazi sonuglar zaraaball degisken icin sonlu
farklar uygulanarak Cannon (1990)'da elde gtmi

Eger (1.24)'den gagidaki temsili

u(x,t) =g (xt) + j j K(x,y,t =) f (u(y,7))dydr
kullanilaraku yok edilirse

F(h©) = (O -9 0.0 - [[K, Oyt =1 (uly,1)dydr (1.42)
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Fixed Point Projection (FPP) yontemi elde edilibH; TTF ve “siralama” yontemleri
arasinda h#anti vardir. TTF denklemi icin tam kapajema aagidaki sekilde
yazilir.

u™ —ul™® = h' (W™ " (1) —ul™ ©,h™ (U™ (x,1))). (1.43)

XX

Bu ise aagidaki iki denklem ciftine ayrilabilir:
U™ =™ = O (D)
FO(ht) = f (1) —ug™ O)

O<t<t; icin bu yontemle TTF denkleminin ¢ozllgdldusunu kabul edelim.

Verilen monotonlgu ve aralik (zerinde verilen kadan dolayr f™%’in
[h(tj),h(tjﬂ)J aralginda deistigi gorulebilir. Bu ise (1.42)'deki lineer olmayan

Volterra integral denkleminin >t; icin ¢6zllmesi olarak yorumlanabilir.

() = O -¢ O~ [ [ KOyt =) F (uly,1))dydr (1.44)

-j:j IJKXX O, y,t,,,7) f (u(y,r))dydr .

O<t<t, igin u(x,t)D[h(to),h(tj)] olduzundan dolayi bu denklemingégarafindan
ilk G¢ terim bilinmektedir. f icin U, (O,tj,?):h'(tj) olacak sekilde h'(t)

dizenlenirse o zaman ,
FOE) =R ) -¢01) [ [ KO y.t; 1) Ty, 7)dydr

elde edilir.
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Bir boyutlu durumda ek kil ve sinir verilerin etkisini gormek ve modeli ogére
yapmak mumkindur. Yuksek boyutluda, bu stratejisgedz. Asagidaki ters kaynak

problemi;
u, —Au = f(u) Qx[0,T] (1.45)

denkleminden

u=h 0Q x[0,T] (1.46)

sinir kaulunu ve ek Neumann kolunu

Gwéxo,t) =g, (1) (D)4
v

kullanarak f (u ynun bulunmasi problemini ele alalim.

Ek kosul, bir boyutlu gri Gizerinde verilmgtir. (1.23) temsilini kullanarak,

g, (1) = ou(X,,t) _ 0Y(Xy,t) +”6K(Xo’y’t _T)f(u(y, rY)dydr

7, o, ou

Bu Neumann veri-katsay! dogiimu olup f(u ) icin 1. tip lineer olmayan integral

denklemidir. Herhangi basit yontemle bunun II. tipeesil dongecesini gormek acik
degildir. Jakobi iterasyon yonteminde begire ile diagonal terimleri ¢cikarmak II. tip

denklemi elde etmek icin mimkunddr;

{ k(t=7)f (h(t))dr =Z—‘5— gt) + || g—ﬁ(f (h(t))) = f (u(y,7))dydr
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1
buradak(t) :J'K(xoy,t)dy ile ifade edilir. Genelde bu, kesirli mertebedkgdeze
0

sahip integral denklemlerinin tersine goéturur kinkaunn tersi lokal diferansiyel
operator dgildir.
(1.18)-(1.21) denklemlerini

E(t) = Jt'u(x,t)dx

ek kagulu ile ele alalim. [0,1] Gzerinde (1.18)’yi integedersek

1

E(t)=0,(t) - 9o (1) - f f(u(y,t))dy (1.48)
0

elde edilir.

Bu K =1 porizsuz cekirdg ile, I. tip lineer olmayan Fredholm integral

denklemidir. Bu durum iyi dgldir;, ama f, >f,=u, >u, = E >E, oldugu

kolayca gorulir veE  f'’in monoton fonksiyonudur. Bu ise siralama yontdmiy
1

E(t;) :J' f (u(x.t;))dx kosulunu sglayan bir tek parca parca linedr fonksiyonu
0

verecektir.

Eger u, bilinmeyen Kkatsay!l f'in artan bir fonksiyonu ve f, > f, ise,
u(xt; f,) >u(x,,t; f,). Bu ydntemle siralama yontemleri olduk¢a kulsadir. Eger
ilk deger f, bilinirse, u, <u<u, aralginda f(u)= f,+M(u-u, ) yazilabilir ki
buradaM , u(Ot;; f) =h(t,) kosulunu sglamasindan elde edilgbir esimdir.
Monotonluk yuzunden bu denklemi gayan birden fazla olamayanM, deseri
vardir. Bu yolla M, 'nin ardisik degerleri bulunur.

DUz problem lineer olmayan problem olduklari icinf |—>u|x,t;f| donguma

Uzerinde hesaplari ¢ok kesin olmak zorundayiz. eir@mayan kismi diferansiyel
denklemlerin ¢ozum yontemlerinde sinigddendiriimesinde tekil integral denklem
teorisi kullaniimalidir. Bu zorluk ytzinden, sayisamilasyonlar ¢ok faydalidir.
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Problemleri sonlu boyuta indirgemek zorluklari taharak kaldirmaz; ama gercek
veriler cggu zaman kesikli olduklari icin daha avantajlidir.

FPP yonteminkekil degisikli ge dayali ters problemler, direk ¢oziciye gére ganil
stratejide ¢ok az Ustlrga sahiptir.

Bunun sebebi, her iterasyonda FPP yontemi bir dizzime denktir. FPP yontemi
cok kucuk sayida iterasyonlar igin yakinsaktir.

Ters problemleri ayrikkdirdigimiz zaman, purtizsuzlik bizi ilgilendirmez.

Bu durum icin buttn fonksiyonlar kisim kisim linderveya dguk mertebeli parcali
parcall polinomdur. Kesikli verilerle kesin datayaklasmaliyiz ve bu durumda ek
kosullara hatalar eklenecektir. Bu gahada parabolik diferansiyel denklemlerde

bilinmeyen kaynak parametresinin bulunmasi probliexglenmgtir.

Tezin yapisi gagidaki sekildedir:

2. bolimde, yan lineer parabolik diferansiyel denklerde bilinmeyen kaynak
parametresinin elde edilmesi icin sonlu faemalar olgturulmustur. Problemin
¢6zUmuU icin uygulanan TTF (Trace Type-Formulationgtodu ele alinarak bu
¢6zim metodunun uygulamasi hakkinda gerekli acidara yer verilmtir.

3. bolumde, sayisal ¢o6zim icin test glwulmus ve TTF metodu kullanilarak
algoritma | ve algoritma 1l yazilrgtir. Elde edilen sayisal sonuglara gore tablolar
olusturulmustur.

4. bolumde, ele algimiz problemin sonuclari hakkinda aciklamalarawsiimis ve

daha sonra yapilacak gahalar da ele alinacak problemler ifade editmi
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2. YARI-LINEER PARABOLIK DIiFERANSIYEL DENKLEMLERDE
BILINMEYEN KAYNAK PARAMETRES iNiN ELDE EDILMESIi IiCiN
SONLU FARK SEMALARI

Bu bdlimde,

U, =U, +qu, + ptu(xt) + f(xt), x)0Q; = (0D x*(0T) (2.1)
u(x,0) = ¢(x), x (0D, (2.2)
u(0,t) = 4 (t), t0(0,T), (2.3)
u@t) = 44, (1), to@OT), (2.4)
sistemini ve

u(xt,t) = E(t), 0<xU <y, 0<t<T (2.5)

ek kaulunu sglayan bilinmeyen u=u(x,t) fonksiyonu ve p=p(t ) kaynak
parametresinin bulunmasi icin yazih ters problesdyisal ¢c6zim algoritmalari ve

semalari incelenngtir. Burada ¢(x ) f(xt), z4(t), () ve E(t)# 0 bilinen

fonksiyonlardir,q bilinen sabit ve xJ, (0)) icinde tanimlanan sabit bir noktadir

(Fatullayev ve Can, 2000). Bu tip problemler, Camnee dg.,(1987) tarafindan
incelenmgtir.

Eger u kimyasal konsantrasyonu veya sicgklgosterirse o zamarp(t kaynak
kontroliini, q(t ) ortalama hizi (suriklenme hizini) belirtmektediger p(t)
biliniyorsa, (2.1)-(2.5) direkt b#angi¢c sinir dger problemi f({t)OC(O,T ) ile
u(x,t) 'nin tek dizgun bir ¢bziimine sahiptir (Cannon vg.,di990). Bilinmeyen

kaynak kontrol fonksiyonunun bulunmasina benzes peoblemler son yillarda bazi
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bilim adamlan tarafindan ele alingtr (Cannon ve ., 1992, 1994). Bu tip
problemlerin kararhfii Shidher ve Tavakoli (2002) tarafindan incelegtmi

Bu calsmada, bu tip ters problemler icin TTF (Trace-Typei€tional) sayisal
¢6zUm algoritmasi kullanildi.

TTF (Trace-Type-Functional) metod Colton v&.dj1990), Cannon (1991b, 1992b)

tarafindan ele alinrgtir.

2.1. Trace-Type-Functional (TTF) Formulasyonu

Eger (u, p) fonksiyon cifti (2.1)-(2.5) ters probleminin ¢oziinse o zaman,

E =u, o Tau,

oo FPOE® + T o (2.6)
sglanmalidir. Buradan,

Et _uxx

—f (%)

x=x" —quy x=x"

E()

p(t) = 2.7)

elde edilir ki, bu ifadeyi tekrar (2.1)’de yerinazarsak,

By~ U] oo 70U o0 = T XD
U =u, +qu, + =0 u+f(xt), (xH)0Q (2.8)
u(x,0) = ¢(x), x0 (0), (2.9)
uOt) = 14, (1), td(OT), (2.10)
u@t) = 1, (1), t@OT) (2.11)

standart bgangi¢c sinir dger problemini elde etmioluruz. Bu problem sayisal
olarak ¢ozulebilir. Elde edilen ¢ozimler (2.7) diemkinin s& tarafindakiu yerine

yazilarak, p(t )icin yaklaik ¢ozim bulunur.
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Parabolik denklemler igin yazili bilinmeyen 0zgi8i,1 bilinmeyen iletkenlik,
bilinmeyen reaksiyon terimi ve bilinmeyen sinirsitu gibi ters problemler verilen
ek kaula bal TTF formulasyonu ile ¢ozulebilmektedir (Can, 300

Bu yontemde ele alinan problemlerdeki bilinmeyets&a ek keul yardimi ile

ortadan kaldirlir. Problem yenidenskangic ve sinir dger problemi olarak ifade
edilir ve standart ¢ozim yontemleri uygulanir.

(2.6)-(2.11) sistemine sonlu farklggmalari metodu uygulanarak ¢ozulebilir.

2.2. Sonlu FarkSemalari

r zamana bgi adim uzunluklari,h uzay koordinatlariM ve N tamsayilar olmak

uzere,

T=AT>0, h=Ax>0

Z||—\
'\'
1

Q. ={(Xi,tj):xi =ih, t; =7, i=0N, j=0M, h } (2.12)

Z |-

kafesi yazilabilir.

v

0 i-1 i i+1

Sekil 2.1: Q,,, kafesi
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2.2.1. Aciksema

Zamana bg ileri fark t; ve uzaya bgl ikinci dereceden merkezi farkg

kullanilarak ele alggmiz (2.1) denklemi

l(ui'+1 -u') = h—lz(ui‘_1 -2u! +ul,)+q’ (—u'+12hu"1) +p'u! + £
r

seklinde yazilabilir.

S= h—rz olarak tanimlanip, (2.13) denklemi tekrar diizemse

u*t =ul +s(ul, - 2u) +u/,) +—T2(:] (U —uL) +7(p'u) + £)

sonucuna ukalir (Dehghan, 2003).

Burada
1<isN-1,0<jsM -1

degerlerini almaktadir.

(2.13)

(2.14)

Sonlu fark semasina uygun olarak yazilan (2.14) denkleminiglaogic ve sinir

kosullari,

baslangic kgulu

u’ = 4(x), i=123...,N-1
sinir kaullan
u(;ﬂ ::u1(tj+1)s j=012,...M -1
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Uit = (), j=012,..M-1 (2.17)

seklinde ifade edilmektedir.
Acik sema,

O<ss1
2

aralginda kararlilik gosterir. Aciksema kiguk zaman adimlarinda iyi sonug
vermemektedir. Sayisal hatalari, zaman adimi vg adaninin karesine kh olarak
degismektedir (Dehghan, 2001).

i j+l

i1, j i+1, ]

Sekil 2.2: Aciksema

2.2.2. Kapalisema

Zamana bgh geri fark t;,, ve uzaya bgi ikinci dereceden merkezi farkk

kullanilarak (2.1) denklemi

2s(2-hg')uly - 2@2s+1u!™ + 252+ hg! uli =-2u) - 2r(kul)u!™ + £ (2.18)

seklinde yazilabilir.
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Burada

141 ; i _ oy i oyl
E™-E' Us, 205 +Up, -q’ Uit Yoy fl
2 "
o r h 2h
_ T
T

£ = (X, 1)

E, = E(t;) olarak belirtimekte ve

1<isN-11<j<M-1

degerlerini almaktadir.

Sonlu fark semasina uygun olarak yazilan (2.18) denkleminigladogic ve sinir

kosullari,

baslangic kgulu

ul = g(x), i=123..
sinir kaullan

U™ = 44 (t),0), j=123..
U™t = 44, (t,), j=123.

seklinde ifade edilmektedir.

SN-1

.M -1

oM -1

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Kapali sema kgulsuz kararlilik gostermektedir ve yakinsaktir. lAgema metoduna

gore daha fazla sayisallam gerektirir. Bundan dolayl kapajemayi probleme

uygulamak daha zor ve yata. ClnkU her adimda denklem sisteminin ¢ézilmesi

gerekmektedir (Dehghan, 2005). Sayisal hatalamamaadimi ve uzay adiminin

dcuncu derecesine glaolarak dgismektedir (Dehghan, 2001).
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i-1, j+1 i, j+1 i+1,j+1

iy |
Sekil 2.3: Kapalsema

2.2.3. Crank-Nicolsonsemasi

Zamana bgl merkezi farkt,,,,, ve uzaya bgli ikinci dereceden merkezi fark

kullanilarak (2.1) denklemi

sL-hg')uly - 2(s+Qu’* + s+ hg’ )uls = -suly +2(s-Du) - sul, (2.22)
- ZT(k(Uijm)Uij+l + 1)

seklinde yazilabilir.

Burada

EM-El un, -2uL+ul U

. 2 i
k(UiJj) — T 2h == 2h

olarak belirtimekte ve

1<isN-1L1<jsM -1

degerlerini almaktadir.

Sonlu fark semasina uygun olarak yazilan (2.22) denkleminigladogic ve sinir

kosullari,

baslangic kgulu
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ul = (), i=12,..,N-1 (2.23)

sinir kaullan
u = 4(t,), j=12..M -1, (2.2¢
uy = (L)), j=12,...M -1 (2.25)

seklinde ifade edilmektedir.

s> 0 icin Crank-Nicolsorsemasi keulsuz kararlihk gostermektedir ve yakinsaktir.
Kicuk zaman adimlarinda cok iyi sonu¢c vermektedayisal hatalari, zaman
adiminin tguncu derecesi ve uzay adimin dorduncgcdsine bgi olarak dgisim
gostermektedir (Dehghan, 2001).

i-1, j+1 i, j+1 i+1,j+1
O O O

i-1, | i+1, ]

| _ @

i
Sekil 2.4: Crank-Nicolsogema

Yukarida ele alinan kapali ve Crank-Nicolsgamalarin sinir kaullart TDMA
yontemine uygun bir bicimdesagidaki sekilde yazilabilir.

1 — 3 0¥ j+1
U ==X U+ 4

L — it j+1
Uy~ = X2 Uyg H A,

Burada,
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/Ylj+l - O, X2j+l - O,

jt1 — j+l

Hy —,L[l(tj+1), H; :/'[Z(tj+1)

bagintilariyla verilmektedir.

Bu sonlu farklarsemasinin ¢6zimi TDMA ( Tree Diagonal Matrix Algbrit ) ile
yapilimaktadir (Ek-2).

Sonlu farksemalari ile ilgili daha detayli bilgiler (Ek-1)'deerilmistir.
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3. SAYISAL COZUM SONUCLARI

3.1 Sayisal Test 1

Problemin ¢oziminidn gaulugunu gostermek igin test alwralim.

u, =u, +qu, + p(t)u+ f(xt), O0<x<1 0O<t<T (3.1)
u(x,0) = ¢(x), O<x<1 AP
u(0,t) = £ (1), 0<t<T 3B
u@t) = u,(t), 0<t<T 43
probleminde,

u(x,t) =tsinx+1 (3.5)
p(t) =10t exp(t?) (3.6)
ilk durumda,

q=0

olarak verilsin.

Baslangic ve sinir kqullarini u(x,t) fonksiyonuna uygulayarakg(x), w, (t Ye
MU, (t) deserleri

u(x,0) = 0sinx+1=1=¢(x)
u(0,t) =tsin0+1=1= ,(t)
u@t) =t.sin@) +1= 1,(t)

olarak elde edilir.
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u(x,t) fonksiyonunun, (3.1) icin gerekli olan tirevlehira

u, (x,t) = (tsinx+1), =sinx
u, (x,t) = (tsinx+1), =tcosx

u, (Xt) = (tsinx+1)  =-tsinx

ve bunlar (3.1) denkleminde yazarsak,

f(x,t) =sinx(L+t - p(t)t) — p(t)

olarak bulunur.

Simdi de ayni problemde sinir ve gtengic kaullarini sglayan ve 6nceden

bildigimiz u(x,t) fonksiyonunu bulalim.

O zaman problem,

u, =u, + p(t)u+sinx@+t - p(t)t) — p(t) (3.7)
u(x,0) =1 (3.8)
u@t) =1 (3.9)
u(Lt) =tsin@®) +1 (3)10
ve ek kaul,

u(x",t) =tsin(x") +1 (3.11)

seklinde yazilir.
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3.2 TTF Metodu ile Sayisal C6zim

Ek kosula ba&ll olarak yazilan (2.6) denklemine Test 1 (g=0) wiggirsa, p(t)

ifadesi,

E -u

_—f(xY)
E(t)

XX

(3.12)

p(t) =

olarak bulunur.
Test 1'de bulunan f(x,t) =sinx(L+t - p(t)t) — p(t )ifadesi denklemde vyerine

yazilirsa (3.7) denklemi

Et_uxx
u =u,+

—f (%)
E(t)

X=

Ju +sinx(L+t - p(t)t) = p(t) (3.13)

sekline dongar.

Baslangi¢ ve sinir kgullan

u(x,0) =1 (3.14)
uO,t) =1 (3.15)
u(Lt) = tsin@) +1 (316

verilen ek kgul yardimiyla belirlenir. Ek kgul

u(x”,t) = E(t) =tsin(0.2) +1 (3.17)

olarak alinmgtir. Buradax" noktasi, ¢coziimiin en kararl ofglunoktay! gosterir ve

sayisal dgeri yapilan test sonucunda =  Oftarak bulunmgtur.
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TTF (Trace-Type-Functional) metoduna gore yazildgoAtma | ve Algoritma Il

bize sirasiylap(t )ve u(x,t)’nin gercek ve yaklgk sonucglarini vermektedir. Bu

sayisal sonuclara gére Tablo 3.1 ve Tablo 3.&wtuldu.

3.3 Sayisal Test 2

(3.1) denklemindeg = Zazilirsa

f(x,t) =sinx(L+t) — 2t cosx — p(t)(tsinx +1)

bulunur. Bu durumda denklemimiz,

u, =u, +qu, + p(t)u+sinx@+t) —2tcosx — p(t)(tsinx +1)

sekline dongur.

Test 1'de yapilan dogumler burada da yapilgtir. TTF (Trace-Type-Functional)
metoduna goére yazilan Algoritmalar bizg(t vE u(x,t)’nin gercek ve yaklak
sonugclarini verir. Bu sayisal sonuclara gére T&dBove Tablo 3.4 okiuruldu.

Test 1 ve Test 2'de bulunap(t dgserlerinin gercek ve yak$gk sonuclari grafikler

Uzerinde gosterildi.
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—— Gercek p(t) dgerleri
—m— Yaklagik p(t) degerleri
4
3+
5
2 -
1+
0 L | L | L | L |
0.0 0.4 0.8 t 1.2

16 2.0

Sekil 3.1: Aciksema; M=10001, N=51 ve g=0 icin p(t)g=leri (Test 1).

—— Gergek p(t) deerleri
—m— Yaklagik p(t) degerleri

p()

) ) I ) I ) I
0,0 04 0,8 t 12 1,6

2,0

Sekil 3.2: Aciksema; M=10001, N=51 ve q=2 i¢in p(t) @=leri (Test2).
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—— Gercek p(t) deerleri
—m— Yaklssik p(t) deggerleri

p(t)
/

N\
N\

N

I ) I ) I
0,0 0,4 0,8

16 2,0

Sekil 3.3: Kapalisema; M=10001, N=51 ve q=0 icin p(t) @=leri (Test 1).

—— Gergek p(t) deerleri
—m— Yakissik p(t) dezerleri

. ! . ! !
0,0 0,4 0,8

16 2,0

Sekil 3.4: Kapalisema; M=10001, N=51 ve q=2 icin p(t) @=leri (Test 2).
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Gercek p(t) dgerleri
—m— Yaklsgik p(t) deserleri

| AN

2+
1+ \
| |
0 ! | ! | ! | ! | !
0,0 0,4 0,8 t 12 1,6 2,0

Sekil 3.5: Crank-Nicolsogema; M=10001, N=51 ve g=0 i¢in p(t)@=leri (Test 1).

—— Gercek p(t) deerleri
—m— Yakigsik p(t) degerleri

T/
N
N\
i \

0,0 04 08 t 12 1,6 20

Sekil 3.6: Crank-Nicolsogema; M=10001, N=51 ve =2 i¢in p(t) @leri (Test 2).
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Tablo 3.1: g=0, M=10001 ve N=51 igin u(x,t)geelerinin gercek ve yakjzk sonuclari

X Gergek u Acllsema Kapalisema Crank-Nicolson
hatalar hatalar hatalar
0.02 1.019 1.192x10” 7.593x107° 1.621x107
0.08 1.079 2.384x107' 2.938x10™ 6.226x107
0.14 1.139 7.152x1077 4.932x10™ 1.039%1072
0.20 1.198 1.430x10° 6.707%10™* 1.408x1072
0.26 1.257 2.503x10° 8.231x10™* 1.722x1072
0.32 1.314 3.099x10° 9.471x10™ 1.978x1072
0.38 1.370 3.218x10° 1.03%x10™ 2.171x1072
0.44 1.425 3.218x10° 1.100x10™ 2.298x107
0.50 1.479 3.576x10° 1.126x10™ 2.355x1072
0.56 1.531 4.053x10° 1.11710™ 2.341x1072
0.62 1.581 4.172x10°° 1.072x107 2.254x107
0.68 1.628 4.172x10° 9.914x10™* 2.093x107
0.74 1.674 4.053x10° 8.754x10™* 1.857x1072
0.80 1.717 3.576x10° 7.251x10™ 1.548x1072
0.86 1.757 2.622x10°° 5.419x10™ 1.165¢1072
0.92 1.795 1.311x10° 3.27%10™ 7.118x1072
0.98 1.830 3.576x10° 8.630<10™ 1.890x1072

Tablo 3.2: g=0, M=10001 ve N=51 icin p(t)gelerinin gercek ve yakfsk sonuclari

t Gercek p Acllsema Kapalisema Crank-Nicolson
hatalar hatalar hatalar
0.1 0.991 7.792x10™ 1.877%10°° 6.279%1072
0.2 1.922 4.303<10™ 2.417%107 1.538x1072
0.3 2.742 5.350<10™* 3.612x107 2.410x107
0.4 3.409 1.242x10™ 3.869x10°° 3.164x1072
0.5 3.894 8.778<10™* 2.802x10°° 3.788x<1072
0.6 4.186 1.647x10™ 4.313x10°° 4.576x107°
0.7 4.288 1.688x10™* 4.105<10°° 5.335x1072
0.8 4.218 4.429x10™ 3.783«10°® 6.226x1072
0.9 4.003 4.954x107™* 3.849%x107 7.256x1072
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Tablo 3.3: g=2, M=10001 ve N=51 igin u(x,t)gelerinin gercek ve yak$gk sonuclari

X Gergek u Acllsema Kapalisema Crank-Nicolson
hatalar hatalar hatalar
0.02 1.019 1.788x10°° 7.77210™ 1.586x1072
0.08 1.079 6.914x10° 2.847%10™ 5.800x1072
0.14 1.139 1.049x10°° 4.540¢<10™ 9.229x1072
0.20 1.198 1.287x107 5.873x10™* 1.191x1072
0.26 1.257 1.418x107° 6.855x10™* 1.391x1072
0.32 1.314 1.502x107° 7.517%10™ 1.527%1072
0.38 1.370 1.561x107° 7.877%x107° 1.602x<1072
0.44 1.425 1.573x107° 7.959%10°3 1.624x1072
0.50 1.479 1.490x107° 7.790x10°° 1.595<1072
0.56 1.531 1.335x107° 7.396x10°° 1.521x1072
0.62 1.581 1.168x107° 6.802¢10°° 1.406x1072
0.68 1.628 9.894x107° 6.033x107° 1.254x1072
0.74 1.674 7.867x107° 5.116x10™ 1.071x1072
0.80 1.717 5.841x107° 4.075¢10™ 8.598x1072
0.86 1.757 4.172x10°° 2.931x10™ 6.240x1072
0.92 1.795 2.503x107° 1.715x10™ 3.6771072
0.98 1.830 5.960x10~’ 4.374x10™ 9.437x1072

Tablo 3.4: g=2, M=10001 ve N=51 icin p(t)gelerinin gercek ve yakfgk sonuclari

t Gergek p Acllsema Kapalisema Crank-Nicolson
hatalar hatalar hatalar
0.1 0.991 2.529x10™ 1.924x10°3 5.955¢1072
0.2 1.922 2.484x10™ 2.689%x10°° 1.243x1072
0.3 2.742 1.503<10™ 3.456x10°° 1.910x1072
0.4 3.409 2.709<10™ 3.077%10°° 2.404x1072
0.5 3.894 1.549x10™* 3.393x1073 2.919x107?
0.6 4.186 7.948x10™ 3.104x107° 3.366x1072
0.7 4.288 9.837%x10™ 3.33%«10°° 3.847%x107
0.8 4.218 1.185x10™* 2.479%1073 4.390¢1072
0.9 4.003 7.591x10™ 1.668x1073 4.904x1072
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calsmada, ele alggmiz bglangi¢-sinir dger problemi, fizik alaninda pek ¢ok
orneklemeleri icermektedir. Bulmak istgoniz katsayilar fiziksel bazi parametrelere
karsilik gelmektedir. Ancak bu katsayilari belirlemedtedgimiz zaman ¢6zimde

kullanac&imiz semalarin kararfi ve dayaniklig baytk 6nem tar.

Calsmada, yan lineer parabolik diferansiyel denklemderbilinmeyen kaynak
parametresinin bulunmasina yonelik TTF (Trace-Tlpemulation) algoritmasi
kullanildi. Sayisal ¢c6zim uygulamalar yapilardideesdilen sonuclara gosemalar

karsilastirildi.

TTF yonteminin kararlik arghinin kicukligu, bu yontemde elde edilen yeniden
formule edilmg problemin ¢6zimunun kendisi ve ikinci mertebedeevine tekrarl
sekilde balantili olmasi ile ilgilidir. Bu bglanti katsayr ¢cozimundeki gigimlere
asiri duyarli yapmaktadir.

TTF yontemiyle ele alinan Test 1 ve Test 2 venleribakilarak, ele algimiz
problem icin Aciksemanin, Kapali ve Crank-Nicolsaemalarina gore kullagii
oldugu, daha az CPU (Central Processing Unit) zamaninayahtiduydgu
gorilmektedir.

Problemimizi kapalisemayl uygulamak daha zor ve galasi bakimindan daha
yava oldugu sonucuna varilngiir. Cunkd her adimda denklem sistemini ¢ozmeyi
gerektirmektedir. Grafiklerden de gorufgiigibi Test 1 =0) ve Test 2 = 2)

uygulamalarinda, p(t) g@erlerinin gercek ¢6zime M ve N @gaolarak en yakin
sonugclarl acikema vermektedir. Kapajemada ise, p(t) gerlerinin hata orani Acik

ve Crank-Nicolsogemaya gore daha yuksek ¢cikmaktadir.
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Tablolardaki p(t) ve u(x,t) derlerinin hatalari uzaya g, M=10001 ve zamana
bagli, N=51 tamsay! degerleri icin bulunmgtur. M=10001 ve N=51 tamsayi
degerleri cozime en yakin sayisalggéer olup, bircok denemeler sonucunda elde
edilmistir. Acik, Kapali ve Crank-Nicolsogemalar Test 1 (q=0) icin iyi sonug¢
vermektedir. Test 2 (q=2) i¢in ise bemalarin hatalarinin agi gérulmektedir.

Daha sonra, yapilan bu gaha iki boyutlu sonlu farksemalarina uygulanarak

sonugclarin elde edilmesi 6ngorilebilir.
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EK-1
Parabolik Denklemler icin Sonlu Fark Semalari

Isi transferi denklemi icin sinir @er problemini g6z 6niine alalim:

ou _ , 0%

E—a W+f(x,t), (1)
u(x,t) = uy(t), (2)
u(0,t) = 4 (t), 3
U@t) = 44, (1). (4)

Burada u, (t), 4 (t), &, (t ) verilen fonksiyonlardir.
Acik sema

x degiskeniicin W, kafesi

W, ={x =ih, i=0L..,N, hN =1}

t degiskeni icin W, kafesini

W, ={t, =nz, n=01...K, Kr =T}

seklinde olygturalim.
(x,t,), i=0L..,.N, n=01...,.K noktalart W, , =W, xW, sebekelerin noktalari

olacaktir.
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A
t
T
t, ® 1,N
0 Xi 1 X

(X, t,), (X, t,),...(x,, t,) noktalari kimesine n. katman denir.

yin+1 - yin — yin+1 - 2yin + yin—l
T

" (5)

Yl =yt v = ’ ygx,i

gosterimlerini kullanarak, (1) denklemini@x;,t, npktasinda yakkamini yapmak
icin asagidaki sablonlar kullanilir.

(%2 th.) (%1 toe)
Q 0 o o
(X1 toa) (X1 ter)
O ) O O
(%1:t,) (%.t,) (%.t,) (x.0)
a) b)
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Gth)  (otha) (Kt (X, thse) 0

O O O
(Xi 'tn)
O O O
(Xi—lltn) (Xi+l’tn)
O —O— O
(at) (L) () ©
i-17°n )ﬁi n i+11°n (Xi ,tn_l)
c) d)
ou .. . N . . 0%, .. N L
m trevini (x ,t,) noktasinday,’, fark ifadesi |Ie,? yiise yo ve f(xt)’yi
) X XX,i

f(x,t,) le degistirelim. Sonucta,

n+l

Yi Yin = a2 yirl-l B 2yin + yin—l + ¢in

6
r h? ©)
alinz. Bu (a)ablonuna kanlik semadir.
Farksemasi ise,
ml_yn N2y +yl N
yl yl - a2 yl 1 y2 y 1 +¢| (7)

r

seklinde gosterilir.

Burada

hN =1, Kr=T

degerlerini almaktadir. Bdangic ve sinir kqullari

Yo = iy (t,), Yn = (L), n=01..K

Y =Up(x),  i=O0L...N

olarak verilmektedir.
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Bu semada goruldgll gibi ezer y", i =01L...,N ¢6zUmunin. katmanda belliyse, o

zaman(n+ 1).katmanda
yrt =yl T(y;r:x,i +¢7") i=01..,N (8)

acik formuld ile bulunacaktir. Onun icin de ¢@masina acikema denir.
(1)-(3) probleminin ¢oziimine (63emasinin ¢ézumii O(r +h? )hatasi ile
yaklasmaktadir. (6kemasinin dayaniklilik koilunu inceleyelim.

n+l _

et TP il TR

, a=a’ 9
- = @=a) (©)
uygun homojen denklemine bakalim.

(9) denkleminin

y;(#) =q"e™ (10)

seklinde 6zel ¢oziimleri aranir. (9)'u ( 8)'e yazdrsa €' ’ye bolersek

q-1__€e" -2+e™

=a 5 ve buradan
T h
., h ra
q :1—4ysm27¢, =7 (11)

bulunur. Eger tim ¢ ’ler icin |q| <1 salanirsa o zaman (8gkilli tm ¢coézimler
sinirhdir ve (8) fark denklemi dayanikhdir;

2
<2=y<05=7< 0.5%

hg

q<1= ‘1—4ysin27 hy

< 4ysin® ——
L \y ‘

yani, (8) fark semasi, zaman adimz ve uzay adimih olmak Uzere belli bir
sinirlamalar icinde dayanikhdir. Onun igin (83masina kgullu dayanikl sema
denir.
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Kapall sema

(b) sablonuna kaslik

n+l n+l n+l

n+l _ \,n _
Yi . Yi :§Yi+1 2?-?2 T VYiq +gr (12)
i=12,....N -1, n=01..K-1
y(r)Hl =14 (), yﬂﬂ =, (L), n=01..K-1
yg+1 =Uy(X), i=0L1...,N

n+ls

Bu semanin hatasiO(7 +h? ’dir. Bilinen y™ler icin y*’lerin bulunmasi

Yy =@+ 2yt +pyt = FR i=12,...N-1

y3+l = /'11 (tn+1)

n+l

Yn o = M ()

ile ifade edilir.
Burada y=ar/h*, F"=y+1¢"

Bu sistem takip yontemi ile c¢ozulir. Takip yonteden dayaniklik keulu
sglanmaktadir.
Benzersekilde,

n+l

TV + "

n+l n+l n+l

Yi Y _ 3 Yia _2yi2
T h

semasinin dayaniklilk kolunu ararsak,

q=@+ 4ysin2h—2¢)’l, y=£
bulunur ve gorildgi gibi tim ¢,7 ve h’lar igin |q < 1.

Dayanikhlgi aragtirmak icin birkac tane yontem vardir. Bunlardan blan
harmonikler yontemi ile busemanin dayanikligini inceleyelim. Bu dayanikhlik
zorunlu kaulunu verecektir.

Homojen denkleme bakalim:

n+l _ \,n

Yi Yi _ Y?+1 - Zy? + y?—l
r h?

V(@) =qe’
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I,¢ herhangi bir sayig tanimlanacak sayidir.
Denklemde yazarak ve'" 'ya bélerek

q-1_e" -2+e™

5 ve buradan
T h
., hg 4
=1-4ysin’ —, =—
q Y 5 Yy 2
elde edilir.

Eger herhangi birg icin |q| >1 olursa n - o oldugunda y; (¢) sonsuz artacaktir.

Bu halde farksemasina dayaniksiz fagemasi denir. ger tim ¢ 'ler icin |q <1 ise
dayanikli denir.

lq<1= ‘1—4ysin2h—2¢ <1= y< 05 yani 7 < 05h* kosulu icinde dayaniklidir.
n+l _ \,n n+l _ n+l n+l

yi yi = yi+l 2yi2 + yi—l + ¢in (13)

T h

i=12,...,.N-1 n=01..K-1

Yo = 4y (ths)s YN = My (b)), n=0L..K-1

vO = Uy (X)), i =04,..K -1

VYE = @+ 2p)y ™+ py =R i=12,..,N-1

y=t1/h? F' =y’ +1g]

Takip yontemi ile ¢ozalur.
Yine benzegekilde harmonikler ydontemini uygularsak

n+1 n n+l _ n+l n+l
Yi Y, :yj'+1 2y, +yj—1+

T h? 4
., he._ 4
q=(1—4y5|n27¢) ' Y=oz g =<1

Oh, 7’lar mutlak dayanikhliktir.z istenildigi kadar blyuk secilebilir.
Alti noktall simetriksema aagida gosterilmtir.
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(Xi—litn+1) (Xi 'tn+1)
O (Xi+1’tn+1)

0 o
(Xt) © O O (x.ty)
(Xi—l’tnﬂ)

n+l n

i Y R n n
A “¥ :_(y;o(il"'y%(i)'*'@

T AN '

Bu sema, h ve r'ya gore 2. mertebeden yakimi vardir. Eer
¢" = f(x,t, +057)+O(r* +h*) ise, mutlak dayaniklidir ve takip yontemi ile
¢cozllur. Bgimsiz bu Ugemayi genel olarak ceki parametrgdimalar ailesi olarak
yazilir.

n+l n

yi _yi - n+l+(1_5)y£X +¢in

XX

T
i=12,...N-1 n=01...K-1
Vo™ = f(t). V= (), n=01..K-1
v =u,(x), i=01....N
Eger,

0=0 ise aclksema, 0 = 1 kapali sema ve 0 = 05ise simetriksema olarak
isimlendirilir.
Ayni zamanda,

2

n h? .
¢i = f (Xi ’ tn+1/2) +E f (Xi ’ tn+1/2) + O(r2 + h4)

ise (12)semasit 'ya goére 2. ,h’a gore 4. mertebeden yakim ifadesidir ve mutlak
dayaniklidir. Genellikled = 0.5%osullu tim semalar mutlak dayanikhdir.
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EK-2
Takip Yontemi (Tridiagonal Matrix Algoritm)

Bu yontem,
Ay = f
denklem sistemindeA=[aij] Uc k&egenli matris denklemlerinin  ¢ozimu igin

kullanilir; yani j >i-1 ve j<i-1 olduundaga; =0 olacaktir.
Genel halde bu sistem

C by Yo f
a G b, Y1 fy
a, ¢ b,

Cn—1 bn—l yn—l fn—l
n bn yn fn

gosteriminde ve
;¥ = €Y +0yyp, = - (1)

Yo =Xt b Y = XoYna t i (@)
seklinde olacaktir. (1) denkleminin ¢ozimuanu

Y =0uYju t B, 1=0L.,N-1 (3)
seklinde arayagaz; a,,, 5;., bilinmeyen katsayilardir. Bu ¢6zimden yola ¢ikarak

Yia =ayy; + 5 (4)
elde edilir. (3) denklemini (4)'de yeggrirsek,

yj—l:aj(aj+1yj+1+18j+l)+ﬁj =ajajyj+1+ajﬁj+1’ j=LN-1 %)
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ifadesini bulmy oluruz. Batln bunlari (2)'de yazgimizda
[ajﬂ(aiai _Cj)+bj]yi+l +['81'+1(aiai —c)+a b+ fj]= 0  j=LIN-1

denkleminin sonucu géamasi icin a,,, ve p,,, Kkatsayllari dyle secilmelidir ki
parantezler ici sifirasé olsun; o0 zaman
b, _aB N A

On="—""1 Bu= j=1N-1 (6)
c, —a,a,

c,—a,a;’
olmalidir ve a;, B; (j > 1)lerin bulunmasi icin bdangic a, ve p, degerlerinin
verilmesi gerekiyor. (3) denklemindg = ddugunda,

Yo=Y+ B Yo =Xt (7)

bulunur ki; bu durumda a, = y,, B, =4, elde ederiz. Dolayisiyla (6) ve (7)

ifadeleri ile a,,, ve B,,, katsayilarini buluruz ve buna takip yonteminiib{A)
diz gidsi denir. Eger tersine takip yontemini kullanacaksak ongg, ’'yi bilmemiz
gerekir. (7) denklemind®&\ - N -1 yazarsak

yN—l = aNyN +IBN

bulunur ve buradan,

:XZﬁN +/'12 (8)

I 1_X20N

elde edilir. yy bilindikten sonra (7) formuld ile tny; 'lerin bulunmasina ters takip

denir.
Takip (TDMA) yonteminin kullanilabilmesi igin,

a #0, b #0, [c|z[a]+[p,, j=12..N-1 9)
ve
|)(1|S:L |X2|32 10]

kosullarini sglamasi gerekir.
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EK-3
Bilgisayar Programlari

A) Algoritma I'e g6re hatasiz olarak yapilan h=0/%leseri sabit tutuldu.
al2.dat(M=10001, N=51), a210.dat(M=10001, N=51p8&0.dat(M=10001, N=51)
degerlerinde yapilan programlarda datalar elde edtlmi Bu programda
p(t) =10texpt?), q=0 ve u(x,t) =tsin(x) +1 alinmstir.

Algoritma | ile yapilan ileri fark acik sema program

Bu program u(x,t)’nin gercek ve yakl& deserlerini bulmaktadir.
dimension x(51), t(10001), u(51,10001), f(51,100®1)10001)
*.ug(51,10001), g(10001), Gp(10001)
open(unit=1,file="al2.dat')

read(*,*) m,n

tau=1./(m-1)

h=1./(n-1)

ms=n/15

ny=0.26/h

do 5i=1,n

5 x(i)=(i-1)*h

do 7 j=1,m

q(-1)=0

t())=(-1)*tau

7 continue

do 10 i=1,n

10u(i,1)=1.

do 15 j=1,m

p()=10%t())*exp(-t()**2)

u(1,j)=1.

15 u(n,j)=t@)*sin(1.)+1.

17 continue

do 20 j=1,m

do 25i=2,n-1

f(L)=sin(x()*(1+t))-p()()-

* p()-a(-1)*t()*cos(x(i))
u(i,j+1)=u(i,j)+tau*(u(i+1,j)-2*u(i,j)+u(i-1,j))/h**2
* +taup(j)*u(i,j)+tau*(q(j-1)*(u(i+1,))-u(i-1,j)))/(2*h)+tau*f(i,j)
akk=((u(i,j+1)-u(i.j))/tau-(u(i+1,j)-2*u(i,j)+u(i-1j))
*“Ih**2-q(j-1)*(u(i+1,)-u(i-1,)))/(2*h)-f(.))/u(i .j)
p(j)=akk

25 continue

20 continue
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do 40 i=2,n-1,ms

ug(i,m)=t(m)*sin(x(i))+1.

write(*,*) x(i),u(i,m),ug(i,m),abs(ug(i,m)-u(i,m))
40 write(1,*) x(i),u(i,m),ug(i,m),abs(ug(i,m)-uin))
stop

end

Algoritma | ile yapilan ileri fark kapali sema program

Bu program u(x,t)’nin gercek ve yakl& degerlerini bulmaktadir.
dimension fi(10001), p(10001), a(10001), b(100@30001), f(10001),
* al(10001), be(10001), Gp(10001), q(10001), wu(bOM1), t(10001),
*fm1(10001), fm2(10001), x(51), €(10001), ug(51000Q)
open(unit=1,file="a210.dat’)

tm=1.

Xm=1.

read(*,*) m,n

ms=n/15

ta=tm/(m-1)

h=xm/(n-1)

do 10 i=1,n

x()=(@i-1)*h

fi(i)=1.

u(i,1)=fi(i)

10 continue

ny=0.26/h

t(1)=0

e(1)=t(1)*sin(x(ny))+1

AGp=0

do 20 j=2,m

q(-1)=0

t(4)=(-1)*ta

p(-1)=(-2)*ta

Gp(j)=10*t(j)*exp(-t(j)**2)

fm1(j)=1.

fm2(j)=t(j)*sin(1.)+1.

capl=0

cap2=0

e(j)=t()*sin(x(ny))+1.

akk=(e())-e(j-1))/ta
ffin=sin(x(ny))*(1.+t(j-1)-Gp(j-1)*t(j-1))-Gp(j-1)

* -q(-1)*t(-1)*cos(x(ny))
akk=(akk-(u(ny+1,j-1)-2.*u(ny,j-1)+u(ny-1,j-1))/h*2
*-q(-1)*(u(ny+1,j-1)-u(ny-1,j-1))/(2*h)-ffin)/ u@y,j-1)
do 25i=2,n-1

a(i)=-q(j-1)/(2*h)+1./h**2

c(i)= 1.ta+2./h**2-akk

b(i)=1./h**2 +q(j-1)/(2*h)
f(i)=u(i,j-1)/ta+sin(x(i))*(1.+t(j))-Gp@()*(t()*sin(x(i))+1.)
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* -q(j-1)*t()*cos(x(i))

25 continue

al(2)=capl

be(2)=fm1(j)

do 30 k=2,n-1

al(k+1)=b(k)/(c(k)-al(k)*a(k))
be(k+1)=(a(k)*be(k)+f(k))/(c(k)-al(k)*a(k))

30 continue
u(n,j)=(cap2*be(n)+fm2(j))/(1-cap2*al(n))

do 40 k=1,n-1
u(n-k,j)=al(n-k+1)*u(n-k+1,))+be(n-k+1)

40 continue

20 continue

do 110 j=2,m-1,ms

akk=(e())-e(j-1))/ta
ffin=sin(x(ny))*(1.+t(j-1)-Gp(j-1)*t(j-1))-Gp(j-1)

* -q(j-1)*t(-1)*cos(x(ny))

110 continue
akk=(akk-(u(ny+1,j-1)-2.*u(ny,j-1)+u(ny-1,j-1))/h*&
*-q(j-1)*(u(ny+1,j-1)-u(ny-1,j-1))/(2*h)-ffin)/ u@y j-1)
p()=akk

do 111 i=2,n-1,ms

ug(i,m)=t(m)*sin(x(i))+1.
write(1,*)x(i),u(i,m),ug(i,m),abs(ug(i,m)-u(i,m))
111 write(*,*) x(i),u(i,m),ug(i,m),abs(ug(i,m)-ufm))
stop

end

Algoritma | ile yapilan program Crank-Nicolson sema

Bu program u(x,t)’nin gercek ve yakl& degerlerini bulmaktadir.
dimension fi(10001), p(10001), a(10001), b(100@130001), f(10001),
*al(10001), be(10001), Gp(10001), q(10001), u(50AD),
*fm1(10001), fm2(10001), x(51),

* e(10001), ug(51,10001)

open(unit=1,file="a310.dat")

tm=1.

Xm=1.

read(*,*) m,n

ms=n/15

ta=tm/(m-1)

h=xm/(n-1)

do 10 i=1,n

x(1)=(i-1)*h

fi(i)=1.

u(i,1)=fi(i)

10 continue

ny=0.26/h

t(1)=0
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e(1)=t(1)*sin(x(ny))+1

AGp=0

do 20 j=2,m

q(-1)=0

t(4)=(-1)*ta

p(-1)=(-2)*ta

Gp(j)=10*t())*exp(-t())**2)

fm1(j)=1.

fm2(j)=t(j)*sin(1.)+1.

capl=0

cap2=0

e(j)=t()*sin(x(ny))+1.

akk=(e(j))-e(j-1))/ta
ffin=sin(x(ny))*(1.+t(j-1)-Gp(j-1)*t(j-1))-Gp(j-1)

* -q(j-1)*t(-1)*cos(x(ny))
akk=(akk-(u(ny+1,j-1)-2.*u(ny,j-1)+u(ny-1,j-1)+u(ny-2*u(ny,j)
*+u(ny+1,)))/(2*h**2)
*-q(-1)*(u(ny+1,j-1)-u(ny-1,j-1))/(2*h)-ffin)/ u(ry,j-1)
do 25i=2,n-1

a(i)=-q(j-1)/(2*h)+1./(2*h**2)

c(i)= 1.ta+1./h**2-akk

b(i)=1./(2*h**2) +q(j-1)/(2*h)
f(i)=u(i,j-1)/ta+(u(i+1,j-1)-2*u(i,j-1)+u(i-1,j-1)) (2*h**2)+
* sin(x(i))*(1.+1())-Gp()*(t@)*sin(x(i))+1.)

* -q(j-1)*t(j)*cos(x(i))

25 continue

al(2)=capl

be(2)=fm1(j)

do 30 k=2,n-1

al(k+1)=b(k)/(c(k)-al(k)*a(k))
be(k+1)=(a(k)*be(k)+f(k))/(c(k)-al(k)*a(k))

30 continue
u(n,j)=(cap2*be(n)+fm2(j))/(1-cap2*al(n))

do 40 k=1,n-1
u(n-k,j)=al(n-k+1)*u(n-k+1,))+be(n-k+1)

40 continue

20 continue

do 110 j=2,m-1,ms

akk=(e(j)-e(j-1))/ta
ffin=sin(x(ny))*(1.+t(j-1)-Gp(j-1)*t(j-1))-Gp(j-1)
*-q(j-1)*t(j-1)*cos(x(ny))

110 continue
akk=(akk-(u(ny+1,j-1)-2.*u(ny,j-1)+u(ny-1,j-1))/h*2
*-q(-1)*(u(ny+1,j-1)-u(ny-1,j-1))/(2*h)-ffin)/ u(ry,j-1)
p(j)=akk

do 111 i=2,n-1,ms

ug(i,m)=t(m)*sin(x(i))+1.
write(1,*)x(i),u(i,m),ug(i,m),abs(ug(i,m)-u(i,m))

111 write(*,*) x(i),u(i,m),ug(i,m),abs(ug(i,m)-um))
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stop
end

B) Algoritma I'e gOre hatasiz olarak yapilan WsQdeseri sabit tutuldu.
al20.dat(M=10001, N=51), a21.dat(M=10001, N=51)a@d.dat(M=10001, N=51)
degerlerinde yapilan programlarda datalar elde edtimi Bu programda

p(t) =10texp(-t?), q =0 ve u(x,t) =tsin(x) + 1alinmstir.
Algoritma Il ile yapilan ileri fark agcik sema program

Bu program p(t)'nin gercek ve yakla degerlerini bulmaktadir.
dimension x(51), t(10001), u(51,10001), f(51,100@1)0001)
*,ug(51,10001), q(10001), Gp(10001)
open(unit=1,file="a120.dat")

read(*,*) m,n

tau=1./(m-1)

h=1./(n-1)

ms=m/10

ny=0.26/h

do 5i=1,n

5 x(i)=(i-1)*h

do 7 j=1,m

q(-1)=0

t(j)=(j-1)*tau

7 continue

do 10 i=1,n

10 u(i,1)=1.

do 15 j=1,m

p()=10%t())*exp(-t()**2)

u(1,j)=1.

15 u(n,j)=t(j)*sin(1.)+1.

17 continue

do 20 j=1,m

do 25i=2,n-1

f(i.j)=sin(x(1))*(1.+t()-p()*t())- P()-a(-1)*t ()*cos(x(i))
u(i,j+1)=u(i,j)+tau*(u(i+1,j)-2*u(i,j)+u(i-1,j))/h**2
*+au*p()*u(i.j)+tau*(q|-1)*(u(i+1,j)-u(i-1,))))/ (2*h)+tau*f(i,j)
akk=((u(i,j+1)-u(i,j))/tau-(u(i+1,j)-2*u(i,j)+u(i-1j))
*Mh*2-q(-1)*(u(i+1,)-u(i-1,))/(2*h)-f(.))/u(i j)
p(j)=akk

25 continue

20 continue

do 40 j=2,m-1,ms

Gp()=10"t(yexp(t(y"2)

write(*.*) t(),p().Gp().abs(Gp()-p@)

40 write(1,%) t()),p().Gp(j),abs(Gp(j)-p())

stop

end
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Algoritma Il ile yapilan ileri fark kapali sema program

Bu progaram p(t)’'nin gercek ve yakik degerlerini bulmaktadir.
dimension fi(10001), p(10001), a(10001), b(100@1),0001), f(10001), al (10001),
*be(10001), Gp(10001), q(10001),

*u(51,10001), t(10001), fm1(10001), fm2(10001 %K X,
* ¢(10001), ug(51,10001)
open(unit=1,file="a21.dat’)

tm=1.

Xm=1.

read(*,*) m,n

ms=m/10

ta=tm/(m-1)

h=xm/(n-1)

do 10 i=1,n

x()=(@i-1)*h

fi(i)=1.

u(i,1)=fi(i)

10 continue

ny=0.26/h

t(1)=0

e(1)=t(1)*sin(x(ny))+1

AGp=0

do 20 j=2,m

q(-1)=0

t()=(-1)*ta

p(-1)=(-2)*ta

Gp(j)=10*t())*exp(-t()**2)

fm1(j)=1.

fm2(j)=t()*sin(1.)+1.

capl=0

cap2=0

e(j)=t()*sin(x(ny))+1.

akk=(e())-e(j-1))/ta
ffin=sin(x(ny))*(1.+t(j-1)-Gp(j-1)*t(j-1))-Gp(j-1)

* -q(j-1)*t(-1)*cos(x(ny))
akk=(akk-(u(ny+1,j-1)-2.*u(ny,j-1)+u(ny-1,j-1))/h*2
*-q(-1)*(u(ny+1,j-1)-u(ny-1,j-1))/(2*h)-ffin)/ u(ry,j-1)
do 25i=2,n-1

a(i)=-q(-1)/(2*h)+1./h**2

c(i)= 1.ta+2./h**2-akk

b(i)=1./h**2 +q(j-1)/(2*h)
f(i)=u(i,j-1)/ta+sin(x(i))*(1.+t())-Gp@()*(t()*sin(x(i))+1.)
* -q(j-1)*t(j)*cos(x(i))

25 continue

al(2)=capl

be(2)=fm1(j)

do 30 k=2,n-1

al(k+1)=b(k)/(c(k)-al(k)*a(k))
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be(k+1)=(a(k)*be(k)+f(k))/(c(k)-al(k)*a(k))

30 continue
u(n,j)=(cap2*be(n)+fm2(j))/(1-cap2*al(n))

do 40 k=1,n-1
u(n-k,j)=al(n-k+1)*u(n-k+1,j))+be(n-k+1)

40 continue

20 continue

do 110 j=2,m-1,ms

akk=(e(j))-e(j-1))/ta
ffin=sin(x(ny))*(1.+t(j-1)-Gp(j-1)*t(j-1))-Gp(j-1)

* -q(j-1)*t(-1)*cos(x(ny))
akk=(akk-(u(ny+1,j-1)-2.*u(ny,j-1)+u(ny-1,j-1))/h*2
*-q(-1)*(u(ny+1,j-1)-u(ny-1,j-1))/(2*h)-ffin)/ u(ry,j-1)
p(j)=akk

write(1,%) t(j).p().Gp().abs(Gp(j)-p())

110 write(*,*) t(),p().Gp()).abs(Gp()-p())

stop

end

Algoritma Il ile yapilan program Crank-Nicolson sema

Bu program p(t)'nin gercek ve yakla degerlerini bulmaktadir.
dimension fi(10001), p(10001), a(10001), b(10001),
* ¢(10001), f(10001), al(10001), be(10001), Gp(@DY g(10001),
*u(51,10001), t(10001), fm1(10001), fm2(10001 %K XY,
*e(10001),ug(51,10001)

open(unit=1,file="a31.dat')

tm=1.

Xm=1.

read(*,*) m,n

ms=m/10

ta=tm/(m-1)

h=xm/(n-1)

do 10i=1,n

x()=(@i-1)*h

fi(i)=1.

u(i,1)=fi(i)

10 continue

ny=0.26/h

t(1)=0

e(1)=t(1)*sin(x(ny))+1

AGp=0

do 20 j=2,m

q(-1)=0

t()=(-1)*ta

p(-1)=(-2)*ta

Gp(j)=10*(j)*exp(-t()**2)

fm1(j)=1.

fm2(j)=t(j)*sin(1.)+1.
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capl=0

cap2=0

e(j)=t(j)*sin(x(ny))+1.

akk=(e(j)-e(j-1))/ta
ffin=sin(x(ny))*(1.+t(j-1)-Gp(j-1)*t(j-1))-Gp(j-1)

* -q(j-1)*t(j-1)*cos(x(ny))
akk=(akk-(u(ny+1,j-1)-2.*u(ny,j-1)+u(ny-1,j-1)+u(ny-2*u(ny,j)
*+u(ny+1,)))/(2*h**2)
*-q(j-1)*(u(ny+1,j-1)-u(ny-1,j-1))/(2*h)-ffin)/ u(ry,j-1)
do 25i=2,n-1

a(i)=-q(j-1)/(2*h)+1./(2*h**2)

c(i)= 1./ta+1./h**2-akk

b(i)=1./(2*h**2) +q(j-1)/(2*h)
f(i)=u(i,j-1)/ta+(u(i+1,j-1)-2*u(i,j-1)+u(i-1,j-1)) (2*h**2)+
* sin(x(0))*(1.+t(}))-Gp()*(t@)*sin(x())+1.)

* -q(j-1)*t(j)*cos(x(i))

25 continue

al(2)=capl

be(2)=fm1(j)

do 30 k=2,n-1

al(k+1)=b(k)/(c(k)-al(k)*a(k))
be(k+1)=(a(k)*be(k)+f(k))/(c(k)-al(k)*a(k))

30 continue
u(n,j)=(cap2*be(n)+fm2(j))/(1-cap2*al(n))

do 40 k=1,n-1
u(n-k,j)=al(n-k+1)*u(n-k+1,))+be(n-k+1)

40 continue

20 continue

do 110 j=2,m-1,ms

akk=(e())-e(j-1))/ta
ffin=sin(x(ny))*(1.+t(j-1)-Gp(-1)*t(j-1))-Gp(j-1)

* -q(j-1)*t(-1)*cos(x(ny))
akk=(akk-(u(ny+1,j-1)-2.*u(ny,j-1)+u(ny-1,j-1))/h*2
*-q(-1)*(u(ny+1,j-1)-u(ny-1,j-1))/(2*h)-ffin)/ u(ry,j-1)
p()=akk

write(1,) ().p().Gp().abs(Gp()-p())

110 write(*,*) t(i),p().Gp()).abs(Gp()-p())

stop

end
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